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VORWORT ZUR ERSTEN AUFLAGE. 


Das hier erscheinende Werk iiber theoretische Astronomie giebt den Gang 
und Inhalt yon Vorlesungen wieder, welche der Verfasser iiber Bahnbestimmungen ein 
um das andere Semester an hiesiger Universitit zu halten pflegt. Diesem Ursprunge 
entspricht sowohl die gewiihlte Kintheilung, als auch die iibrige Behandlungsweise des 
Stoffes. Es ist dabei nicht so sehr darauf abgesehen, die Rechnungsformeln specieller 
Methoden derart zu entwickeln, dass auch der Anfiinger vollkommene Ueberzeugung 
von der Richtigkeit derselben erlangt, und fiir sich die bestimmte gewihlte Entwicke- 
lung zu reproduciren vermag, als vielmehr eine recht vielseitige Einsicht in das Wesen 
dieser Rechnungen und einen hiheren Grad von Selbststiindigkeit zu geben, als der 
Anfanger durch das Studium einer speciellen Methode erlangen wird. Zu dem 
Zwecke schien es unerliasslich, hiufig ein und dasselbe Thema mit verschiedenen Varia- 
tionen zu behandeln, wobei denn freilich die Einheit der Darstellung nicht in gleichem 
Grade zu bewahren ist, als wenn man sich die Entwickelung einer bestimmten Methode 
zum Ziele setzt. Dass dabei hiufig, ja meistens, die einfachste Behandlungsweise eines 
Problems nicht yorangestellt ist, sondern ziemlich zuletzt kommt, entspricht der be- 
kannten Erfahrung, dass in der Regel das Einfachste nicht zuerst gefunden wird, weil 
die Augen erst im Erspihen der zugiinglichsten Seiten eines Problems geiibt sein 
miissen. Beispielsweise wird in der Abtheilung IV, welche die Berechnung einer ellip- 
tischen Bahn zum Gegenstande hat, eine sehr einfache Art gezeigt, aus den Grund- 
gleichungen der Aufgabe je zwei beliebige Distanzen von der Erde zu eliminiren, ein 
Verfahren, welches seine grosse Einfachheit und Uebersichtlichkeit dem Umstande 
verdankt, dass es unmittelbar aus den Grundbegriffen der geometrischen und der 
heliocentrischen Coordinaten sich ableitet, im Gegensatze zu anderen Verfahren, wobei 
die Elimination das Resultat einer mehrgliedrigen Entwickelung ist. Dennoch erschien 
es dem Verfasser nicht zweckmiissig, in einem fiir Anfiinger bestimmten Buche jenes 
Verfahren an die Spitze der Abtheilung zu stellen. 

Die yor nicht langer Zeit erschienenen vortrefflichen Werke von Watson 
(Theoretical astronomy) und von Oppolzer (Lehrbuch der Bahnbestimmung der 
Kometen und Planeten), das erstere die vornehmsten bekannten Methoden, mit Vor- 
anstellung des Gravitationsgesetzes, entwickelnd, das andere auch mit neuen Methoden 
des Verfassers bekannt machend, haben bei diesem Werke sehr wenig benutzt werden 
kénnen, da das Manuscript, als jene Werke dem Verfasser zur Hand kamen, schon zu 


weit vorgeriickt war. 
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Nach dem Beispiele des Oppolzer’schen Werkes hat Verfasser auch den 
Meteoritenbahnen einen kleinen Abschnitt widmen zu miissen geglaubt, noch mehr 
aber den so wichtigen Untersuchungen iiber Doppelsternbahnen, welche bis jetzt in 
keinem Lehrbuche hinreichende Beriicksichtigung gefunden zu haben scheinen. 

Wegen einer sonst nicht zu vermeidenden und allzu betrachtlichen Ueber- 
schreitung des urspriinglich fiir dieses Werk bestimmten Umfanges musste auf den 
Druck sechsstelliger Barker’scher Tafeln, sowie einiger anderer im Texte erwahnter 
Tafeln, Verzicht geleistet werden; diese Unyollstandigkeit diirfte sich indessen schwer- 


lich sehr fthlbar machen. 


Gottingen, im August 1870. 


W. Klinkerfues. 


VORWORT ZUR ZWEITEN AUFLAGE. 


Bei Uebernahme vorliegender Neubearbeitung der theoretischen Astronomie 
von Klinkerfues hielt ich es fiir unbedingtes Erforderniss, das Werk da zu veriindern 
oder zu erweitern, wo es vorhandene Miingel desselben oder der Fortschritt der Wissen- 
schaft als unerlisslich erscheinen lessen, dies um so mehr, als die beiden, dasselbe 
Gebiet der Astronomie weit ausfiihricher behandelnden Werke yon Watson und yon 
Oppolzer, im Buchhandel vergriffen sind. 

Zuniichst schien mir der erste, die allgemeinen Grundlagen behandelnde Theil 
des Klinkerfues’schen Werkes nicht zureichend. Denn unter den yon Klinkerfues 
auf den ersten 42 Seiten behandelten allgemeinen Problemen, denen Oppolzer nicht 
weniger als 266 Seiten grossen Formates in seiner Bahnrechnung widmet, fehlt eine 
Anzahl gerade der wichtigsten und zum Theil auch schwierigeren Probleme voéllig oder 
doch so gut wie vollstiindig. So die Parallaxe, die Aberration, das Problem der Be- 
wegung der Aequinoctien, ferner die Interpolation. Endlich ist die allgemeine Basis 
des ganzen Folgenden, die Kepler’sche Bewegung, welche Watson und Oppolzer 
eingehender theoretischer Behandlung fiir werth erachtet haben, nicht aus dem Gra- 
vitationsgesetz entwickelt, sondern kaum in den Resultaten zusammengestellt. 

Die folgenden Partien yon Klinkerfues’ Darstellung hingegen bilden ein 
Ganzes von bleibendem Werth und es diirfte iberfliissig sein, nochmals die schlichte 
Klarheit und geistreich anregende Form der Klinkerfues’schen Ausfiihrungen hervor- 
zuheben. 

Von vornherein zieht sich indessen Klinkerfues gewisse Grenzen, indem er 
sich in seinem Buche auf die ,vorliufigen Bahnen* beschriankt, die mechanische 
Quadratur und die speciellen Stérungen hingegen vom Kreise seiner Darstellungen 
ausschliesst. Die Aufgabe der Bahnrechnung erschdpft er somit nicht vollstiindig, 
indem er den letzten Schritt, die Bestimmung ,definitiver Bahnen*, nicht aus- 
fiihrt, eine Aufgabe, welcher Watson und Oppolzer einen so grossen Theil ihrer 
Werke gewidmet haben. 

Wihrend indess diese stoffliche Selbstbeschriinkung keinen Mangel des Klinker- 
fues’schen Buches an sich bezeichnet, sondern ihm nur den Charakter eines erschopfenden, 
umfassenderen Werken gegeniiber selbststiindigen Ganzen nimmt, macht sich in anderer 
Beziehung eine wirkliche Liicke fiihlbar. Hs ist dies das ginzliche Fehlen yon Zahlen- 
tafeln, die zur Berechnung von Bahnen neu entdeckter Kometen ein unbedingtes 
Erforderniss bilden, der grossen Arbeitsersparniss wegen, die sie gewiihren, 
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Endlich hielt ich es fiir wiinschenswerth, die neue, zu Ende der achtziger Jahre 
veroffentlichte Gibbs’sche Vectorenmethode zur Bestimmung einer elliptischen Bahn 
aus drei yollstindigen Beobachtungen, sowie die von Professor Seeliger in einem funda- 
mentalen Aufsatze niedergelegten modernen Anschauungen itber Doppelsternbahnen, 
aufzunehmen. — 

Angesichts der beschrinkten Zeit, die mir zu diesen umfangreichen Arbeiten 
zu Gebote stand, schiitzte ich mich gliicklich, meinen Freund Herrn Dr. Ebert zur Dar- 
stellung folgender Capitel zu gewinnen: In Abtheilung I: Zu den werthvollen Aus- 
fiihrungen: ,,Ueber nahezu parabolische Bahnen“ (7), ferner: Allgemeine Bemerkungen 
iiber Interpolation und Ephemeridenberechnung“, Theil A (111), sowie schliesslich: ,, Voll- 
stiindiges Beispiel zum Vergleich einer Beobachtung mit einem Elementensystem* (15). 
Weiterhin zur Abfassung der allgemeinen Bemerkungen sowie des zweiten Rechenbei- 
spieles zu Encke’s Originaldarstellung seiner Methode der speciellen Storungen (97), 
mit der ,die allgemeinen Bemerkungen iiber Bestimmung definitiver Bahnen* ent- 
haltenden Einleitung (96), sowie schliesslich zur Darstellung der Vorlesungen 101 bis 
103 incl. und 110 in der Methode der kleinsten Quadrate, die eine besonders wichtige 
Acquisition fiir das Klinkerfues’sche Buch bilden diirften, an deren Stelle die Vor- 
lesungen 93 bis 95 incl. sowie 102 bis 105 incl. der alten Auflage fiiglich ganz fortfielen. 

Ausserdem bin ich Herrn Professor Brendel und ebenso Herrn Dr. Ebert 
noch persdnlich zu grésstem Danke verpflichtet, da sie die Freundlichkeit hatten, beim 
Correcturenlesen einiger Capitel mich zu unterstiitzen und mir dabei noch einige 
kritische Winke zu geben. — 

Was die Disposition und Ausfithrung der ersten von mir neu geschriebenen 
Abtheilung betrifft, fiir die ich den alten Klinkerfues’schen Darstellungen nur die 
geometrische Ableitung und numerische Aufloésung der Kepler’schen Gleichung, sowie 
die Behandlung des Lambert’schen Theorems entnommen habe, so schien mir die- 
selbe, um hier nur das Wesentliche anzudeuten, sich am natiirlichsten in folgender 
Weise zu gestalten. 

An die Spitze habe ich das allgemeine Problem der planetarischen Bewegung 
gestellt, so wie diese wirklich stattfindet, und erst hierauf die Specialisirung eingefiihrt, 
welche die Grundlage des folgenden, die Kepler’sche Bewegung, ergiebt. Dabei habe 
ich diese letztere indess als Specialfall der allgemeinen Centralbewegung behandelt, 
weil mir dieser Weg methodisch den Vorzug zu verdienen schien. In diese Dar- 
stellungen reiht sich die Behandlung der Bahnelemente naturgemiiss ein, da dieselben 
die Integrationsconstanten der Kepler’schen Bewegung sind. Diese letztere ist dann 
der Reihe nach fiir die Ellipse, die Parabel und die Hyperbel separat behandelt. 

Beim Capitel der Parallaxe habe ich ausser den Originaldarstellungen noch die 
geistvolle Behandlung dieses Gegenstandes yon Herrn Professor Bauschinger mit dessen 
freundlicher Erlaubniss benutzt, wofiir ich ihm meinen verbindlichsten Dank abstatte. 

Beziiglich der Priicession, an deren Stelle ich zusammenhiingend gleich yoll- 
stiindiger die Bewegung der Erdachse im Erdinneren und im Raume behandelt und die 
Beziehung der letzteren zur Bahnrechnung dargestellt habe, seien eiige Bemerkungen 


Rereteec cs F ? : ‘ 
) Die im Anschluss gegebene Eneke’sche Darstellung ist dem Berliner Jahrbuch fir 1837 
entnommen, — 
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gestattet. Streng genommen ist das Problem freilich ein soleches der Mechanik des 
Himmels. Oppolzer durfte, weil er die umfassendsten numerischen Ausfiihrungen der 
Theorie gegeben, diese, sammt deren numerischen Ergebnissen, die eine so unmittelbare 
Rolle in der Bahnrechnung spielen, sehr wohl in dieser mittheilen. Ich habe diese 
Autgabe, der Oppolzer 146 Seiten widmet, auf 90 Seiten theoretisch von Grund 
aus, numerisch nur insoweit es die Anwendungen erfordern kénnen, zu behandeln den 
Versuch gemacht. Diese immerhin ausfiihrlichere Darstellung eines an sich nicht 
direct in die Bahnrechnung gehdrenden Gegenstandes habe ich an Stelle einiger 
kurzer Bemerkungen, die sich auf das Resultat dieser héchst complicirten Theorie 
beschrianken, in der Neubearbeitung von Klinkerfues’ theoretischer Astronomie 
gegeben. Denn ich hielt es dem wissenschaftlichen Bediirfniss fiir entsprechender, 
wenn auch derjenige, welcher zum Studium von Lagrange’s und Laplace’s 
Werken nicht Gelegenheit findet, dennoch eine Vorstellung von diesem mathematisch 
am yollkommensten gelésten Probleme der héheren Astronomie bekommt, ohne bloss 
mechanisch allein nach dessen Schlussformeln zu rechnen. Auch diirfte dieser Schritt 
durchaus im Geiste des Klinkerfues’schen Buches sein, dessen grosser Vorzug es ist, 
nicht bloss eime mechanische Rechnerschule grosszuziehen, sondern  selbststindige 
wissenschaftliche Thatigkeit zu fordern. 

Im zweiten der drei Theile, in denen ich die ,Theorie der Bewegung der 
Erdachse und ihre Anwendung in der Bahnrechnung“ behandelt habe, bin ich bei der 
analytischen Entwickelung den classischen Darstellungen meines verehrten Lehrers, 
Herrn Professor Hugo Seeliger, iiber diesen Gegenstand mit seiner giitigen Erlaubniss 
gefolgt, wofiir ich ihm meinen wiarmsten Dank ausspreche. | 

Im einleitenden Theile zur Theorie der Bewegung der Erdachse habe ich den 
originellen Beweis der Euler’schen Gleichungen in der Weise gegeben, wie ich ihn 
durch Herrn Professor Boltzmann kennen gelernt habe. Auch bei Behandlung des 
Tragheitsmomentes, sowie an einzelnen Stellen in der translatorischen Bewegung habe ich, 
wenn auch in anderem Zusammenhange, an seine Vorlesung ttber Mechanik vom Winter- 
semester 91/92 angekniipft, die jetzt in dem bekannten Buche: ,,Vorlesungen iiber die 
Principe der Mechanik“, gedruckt vorliegt. Ich kann mir nicht versagen, auch ihm, 
dem ich so sehr verpflichtet bin, an dieser Stelle meinen aufrichtigsten Dank aus- 
zusprechen. — 

Von Abschnitt II des Klinkerfues’schen Buches ab, mit dem die eigentliche 
Bahnrechnung beginnt, ist dasselbe in seinem ganzen Umfange so gut wie vollstiindig 
erhalten geblieben mit Ausnahme der abgeiinderten Vorlesungen in der Methode 
der kleinsten Quadrate. Nur habe ich im Verlaufe der Darstellung die zuvor erwiihnten 
Erweiterungen eingefiigt. In Betreff der Gibbs’schen Vectorenmethode verdanke ich 
Herrn Professor Gibbs eine Reihe werthvoller brieflicher Mittheilungen. Ich hielt es 
danach fiir angemessen, die Gibbs’sche Theorie in getreuem Anschluss an das 
Original aufzunehmen, ohne die beiden Aufsitze von Fabritius in Nr, 3061 und 
Nr. 3065 der Astronomischen Nachrichten zur Darstellung heranzuziehen. Den Vorwurf, 
dass die Gibbs’sche Theorie zu complicirt sei, weist schon Professor Phillipps 
guriick, welcher die Methode auf den Swift’schen Kometen mit Erfolg angewendet hat. 
Seine mir giitigst iibersandte Rechnung ist, da sie wenig Raum beansprucht, mit auf- 


genommen worden, 
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A Anfang seiner Entwickelungen hat dabei Gibbs die ziemlich complicirte 
Ableitung } der Fundamentalgleichung nicht durchgefiihrt, sondern nur im Resultate 
mitgetheilt. Die detaillirte Ableitung, die im Folgenden wiedergegeben ist, verdanke 
ich einer Mittheilung von Herrn Professor Schur, der mir dieselbe giitigst zur Auf- 
nahme zur Verfiigung stellte. 

Sodann haben in das Werk noch die mechanische Quadratur und die drei 
Methoden der speciellen Stérungen von Lagrange, von Kncke und von Hansen 
incl. Beispielen, die aus den zu Anfang erwihnten Griinden unumginglich nothige 
Aufnahme gefunden, und zwar die ausgezeichneten Darstellungen der mechanischen Qua- 
dratur, der Lagrange’schen und der Encke’schen Methode von Encke (Berl. Jahr- 
buch fiir 1837, 1838, 1858, 1862), sowie die von Tietjen verbesserte Hansen’ sche 
Methode der Stérungen in Polarcoordinaten. (Berl. Jahrbuch fiir 1877.) 

Zum Schluss ist noch zu erwihnen, dass ich den im Valentiner’schen Hand- 
worterbuche (6. Lieferung 8. 671 bis 696) verdffentlichten Aufsatz Professor Seeliger’s 
iiber Doppelsternbahnen, in dem die modernen Anschauungen in yollendeter Weise zum 
Ausdruck gelangen, dem Werke nicht vorenthalten zu diirfen glaubte, ohne mich indess 
darum berechtigt zu fiithlen, die Klinkerfues’sche Darstellung tiber die Doppelstern- 
bahnen, welche, in anderem Zusammenhange durchgefihrt, sich inhaltlich naturgemiss 
doch zum Theil mit derjenigen Professor Seeliger’s beriihrt, wegzulassen, oder beide 
Darstellungen zu einer neuen zu verschmelzen. Im Gegentheil scheint mir an der Stelle, 
wo Klinkerfues zu Anwendungen itibergeht, die Darstellung Professor Seeliger’s sich 
vortrefflich einzufiigen. 

Hinsichtlich der Zahlentafeln habe ich das grosse Gliick gehabt, die anerkannt 
zuverlissigen Watson’schen Hiilfstafeln vom Verlage von J. P. Lippincott & Comp. 
in Philadelphia zur Aufnahme in das Werk zu erlangen und dieselben soweit 
tibernommen, als es mir passend schien. Ferner hatte Herr Geheimrath Professor Th. 
Albrecht die grosse Giite, mir die Aufnahme seiner vier Zeittafeln aus seiner Tafelsamm- 
lung zu gestatten, wofiir ich ihm zu grossem Danke verpflichtet bin, wihrend ich Tafel XI 
und XII der Theoria motus von Gauss entlehnt habe. Tafel IX hat Herr Dr. Ebert 
fiir das von ihm geschriebene Capitel tiber nahezu parabolische Bahnen entworfen 
und das Beispiel im Anhang zu dieser Tafel gegeben, Tafel XIII ist die Encke’sche 
f-Tafel, die Quadrattafel XIV ist Bremiker’s fiinfstelliger Logarithmentafel ent- 
nommen. Tafel XV ist bereits in der ersten Auflage des Klinkerfues’schen Werkes 
gegeben und gehort zur 47. Vorlesung. Tafel XVI habe ich auf Grund der durch die 
Pariser I'undamentalsternconferenz adoptirten Werthe, sowie von Angaben Watson’s 
und Becker’s fiinfstelliger Logarithmentafel neu zusammengestellt, Auch verdanke 
ich hinsichtlich dieser Tafel Herrn Professor Kreutz verschiedene werthvolle Rath- 
schlige, wofiir ich ihm meinen herzlichsten Dank aussprechen méchte. Das Correcturen- 
lesen der Tafeln wurde mit ganz besonderer Sorgfalt, unabhingig von verschiedenen 
Seiten, durchgefiihrt. Im Original der Barker’schen Tafel yon Watson habe ich 
dabei die folgenden drei Druckfehler aufgefunden und berichtigt: v = 46° 37’, lies: 
1.535 4509 statt 1.5554509; weiter: v = 118° 41’ lies: 2.3919042 statt 2.392 9042; 
schliesslich: » = 163° 40', Differenz, lies: 215.90 statt 216.90. Beziiglich der Encke’schen 
f-Tafel ist zu erwiihnen, dass ich die von Oppolzer fiir dieselbe in Nr. 2130 der 
Astronomischen Nachrichten gegebenen Correctionen beriicksichtigt habe, wodurch sie an 
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Genauigkeit gewinnt. Auch sind die bekannten Druckfehler derselben berichtigt. Endlich 
sei noch beziiglich der verschiedenen astronomischen Fundamentalconstanten bemerkt, 
dass die fiir dieselben durch die Pariser Fundamentalsternconferenz (1896) adoptirten 
Werthe im vorliegenden Werke Eingang gefunden haben. Und zwar sind die durch 
die Conferenz definitiv adoptirten Werthe in Tafel XVI enthalten, wihrend in den 
Zusammenstellungen am Schluss von Vorlesung 13 und 14 zum Theil die von Gill 
und Newcomb auf der Conferenz vorgeschlagenen Werthe gegeben sind. — 

Die Durchrechnung der Formeln der alten Auflage ergab mir, wie noch Er- 

jihnung finden mag, die Zahl von einhundertundsechsundachtzig Druckfehlern, die 
siimmtlich in der Neubearbeitung beriicksichtigt sind, deren Verzeichniss, das sich in 
meinen Hiinden betindet, der Neuausgabe beizufiigen ich jedoch als zwecklos erachtete. 
Von diesen Druckfehlern verdanke ich in den zwei letzten Abschnitten iiber Doppel- 
stern- und Meteoriten-Bahnen verschiedene der giitigen Mittheilung von Herrn Professor 
Schur und einem im Besitz des geophysikalischen Institutes befindlichen, mir von 
Herrn Professor Wichert giitigst zugestellten Verzeichnisse. — 

Zum Schluss driingt es mich, Herrn Geheimrath Professor Felix Klein, dem 
ich mich tief verpflichtet fiihle, da mir auf seme Veranlassung die Neubearbeitung des 
Klinkerfues’schen Werkes iibertragen wurde, meinen aufrichtigsten und wirmsten 
Dank auszusprechen. — 


Gottingen, im Mai 1899, 


H. Buchholz. 


VORBEMERKUNGEN ZUR DRITTEN AUSGABE, 


mit einer kritischen Uebersicht der neueren von 


W. GIBBS, P. HARZER und A. LEUSCHNER 


gegebenen Methoden der Bahnrechnung. 


Als der Verlag von Friedr. Vieweg & Sohn das Ansuchen an mich richtete, von 
meiner Neubearbeitung der theoretischen Astronomie von Klinkerfues eine neue Aus- 
gabe zu veranstalten, ergriff ich diese Aufgabe bereitwilligst. Es gereicht mir zur 
Genugthuung, verschiedene, dem Werk anhaftende Miingel bei der neuen Ausgabe heseitigen 
zu kénnen. Diese, von der Kritik 1) nicht hervorgehobenen Miangel naher zu bezeichnen, 
ist der erste Zweck des Vorwortes. 

Zuniichst muss ich einen Irrthum konstatiren und, soweit das hier méglich 
ist, klarstellen. In der ersten Vorlesung der zweiten Auflage (cf. S. 7 und 11) 
wurde bei der Ableitung der allgemeinen Differentialgleichungen der Bewegung und 
der kurzen Charakterisirung der Theorieen ihrer Losung gesagt, dass die Gyldén’sche 
Theorie der absoluten Bahn eine wirklich befriedigende Losung des Stérungs- 
problems giibe, indem sie die Bewegung eines Planeten fiir einen beliebigen Zeit- 
raum ausreichend genau darstelle. 

In diesem Umfang pricisirt, ist die Behauptung, wie hier nur in aller Kiirze be- 
griindet werden kann, nicht zutreffend. Die letzte von Gyldén aufgestellte Integrations- 
methode, die horistische, behandelt einerseits die Differentialgleichung fiir die 
sogenannte Zeitreduction (Linge), andererseits diejenige fiir den Radius Vector, auf Grund 
von verschiedenen ,,horistischen* Methoden, vor Allem mittelst elliptischer Functionen. 
Die allgemeine Losung der Differentialgleichung fiir die Zeitreduction (vergl. §.6 der 
Gyldén’schen Nouvelles Recherches) ist, trotz der gegen sie erhobenen Einwinde, 
mathematisch nicht fehlerhaft2); indess wird die in dieser Gleichung auftretende Horistica 


') Vergl. O. Callandreau, Bulletin astronomique, Tome XVII, Mars 1900. Ferner: Schulhof, 
Revue générale des Sciences pures et appliquées No.8, 30 Avril 1900. 

*) Wie die auf 8.159 bis 191 meiner Abhandlung: ,Die Gyldén’sche horistische Inte- 
grationsmethode des Problems der drei Kérper und ihre Convergenz, Nova Acta. Abh. 
der Kaiser]. Leop.-Carol. deutschen Academie der Naturforscher, Bd. LXXXI, Nr. 3“ im Detail durch- 
getiihrte Nachprifung des mathematisch interessanten, ausserst complicirten §.6 der Gyldén’schen 
Nouvelles Iecherches erweist. Indess ist die auf 8.191 bis 199 dieser Arbeit wiedergegebene Back- 
lund’sche Behandlungsweise des Radius Veetor [die in anderer, aber bereits ahnlicher Form schon in 


Herrn Backlund’s zweiter Arbeit iiber den Heeubatypus G), im Anschluss an Gyldén, die Basis 


bildet] beztiglich der Convergenz nicht richtig. Man vergleiche hierzu meinen Aufsatz in Nr. 3922 
der Astronomischen Nachrichten: ,Klarstellung der von Herrn Backlund A. N. 3911 gegen 
mich erhobenen Vorwiirfe“, sowie das Weitere, beziiglich des Radius Vector oben Gesagte, 
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so klein von héherer Ordnung, dass die Methode praktisch illusorisch werden kann, ab- 
gesehen von ihrer zu grossen Complicirtheit fiir die Anwendung. Hingegen ist die Losung 
fir die Differentialgleichung des Radius Vector im allgemeinen Fall, auf den es 
ankommt (wie sie im §. 7 der N. R. gegeben ist), nicht richtig. Hier hat Gyldén gegen 
das eigens von ihm aufgestellte Princip der Mitnahme der kritischen Glieder ver- 
stossen, indem er die Integration der Differentialgleichung gerade dadurch erméglicht, 
dass er gewisse kritische Glieder vernachlissigt, auf deren vollstindige Mitnahme Alles 
ankommt (vergl. Anm. 1). Dagegen sind die fiir specielle Fille angegebenen Methoden 
(in §.2 bis §.4 der N.R.) mittelst elliptischer Functionen nicht in dem Grade mangelhaft 
wie ihnen vorgeworfen wurde. Kann man daher von einer ,,convergenten“ Lésung nicht 
sprechen, wie es in Vorlesung I der zweiten Auflage von Klinkerfues’ theoretischer 
Astronomie geschehen, und ist der grosse principielle Fortschritt, wie ihn Gyldén durch 
die horistische Methode erreicht zu haben glaubte, den auch Herr Backlund ausdriicklich 
als solchen hinstellt'), nicht erreicht, so ist doch nicht zu leugnen, dass die, durch 


p] 


Herrn Poincaré weit iiber Gebiihr herabgesetzte Gyldén’sche Stérungstheorie, in Folge 
der Gyldén’schen Entwickelung der Stérungsfunction und bei Anwendung von Gyldén’s 
partieller Integrationsmethode (gegen die theoretisch kein Einwand erhoben ist), wie sie 
yor allen Anwendung auf gewisse Typen kleiner Planeten gefunden hat, einen wesent- 
lichen Fortschritt gegeniiber der alten Stdérungstheorie bedeutet. Denn einerseits er- 
moglicht diese Methode die analytische Behandlung von wissenschaftlich besonders inter- 
essanten Fiillen (diejenige der ,charakteristischen* Planeten), bei denen die friiheren 
Methoden nicht ausreichen; andererseits giebt sie eine weit bequemere Naherung, als die 
friiheren analytischen Methoden sie erreichten (vergl. auch Vorlesung 1, 8.10). Treffend 
bemerkt Prof. Brendel in Theil II seiner ,, Theorie der kleinen Planeten* 8.2: ,,Der Leser 


1) 0. Backlund, Vierteljahrsschrift der astronom. Gesellschaft, Jahrg. 32, Heft I, 8.15 u. 18. 

. Entwiirfe, die darauf abzielten, gleichsam die Waffen zu schmieden, mit denen er den schliess- 

lichen Sieg erfechten sollte... Es galt vor allen Dingen, die sogenannten kritischen Glieder zu 

bew4ltigen, die bei den gewéhnlichen Integrationsmethoden zu sinnlosen Resultaten fiihren. Die neuen 

Integrationsmethoden, die er zu dem Zwecke schuf, und zwar in erster Linie die sogenannte hori- 

stische Methode, gehéren zuGyldén’s genialsten Leistungen. Dadurch gelang es ihm in 
der That, den erwahnten Gliedern die richtige Bedeutung zu vindiciren.“ 


O. Backlund, Comptes rendus. Séance de lundi, 11 février 1901. ,,Cette erreur élémentaire 
mappartient exclusivement. Je le dois a la mémoire de Gyldén.* 


O. Backlund, Bulletin astronomique, t. XXI, aout 1904, p. 289. Swr la méthode horistique de 
Gyldén. ,,Cette objection (— ,il y a des cas o% la méthode horistique peut etre inoffensive; a ny 
en a pas ow elle peut étre utiles —) ,devient tres grave étant énoncée par la plus grande autorité 
de notre temps. Ne partageant pas l’opinion de M. Poincaré, j’estime de mon devoir den 
exposer la raison... Les termes avec les arguments G,— 2G, c 2G,— G, ne sont pas alors 
eritiques.* Hier, am springenden Punkt der ganzen Principienfrage, macht Herr Poincaré zu 
§. 7 der Gyldén’schen N. R. den berechtigten Kinwand, dass die zuvor von Herrn Backlund 
erwihnten Glieder doch kritisch sind und ihre Vernachlassigung durchGyldén das allgemeine 
horistische Integrationsverfahren fiir den Radius Vector illusorisch macht. Vergleiche: 


M. H. Poincaré, Bulletin astronomique, t. XXI, aotit 1904, p. 293. Sur la méthode horistique. 
de ne releverats pas ce qui chez M. Backlund west qwune inadvertance si ce nétait la précisément 
pare eur A pana de Gyldén. Il est impossible que G, et Gr sovient critiques, sans que 2G, — G, 
le soit ...; st Vastronome russe s'est trompé, ce west pas qwil en a mal appliqué les régles, Cest que 
ces poe ne valaient rien.“ Den genauen Nachweis Poincaré’s ef. Comptes rendus vom 18. April 1904. 
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wird mit Recht fragen, ob und welche Vortheile die Gyldén’sche Methode gegeniiber 
den ilteren Methoden gewihrt, zumal das Vorhandensein solcher Vortheile aus den Ent- 
wickelungen des ersten Theiles nicht direct ersichtlich sein diirfte, und von Poincaré 
auch angezweifelt worden ist (Acta Mathematica, Bd. 29, 1905). Ich will ausdriicklich 
hervorheben, dass ich bei meinen Untersuchungen die Bediirfnisse der rechnenden 
Astronomie im Auge habe; fiir diese diirften die neuen Methoden Gyldén’s 
schliesslich fruchtbringender sein, als die wichtigen analytischen Resultate tiber 
den Charakter der Losungen.“ — 

Auch die Bedeutung von Gyldén’s Hauptwerk, den Orbites absolues, — falls das- 
selbe im dritten Band wirklich noch seinen Abschluss finden sollte), — liegt in erster Linie 
nicht in den principiellen Ergebnissen, da die absolute Lésung“ im Princip nicht erreicht 
ist und der Titel selbst daher nicht gerechtfertigt erscheint. 

Dass Gyldén selbst unter seiner ,absoluten* Losung, die er mittelst der hori- 
stischen Methode erreicht zu haben glaubte, in der That eine fiir unbeschrankte 
Zeit giiltige, ,convergente“ Lésung verstand, beweist unter anderen Stellen 5.275 
und 276 der Nouvelles Recherches: ,,Nichtsdestoweniger kann man, wenn die arbitraren 
Constanten bestimmt sind, abgesehen von dem hochst seltenen, sogenannten asympto- 
tischen Fall, eine numerische Ldsung erhalten, welche die Coordinaten eines 
Planeten durch gleichformig convergente trigonometrische Reihen aus- 
driickt.... Man kann daher, wenn man in Betracht zieht, dass die Convergenz der 
kritischen Glieder in der Storungsfunction derjenigen einer geometrischen Progression 
gleichkommt, leicht schhessen, dass man den Grad der Anni&iherung so weit 
treiben kann wie man will, derart, dass der Rest kleiner als eine gegebene 
Grosse wird.“ Hierzu vergleiche auch Orbites absolues, 8.497, 555 ete. — 

Den Werth der Orbites absolues, wenn dies Werk durch Prof. Sundmann’s Mit- 
wirkung, der auch bereits den wesentlichsten Theil der Fortsetzung von Bd. Il nach 
Pulkova geliefert hat, vollendet werden sollte, wird man vielmehr, — von metho- 
dischen Vervollkommnungen im Einzelnen, die allerdings zum Theil wesentliche sind, 
abgesehen, — nur in dem erhdhten Genauigkeitsgrad der Anniherung und den even- 
tuellen numerischen Ergebnissen zu suchen haben, d. hb. er kann sich, in letzter Instanz, 
nur auf das Gebiet der rechnenden Astronomie erstrecken. 


') Man vergleiche die Vierteljahrsschrift der astronomischen Gesellschaft yom 
Jahre 1897; 32. Jahrg., 8. 20, Zeile 20 ete. und 8, 21, Zeile 14 ete. — Bd. II der Orbites absolues, 
der erst zu Anfang des Jahres 1909, zw6lf Jahre nach der Ueberfiihrung von Gyldén’s wissenschaft- 
lichem Nachlass nach Pulkova, zur Ausgabe gelangt ist, bringt ausser dem bei Gyldén’s Tod 
bereits Gedruckten als Fortsetzung nur die 130 Seiten einfacher weiterer Formel- wud Zahlenentwicke- 
lungen, welche den Abschluss der von Gyldén zum grossen Theil schon durchgefiihrten Berechnung 
der Stérungsfunetion fiir die Hauptplaneten bilden; wogegen die eigentliche Arbeit, die Inte- 
gration der Differentialgleichungen, noch aussteht. Fiir die kle’nen Planeten ist von Herrn 
Brendel durch seine , Theorie der kleinen Plancten* mittelst der Gyldén’schen Principien ein Resultat 
bereits erreicht. — 

Sollten die im 32. Jahrgange der astronomischen Vierteljahrsschrift in Aussicht gestellten 
Publicationen sich noch weiter verzégern miissen, so ware erwiinscht, dass vielleicht vorher die da- 
selbst auf 5.32 erwahnten 200 Briefe Gyldén’s, ,die fast ausschliesslich einen wissenschaftlichen 
Charakter tragen“, erscheinen kénnten, — 
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Dass aber fiir die rechnende Astronomie die Principien Gyldén’s und die 
Gyldén’schen Methoden in der That wirklichen Werth besitzen und die von Gyldén 
begriindeten Brendel’schen ,instantanen* Elemente den osculirenden hinsicht- 
lich der Kiirze der Rechnung erheblich iiberlegen sind, dafiir hat Prof. Brendel in 
Theil IV seiner Theorie der kleinen Planeten den Beweis erbracht. 

Dies nunmehr abgeschlossene Werk?), das fiir die Astronomie von bleibendem 
Werth ist, zeigt, dass man mittelst der Gyldén’schen Methoden mit einem recht 
geringen Aufwand von Rechenarbeit im Stande ist, die Beobachtungen eines Planeten 
so genihert darzustellen, dass seine Wiederauffindung am Himmel etwa wiihrend eines 
Jahrhunderts ohne jede Miihe gesichert ist. 

In Nr. 4397 der Astronomischen Nachrichten weist Herr Brendel darauf hin, dass 
bei Beriicksichtigung einiger Hauptstérungsglieder fiir Jupiter die zur Vergleichung her- 
angezogenen Beobachtungen der Aegina aus den Jahren 1866 bis 1907 so dargestellt 
werden, dass die griésste Differenz in Rectascension 28.3, in Declination 23” betriigt, ein 
Resultat, das angesichts der angestrebten Genauigkeitsgrenze nichts zu wiinschen 
iibrig lisst. In Theil IV der Theorie der kleinen Planeten setzt Herr Brendel bei der 
Ausgleichung ausemander, dass die bei der Ausgleichung nicht beriicksichtigten Beob- 
achtungen, ebenso wie die Vorausberechnungen auf 50 Jahre oder dariiber, etwas starker 
abweichen miissen; dass aber die nicht beriicksichtigten und die vorausberechneten Oerter 
nicht so stark abweichen werden, dass die Auffindung nach 50 oder mehr Jahren irgend 
welche Schwierigkeit macht. (Hierzu vergl. auch den Schluss der folg. Anm.1, 8. XX VIL) 

Nach Bestimmung eines geniigend zuverlissigen Elementensystems und Aufstellung 
der Bewegungstafeln fiir das nachste halbe Jahrhundert oder linger aber ist ein Planet 
auf lange Zeit gesichert, ohne dass irgend eine Neurechnung erforder- 
lich ware. Hierin liegt die hauptsichlichste Ueberlegenheit der Gyldén’schen 
Methode iiber diejenige der speciellen Stérungen; zudem ist eine solche defini- 
tive Bahnbestimmung in ein paar Wochen vollstindig zu erledigen, wihrend 
die Alteren analytischen Stérungsmethoden weit umstandlichere Rechnungen erfordern. 
Von eben so grosser Bedeutung aber sind die neuen Methoden, wenn es sich um eine 
scharfe Darstellung der Beobachtungen und eventuell um Priifung des Newton- 
schen Gesetzes handelt. Die hierzu erforderliche Mitnahme der weiteren Storungen 
hodherer Ordnung (und héheren Grades), die nach den alteren analytischen Storungs- 
methoden fusserst complicirt und miihsam ist, erledigt sich nach den Gyldén’schen 
Prinzipien in einfachster Weise bei Behandlung der einzelnen Grade. (Hierzu ver- 
gleiche man speciell meine, auf S.10 des Folgenden in Anmerkung 4 citirte Wiener Denk- 
schriftenarbeit iiber den Typus 2, Theil I, wo sich auf S. 349 und 350 alles Diesbeziig- 
liche in ausfiihrlichster Weise auseinandergesetzt findet, sowie spater Theil HI.) — 

Durch Aufdeckung des von Gyldén bei seiner horistischen Methode in §.7 der 
Nouvelles Recherches begangenen Fehlers, der die convergente Losung illusorisch macht, 


1) Theil IV (der mir schon im Manuscript vorlag und von dem die Separata bereits erschienen 
sind) cf. Abhandlungen der Kgl. Gesellschaft der Wissenschaften in Gottingen, Bd. VIII, Nr. 1. Die 
Tafeln umfassen circa 350 Planeten (n > 709’). 
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hat Herr Poincaré der Astronomie einen wesentlichen Dienst geleistet. In seiner 
allgemeinen Beurtheilung der Gyldén’schen Arbeiten aber, wie sie Herr Poincaré z. B. 
auch auf §. 235 von Bd.29 der Acta Mathematica, Zeile 6 bis 14 ausspricht, ist er 
nicht nur iiber das Maass und Ziel einer objectiven wissenschaftlichen Bewerthung 
hinausgegangen, sondern hat sich zu einem nicht motivirten und voéllig unzutreffenden 
Werthurtheil hinreissen lassen. Das beweisen die nunmehr vorliegenden, von Herrn 
Brendel erlangten positiven Rechenergebnisse der Gyldén’schen Methoden, denen 
kein wissenschaftlich ernst zu nehmender Einwand beziiglich ihres Werthes fiir die 
Astronomie mehr entgegen zu stellen ist. Meine eigenen, weit spater als die Brendel- 
schen Arbeiten begonnenen Untersuchungen auf Grund der Methoden Gyldén’s iiber den 
Hildatypus [2] (cf. 8.10 des Folgenden, Anmerkung 4, sowie S. XXVII dieser Vor- 
bemerkungen, Anmerkung 1) haben zur Zeit ihren Abschluss noch nicht erreicht. — 

Wihrend nun Herr Poincaré den Gyldén’schen Versuch einer ,,convergenten“ 
Lésung des Stérungsproblems als nicht gegliickt in Bd. 29 der Acta Mathematica aufs 
schirfste verurtheilt, ist seine eigene ,convergente“, im Jahre 1889 als Tome XIII der 
Acta Mathematica bereits gedruckte, ,preisgekrinte* Lésung — wie seiner Zeit Gyldén 
und Phragmén erwiesen — ebenso gescheitert. Dem auf anderen Gebieten so frucht- 
baren Genie des grossen Mathematikers ist es — meines Wissens — auch bis heute, trotz 
wiederholter Versuche, noch nicht gelungen, wirklich brauchbare Stérungs- 
methoden fiir die Astronomie zu schaffen, welche die Rechnungen nicht unndthig 
compliciren, und deren Werth vor Allem durch die Erfahrung (die Beobachtungen) 
geniigend bestatigt wird: Methoden, wie sie Gyldén dagegen hinterlassen hat. 

Das ist das Endergebniss der ganzen Frage, wiihrend deren Herr Poincaré seit 
Gyldén’s Tode oft nur einige abfillige Bemerkungen zu publiciren brauchte — die 
haufig genug ganzlich unrichtige Behauptungen?) neben zutreffender Kritik enthielten, 
die aber nur von einigen Wenigen, mit dem Stoff vollig Vertrauten iiberhaupt nachgepriift 
werden konnten —, um durch das blosse Gewicht seines Namens lange Zeit hindurch 
eine ganze Richtung niederzudriicken und ihre Vertreter vor der Oeffentlichkeit 


') Hierzu vergleiche man auch das Brendel’sche Referat auf der Astronomen- 
versammlung vom Jahre 1910 in Breslau in dem betreffenden Versammlungsbericht 
der Vierteljahrsschrift der astronomischen Gesellschaft, 45. Jahrgang, Heft 4, auf welches 
die nachfoleenden Seitenzahlen hinweisen. 

In diesem Referat (cf. 8.3807) weist Herr Brendel mit aller nur wiinschenswerthen Deutlich- 
keit darauf hin, dass gewisse abfallige Urtheile Poincaré’s ,vollkommen haltlos und auch auf 


kein Argument gestitzt sind‘, ... dass ,die ungeheuren Vortheile der Gyldén’schen Methode 
gegenuber den classischen Methoden Herrn Poincaré offenbar entgangen sind, weil er niemals 
weiter in das Problem dieser Entwickelung eingedrungen ist“,... und ,dass die Grund- 


losigkeit dieser Vorwiirfe so auf der Hand liegt, dass man kaum ein Wort dariiber zu 
verlieren braucht“. — 

Der durch das Brendel’sche Referat (cf. 8.306, Zeile 24 bis 48) veranlasste Beschluss der 
astronomischen Gesellschaft in Breslau (ef. $.299, Zeile 14 bis 30 und S.300, Zeile 8 bis 10) 
gewihrleistet bereits die systematische Nutzbarmachung der neuen Methoden fir die Astronomie 
durch ihre Anwendung zur gruppenweisen Berechnung der kleinen Planeten. Denn sehr richtig 
schligt Herr Brendel (cf. 8.306, Zeile 29 bis 32) als ,zweite Modification des Bauschinger’schen 
Programms* fiir die kleinen Planeten (cf. Astr. V. J. Schrift, 31. Jahrgang, 1896, S. 284) vor, yhicht die 
Methode der speciellen Stérungen anzuwenden, sondern absolute Storungen“ (nach den Gyldén- 
schen Principien) ,zu rechnen, die es ja erméglichen, die Bahn fir langere Zeit festzulegen“, — 
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lahm zu legen durch Behauptungen, die seiner Autoritiit einfach geglaubt wurden, die 
aber nicht durch Polemik, sondern nur und allein durch Resultate endgiiltig zu 
widerlegen waren. 

Miermit ist alles, den Thatsachen entsprechend, festgelect. 

Diese Feststellung war auch deshalb wiinschenswerth, weil eine Beantwortung und 
Klarstellung von Herrn Poincaré’s grossem Aufsatz in Bd. 29 der Acta Mathematica 
gegen die Gyldén’sche Richtung iiberhaupt, von Seiten des Inhabers von Gyldén’s 
wissenschaftlichem Nachlass, — an den Herrn Poincaré’s Aufsatz im Jahre 1905 
gerichtet war (cf. A. M. Bd. 29, 8.260 und 261), — nicht erfolgt ist, und von dieser Seite 
nach einander so verschiedenartige Versehen begangen wurden, dass die allgemeine 
Meinung durch beides und die geringe Férderung der Orbites absolues naturgemiss darin 
bestiirkt werden musste, das Urtheil Herrn Poincaré’s iiber Gyldén’s wissenschaft- 
liche Leistungen sei in jeder Beziechung das richtige gewesen. ,,Voll unniitzer Compli- 
‘cationen* indess, und ,nur noch von historischem Interesse* — wie Herr Poincaré 
in Bd. 29 (8.235, Zeile 6 bis 14) der Acta Mathematica behauptet — sind die nicht- 
horistischen Methoden Gyldén’s am wenigsten von allen Stérungsmethoden der 
Astronomie. Auch haben andere neue Methoden den Grad von Brauchbarkeit, wie ihn 
nach der ,,Vheorie der kleinen Planeten“ die Gyldén’schen Methoden besitzen, zahlen- 
missig bisher nicht bewiesen. 

Es kénnte gewagt scheinen, wenn hier ein Urtheil abgegeben wurde, das dem 
Poincaré’schen theilweise widerspricht. Ist doch die Bedeutung Poincaré’s als 
Mathematiker allgemein anerkannt. Auf dem Nachbargebiet der Astronomie, 
hinsichtlich der Leistungen seines einstigen Gegners Gyldén jedoch, haben die 
wissenschaftlichen Thatsachen das Poincaré’sche Urtheil als ein nicht in 
jeder Hinsicht zutreffendes und giiltiges erwiesen. Und wiewohl die analytischen 
Untersuchungen der zweiten Poincaré’schen Arbeit: , Ueber das Problem der drei 
Korper und die Gleichungen der Dynamik*, vom Jahre 1890, hinsichtlich der periodi- 
schen Lésungen (wie auch andere Poincaré’sche Untersuchungen), in erkenntniss- 
theoretischer Hinsicht fiir die Astronomie einen gewissen Werth besitzen, so haben 
diese Arbeiten doch den actuellen Werth, die fruchtbare Verwerthbarkeit, die 
den Keim neuer Entdeckungen birgt, welche die Gyldén’schen Methoden erwiesen 
haben, fiir die Astronomie nicht gezeitigt. Jedenfalls aber hat sich fiir die Astro- 
nomie Poincaré’s eigene Forschung [in Acta Mathematica, Tome XIII?)] und sein 
Urtheil (in Acta Mathematica, Bd. 29, 8. 235, Zeile 6 bis 14 etc.) hinsichtlich des Storungs - 
problems (Problem der drei Kérper) in der Grundtendenz als irrig erwiesen. Das 


1) Fir diejenigen Leser, denen die auf S. 10 des Folgenden erwahnte Physikalische Zeit- 
schrift ‘nicht erreichbar ist, sei aus dieser, als Beleg fiir obige Behauptung zur nothwendigen 
Vervollstandigung des zuvor Gesagten, die betreffende Stelle hier angefithrt und, als beste Illustra- 
tion zu Poincaré’s spiterer schmahlicher Beurtheilung der wissenschaftlichen Leistungen seines 
verstorbenen astronomischen Gegners in Bd. 29 der Acta Mathematica, hier gleichfalls festgelegt. 
Nach allem hier Dargelegten wird sich der Leser selbst sein Urtheil bilden, Physikalische Zeit- 
schrift, 5. Jahrgang, Nr. 7, 8.181: 

,Im Jahre 1889 wurde eine Arbeit Poincaré’s tiber das Problem der drei K6rper durch den 
officiellen Preisrichter in Stockholm, den Chefredacteur der Acta Mathematica, Mittag 
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von yereinzelten Astronomen [und gerade von einem sonst so anerkannten, wie 
H. Bruns in Leipzig], — welche die nicht horistischen Methoden Gyldén’s und 
den Werth der neuen Richtung nicht entsprechend an Beispielen gepriift zu haben 
scheinen, — schlechthin als giiltig acceptirte ,artog épa“ des Mathematikers ist fir 
die Astronomie zur Geniige als ungiiltig gekennzeichnet und erledigt. — 

Durch das Gesagte diirfte es verstindlich werden, warum der principielle 
Standpunkt von Vorlesung I der zweiten Auflage von Klinkerfues’ theoretischer 
Astronomie bei Abfassung der dritten Ausgabe des Werkes ein anderer geworden ist. 
Wiewohl die erérterte Frage nicht die Bahnrechnung als solche betrifft, sondern die 
alte Grundfrage der Mechanik des Himmels bildet, so war doch ihre endgiiltige Klar- 
stellung bei Charakterisirung des allgemeinen Problems der planetarischen Bewegung, 
das in Vorlesung I naturgemiss an die Spitze der Betrachtung gestellt wurde, gegeben. 


Leffler, mit dem von S. M. Oscar II. Konig von Schweden gestifteten Preis von zehntausend Kronen 
gekront. [Dass Mittag Leffler allein — nicht aber auch Weierstrass — die Verantwortung fir 
die Entscheidung des Preisgerichtes tragt, hat er selbst zugegeben. (cf. Acta Math., Tome XIII. 
Avant Propos pag. VII.)] Diese Arbeit ist: 

»sur le probléme des trois corps et les équations de la dynamique par H. Poincaré. Mémoire 
couronné du prix de 8S. M. le roi Oscar I. le 21. janvier 1889. Avec des Notes par l’auteur.“ 

Die gekroénte Arbeit wurde in den Acta Mathematica vollstandig gedruckt vom 29. April 1889 
bis 13. November 1889 (wie die Seitenimprimata des Exemplares zeigen); ihre officielle Ausgabe 
wurde jedoch im letzten Moment noch vermieden, nachdem sogar schon broschirte Separate 
(so eines an Gyldén) vom Chefredacteur der Acta Mathematica in Stockholm versandt worden 
waren. Denn man ward erst jetzt, just nach Ablauf der zwélften Stunde, auf einen Fehler in 
der Preisarbeit aufmerksam, der sich nicht mehr durch Zusaétze nachtriglich etwa be- 
richtigen und noch verbessern liess, sondern die Grundlagen der gekrénten Arbeit derart 
beriihrte, dass er ihre Ausgabe unmoéglich machte. 

An Stelle dieser Arbeit verdoffentlchten die Acta Mathematica — ein Jahr spater — eine 
zweite Arbeit Poincaré’s von fast vollig gleichem Titel, aber veriandertem Inhalt. Diese zweite 
Arbeit, welche die verfehlte Preisarbeit ersetzen musste, ist: 

,sur le probléme des trois corps et les équations de la dynamique par H. Poincaré. Mémoire 
couronné du prix de 8. M. le roi Oscar IL. le 21. janvier 1889.“ 

Ist gedruckt vom 28. April 1890 bis 21. October 1890 (wie man wiederum aus den 
Seitenimprimata im Bd. XIII der Acta Mathematica ersieht). 

Wahrend beide Arbeiten als Tome XIII, Nr.1 und 2 der Acta Mathematica gedruckt wurden, 
gelangte nur die zweite Arbeit in Bd. XII der Acta Mathematica, wie man im Titelblatt liest, als 
das ,Mémoire couronné du prix de 8. M. le roi Oscar Il. le 21. janvier 1889* zur wirk- 
lichen Ausgabe! 

Hin seiner Zeit vom ,Rédacteur en chef“ der Acta Mathematica versandtes, 
broschirtes Kxemplar der urspriinglichen Preisarbeit Poinearé’s, das von mir per- 
sonlich eingesehen wurde, dem auch die oben mitgetheilten Datum der Seitenimpri- 
mata entnommen sind, befindet sich in Sicherheit. — Hiermit vergleiche man die Er- 
klarungen Poincaré’s in seiner ,Introduction® zur edirten — ,Preisarbeit“ Acta Mathematica, 
AMayvoNeS NNW, Tn an a 


Soviel historisch tber die wichtigste und grésste Arbeit, die Poincaré iber das 
Problem der drei Kérper verfasst hat.“ — 

An Stelle der urspriinglichen, , convergenten“ Ergebnisse der ersten Arbeit war nur von Preis- 
Bewerber und Preis- Richter die divergente Lésung der eilends verfassten, zweiten, »gekronten“ 
Arbeit tiber das Fundamentalproblem der Astronomie gesetzt worden, deren mehr negative Ergebnisse, 
wie schon hervorgehoben, nichts von der actuellen Bedeutung und positiven Verwerthbarkeit fir 
die Stérungstheorie besitzen, welche die Gyldén’schen Methoden bei ihrer Anwendung erwiesen haben. 

Damit ist historisch das Facit iiber das von Gyldén und von Poincaré fiir das Stérungs- 
problem Erreichte objectiv gezogen. (Man vergl. aber auch noch S. XXVI, Anmerkung 1.) — 
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Nach Klirung des erwihnten Irrthums hinsichtlich der horistischen Methode muss 
auf den zweiten, schwerer ins Gewicht fallenden Mangel hingewiesen werden, der die 
zweite Auflage trifft; es ist der Mangel an verbiirgter Sicherheit fiir die Richtig- 
keit der mathematischen Formeln, die aus der ersten Auflage des urspriinglichen, 
30 Druckbogen umfassenden Werkes von Klinkerfues in die Neubearbeitung von mir 
iibernommen wurden. 

Ich will diesen Mangel in keiner Weise zu beschénigen suchen. In meiner 
Assistentenstellung, wo ich naturgemiiss durch die Dienststunden und laufenden Beob- 
achtungen schon sehr in Anspruch genommen war, unterschiitzte ich die Schwierig- 
keiten der Herausgabe eines Werkes, das wegen seiner ausgezeichnet piidagogischen 
und geistreichen Darstellung mit Recht beriihmt geworden ist, das jedoch durch das 
tragische Geschick seines Verfassers im Detail der mathematischen Formeln giinz- 
lich unzuverlissig war. Es hitte bei der Neubearbeitung zugleich eine vollstiindige 
Nachpriifung der Formeln der ersten Auflage stattfinden miissen. Immerhin wurden 
damals 186 Fehler festgestellt. Das gedruckte Verzeichniss derselben wurde seiner 
Zeit dem Verlag ebensowohl, wie dem Chefredacteur der astronomischen Vierteljahrs- 
schrift, Prof. Lehmann-Filhés und auch verschiedenen anderen Collegen iibergeben. 

Gleichwohl umfasst diese grosse Zahl von Fehlern der ersten Auflage — die keines- 
wegs durchweg blosse Druckfehler waren —, noch nicht entfernt die simmtlichen in ihr 
enthaltenen Fehler. | 

Der Umstand, dass mir durch Prof. Knopf, Prof. Lehmann-Filhés und 
Dr. Wedemeyer noch eine Anzahl iibersehener Fehler der ersten Auflage mitgetheilt 
wurde, wofiir ich ihnen auch an dieser Stelle meinen verbindlichsten Dank aussprechen 
mochte, veranlasste mich, meine Arbeit mit dem Erscheinen derselben nicht als ab- 
geschlossen zu betrachten, sondern sie von Neuem vorzunehmen, mit dem Bestreben, 
vor allem die Richtigkeit der mathematischen Formeln sicherzustellen. Wie 
ich hoffe, enthalt das im Laufe der Jahre von mir hergestellte Fehlerverzeichniss 
(das auch wieder dem Vieweg’schen Verlag und dem Chefredacteur der A. V. J. 5., 
sowie Herrn Geheimrath v. Seeliger iibersandt wurde) nunmehr wirklich die sammt- 
lichen, friiher iibersehenen, in der dritten Ausgabe beriicksichtigten Fehler, welche einen 
grossen Theil der mathematischen Formeln der zweiten Auflage durchlaufend entstellen. 

Bemerkt sei an dieser Stelle, dass den Rechner irrefiihrende Druckfehler in den 
mathematischen Formeln auch in anderen, das Gebiet der Bahnrechnung behandelnden 
Werken zu finden sind. Ja, ich stehe nicht an, zu behaupten, dass es fast unmoglich 
sein diirfte, derartig umfangreiche Werke yéllig druckfehlerfrei herzustellen. Als 
Beweis hierfiir méchte ich auch das bereits im Jahre 1905 erschienene grosse Bau- 
schinger’sche!) Lehrbuch tiber Bahnrechnung anfiihren, das gewiss mit der 
grosstmoéglichen Sorgfalt ausgefiihrt und revidirt worden ist. Ohne dass ich dies um- 
fangreiche Buch in allen Theilen genauer gepriift hatte, ist mir in demselben eine, 
fiir seinen Umfang allerdings nicht grosse Anzahl von Fehlern bekannt, die ich im 


1) Die Bahnbestimmung der Himmelskérper von Julius Bauschinger. Mit 84 Figuren im 
» Text. Leipzig, Verlag von Wilhelm Engelmann, 1906. 


* 
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Interesse der Rechner den Exemplaren der vorliegenden dritten Ausgabe als Sonder- 
beilage hinzugefiigt habe. Jedenfalls wird man hieraus aber dem hochverdienstvollen 
Werke keinen ernstlichen Vorwurf machen; enthalt doch sogar das classische Lehrbuch 
der Bahnbestimmung von Oppolzer, das sein Verfasser, nach Mittheilung des neuen 
Fehlerverzeichnisses in Engelmann’s Verlag im Jahre 1880, fiir vollstandig controlirt 
hielt, noch die betrichtliche Anzahl, von Prof. Leuschner im Jahre 1890 in den 
Publications of the Astronomical Society of the Pacific* mitgetheilter Fehler, deren 
Verzeichniss, da es nicht allgemein bekannt sein diirfte, der vorliegenden dritten Aus- 
gabe gleichfalls mit beigegeben ist. Und so wage auch ich nicht zu behaupten, dass das 
eine oder andere Druckversehen in den mathematischen Formeln der dritten Ausgabe 
des vorliegenden Werkes, trotz aller stattgehabten Bemiihungen, v6llig ausgeschlossen 
wire. Ja, wenn sich Jemand der Mihe einer Priifung derselben unterziehen und dabei 
yon mir unbemerkt gebliebene Versehen feststellen und mir oder dem Vieweg’schen 
Verlage mittheilen wollte, so wiirde ich ihm im Interesse des Werkes zu aufrichtigem 
Dank verpflichtet sein. — 

Auch yon den Klinkerfues’schen Rechenbeispielen wurden einige, offenbar 
fehlerhafte, neu gerechnet, wie die Beispiele der Vorlesungen 20, 34, 36 und 70 der 
zweiten Auflage; verschiedene andere, zwar im Ergebniss richtige, indess mit Druckfehlern 
behaftete, wurden corrigirt. Ob im iibrigen Klinkerfues bei seinen Rechenbeispielen 
noch Fehler untergelaufen sind, will ich dahingestellt sein lassen. Das, worauf 
es mir ankam, war vor Allem die Richtigstellung der mathematischen Ent- 
wickelungen. — Ebenso wurde auch das Ebert’sche Rechenbeispiel der 110. Vor- 
lesung, in dem am SchluS sammtliche Elementencorrectionen unrichtig erhalten sind, da 
die Fehlereinheit vergessen ist, corrigirt. Diese verschiedenen Rechnungen wurden von 
Herrn Dr. Wedemeyer und mir in Controle gleichzeitig durchgefiihrt. 

Ferner wurden einige neu gefundene (auch im Watson’schen Original enthaltene) 
Druckfehler der im Anhang gegebenen Barker’schen Tafel VI beseitigt; auch wurden 
in Tafel XI und XII der 2. Auflage die von Prof. Brendel in den Gauss’schen 
Originaltafeln der Theoria motus (cf.Gauss’ Werke, Bd. VII, 1906, herausgegeben von der 
Konigl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen) angebrachten Verbesserungen 
beriicksichtigt. Schliesslich wurde die Constantentafel XVI der 2., d. i. Tafel XX 
der 3. Ausgabe erweitert und modern verbessert. In ihrer vorliegenden Form diirften 
Druckfehler der Tafeln ausgeschlossen sein. Die im Vorwort der 2. Auflage (cf. S. X) 
iiber die Nummernfolge der Tafeln gemachten Angaben gelten fiir die 3. Ausgabe, in 
welche neue Zahlentafeln aufgenommen sind, nicht mehr; die diesbeziiglichen Aufschliisse 
findet der Leser auf 8.828 des folgenden Anhanges, der die Tafeln enthiilt, gegeben. — 

Beziiglich der Priicession, die auch in anderen Werken iiber Bahnrechnung eine 
ausfithrlichere Behandlung erfahren hat — wiewohl streng genommen allerdings nur die 
Ergebnisse der Theorie fiir die Bahnrechnung in Betracht kommen —, michte ich auf 
das schon im Vorwort zur zweiten Auflage des vorliegenden Werkes auf 8. 1X Gesagte 
verweisen. Hier sei noch erwihnt, dass die classische mechanische Theorie der 
Figur der Erde, die einen geniiherten Werth fiir die Abplattung ergiebt (der, 
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numerisch modificirt, in der Theorie der Pricession, cf. S.148 des Folgenden, gebraucht 
ist), sich in meinem Buch iiber die Figur der Erde ‘) in verstiindlich gehaltener Form 
und weit ausfiihrlicher, als in anderen Arbeiten iiber dies complicirte Problem der héheren 
Mechanik, abgeleitet findet, ein Ziel, das ich besonders auch bei der Pricession an- 
gestrebt habe. Der moderne Werth fiir die Abplattung wird in der Fortsetzung des 
genannten Buches behandelt. (Diese wird indess erst nach Abschluss des dritten Theiles 
meiner, auf Grund der Gyldén’schen Storungstheorie durchgefiihrten Untersuchungen 
tiber die Stérungen der kleinen Planeten vom Hildatypus [;| zur Ausgabe gelangen.) — 

Im Uebrigen habe ich meine erste Neubearbeitung des Klinkerfues’sches Buches 
keiner weiteren wesentlichen Umarbeitung unterzogen, sondern von einer gleich zu 
erwahnenden, principiellen Erweiterung abgesehen, nur noch einzelne, mehr neben- 
siichliche Veranderungen yorgenommen, wie die Aenderung verschiedener Figuren, die 
Hinzufiigung einzelner Gleichungen etc. Ferner ist in der dritten Ausgabe das falsche 
Klinkerfues’sche Beispiel der 127. Vorlesung der zweiten (d. i. der 122. Vorlesung 
der ersten) Auflage fiir die Identitaét der zwei betreffenden Meteoritenbahnen fortgefallen, 
da, worauf im Astronomical Journal, Bd. XV, 8.165 durch Prof. Schaeberle hingewiesen 
ist, die beiden Sternschnuppen nicht identisch waren. 

Das an Stelle des unrichtigen Klinkerfues’schen Beispieles im Folgenden ge- 
gebene Beispiel ist von Herrn Chas. P. Olivier (cf. Lick Observatory Contributions Nr. 5) 
und behandelt die gleichzeitige Beobachtung desselben Meteors auf Mt. Hamilton und 
Mt. Diablo. Herr Olivier hat den Moment des Verschwindens dem Moment des Auf- 
leuchtens bei der Berechnung vorgezogen, weil der letztere in der Regel viel weniger 
beobachtet ist, als der erstere (cf. 8.812 des Folgenden). — 

Hinzugefiigt sind der neuen Ausgabe, wie schon erwa&hnt, noch einige wichtige 
neue Zahlentafeln. ‘Tafel XI der dritten Ausgabe, fiir Vorlesung 85, hatte Herr 
Dr. Wedemeyer die Giite auszufiihren”). — Als eine besondere Errungenschaft fiir 
die dritte Ausgabe diirfte jedoch die Aufnahme der neuen Leuschner’schen Bahn- 
rechnungsmethoden zu betrachten sein, auf deren Charakteristik ich sogleich mit 
einigen Worten zuriickkommen werde. Die fiir diese Methoden gebrauchte Tafel XVI, 
die eine Erweiterung der entsprechenden O ppolzer’schen Tafel XHI, Bd. I, auf sechs 
Stellen mit kleineren Intervallen darstellt und im Allgemeinen genau bis auf circa eine 
Einheit der letzten Ziffer ist, und die von besonderer Wichtigkeit ist (cf. 8. 471 und 


1) Das mechanische Potential nach Vorlesungen von L. Boltzmann bearbeitet und die Theorie 
der Figur der Erde. Erster Theil. Mit 137 Textfiguren. Leipzig, Verlag von Johann Ambrosius 
Barth, 1908. Besprochen in der: 

uae di ahacaohnitt der astronomischen Gesellschaft, 46. Jahrgang, Heft 1 von 1911 
durch Prof. k. Anding). — 

: Im: Bulletin astronomique, Bd. 25 (1908), 5.200 (durch Prof. Armand Lambert). — 

In: Nature Nr. 2025, Vol. 78. Thursday, 20. August 1908 (durch Captain W. J. Johnston, 


Captain Clarkes Nachfolger). — 
2) Diese von Klinkerfues am Schluss von Vorlesung 85 der ersten Auflage erwahnte Tafel 


hat sich zwar in Klinkerfues’ wissenschaftlichem Nachlass befunden, ist aber von Klinkerfues’ 


Nachfolger, wie er mir seiner Zeit mittheilte, mit dem iibrigen Nachlass wegen ganzlicher Unleser- 


lichkeit verbrannt worden. — 
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S. 473, Zeile 22 und 23 des Folgenden), hatte Herr Prof. Leuschner die Giite, fiir 
die dritte Ausgabe zur Verfiigung zu stellen, wihrend Tafel XIV und XV dem zweiten 
Bande von Oppolzer’s Bahnrechnung (Tafel Ia und Ila daselbst) mit Genehmigung 
des Engelmann’schen Verlags entnommen sind. — 


Bei Abfassung meiner ersten Neubearbeitung des Werkes war es durch das wissen- 
schaftliche Interesse geboten, die neue, im Jahre 1889 erschienene Vectorenmethode 
von Willard Gibbs!) aufzunehmen, die, originell und elegant hinsichtlich der 
theoretischen Entwickelungen, im Genauigkeitsgrad der Annaherung allen friiheren 
Methoden iiberlegen ist und schon aus diesem Grunde bei einer Neudarstellung der 
Bahnrechnung selbstversténdlich nicht einfach unerértert bleiben durfte. Wenn- 
gleich einige Nachtheile dieser Methode in praktischer Beziehung allerdings nicht in Ab- 
rede zu stellen sind (cf. S. XXVI, Anm.), so fallt doch das giinstige Urtheil derjenigen 
Rechner, die sie angewandt haben (cf. S. 414 des Folgenden), dem, bekanntlich von 
anderer Seite iiber die Methode gefillten, einseitig absprechenden Urtheil gegeniiber, 
wesentlich ins Gewicht. Ebenso hat auch Callandreau die Vorziige der Methode 
riihmend anerkannt. Die von Fabritius und von Vogel (cf. A. N., Bd. 128, 8. 225 
und Bd. 129, 8. 87) gemachten Vorschlage von Verbesserungen der Gibbs’schen Me- 
thode, — die einige Mingel derselben beseitigen, — wurden nicht beriicksichtigt, weil 
sie weder eine wirklich durchgefithrte Neugestaltung der Methode, noch auch, auf 
Grund einer solchen, die numerische Anwendung erbringen. Auf die wesentliche Verbesse- 
rung der Methode durch Frischauf werden wir weiterhin zu sprechen kommen. — 

Kurz nach dem Erscheinen meiner ersten Neubearbeitung von Klinkerfues’ theore- 
tischer Astronomie ist dann von Prof. Harzer in Kiel ein erneuter Versuch gemacht worden, 
fiir das Problem eine noch vollkommenere Lésung als die vonGauss, Encke, Oppolzer 
und Gibbs gegebene, zu finden, in elmer grossen, buchartigen Abhandlung: ,Ueber die 
Bestimmung und Verbesserung der Bahnen yon Himmelskérpern nach drei Beobach- 
tungen.“ (Publication der Sternwarte in Kiel XI, herausgegeben von Paul Harzer; ef. auch 
A. N., Bd. 141.) Schon Prof. Bauschinger hat die Aufnahme der Harzer’schen 
Methode in sein neues Lehrbuch tiber Bahnrechnung abgelehnt. Er motivirt auf 
S. 893 seine Gegnerschaft gegen die Laplace’sche und die Harzer’sche Methode 


*) Von meiner damaligen Correspondenz mit Gibbs tiber seine Methode ist inzwischen in den 
gesammelten Werken des Verstorbenen (vergl. Vol. Il, Nr. VI, S. 149—154) ein héchst interessanter 
Brief erschienen: ,,On the use of the Vector method in the determination of orbits. Letter to Dr. 
Hugo Buchholz, Kditor of Klinkerfues Theoretische Astronomie [Hitherto wnpublished]*, den 
ich den amerikanischen Herausgebern von Gibbs’ Werken im Jahre 1905 auf ihre Bitte zur Ver- 
figung stellte. — An dieser Stelle méchte ich eines, wenn auch nebensiachlichen Irrthums der zuvor 
erwahnten Callandreau’schen Kritik gedenken. Callandreau schrieb: Pour Vexposé de la 
méthode vectorielle de Gibbs, le Dr. Buchholz a ew & sa disposition les lecons du professeur Schur, 
de Gottingue, sur le calcul des orbites, ainsi que des Notes communiquées par M. Gibbs lui méme.* 
Hierzu méchte ich bemerken: erstens, dass ich bei Klinkerfues’ Nachfolger niemals Vorlesungen 
gehort habe; zweitens, dass die von Gibbs selbst nicht gegebene, ausfiihrliche Ableitung seiner 
Fundamentalgleichung, wie sie auf 8S. 419 bis 422 im Folgenden gegeben ist, in Wirklichkeit von 
Prof. Schering herstammt (man vergleiche 8.419, Zeile 16 etc.); drittens, dass meine im Folgenden 
gegebene Darstellung der Gibbs’schen Methode, wie sich jeder uiberzeugen kann, direct auf dem 
englischen Original von Gibbs selbst, sowie auf Gibbs’ Briefen basirt. 
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damit: ,...da jede Anwendung derselben von der Miihseligkeit der Rechnung und 


von der geringen Sicherheit des erlangten Resultates den Bewejs erbringt. Die 


Methode fasst zweifellos das Problem im Kern, aber die Hiilfsmittel, deren sie 


sich bedient, sind unzulinglich Nun ist freilich der Vorwurf, dass die 
Harzer’sche Methode auf Laplace fusse und darum mangelhaft sei, nicht zu- 
treffend; iibrigens vergleiche man die Harzer’sche Kntgegnung (Astronomische Nach- 
richten, Bd. 170, Nr. 4058); trotzdem aber trifft die Harzor’sche Methode der letzte 
Theil des von Prof. Bauschinger erhobenen, nur nicht weiter begriindeten Vorwurfs. 
Ein so ausgezeichneter Kenner der Bahnrechnung, der sich auf dem Gebiete 
so erfolgreich selbst bethitigt hat, wie der bekannte Director des Students’ Observatory 
in Californien, Prof. A. 0. Leuschner, urtheilt bei Darstellung seiner werthvollen 
neuen Bahnrechnungsmethoden (A short method of determining orbits from three Obser- 
vations, University of California Publications; cf. Publications of the Lick Observatory, 
Vol. VI, Part.1; ferner Part. 2, 3, 7,8; vergl. Vorlesung 82 des Folgenden) gleichfalls 
hinsichtlich ihrer praktischen Verwerthbarkeit, auf die es astronomisch ankommt, 
abfallig*) tiber die Harzer’sche Methode. Einige der von Prof. Leuschner hervor- 
gehobenen Mangel der Harzer’schen Methode, welche dieselbe dem Rechner wenig 
brauchbar erscheinen lassen miissen, finden sich im Folgenden (vergl. S. 448) kurz an- 
gegeben; ausfiihrlicher noch sind sie in der zuvor erwihnten ersten Arbeit gleich zu 
Beginn yon Prof. Leuschner beleuchtet worden, weshalb ich hier nicht weiter auf sie 
eingehe. Bei der Leuschner’schen Methode jedoch sind alle Unstimmigkeiten der 
Harzer’schen Arbeit auf das Gliicklichste vermieden (vergl. 8.449 und auch 8.450 des 
Folgenden). Die Beriicksichtigung der Untersuchungen von Prof. Leuschner — einer 
Autoritat auf dem Gebiete der Bahnrechnung — in der dritten Ausgabe des vorliegenden 
Werkes musste im Interesse der Rechner in hohem Grade wiinschenswerth erscheinen, 
um so meh r, als dieselben im Original schwer erreichbar, und in anderen Werken tiber 
Bahnrechnung nicht zu finden sind. (Hierzu vergleiche man auch 8. 449, Zeile 27 etc. 
der im Folgenden, in Vorlesung 82 gegebenen Leuschner’schen Darstellung.) — 
Die urspriingliche Fassung der ,short method“, wie sie bis jetzt erst in Part. 1, 2 
und 3 yon Vol. VII der ,,Publications of the Lick Observatory“ publicirt vorliegt, erfuhr 
indess im Laufe der letzten Jahre nicht nur Verbesserungen, sondern auch grundlegende 
Erweiterungen, deren endgiiltige Formulirung zur Zeit der Abfassung der dritten Ausgabe 
des yorliegenden Werkes noch nicht gedruckt vorlag, sondern vom Autor damals erst 


1) Vergl. z. B. 8S. 3 der Sonderausgabe der ersten Leuschner’schen AS DOIG yy acts There are, 
however pratical difficulties involved which make it doubtful whether astronomers will adopt 
this’ (Harzer’s) ,method in preference to the short methods of determining circular elements for 
planets, to Olbers’ and v. Oppolzer’s methods of deriwing parabolic orbits for comets, or even 
to the more general methods of Gauss and Oppolzer for the Determination of orbits without 
previous hypothesis as to the excentricity. Some of the difficulties, all of them of the meas 
importance to computers are as follows....“ The essential improvements to be sought for ee 
(Es folgen in der Leuschner’schen Arbeit mehrere Seiten ausstellender Kritik iiber die Harzer sche 
Arbeit.) Ferner z. B. 8.25: ,The methods of Laplace and Harzer furnish convenrent eapressions 
which contain the geocentric distance ...; but for reasons which are apparent from the ager! 
article, these methods are otherwise not suited for the solution of the present problem. 
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fiir die Publicationen des Lick Observatory im Manuscript zusammengestellt wurde’). 
Aus diesem Grunde ersuchte ich Prof. Leuschner, die folgende, in Vorlesung 82 
gegebene Gesammtdarstellung seiner Untersuchungen selbst zu tibernehmen und 
stellte meine eigene, auf Grund der ersten Leuschner’schen Arbeiten bereits verfasste 
Darstellung zuriick. Nachtraglich lieferte dann Prof. Leuschner auf meine Bitte auch 
noch entsprechende Formelzusammenstellungen mit Rechenbeispielen, sowie 
eine etwas ausfiihrlichere Darstellung seiner ,Methode der Bahnberechnung mit 
sofortiger Beriicksichtigung der Stérungen“, sammt Rechenbeispiel, als sie in 
der Astr. V. J. Schrift (43. Jahrg., Heft 4) gegeben ist, Entwickelungen, die im Anhang 
mitgetheilt sind. Bei Prof. Leuschner’s eingetretener schwerer Erkrankung — von der 
er gliicklich wiederhergestellt ist —, hatte Prof. Crawford vom Students’ Observatory 
die Giite, die Correctur der Tafel XVI mit zu erledigen. 

Schliesslich ist noch zu erwahnen, dass ich die im Folgenden, auf 8S. 448, 449 u. 450 
gegebenen einleitenden Bemerkungen, auf Grund mir von Prof. Leuschner iiberlassener 
Notizen, selbst verfasst habe. Die Bemerkungen iiber den Werth und die Bedeutung 
der Leuschner’schen Methoden riihren dabei von mir her. Die beziiglich der Harzer- 
schen Methode gemachten kritischen Bemerkungen jedoch, und ebenso die Bemerkung 
iiber das auf S. 393 des Bauschinger’schen Werkes tiber Bahnrechnung (auf 8. 448 
u. 449 des Folgenden) Gesagte, sind dem, in meinem Besitz befindlichen Leuschner- 
schen Entwurfe wortlich entnommen. — 

Hier sei nur darauf hingewiesen, dass in den folgenden Leuschner’schen Unter- 
suchungen die in ,short method“ gegebenen Entwickelungen unter anderem nicht nur 
modificirt sind dadurch, dass geschlossene Ausdriicke fiir f und g fiir die Anwendung 
auf lange Intervalle eingefiihrt sind, ebenso fiir 0f und 0g; dass ausserdem einfache 
Modificationen direct zur Parabel oder zum Kreise fiihren, wenn derartige Bahn- 
bestimmungen erwiinscht sind. Vor allem sind die urspriinglichen Untersuchungen 
dadurch erweitert, dass nunmehr osculirende erste Elemente, d. h. solche mit so- 
fortigem Einschluss der St6rungen, berechnet werden kénnen. Das Letztere 
erscheint als besonders wichtig fiir gestérte Trabanten, wie z. B. fiir Saturn IX, 
Jupiter VI, VIT, VIN. Denn bisher hat es bekanntlich iiberhaupt keine directe 
Methode der Bahnbestimmung fiir Satelliten gegeben; vielmehr ist man yon Annahmen 
iiber Perioden, Excentricitiit und bisweilen auch Neigung ausgegangen. Diese Annahmen 
fallen bei der Leuschner’schen Methode vollstiindig fort, und alle Elemente und 
alle Losungen, wenn mehrere yorliegen, erfolgen in ihrer Bestimmung gleichzeitig. 
Dabei geht die Lésung der verschiedenen Probleme, wie der Parabel, der Kreisbahn, 
der allgemeinen Bahn, der gestérten Bahn, fast in der gleichen Weise yor sich, und 
der Uebergang von der einen zur anderen Bahn, wie z. B. von der Parabel zur Ellipse, 
erfordert kaum Mehrarbeit. Diese Allgemeinheit der Methoden ist, neben ihrer 
Genauigkeit und Kiirze, ein Hauptvorzug vom theoretischen Stand- 
punkt aus. Denn die Leuschner’schen Methoden, deren gute praktische Verwerth- 


') Dieselben sind auch jetzt noch nicht gedruckt und ihre Publication in Amerika (an einem anderen, 
als dem hier, padagogisch, entwickelten Zusammenhang) wird erst spater erfolgen. 
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barkeit durch die numerischen Rechnungen hinlinglich erwiesen ist (man ver- 
gleiche die im Folgenden mitgetheilten Beispiele), dienen in ihrer jetzigen Form nicht, 
wie in ihrer urspriinglichen, nur mehr fiir geniiherte Kphemeriden, sondern sie um- 
fassen das ganze Gebiet der Bahnrechnung. — 

Dabei ist noch zu betonen, dass, wenn die erste Annaherung (,directe Losung‘) 
nicht hinreichend ist, die zweite Anniherung nicht, wie die sogenannte zweite Hypo- 
these, durch algebraische Nachrechnung der vorher vernachliassigten Glieder héherer 
Ordnung erfolgt, sondern dadurch, dass auf differentiellem Wege diejenigen Correc- 
tionen der vier Fundamentalgréssen berechnet werden, welche die Unterschiede Beob- 
achtung minus Rechnung zum Verschwinden bringen. 

Schliesslich sei hier noch der Bemerkung Prof. Leuschner’s (cf. $.454, Zeile 16 
des Folgenden) Erwihnung gethan, die darauf hinweist, dass es fiir den Bahnrechner 
von Vortheil sein wiirde, wenn kiinftig bei Herstellung der astronomischen 
Jahrbiicher die betreffenden Geschwindigkeiten in den Sonnencoordinaten 
mit berechnet wiirden. — 

Von der Harzer’schen Methode muss bei objectiver Priifung hervorgehoben und 
ausdriicklich anerkannt werden, dass sie in rein mathematischer Beziehung das 
Problem mit viel Scharfsinn lost#); in praktischer Beziehung, auf die es astronomisch 
ankommt, jedoch thut sie das nicht. Zwar sagt Herr Harzer selbst auf S. 6 von 
seiner Arbeit: ,So sinnreich dies Verfahren (das Gibbs’sche) ist, muss doch bezweifelt 
werden, dass es praktische Vortheile vor dem von uns skizzirten gewihre.“ Allein 
in einem wissenschaftlichen Lehrwerk wie dem Klinkerfues’schen, das nur die wirklich 
brauchbaren Hauptergebnisse der wissenschaftlichen Forschung enthalten soll (ohne, 
bei der Fiille des Stoffes, jeder der vielen werthvollen kleineren Arbeiten tiber das 
Gebiet gerecht werden zu konnen), das zugleich ein Fiihrer und Wegweiser der 
studirenden Jugend ist, durfte, bei eingehender, gewissenhafter Priifung, die Harzer’sche 
Methode, als minder brauchbar, eine Beriicksichtigung nicht finden. 

So giebt auch der Verfasser des bekannten ,,Grundriss der theoretischen Astronomie 
und der Geschichte der Planetentheorien“ (in 2. Auflage erschienen 1903 bei Engelmann 
in Leipzig), Prof. Frischauf, in seiner, Verbesserungen und neue Gesichtspunkte 
enthaltenden Darstellung?) der Gibbs’schen Methode auf 8.30 sein Urtheil tiber den 
Harzer’schen Versuch dahin ab: ,Harzer setzt als Naherungswerth ... Die darauf 
gegriindete Bestimmung von 1, 7, r’ wird aber, was Kiirze, Bequemlichkeit und 


1) Hierzu yergleiche man die von Herrn Harzer unmittelbar vor der »Hinleitung“ seiner Arbeit 
gemachte Vorbemerkung auf 8.3, Zeile 4 und 5, wonach Winke des bekannten Mathematikers Prof. 
Staeckel, wihrend dieser an der Kieler Universitat wirkte, ,ftir die Gestaltung der analy- 
tischen Darstellung der Untersuchungen niitzlich gewesen*, — 

*) Die Gauss-Gibbs’sche Methode der Bahnbestimmung eines Himmelskérpers aus drei Beob- 
achtungen von Dr. J. Frischauf, o. 6. Professor der Mathematik an der Universitit Graz. Leipzig, 
Verlag von W. Engelmann 1905. Diese interessante, von Frischauf gegebene Modification der 
Gibbs’schen Methode, — welche zwar keine numerische Anwendung als Probe ihrer praktischen 
Leistungsfaihigkeit, in der That aber principielle Verbesserungen der Gibbs’schen Original- 
methode in Gestalt einer detallirt gegebenen Neugestaltung der Rechenformeln bringt, — numerisch, 
bei gleichzeitiger Anwendung der Gibbs’schen Originalmethode auf ein Beispiel, zu prifen, wirde 
eine wissenschaftlich zweckvolle Aufgabe zum Vergleich der Methoden fir eine ,,Dissertation“ bilden, 
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Gonvergenz der Rechnungen anbelangt, von der Gauss-Gibbs’schen in jeder 
Bezichung iibertroffen. Zunichst erscheinen die Harzer’schen transcendenten 
Ausgangswerthe fiir m:n’ und n”:n! zur Berechnung von 1, ry’, vr nicht sehr geeignet; 
sie miissen zu diesem Zwecke in rationale Ausdriicke von 1, 7’, 7” umgewandelt werden, 
was einem Aufgeben dieser Specialmethode gleichwerthig ist. Ferner, da 
in der Praxis f in der Regel klein ist, so ist das Fehlerglied Harzer’s mit v+ mit 
dem nur unsicher bestimmbaren Factor 62 ungleich grofer als das beziigliche von 
Gibbs (bei Pallas f = 0,1268 das 14,5- und 12fache, bei Ceres f = — 0,03056 das 
53,3- und 55,8fache fiir m:n’ und n:n’).... Es ist daher auch bei Harzer eine 
Beschriinkung auf kleine Werthe von v (héchstens gleich 1:3) geboten, wodurch wieder 
die Entwickelung der hdheren Glieder, mindestens yon v® an, iiberfliissig erscheint. 
Die Harzer’schen Reihenentwickelungen mit der Beschrankung auf Glieder sechster 
Ordnung nach v2, u,v reichen nicht einmal fiir das Ceres-Beispiel vy = 0,536 
trotz der kleinen Excentricitat — 0,081 aus“ u.s.w. (Das Gibbs’sche Ceres- 
Beispiel vergl. $.438 des Folgenden.) — 

Dagegen weist Herr Frischauf auf die fundamentale Bedeutung des neuen, von 
Gibbs fiir die Bahnrechnung aufgestellten Principes mit den charakteristischen Worten 
hin: ,,Diese einfachen, rationalen und dabei sehr genauen Ausdriicke nach 1, 7’, r”, die 
Gibbs als Niherungswerthe der Dreiecksverhaltnisse aufgestellt hat, konnen unstreitig 
als der bedeutend ste Fortschritt der Losung der Aufgabe einer ersten Bahn- 
bestimmung seit Gauss bezeichnet werden.“ ‘ 

Fabritius aber hebt den praktischen Werth der Gibbs’schen Ausdriicke der 
Dreiecksverhaltnisse sowohl fiir die Bahnbestimmung aus drei Beobachtungen, als auch aus 
vier Beobachtungen, wie auch fiir parabolische Bahnen riihmend hervor, indem er sagt: 
»Bei Kometen mit bedeutender heliocentrischer Bewegung brachte diese Methode (die 
Gibbs’sche) convergirende Resultate, wo andere Methoden divergirende ergeben.“ 


Fassen wir das Gesagte kritisch zusammen, so kann das Urtheil iiber die neueren, 
nach einander von Gibbs, Harzer und Leuschner entwickelten Methoden der 
Bahnrechnung nur dahin pracisirt werden: dass die Leuschner’schen Untersuchungen 
einfache Resultate von ausgezeichneter Brauchbarkeit ergeben. Auch der Original- 
methode von Gibbs kann, wenngleich sie weniger einfach ist, und ihr, in gewissen 
Fallen, Nachtheile in praktischer Hinsicht (wie sie die Frischauf’sche Arbeit auf 
S.16 richtig hervorhebt!) in der That anhaften — ganz abgesehen yon ihrer hervor- 


") ySo giinstig die unmittelbare Verwendung der drei Gleichungen (4), (5), (6), wie sie Gibbs 
vorgeschlagen hat, beim Ceres-Beispiel (mit Zwischenzeiten von bezw. 134 und 126 Tagen) erscheint..., 
so ungiinstig stellt sich dieselbe bei wirklich kleinen Zwischenzeiten, etwa 10 bis 20 Tagen, je 
zweier auf einander folgender Beobachtungen... Der Grund der misslichen Verwendbarkeit der obigen 
Gleichungen liegt in der Kleinheit des Nenners der drei Unbekannten 4q, 4q', 4q", welche in 
der Form: aX +bY,+¢Z, a 


~ se Dies Cc 
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erscheinen... Fir das Ceres-Beispiel, wo bereits die zweite Hypothese geniigt, bestatigt die Erfahrung 
diese (die Gibbs’schen) Voraussetzungen, nicht aber beim Swift-Komet (1880, V), wo trotz guter 
Darstellung der Zwischenzeiten die gegebenen Beobachtungen aus den erhaltenen Elementen nicht 
gentgend genau dargestellt werden,“ 
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ragenden Originalitaét und Exactheit —, die Brauchbarkeit in vielen Fallen (wie z. B. 
Ceres) keineswegs abgesprochen werden; wenngleich von der Methode zugegeben 
werden muss, dass, selbst in ihrer verbesserten Form, die erste Annitherung in der 
Rechnung zwar von hoher Genauigkeit, aber praktisch doch zu complicirt ist, 
und dass andere Methoden, wie beispielsweise die Encke’sche und vor allem die 
Leuschner’schen, weil kiirzer und bequemer, fiir den Rechner vorzuziehen sind. 
Dagegen kann der Weg, den Herr Harzer in seiner Arbeit eingeschlagen — wiewohl 
nicht zu verkennen ist, dass diese Arbeit einen wesentlichen Fortschritt gegen andere 
Harzer’sche Untersuchungen, wie z. B. auch gegen die iiber die Storungen der Bahnen 
vom Hecubatypus [}] (,,Untersuchungen iiber einen speciellen Fall des Problems der 
drei Korper“?) unstreitig insofern bezeichnet, weil sie ein positives Resultat 


*) Bei Innehaltung der von Herrn Harzer fiir Hecuba gewahlten Genauigkeitsgrenze gehen 
die Abweichungen bei Herrn Harzer’s Theorie in obiger Arbeit bis zu vier Grad schon in den 
heliocentrischen Eclipticaleoordinaten; was auch ganz erkliarlich ist, da nicht einmal die aus der 
Storungsfunction kommenden Glieder zweiten Grades von Herrn Harzer entsprechend beriick- 
sichtigt sind. Auf die Bezeichnung einer astronomischen Naherung kann diese, vom rein 
theoretischen Standpunkt aus zwar interessante, an neuen wissenschaftlichen Resultaten jedoch, 
trotz ihres Umfanges, gleichfalls ohne eigentliche Ergebnisse gebliebene Harzer’sche Studie keinen 
Anspruch machen. 

Ganz erreichen das Ziel einer geniigenden Annaherung fiir den Typus '/, auch die viel werth- 
volleren Kramer’schen Entwickelungen in ihrer jetzigen Gestalt noch nicht, wiewohl bei diesen 
weitgehenden Untersuchungen ausser den Gliedern erster Ordnung zweiten Grades, auch noch die 
Gheder zweiter Ordnung fir den zweiten Grad in der Stérungsfunction Beriicksichtigung gefunden 
haben, und hei der Integration noch die exargumentalen Glieder dritten Grades. Fiir Hecuba 
selbst reichen die von Herrn Kramer ermittelten Elemente und St6rungen noch nicht aus, um 
fiir langere Zeit die Bewegung auf + 1’ bis 2’ darzustellen. Dagegen brachte Herr Kramer beim 
Planeten des Typus '/, Semele, fiir den er Tafeln aus Beobachtungen der Jahre 1866 bis 1896 (Epoche 
1876) auf Grund der Gyldén-Brendel’schen Principien abgeleitet, die Genauigkeit bereits auf 
den, wenn auch praktisch noch nicht véllig zureichenden Werth von + 2’, bei einer Excentricitat 
von 12° und einem Divisor d = 0.08 (1903: 4¢ = — 0/6, 4d = — 2'4, 1906: 4a = — 2/7, 
4d = -+ 2/7). (Hierzu vergl. 8.10 des Folgenden, Anmerkung 3.) 

Man ersieht hieraus, um an dieser Stelle die zuvor iiber die Gyldén’schen Methoden 
gemachten Bemerkungen nochmals aufzunehmen und zu erganzen, dass fiir den Typus ’/, 
und den in anderer Hinsicht noch complicirteren Typus */, auch die Mitnahme der aus der Stérungs- 
function selbst kommenden Glieder dritten Grades (sowie eventuell der ,Zusatzglieder“ dritten Grades 
und einiger Glieder vierten Grades) nach den Gyldén’schen Principien néthig ist, wenn man zu 
einem nur einigermaassen brauchbaren Resultat gelangen, d. h. die Beobachtungen auch nur auf 
eine Bogenminute genau darstellen will. Auch empfiehlt es sich eventuell bei den jupiternahen 
Planeten des Hildatypus (und ebenso bei denjenigen des Hecubatypus), wenn die numerischen 
Naherungen zu langsam fortschreiten, statt der Gyldén’schen partiellen Integration ein anderes 
Gyldén’sches Verfahren mittelst elliptischer Functionen zur Verstirkung der Convergenz anzuwenden, 
worauf ich spater in Theil IV des Hildatypus zuriickkommen werde. (Erwihnt sei hier noch, dass 
das Druckfehlerverzeichniss von Theil I und IJ meiner Untersuchungen tiber Hilda, welches 
seiner Zeit den Separaten gréBtentheils schon gedruckt beigegeben wurde, aber nicht in die Bande 
der Denkschriftenausgabe mit eingebunden worden zu sein scheint, vollstindig in Theil II an- 
gegeben werden wird, wo auch die in Cap, V von Theil I behandelte specielle Frage tiber die Licke 
verificirt werden wird.) 

Bei den einfacheren, von Herrn Brendel in seiner T’heorte der kleinen Planeten behandelten 
Commensurabilitatstypen, speciell bei den Typen '/; und '/, (,charakteristische“ Planeten, 
bei denen die alten analytischen Methoden viel mithsamer sind und z B. bereits bei 
Hestia versagen) aber war eine so weit gehende Mitnahme von Gliedern héheren Grades und 
hoherer Ordnung nicht noéthig, wie sie die besonders schwierigen Typen Wis und “/, nach den 
gemachten Erfahrungen erfordern. Vielmehr ergeben sich dort schon bei Bericksichtigung des 
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erbracht hat —, aus den zuvor erwihnten Griinden nicht als ein eigentlich zweck- 
entsprechender, praktisch befriedigender betrachtet werden. 

Zwar kénnte mit Recht eingewendet werden, da hinsichtlich der praktischen 
Brauchbarkeit die Gibbs’sche Originalmethode der Harzer’schen nicht so be- 


aweiten Grades und der zweiten Ordnung brauchbare Resultate, durch welche Hunderte von kleinen 
Planeten fiir lange Zeit in weit bequemerer Weise mittelst der Gyldén’schen Principien zu 
erledigen sind, als dies mittelst der Theorie der speciellen Stérungen moglich ist. Nach den 
alten analytischen Methoden aber hat man seit Laplace’s Zeit absolute Stérungen mit Tafeln 
nur fir dreizehn kleine Planeten (cf. Astr. V. J. Schrift, 31. Jahrgang, 1896, 8. 288, Gruppe G.), unter 
grossem Rechenaufwand berechnet, allerdings mit grosserer Anforderung an die Genauigkeit. Eine 
solche ware bei Mitnahme des dritten Grades — den ich fiir Hilda nach den Gyldén’schen Prin- 
cipien bis inclusive der zweiten Ordnung in der Stérungsfunction und in den Differentialgleichungen 
bereits in Rechnung gezogen habe — fiir die Brendel’schen Planetengruppen sehr einfach zu er- 
reichen. Fur den ins Auge gefassten Zweck, das rasche Wiederauffinden eines kleinen Planeten am 
Himmel fiir circa ein Jahrhundert, aber ist eine gréssere Genauigkeit als die in der ,7'heorie der 
kleinen Planeten* angestrebte, fiir die betreffenden Gruppen nicht erforderlich. (Hierzu ist es inter- 
essant, Enckes Worte, auf 8.588 des Folgenden, zu vergleichen, welche die Berechnung der kleinen 
Planeten noch ganz in die Domaine der speciellen Storungen verweisen.) — 

Dass die hier, wie in Vorlesung I gegebenen kritischen Darlegungen, welche die Frage 
nach dem von Gyldén (und von Poincaré) fir das Stérungsproblem Erreichten (und nicht Erreichten) 
zum ersten Mal allseitig klar stellen und zum Abschluss bringen, vom Anfanger (dem das vorliegende 
Werk sonst, so weit es méglich ist, Rechnung tragt) zunichst besser tiberschlagen werden, darauf ist 
auch in Vorlesung J, 8.6, hingewiesen. 


Sollte immerhin Poincaré, um sein gegen die Gyldén’sche Richtung so apodiktisch ab- 
gegebenes Urtheil aufrecht zu erhalten, es, trotz der Thatsachen, versuchen, den Vorwurf der 
Unbrauchbarkeit gegen diese Richtung (die ,voll unniitzer Complicationen und bloss noch yon 
historischem Wert ist“!) in irgend einer Weise zu erneuern: durch die ersten Zahlenergebnisse 
der Theorie der kleinen Planeten bereits (welche auf der stricten Anwendung der Grundprincipien 
Gyldén’s und auf der detaillirten Ausbildung und consequenten praktischen Durchfiihrung seiner 
einen Hauptmethode gerade beruht) steht die Gyldén’sche Richtung, wie wir gesehen haben, so 
vollstandig gerechtfertigt da, dass sie kiinftig weder durch Poincaré’s Warnungen vor ihrer An- 
wendung und die sonstigen Ausspriiche dieses einstigen Rivalen Gyldén’s wird mehr discreditirt, 
noch durch dessen gekrénte Arbeiten iber das Stbrungsproblem wird mehr zu Unrecht in den Schatten 
gestellt und beeintrachtigt werden kénnen. 

Hat auch Gyldén, so wenig wie im Jahre 1889 Poincaré, die ,convergente* Lésung fiir das 
Stérungsproblem, und damit nicht den principiellen Sieg“ erreicht (man yergl. die Anmerkung 1, 
8. XH dieser Vorbemerkungen): so diirfte es doch, nach der ganzen hier gegebenen That- 
sachenzusammenstellung wohl Niemand mehr zweifelhaft sein, welcher der beiden Forscher fiir 
die Astronomie das wirklich Positive, Bleibende geschaffen, und welehem von ihnen in dem durch 
seine besonderen Begleitumstande in der Geschichte der Wissenschaft einzig dastehenden Kampf der 
Sieg verblieben ist. 

Gyldén, den man in Stockholm von der allgemeinen Preisbewerbung iiber sein eigenstes 
Specialgebiet, das Storungsproblem, in mehr als sonderbarer Weise ausschloss; dessen Arbeiten, 
nach seinem Tode, seine alten Gegner vom Jahre 1889 [und der Genannte, nun zur Gentige wider- 
legte, in Deutschland] durch abfallige Worte nach allen Seiten zu discreditiren und vollstandig zu 
entwerten versuchten, — eine Zeit lang dabei vom auSeren Erfolg begleitet: Gyldén als Astronom 
hat, in richtiger Krkenntnis der Bediirfnisse seines Faches, das Brauchbare geschaffen, den Fort- 
schritt gegen das Frithere begriindet und so Bediirfnissen entsprochen, denen der Mathematiker 
Poinearé — dessen Verdienste im iibrigen wohl Jeder willig anerkennt — naturgema8 nicht das 
volle nothwendige Verstindnis entgegenbringen konnte. Seine ganze Beurtheilungsweise der astro- 
nomischen Arbeiten Gyldén’s hat das — yon allem Uebrigen giinzlich abgesehen — ja in der 
That auch auf das deutlichste und schlagendste gezeigt, was auch dagegen etwa in der franzési- 
schen Zeitschrift Bulletin astronomique — Poincaré’s Organ — oder sonst immer gesagt werde. 
Im Uebrigen haben iiuSere Machenschaften — wie sie verschiedentlich im vorliegenden Fall offen 


vor Aller Augen liegen — das Durehdringen der wissenschaftlichen Wahrheit noch niemals dauernd 
verhindern kénnen. — 
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deutend iiberlegen sei. Allein die Gibbs’sche Methode bezeichnet, wie schon hervor- 
gehoben, die erste Bahnrechnungsmethode, welche den wesentlichen principiellen 
Fortschritt der groBeren Genauigkeit der Annitherung erreicht, als sie allen zuvor 
gebrauchten Bahnrechnungsmethoden eigen ist. Aus diesem Grunde durfte diese 
Methode, trotz der ihr anhaftenden praktischen Unzuliinglichkeiten, selbstverstiindlich in 
einem Grundwerk iiber Bahnrechnung nicht fehlen. 

Wihrend, wie gesagt, der Vorwurf gegen die Harzer’sche Methode mit Recht 
nicht erhoben werden kann (cf. 8. XXIII dieser Vorbemerkungen): dal sie auf der 
Laplace’schen Methode fusse und deshalb unbrauchbar sei; beruht doch die 
‘theoretisch wie praktisch gleich vorziigliche Leuschner’sche Methode gerade 
auf der Methode von Laplace. — 


Nach Abschluss!) der vorstehenden Uebersicht iiber die neueren Methoden der 
Bahnrechnung sind im Sommer 1910 die Sonderabziige einer weiteren Bahnberech- 
nungsmethode erschienen, unter dem Titel: ,Ueber die geometrische Methode zur 
Bestimmung der Bahnen yon Himmelskérpern nach fiinf Beobachtungen yon Paul 
Harzer“. Publication der Sternwarte Kiel XII. 

Diese Methode liefert jedoch keine allgemein zureichende Losung fiir das 
Problem (weil sie gerade bei den parabolischen Kometenbahnen nicht praktisch aus- 
reicht), wahrend andere, im Folgenden zur Darstellung gelangte Methoden eine solche 
ergeben. Diesen Mangel musste auch Herr Harzer in der Einleitung auf 8. 6 seiner 
neuen Arbeit selbst zugeben. — 

Die Idee der geometrischen Methode, deren Kritik im Einzelnen nach dem Zuvor- 
gesagten hier iibergangen werden kann, ist zudem keineswegs in dem Grade originell 
und neu, wie Herr Harzer selbst annahm und noch besonders in der Vorankiindigung 
seiner Arbeit in den Astronomischen Nachrichten (Nr. 4399, S. 110) und ebenso noch 
auf 8.6 seiner Arbeit hervorhebt, worauf er auch sogleich von Prof. F. Engel hin- 
gewiesen wurde. Vielmehr hatte bereits ein balbes Jahrhundert friiher A. Grunert in 
mehreren, das Thema behandelnden originellen Arbeiten, wenn auch, wie zuzugeben 
ist, in unvollkommenerer Form, Ideen entwickelt, welche die Harzer’sche Arbeit in 
den Grundlagen beriihren (cf. Astronomische Nachrichten Nr. 448 und 456; ferner: 
Archiv d. Mathematik u. Physik, Band 17); Arbeiten, iiber die Herr Harzer nachtrag- 
lich in Nr. 4417 der Astronomischen Nachrichten in absprechendster Weise urtheilt, 
und noch besonders ihre praktische Bedeutungslosigkeit im Vergleich zu seiner 
eigenen Methode hervorhebt, die er selbst als eine ,,cinfache*, ,durchsichtige“, ,bei 
grossen Zwischenzeiten sehr brauchbare rein geometrische Methode“ in Nr. 4417 der 


Astronomischen Nachrichten bezeichnet. 


1) Die vorstehende Uebersicht war von der Druckerei bereits im Wintersemester 1909/1910 
gesetzt (vergl. die Anktindigung in den Astronomischen Nachrichten Nr. 4410, 5. 289, Anmerkung BD) 
die Herausgabe des Werkes wurde indess durch Fertigstellung der Leuschner’schen Tafel XVI tiber 
ein Jahr verzogert, so dass ausser den obigen Bemerkungen iiber die ,geometrische* Methode auch 
noch die Anmerkung 1, 8. XVI nachtraglich Aufnahme finden konnte. — 
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Sucht man dieser neuen, wie den Harzer’schen Arbeiten iiberhaupt gerecht 
zu werden, so ist allerdings hervorzuheben, dass auch die ,geometrische“ Methode 
unbestreithar neue Ideen zur Behandlung des Problems enthilt; ebenso enthalt sie 
manche schéne theoretische Betrachtungen und Entwickelungen. Andererseits 
kann aber nicht bestritten werden, dass die Harzer’sche Ausfiihrung seiner Ideen 
fiir praktische Zwecke eine viel zu complicirte ist. Gerade fiir den Werth 
astronomischer Methoden aber ist ein Hauptmaassstab ihres Werthes die gute 
praktische Verwerthbarkeit. Anwenden wird ein erfahrener Rechner die Harzer’- 
schen Theorieen indess nicht (und hat es ausser Herrn Harzer selbst auch nicht 
gethan), sondern jedenfalls einer der anderen zur Verfiigung stehenden, weit brauch- 
bareren und weit vollkommeneren Methoden den Vorzug geben. — 

Indess sind die zuvor gekennzeichneten Mingel der ersten Harzer’schen Be- 
handlungsweise des Bahnrechnungsproblems doch von grossem Nutzen fiir die Wissen- 
schaft geworden. Denn ohne die Harzer’sche Bearbeitung der Laplace’schen Methode 
hitte Herr Leuschner — wie er selbst verschiedentlich hervorgehoben hat (cf. z. B. 
auch 8S. 448, Zeile 26 des Folgenden) — nicht daran gedacht, die Laplace’sche 
Methode anders zu bearbeiten. Doch besteht ein Unterschied zwischen der Abfassung 
wenn auch noch so interessanter, grosser Abhandlungen und der Schopfung wirklich 
brauchbarer, wissenschaftlich werthvoller Methoden. 

Von Herrn Leuschner — darauf sei hier noch hingewiesen — ist iibrigens, 
als erstem, die fundamentale Frage der parabolischen Losungen: dass, wenn drei 
parabolische Lésungen existiren, nur eine giiltig ist, mittelst seiner Methoden nicht 
nur theoretisch entschieden, sondern zugleich auch durch Discussion der Wirklichkeit 
entnommener Beispiele (im folgenden Anhang ist ein solches als Beispiel VI wieder- 
gegeben) praktisch erledigt worden. Hierzu vergl. man 8S. 468, Anmerkung 1 der 
folgenden Leuschner’schen Darstellung, die bereits im Friihjahr 1910 gedruckt war, 
wihrend die Ausgabe des vorliegenden Werkes verzigert wurde (cf. Anmerkung 1, 
S. XXIX dieser Vorbemerkungen). Der ausfiihrliche Beweis fiir das auf S. 468 er- 
wahnte und bei den Beispielen des folgenden Anhanges, speciell beim sechsten Bei- 
spiel verwandte Leuschner’sche Resultat ist in Part 7, vol. VII der ,,Publications 
of the Lick Observatory“ gegeben. 

Zur Frage, dass wenn drei parabolische Lisungen existiren, nur eine giiltig ist, 
vergl. man tibrigens auch einen fusserst interessanten, von Herrn Charlier!) in den 
»Monthly Notices* yom Marz 1911 gegebenen, sowie einen anderen, in Nr. 4495 der 
»Astronomischen Nachrichten yom Mai 1911 von R. Vogel?) mitgeteilten Beweis. 


Kin Lehrbuch der Bahnbestimmung, das dem Anspruch, auf einem modernen 
Standpunkt zu stehen, geniigen sollte, ohne doch zu weitschweifig zu werden, musste 


') Cf. Monthly Notices of the Royal Astronomical Society, Vol. LXXI, Nr.5, March 1911, 
pag. 454: ,Second Note on Multiple Solutions in the Determination of Orbits from three Observations. 
By Professor C. V.L. Charlier, Assoc. R. A. 8S.“ Vergl. auch schon die Nummer vom November 1910. 

*) Cf, Astronomische Nachrichten, Bd. 188, 8.105: Ueber die Unméglichkeit dreier Lésungen 
bei einer theoretisch vollstandigen Bestimmung einer parabolischen Bahn.“ Von R. Vogel. 
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sich auf die Wiedergabe der principiell bedeutsamsten und praktisch brauchbarsten 
neueren Methoden beschriinken. An einer Discussion aber iiber die hier hegriindeten 
Urtheile tiber diese, wie die anderen zuvor erwiilnten Methoden, in welcher Form 
sie auch etwa erdiinet werden michte, wiirde ich mich nicht betheiligen kénnen, da 
meine Zeit durch andere Arbeiten in Anspruch genommen ist. Mit Darlegung des 
wissenschaftlichen Sachverhaltes betrachte ich meine vorliegende Aufgabe als 
beendet. Beziiglich der Gyldén’schen Principien und ihrer Verwerthung sei noch auf 
die beiden letzten Publicationen Herrn Brendel’s hingewiesen, niimlich auf seine, mit- 
telst der neuen Methoden durchgefiihrte Bahnbestimmung des schwierigen Planeten @'), 
der eine sehr grosse Excentricitaét hat (cf. Astronomische Nachrichten, Nr. 4544), 
sowie auf seinen Aufsatz iiber einen Programmentwurf zur Bearbeitung der kleinen 
Planeten unter beriicksichtigung der neuen Gesichtspunkte (cf. Astronomische Nach- 
richten, Nr. 4545)*), — 

An dieser Stelle méchte ich nicht unterlassen, dem Verlag von Friedr,. Vieweg & Sohn, 
der, wie schon bei der Drucklegung der zweiten Auflage, so auch diesmal keine Miihe 
gescheut hat, das Buch zu einem mdglichst zweckentsprechenden zu machen, meinen 
aufrichtigen Dank auszusprechen. 


') Dieser Planet, der die grésste bisher ttherhaupt beobachtete Excentricitaét hat und noch 
dazu ungeniigend beobachtet ist, war nur mit grésster rechnerischer Mtihe vor dem Verlorengehen 
zu retten. Die mittelst der Brendel’schen ,Vheorde der kleinen Planeten“ durchgefihrte genaherte 
Bahnbestimmung, welche den Planeten fiir zehn Jahre sichert, beansprucht nur cin paar Stunden. 
Der Erfolg ist hier gerade der, dass mit einer rohen Annaherung in wenigen Stunden so viel erreich- 
bar ist, wihrend eine genaue Bahnbestimmung rechnerische (und theoretische) Weiterentwickelungen, 
aber trotzdem weit weniger Zeit, als nach den classischen Methoden, erfordern wiirde. — 

*) ,Die Mehrarbeit, die entsteht, wenn man die Hauptstorungen* — nach der Theorte der 
kleinen Planeten — ,beriicksichtigt, anstatt nur rein elliptische Elemente abzuleiten, ist so gering- 
fiigig, dass sie gegen den gewaltigen Vortheil, die Bewegungen mit einem Schlage fir 
einen langen Zeitraum darstellen zu kénnen, tberhaupt kaum in Betracht kommt.“ — 


Hugo Buehholz. 
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Krste Abtheilung. 


Berechnung der Oerter der Himmelskorper 
aus ihren Bahnelementen. 


Krste Vorlesung. 


Das allgemeine Problem der planetarischen Bewegung. 


(Problem der drei Kérper.) 


Die Gesetze, welche die Materie regieren, 
sind das Ewige. 

Die Erfahrung lehrt, dass jeder Kérper im Raume auf einen anderen eine anzichende 
Kraft austibt, welche nach dem Newton’schen Gravitationsgesetze der Masse der Korper 
direct proportional, dem Quadrat der gegenseitigen Entfernung hingegen umgekehrt 
proportional ist. Die Kraft, mit der die beiden materiellen Punkte m,z und m, auf ein- 
ander wirken, ist also durch einen Ausdruck der Form repriisentirt: 

en as ai 
Thy 
wobei das Minuszeichen gewihlt, weil die Kraft als anziehende die Entfernung zu ver- 
kleinern strebt, und k? die spiter zu discutirende Gauss’sche oder Gravitations- 
constante ist. 

Wiren die Himmelskérper kugelf6rmig und vom Centrum zur Peripherie hin voll- 
kommen symmetrisch angeordnet, so wiirde man sie streng als materielle Punkte im 
Sinne der Mechanik betrachten kénnen, da solehe Kugeln nach der Potentialtheorie einander 
so anziehen, als ob ihre ganze Masse im Schwerpunkte concentrirt wire. Da die Himmels- 
kérper jedoch keine yvollkommenen Kugeln, sondern geschichtete Sphiroide sind, so 
gelten die folgenden Betrachtungen auch nicht absolut streng, indess doch diusserst genihert. 
Denn einerseits sind die Durchmesser der Planeten im Vergleich zu ihrer Entfernung 
von der Sonne, und andererseits sind die Massen der Planeten im Vergleich zu der- 
jenigen des Centralkérpers, der Sonne, so klein, dass man sie schlechthin doch als 
Punkte betrachten kann. Und da ferner ihre Bewegung um den Schwerpunkt, wie 
wir in der Theorie der Rotation der Erde sehen werden, so erfolet, als ob derselbe 
fest wiire, so kann man ihre rotatorische Bewegung um den Schwerpunkt getrennt von 
der translatorischen Bewegung des Schwerpunktes um die Sonne betrachten. 

Das allgemeine Problem der rotatorischen Bewegung eines Planeten um seinen 
Schwerpunkt ist ebenso wie dasjenige der translatorischen Bewegung des Schwerpunktes 
im Raume allgemein durch drei Bewegungsgleichungen charakterisirt. Dies erstere 
grosse Problem der theoretischen Astronomie, das Rotationsproblem, werden wir spiter 
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in einem besonderen Capitel behandeln, da es fiir die Bahnbestimmung, den eigentlichen 
Gegenstand des vorliegenden Werkes, insofern Voraussetzung ist, als die allgemeinen 
Formeln der Priicession, wie sie das Rotationsproblem ergiebt, in der Bahntheorie ver- 
wendet werden. 

Zuniichst wollen wir das allgemeine Problem der translatorischen Bewegung des 
Schwerpunktes der Planeten um die Sonne, wie sie in der Natur wirklich stattfindet, 
betrachten. Diese Bewegung des Schwerpunktes im Raume erfolgt in erster Naherung 
nach den Kepler’schen Gesetzen, wie wir sehen werden, in einem Kegelschnitt, wenn 
man von den iibrigen Himmelskérpern abstrahirt und bloss die Sonne als Centralkérper 
und einen einzigen Planeten als Nebenkérper fiir sich allein ins Auge fasst. 

Zicht man indess noch einen zweiten Planeten in Rechnung, so zeigt sich, dass 
dessen nach dem Newton’schen Gesetze erfolgende Einwirkung auf den ersten dessen 
Kepler’sche Bewegung im Laufe eines kiirzeren Zeitraumes nur langsam und wenig 
veriindert, da die Sonnenanziehung iiberwiegt. Aus diesem Grunde bezeichnet man 
diese Einwirkung des zweiten Nebenkérpers auf den ersten als eine Stérung von dessen 
Kepler’scher Bewegung, eben da letztere nur wenig durch diese Einwirkung alterirt 
wird. Das allgemeine Problem der translatorischen Bewegung der Planeten, auch das 
Dreikérperproblem genannt, ist also das Problem der gestérten Bewegung. 

Die Beschriinkung auf den einfachen Fall des Zweikérperproblems ist bei ersten 
Bahnbestimmungen in der Praxis gestattet und mit ihm haben wir uns daher im folgenden 
Buche vorlaiufig allein zu beschiftigen. Die stérende Einwirkung anderer Himmelskérper 
auf denjenigen, dessen Bahn bestimmt werden soll, wird dann bei definitiven Bahn- 
bestimmungen, wie am Schlusse dieses Werkes gezeigt werden wird, durch die Methoden 
der sogenannten speciellen Stérungen beriicksichtigt, welche die Betrage der Stérungen 
von Zeitabschnitt zu Zeitabschnitt mit Hilfe der mechanischen Quadratur humerisch 
berechnen, im Gegensatze zur analytischen Stérungstheorie, die allgemein giiltige 
Formeln mit der Zeit als independenter Variabeln aufstellt. 

Wiewohl wir es nun also vorliufig bloss mit der ungestérten Kepler’schen 
Bewegung zu thun haben, wollen wir doch das Problem gleich allgemein charakterisiren 


eestdorten 


und dann die Kepler’sche Bewegung als Specialfall der allgemeineren ¢ 


Bewegung behandeln. 

Dazu denken wir uns » + 1 materielle Punkte. Einen derselben greifen wir 
heraus und bezeichnen seine Masse mit mj; unter diesem Massenpunkte verstehen wir im 
Folgenden die Sonne. Die Massen der » iibrigen Planeten seien m,, my... m,, ihre 
Coordinaten €1, 71,613 §2) Na, So - + + &uy Wns Sn, diejenigen von mp seien &, No, So. Bei 
Kinfiihrung der gesammten Kraftefunction aller Planeten und der Sonne: 


MAaMy 
v= S a, 
ed Yay 
wo sowohl 4 wie v alle Werthe von 0 bis x annehmen und nur der Fall 4 — vy aus- 
muschliessen ist, werden die Differentialgleichungen der Bewegung, wenn man diese 


€ r 1] P Ig a) eure Y 171A ie ] } 
auf ein festes System bezieht, fiir die m + 1 materiellen Punkte nach den ersten 
Lehren der analytischen Mechanik folgende: 


m Sa — oy 

ee 0&, 

gel: se ra SS 
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wobei A = 0,1, 2... zm setzen ist. Bei Bildung der partiellen Ableitungen der 
rechten Seiten dieser Gleichungen sind siimmtliche Coordinaten als independente Variable 
zu betrachten, und daher werden in diesen Differentialquotienten nur diejenigen Glieder 
aus der Summe fiir V eine Rolle spielen, welche die Coordinaten &j, 2, €2 enthalten, 
d. h. bloss die Glieder, welche sich auf die Masse my beziehen. Die Summe dieser 


Glieder ist: 
* ' My 
Va = k?m, : = 
Yiv 


wobei beziiglich v iiber alle Werthe mit Ausnahme yon A zu summiren ist. Fiir 2 = 0 
folgt die Bewegungsgleichung fiir die Sonne, fiir 2 — 1 diejenige fiir den ersten 


Planeten u.s. f. Indem durch den Accent darauf hingewiesen ist, wie die Summen 
aufzufassen sind, schreiben sich die Differentialgleichungen also auch: 


d? &; ra) 1 My 
a k? 
dt? 0g, > Yay 
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dt? ON, iv 
Oty 2 ee 1 My 
dt? . 0b, ay Yay 


Nun fiihren wir ein neues bewegliches, dem urspriinglichen paralleles Coordinaten- 
system ein, dessen Ursprung im Mittelpunkte der Sonne liegt. Die Coordinaten der 
n Planeten beziiglich dieses Systemes seien 2, Y,, 213 Xo) Yo, 22» + + Lny Yn 2ny Wahrend 
diejenigen von m, jetzt Null sind. Die Coordinaten beider Systeme sind dann ver- 
bunden durch folgende Relationen: 


a = & — & 
Op) i 010 
4m =f — %, 


wihrend die Entfernung irgend eines Massenpunktes m, vom Ursprunge des neuen 


Systemes 
, i me 2 2 
ron = 02 = Vai + yi + 
ist. Bezeichnet ro, die Entfernung des materiellen Punktes mj von m,, so wird: 


ry = (& — §,)? + Ch — Nv)? + 6 — by) 


Die rechte Seite der Gleichung: 


d? &, rs) “My 
7 - 0 & > Tov 
schreibt sich daher auch: 
0 1 <I 1 Ofov 
0 &) ee ar Yov O Eo 
oder, da: 
Yor Se — &o oa Ey, 
also: 
Oto E, aad Ey 
0 & ce Yor 
ist, auch: : 
‘ ee) = & — &» 
0 &o a roy 
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Es ist nun aber: by == fy SS 
amma ot) 
by a bo = &y 
for = Ov = V+ +e 
Daher wird: 1 
te oe 12 P) 3 Wie an is 2 (=) 
de OE Samy a OE, 
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Die Differentialgleichungen der Bewegung fiir die Sonne werden somit: 


d? & 5 


Um diese Bewegungseleichungen 
mit der Masse m, aufzustellen, haben 
chungen (2): 2, 


dt? 
Da 


und analog in , und &,. 


k2 


n 
Ay 
kj » My —. 
fl Qy 
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auch fiir einen beliebigen Planeten, z. B. den 
wir zunichst auf Grund der allgemeinen Glei- 


P) 1 My 
dg, PS Try 


a = § — & 


ist, und & bei der Differentiation als constant zu betrachten ist, erhalten wir, indem 


wir v alle Werthe mit Ausnahme des Werthes 1 ertheilen, also v 


setzen: 


0, 2.5: 252 8 


Mo My 


oh 
Viv 
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womit der Sinn des Summenzeichens klar ist und wir der Aecente ledig sind. Es wird somit: 


ad? é, ‘3 a) Mo 4 ~~ my, 
dt? OM; \ Oy at try 
und analog in , und §,. 
Nun ist aber: [Seder ne: 
daher hat man auch: r 
as, da? x, d? Eq 
dt df? ape 
oder, da: 
d dl? Eo ay Y My Xy 
Seige edt ak 3) 
dt : 0; 
auch : ie ‘s y 
asi a? x, a My Ly 
dt? a Ce 
i 
Da jedoch: 9 
; Qf = af + yf + 2}, 
und folglich: 60; Ly 
Ci. Dy. 


so wird: il 
Oo fm ar k2 m 
k? —— (=) = Bm —— = — —" x, 
Ox \O1 0X, Oe 
Unsere Gleichung wird daher: 
; i ‘ n ; nw 
d? x, k? m, x - My By k? my x ek) My 
pt et tS ee Dm 
0, ~~ 93 0, Da, 4 Ty 


oder definitiv: 


‘ n ” 
d? x, k2 (my + m,) ay ot My My Ly 
ade a 3 — ve >) A hos) 3 
Q; wy 9 "iv 2 Oy 


und analog fiir y, und 4. 
Diesen Gleichungen, welche die relative Bewegung eines Planeten um die Sonne 
bereits darstellen — wiihrend die Gleichungen (2) die absolute Bewegung, d. h. die 
Bewegung bezogen auf ein im Raume festes Centrum, charakterisiren (Naheres iiber 
absolute und relative Bewegung cf. Vorlesung 2) —, giebt man jedoch noch eine 
andere Form, die den Ausgangspunkt der analytischen Stérungstheorie bildet, indem 
man das zweite Glied der rechten Seite als partiellen Differentialquotienten schreibt. 
Bildet man die Grisse: 
My (a ey + Yi Yr + & 2v) 
QF 


in der v eine beliebige Zahl, 1 ausgenommen, bedeute, also vy = 2,3... ”, so wird a 


in @ nicht enthalten sein, da 
eo, = Va? + 2? + 2? 


ist. Bei der Differentiation nach x, ist also im ebengenannten Ausdrucke nur 2, variabel, 
hingegen 2), yy, 2 constant zu halten, also, dem man differentiirt, v = 2, 3... setzt 
und alle Gleichungen addirt: ; 


? 


n n 
a so [™ (aa + yy + % *)) My Ly 
v a — ay a 
Z 3 : 
OX, Oy 2 oy 
Die allgemeinen Differentialgleichungen der Bewegung eines Planeten um die Sonne 
werden somit in strenger Form: 


ax, _ k?(mo 5 m,) 0, 2 C ss me ( 1 Hy ty + Hy + % *) 


| 5 5 . ; 
dt? 0; OX, 2 Tiv Oy 


a? yy + Ke (my + ms) = 7 @ ») My ( : Sees te dv Ser =) ‘Wai@) 
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dt? of ra) yy Viv Q} 


a a > Yo» 
d? a, k2 (my + m) % Fae ( 1 Hy ey + YY + % =) 
eee eI v y 3 
dt? 0; Cie a Yiy 0} 


Dabei sind beziiglich in der ersten, zweiten, dritten Gleichung im Zibler die Glieder: 

YW Yv + & & 

Ly ty + & hy 

fy ty + iY 
lediglich der Symmetrie halber hinzugefiigt, wm auf den rechten Seiten in allen drei 
Gleichungen dieselbe Grésse zu haben, was fiir die Weiterbehandlung der Gleichungen 
von grosser Wichtigkeit ist. Hatte man auf die Symmetrie der Gleichungen verzichten 
wollen, so hiitte man die genannten Glieder, da sie beziiglich der Differentiation Keme 
Rolle spielen, auch ebensogut weglassen kénnen. Fiir diese Grosse der rechten Seite, 


ae yeas 
welche man als die ,Stérungsfunction bezeichnet, fiihrt man zur Abkiirzung das 
Zeichen 8 ein, setzt also: 


we 
‘ 1 Ly + YY + 2 ey 
Or » kh? my 5 5 
R Vy Oy 
wobei mit Weglassung des Index 1 
die Entfernung des Planeten m, von der Sonne, 
2 2 7! 
o= Veit w+ aA 
diejenige des Planeten mz ist, wihrend 
ee ; »\2 PANG rs Fi 
ry == V (@ — 2)? + w— 9)? + & — 2) 
die Entfernung der beiden Planeten m, und m, von einander bedeutet. Setzt man noch, 
wie tiblich, die Masse der Sonne mp = 1, und fiihrt fiir die Grésse k? (1 + m) die ab- 
k?(1 + m) = u 


ein, dann lauten die Fundamentalgleichungen, welche die Bewegung eines Planeten um 
die Sonne unter der anzichenden Wirkung aller iibrigen und derjenigen der Sonne 


ee 


kiirzende Bezeichnung 


allgemein charakterisiren: 


d? x x 0 82 
ae Spe = ae 
ay Yo Oe - 
d? z zg 02 
dt? ete cae ee Oe 


An diese Gleichungen, die fiir uns also nur insofern ein unmittelbares Interesse 
haben, als wir durch Specialisirung derselben die vorliutige Grundlage des Folgenden, 
die Kepler’sche Bewegung, gewinnen wollen, kniipfen wir indess noch einige allgemeine, 
das Problem der Planetenbewegung betreffende Bemerkungen, die vom Anfinger besser 
tiberschlagen werden. 

Bei » Planeten, deren Bewegung allgemein bestimmt werden soll, gelten fiir jeden 
drei Differentialgleichungen zweiter Ordnung, deren jede zwei Integrationen erfordert 
und bei der Integration somit je zwei willkiirliche Integrationsconstanten liefert. In 
Summa hat man also 3 Differentialgleichungen zweiter Ordnung und erhielte bei den 
6 » auszufithrenden Integrationen 6» Integrationsconstanten: etwa die 38 2 Coordinaten 
und die 3 Geschwindigkeiten, womit die Bewegung vollstiindig bestimmt wire. 

Aus den Elementen der Mechanik ist aber bekannt, dass die Principien der ana- 
lytischen Mechanik vier Integrale obiger Differentialgleichungen ergeben.  Fasst man 
an Stelle des Viel- Kérperproblems das Drei-Kérperproblem ins Auge, was keine Be- 
schrinkung in sich schliesst, so wiiren zur vollstindigen Charakterisirune der Beweeune 
uso 12 Integrationen auszuftihren, Von diesen 12 Integralen liefert S das Princip ae 
Flachen, das 4. das Princip der lebendigen Kraft. 

Wenn man an Stelle der Differentialgleichungen der relativen Bewegung die 
Differentialgleichungen (2) der absoluten Bewegung ins Auge fasst, so hat man drei 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung mehr, niimlich die der Sonne, muss dann also 
18 Integrationen statt 12 ausfiihren, erhilt diese 6 weiteren Integrale indess durch das 
Princip der Erhaltung der Bewegung des Schwerpunktes. 
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Fassen wir im Sinne der Astronomie die relative Bewegung ing Auge, so ist 
noch zu erwahnen, dass Jacobi gezeiet hat, dass, wenn von den 8 iibrig bleibenden 
ungeleisteten Integrationen 7 durchgefiihrt wiiren, das letzte achte Integral sich mittelst 
des Principes vom letzten Multiplicator ergeben wiirde. Ls ist indessen, wie Bruns in 
seiner bekannten Arbeit, spiiter in anderer Weise Poincaré nachgewiesen hat, nicht 
moglich, auch nur eines dieser 8 Integrale in algebraischer Form darzustellen. Rein astro- 
nomisch fiihren uns mithin die genannten 4 respective 10 Integrale zur Krmittelung der 
planetarischen Bewegungen unserem Ziel nicht niher. Um letztere dennoch anf Grund 
der allgemeinen Stérungsgleichungen zu eruiren, kann man diese auf zwei verschiedene 
Weisen niherungsweise integriren. LErstens mittelst der drei verschiedenen Methoden 
der speciellen Stérungen, die von Lagrange, Encke und Hansen herriihren und 
am Schlusse dieses Buches dargelegt werden sollen, da sie in der Theorie der Bahn- 
verbesserung zur definitiven Bahnbestimmung verwendet werden. 

In diesen Theorien rechnet man, wie schon angedeutet wurde, von einem be- 
stimmten Punkte der Bahn und einem bestimmten Datum ausgehend, den Betrag der 
Stérungen numerisch von Zeitabschnitt zu Zeitabschnitt, und zwar nur fiir ganz be- 
schrinkte Intervalle der Zeit. Die Methoden der speciellen Stérungen liefern also keine 
allgemeinen Formeln. Hingegen kénnen sie fiir kurze Zeitriume genauere Resul- 
tate liefern, als dies die andere Gattung von Integrationsmethoden unscrer allgemeinen 
Differentialgleichungen der planetarischen Bewegung thut, die sogenannten analy tischeu 
Stérungsmethoden, falls bei diesen nicht sehr viele Glieder beriicksichtigt werden. 
Diese letzteren stellen allgemeine Formeln auf, in denen die Zeit als unabhiingige Variable 
figurirt, der man nur einen speciellen Werth zu ertheilen braucht, um den Betrag der 
Stérungen fiir einen beliebigen Moment zu erhalten. Die ausfiihrliche Darlegung dieser 
letzteren Methoden, welche den Inhalt des umfangreichen translatorischen Theiles der 
Mechanik des Himmels bildet und die eigentliche Stérungstheorie ausmacht, gehért 


nicht za den Aufgaben des vorliegenden Buches. 
Im Gegensatz zu der spiter ausfiihrlich behandelten Theorie der speciellen 


Stdrungen soll hier das Wesen der analytischen Stérungstheorie indess noch in 
Kiirze charakterisirt und auf die principiellen Mingel hingewiesen werden, die dieser 
Theorie, vom rein mathematischen Standpunkte betrachtet, anhaften. 

Die Begriinder der Stérungstheorie, Lagrange und Laplace, gingen von der 
Thatsache aus, dass die Planetenmassen im Vergleich zur Masse der Sonne nur klein 
sind und dass, wenn man die Planetenmassen in erster Naherung direct Null setzt, man 
die Kepler’sche Bewegung findet, deren Integrale die sechs elliptischen Bahnelemente 
als Integrationsconstanten enthalten. (Dass man, wenn man die Massen und somit die 
rechten Seiten unserer allgemeinen Stérungsgleichungen Null setzt, die Bewegung nach 
den Kepler’schen Gesetzen erhalt, wird in den folgenden Vorlesungen gezeigt werden.) 
In der That giebt die Kepler’sche Bewegung, wie die Beobachtungen zeigen, die wirk- 
liche Bewegung nahezu wieder, freilich nur fiir ganz kurze Zeit. Aus diesem Grunde 
legten die Begriinder der analytischen Stérungstheorie diese in einer festen Ellipse 
erfolgende Bewegung zu Grunde und bezeichneten die Abweichung von derselben in 
Folge der Anziehung, welche ein anderer Kérper ausser der Sonne auf den betrachteten 
ausiibt, als eine Stérung. Offenbar kann man aber in jedem beliebigen Moment durch 
den. Ort des betrachteten Planeten nicht nur eine, sondern unendlich viele Kepler’sche 
Ellipsen legen, deren jede die wahre Bahn schneidet. Von allen diesen Ellipsen denkt 
man nun in jedem Moment diejenige herausgegriffen, welche die wahre Bahn nicht 
bloss schneidet, sondern zugleich dieselbe tangirt, d. h. eine Beriihrung eistey Ordnung 
mit ihr eingeht, indem sie in dem Schnittpunkte auch die Geschwindigkeit mit der 
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wahren Bahn gemein hat. Man hypostasirt also, dass nicht bloss die Coordinaten, sondern 
auch deren erste Differentialquotienten dieselben Werthe haben sollen in der gestorten 
wie in der ungestérten Kepler’schen Bewegung. Diese Ellipse, auf welcher der Planet 
nur einen unendlich kleinen Zeitmoment dé verbleibt, ist es, die man als osculirende 
Ellipse bezeichnet, und diese ist also eine bestimmte der unendlich vielen variabeln 
Ellipsen, die in jedem Augenblick die wahre Bahn schneiden, also nur die Coordinaten, 
nicht aber deren Differentialquotienten darstellen. In dieser Weise gelangt man zur 
Grundidee der von Lagrange zur Lisung des Stérungsproblems erfundenen sogenannten 
Methode der Variation der Constanten!): man betrachtet die sechs Bahnelemente der 
fiir einen Moment festen Kepler’schen Ellipse nicht mehr als Constanten, sondern, da die 
Ellipse als osculirende stetig von Moment ¢ zu Moment ¢ + dt in eine andere iibergeht, als 
Functionen der Zeit, und zwar bestimmt man sie eben als solche Functionen der Zeit, dass 
die Integrale der Kepler’schen Bewegung noch die allgemeinen Stérungsgleichungen befrie- 
digen. So gelangt man zu sechs Differentialgleichungen in den sechs Elementen der ellip- 
tischen Bewegung, den bekannten Grundgleichungen der Variation der Constanten (cf. z. B. 
Tisserand, Méc. cél., Tome I, p. 169), deren rechte Seiten verwickelte Ausdriicke sind. 
Die geniherte Integration dieser Differentialgleichungen wird durch Entwickelung 
der Stérungsfunction in eine Fourier’sche Reihe erméglicht, wobei die Entwickelungen 
fortschreiten nach Potenzen der stérenden Masse, wie man zu sagen pflegt, genauer: nach 
Potenzen der Stérungen selbst. Die Laplace’sche Theorie setzt namlich fiir die Ele- 
mente a, é etc. beziiglich: 
=a +9,a+0,a+ 034+: 
é==e +0¢e =e + 0,¢ +0,¢ + 0,¢ +--: 


wobei 0,4, 0.4 ... beziiglich die Stérungen erster, zweiter ... Ordnung in @ be- 
zeichnen ete., fiihrt diese Entwickelungen in die Stérungsfunction 2 und deren Derivirte 
ein und erhalt dann, indem wir hier nur symbolisch andeuten, da es uns bloss auf das 
Princip ankommt, zur Berechnung der Stérungen erster, zweiter, dritter Ordnung u.s. f., 
z. B. fiir das Element a Differentialgleichungen der Form: 
dd,a doga 


(0) . 0 
cy ie ae m’ Cy cos (ingot + in't + const.), oe m'2 P,, a == m5 P, 


In diesen Gleichungen bedeutet m’ die Masse des stérenden Kérpers, CO” constante Coéffi- 
cienten, welche von den Elementen beider Kérper abhiingen, m) und n’ die mittleren Bewe- 
gungen, 7 und 7’ positive oder negative ganze Zahlen. Ferner ist P, Function der Cosinus 
und von 0,4, 0,¢ ete., P; Function der Cosinus und von 63a, dye... u.s. f. Die Inte- 
gration dieser Gleichungen ist aber direct ausfiihrbar. Diejenige der ersten ergiebt: 


go 
0,a = m' ee ect sin (ingot + i'n't 
1 Teele a (imo t + + const.). 


Ist so 0,a gefunden und analog fiir die anderen Elemente durch ahnliche Gleichungen 
0,e ete. so ist damit P, bekannt, man erhiilt somit durch Integration der zweiten Glei- 
chung unmittelbar d.@ u. s. f. Die Integration ist also analytisch durchgefiihrt. 

Gegen diese Methode lassen sich jedoch vom mathematischen Standpunkt Einwande 
erheben, die hier in Kiirze angedeutet werden sollen. 

Es hangt offenbar die Convergenz der Entwickelungen 
4=a+0a—a+0,a+0,a+d,a+-:. 
e=4+0e=>ea+d,e+d,e+0;¢+4... 


*) Man vergleiche die Darstellung der Methode in L. Boltzm ; i 
: ny g : a . el h ( 
iiber die Principe der Mechanik. II. Teil. § 67 ete, (Leipzig, iene ere mT aa 
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und somit auch die Convergenz der Reihen, in welche die rechten Seiten der sechs all- 
gemeinen Differentialgleichungen der Variation der Constanten fiir die elliptischen Ele- 
mente entwickelt sind, wesentlich davon ab, ob die Betrige der Stérungen: 
a — a = da, e— & = Oe, ete. 

wirklich auch immer klein bleiben: denn nur, wenn dies der Fall ist, reprasentirt die 
Laplace’sche Liésung eine stabile Bewegung, wihrend im anderen Falle der Planet 
sich beliebig weit von der Sonne entfernen oder ihr beliebig nahe kommen wiirde. Und 
nur, wenn die Stérungen wirklich stets klein bleiben, wenn a und e immer auf gewisse 
mittlere Grenzen beschrinkt sind, ist es gestattet, die Differentialgleichungen unter Ver- 
nachlassigung von Stérungen héherer Ordnung zu integriren. Dass indess die Stérungen 
eben wirklich fiir unbeschriinkte Zeiten klein bleiben, dafiir hat die Theorie keinen bin- 
denden Beweis erbracht, ja dieser Beweis ist mit den bisherigen mathematischen Hiilfs- 
mitteln, scheint es, tiberhaupt nicht zu erbringen. Zwar lisst sich nachweisen, dass die 
Entwickelungen der rechten Seiten der allgemeinen Differentialgleichungen der Variation 

. aa de 
der Constanten fiir dt? at 
einer gewissen Grenze liegen. Auch zeigen die Beobachtungen, dass die Excentricititen 
fiir kiirzere Zeitriume wirklich klein bleiben, und innerhalb dieser Zeiten gelten also 
auch die Entwickelungen wirklich. Allein das Resultat ist im Princip nicht auf beliebig 
grosse Zeitriume ausdehnbar, denn dass die Excentricitaéten tiiberhaupt klein bleiben, 
wenn sie es einmal waren, ist, wie gesagt, nicht nachweisbar. 

Ausserdem fiihrt das Laplace’sche und Lagrange’sche Integrationsverfahren, 
welches also im Princip auf einer Entwickelung nach Potenzen der stérenden Masse, oder 
besser: der Stérungen selbst beruht, wenn der Integrationsdivisor in) + in’ Null wird, 
zu sicularenGliedern. Das tritt ein, wenn die Gréssen i und 7, die positive und negative 
ganze Zahlen, Null incl. reprisentiren, jede fiir sich Null werden. Denn in diesem Falle 
wird das Integral der angefiihrten Differentialgleichung z. B. in 0,e fiir das eine Glied der 
Entwickelung: i = i’ = 0: 


etc. convergent bleiben, so lange die Excentricititen unterhalb 


pars 0,e = m' 0 £ cos (const.). 
Solche siiculare Glieder, so genannt, weil sie die Zeit auBerhalb des trigonometrischen 
Functionszeichens enthalten, wachsen aber mit der Zeit tiber alle Grenzen und machen 
die Convergenz und mithin das ganze Integrationsverfahren, welches auf Voraussetzung 
dieser beruht, fiir diesen Fall illusorisch. Das Gleiche gilt, wenn zwar nicht 7 und 7 
fiir sich Null wird, wenn indessen: 


in, +i n' — 0, d.h. wenn ; 


ist. Dieser Fall tritt also ein, wenn die mittleren Bewegungen n’ und m des stérenden 
und gestérten Kérpers, oder auch, da diese den Umlaufszeiten umgekehrt proportional sind, 
wenn die Umlaufszeiten in einem commensurabeln Verhialtniss stehen, mit anderen 
Worten, wenn das Verhiltniss der mittleren Bewegungen ein rationaler Bruch ist. 

Um diese die Convergenz gefihrdenden sicularen Glieder und ebenso die bei 
Behandlung genaherter Commensurabilitatsverhaltnisse auftretenden kleinen Integrations- 
diyisoren (,kritischen“ Glieder), welche die Convergenz gleichfalls hinfallig machen, 
zu vermeiden, ersetzte in neuerer Zeit Gyldén das Integrationsverfahren nach Potenzen 

; ae ae 
der stérenden Masse durch andere Methoden, deren letzte, die sogenannte ,horistische™, 
wie er annahm, die principiellen Mangel der alten Theorie beseitigte. 

Hier soll nur kurz das Resumé des denkwirdigen historischen Streites, der seit 
den achtziger Jahren des verflossenen Jahrhunderts in verschiedenen Phasen gespielt hat, 
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gezogen werden, das dahin pricisirt werden muss, dass Gyldén ebenso wenig wie einst 
sein grosser Rivale Poincaré eine mathematisch befriedigende Lésung des Storungs- 
problems gegeben hat: dass beide Forscher, nur in der Form verschieden, in 
gleicher Weise bei Behandlung der Convergenzfrage und Aufstellung der ,,convergenten “ 
Lisung geirrt haben?). (Vergl. die Vorbemerkungen zur 3. Ausgabe S. XII bis XVIII.) 

Indess hat Gyldén, wie mehr und mehr zu Tage tritt — in erster Linie durch 
die Arbeiten Brendels?) —, durch die eigenthiimliche , von ihm zuerst gegebene Ent- 
wickelung der Stérungsfunction und durch die partielle Integrationsmethode, insofern 
man nur beschrinkte Zeitriume ins Auge fasst, der rechnenden Astronomie in der 
That einen grossen Dienst erwiesen. 

Darin besteht der Hauptvorzug der Gyldén’schen Stérungstheorie, dass in ihr 
zum Princip erhoben ist, jedes Glied mit Riicksicht auf seine Wichtigkeit in der 
Entwickelung zu beriicksichtigen, und nicht, wie bei den alten Methoden, nach der Potenz 
der Masse, die es enthilt. Bei Berechnung eines Planeten innerhalb der Beohbachtungs- 
fehler ist ihr Vorzug ganz besonders gross. 

Auf Grund der neuen Principien Gyldén’s hat Brendel, in eigener Weiterbildung 
derselben, die Methoden so ausgefiihrt, dass sie fiir den ins Auge gefassten Zweck — die 
Wiederauffindung eines Planeten am Himmel durch Vorausberechnung fiir cirea ein Jahr- 
hundert — ein wirklich brauchbares Resultat liefern. (Vergl. die Vorbemerkungen 
zur 3. Ausgabe des vorliegenden Werkes, S. XV.) 

Ferner hat Kramer im speciellen die kleinen Planeten vom Hecubatypus (4/,), — 
nach dem von Harzer gemachten, unzulinglichen Versuch, auf Grund der Gyldén- 
Brendel’schen Principien, in viel weiterreichender Annaherung behandelt. Wahrend bei 


jener anderen complicirten Untersuchung die bei diesem schwierigen Planetentypus noth- 
wendig mitzunehmenden Glieder — falls ein auch nur genahertes numerisches Resultat 
iiberhaupt in Frage kommen sollte — in ganz ungeniigendem Umfang beriicksichtigt sind, 
hat Kramer in zwei Abhandlungen *) principiell wie praktisch in einem zuvor niemals an- 
gestrebten Umfang hinsichtlich Grad und Ordnung den mitzunehmenden Gliedern Rechnung 
getragen. (Vergl. die Vorbemerkungen zur 3. Ausgabe 8S. XXVII, Anmerkung 1.) 

Kine Einfiihrung in die stérungstheoretischen Principien Gyldén’s, so, wie sie 
brauchbar zur Verwendung sind, findet der Leser in Theill von Brendel’s ,,Theorie 
der kleinen Planeten“. 

Das Aufsuchen der ,,elementiiren“, ,charakteristischen* und simmtlichen iibrigen Glieder, 
die wirkliche Bildung der Differentialgleichungen und ihre Integration in einem bestimmten 
Fall, findet sich auf das Ausfiihrlichste dargeleet in meinen eigenen Untersuchungen ‘) 


1) Vergl. meinen Aufsatz: ,Poincaré’s Preisarbeit von 1889/90 und Gyldén’s Forschung iiber 
das Problem der drei Kérper in ihren Ergebnissen fiir die Astronomie*. Physikalische Zeitschrift. 
5, Jahrg., Nr. 7, 8.180 bis 186. (Hierzu vergl. man die Vorbemerkungen zur 3. Ausgabe, 8. XVIII.) 

Die hier von mir versuchte Rechtfertigung von Gyldén’s horistiseher Inte- 
grationsmethode, die ich auf Grund einer Zusammenstellung von Stellen aus Gyldén’s 
Nouvelles recherches gegeben habe, muss ich als unzureichend bezeichnen. Vergl. auch 
hierzu die Vorbemerkungen zur 3. Ausgabe d. vorlieg. Werkes, 8. XIII ff. Anm. d.Herauseeb. d.3. Auscabe 

*) Von den vielen das Stérungsproblem betreffenden Arbeiten Brendel’s vergl. hier in erator 
Linie: Martin Brendel, Theorie der kleinen Planeten. Erster Theil. Abhandlungen der Kel. Gesell- 
schaft der Wissenschaften zu Géttingen. Math.-phys. Classe. Neue Folge. Bd. I, Nr. 3, 1898. Ferner: 
Martin Brendel, Theorie der kleinen Planeten. Zweiter und dritter Theil. Ebendaselbet Neue 
Folge. Bd. VI, Nr.4 und 5. — Vierter Theil, Bd. VIII, Nr. 1. : 

*) Julius Kramer, Theorie der kleinen Planeten vom Hecubatypus. Abhandlungen der Kgl. Ge- 
Se der Wissenschaften zu Géttingen. Math.-phys. Classe. Neue Folge. Bd. II, Nr. 2 Ferner: 

ulius Kramer, Untersuchungen und Tafeln zur Theorie der klein m I ' 
haitsadlbatusdiaeitg car Hitees der kleinen Planeten vom Hecubatypus ete. 
' “) Hugo Buchholz, Untersuchung der Bewegung vom Typus (/,) im Problem der drei Korper ete 

auf Grund der Gyldén’schen Stérungstheorie. Erster Theil. Denkschriften der math.-naturw. Classe der 


tiber die kleinen Planeten des Hildatypus (2/s), die, unter Anwendung der Gyldén- 
Brendel’schen Entwickelung der Stérungsfunction auf Grund der partiellen Integrations- 
methode mit Beriicksichtigung aller Glieder von Kinfluss diesen complicirten Fall der 
Mechanik des Himmels behandeln, der eine Sonderstellung gegeniiber den anderen 
Commensurabilititstypen noch insofern einnimmt, als er die Bestimmung des Integrations- 
divisors 0, erst erfordert!). In Theil I habe ich die ausfiihrlichste Kinfiihrung in die 
Principien Gyldén’s gegeben. 

Zum Schluss dieses Capitels mégen noch die Worte Brendel’s Platz finden (cf. 
Theorie der kleinen Planeten, Theil I, 8.2), die das Verhiltniss der Aufgabe des Astro- 
nomen gegeniiber derjenigen des reinen Mathematikers in schlagendster Weise zum 
Ausdruck bringen und auch fiir die nachfolgenden bahnrechnerischen Untersuchungen 
des vorliegenden Werkes gewissermaassen typisch sind: 

»Ver Weg des Mathematikers ist von dem des Astronomen durch eine breite Kluft 
getrennt. Der Mathematiker schreitet auf seinem Wege langsam vorwirts, jeden Schritt 
sorgfiltig erwigend, jede Briicke, tiber die er hiniibergeht, auf ihre Festigkeit priifend; 
so weiss er, dass ihn mit seinem Ausgangspunkt ein fester Boden verbindet. Der 
Astronom kann diesen Weg nicht gehen; er kime zu langsam vorwirts; er hat ein 
fernes Ziel vor Augen. Will er die Bewegungserscheinungen der Himmelskérper dar- 
stellen, sie beschreiben, will er Formeln finden, die den Naturerscheinungen entsprechen, 
so kann er nicht den Weg des Mathematikers verfolgen, weil dieser weit vor seinem 
Ziele aufhért. Er muss sich tiber unsicheres Terrain wagen; er muss versuchen, bald 
hier, bald dort durch das unwegsame Gelinde vorzudringen. Man soll ihm hieraus 
keinen Vorwurf machen und vor allem nicht vergessen, dass durch das gewagte Vorgehen 
des Astronomen, und des Naturforschers iiberhaupt, der Mathematik die schénsten Pro- 
bleme erst gegeben werden. Hatte der Mathematiker jenen nicht als Pionier vor sich, 
so wiirde er oft nicht wissen, nach welcher Richtung hin er seine breite Strasse weiter- 
bauen soll.“ — 


Zweite Vorlesung. 
Die allgemeine Centralbewegung des materiellen Punktes. 
(Problem der zwei Kérper.) 


Wiahrend die Bewegung eines Planeten um die Sonne, wie sie in Wirklichkeit 
stattfindet, durch die in der ersten Vorlesung abgeleiteten allgemeinen Differential- 
gleichungen der gestérten Bewegung: 


+e 4 m) 7 = 
fm ¢m) Sao ES a) a Se es a ee (1) 
pe tm eae 

wobel: a=uSim(2 hy + mj £2) 


Kaiserl. Akademie der Wissenschaften zu Wien. Bd. LXXII. Ferner: Fortgesetzte Untersuchung der Bewe- 
gung vom Typus */, im Problem der drei Kérper auf Grund der Gyldén’schen Stérungstheorie. Zweiter 
Theil, Ebend. Bd. LXXVIL. (Theil III u.1V, sowie die numerische Anwendung sind in Vorbereitung.) 

Betreffs des im Vorwort zu Theil II tiber die horistische Methode Gesagten siehe 
die Anmerkung 1 auf voriger Seite. 

1) Hierzu vergl. meine in Nr. 4410 der Astr. Nachrichten entwickelte neue Methode zur Be- 
stimmung der Hauptstérungen kritischer Planeten und damit von he P 

2 


a PO ee 


ist, charakterisirt wird, deren Auflésung mit grossen Schwierigkeiten verkniipft ist, trotz- 
dem aber durch Reihenentwickelungen geleistet werden kann, die praktisch ausreichende 
Resultate liefern, gelangt man zu einer geniherten Vorstellung der Bewegung durch 
die Auflésung der viel einfacheren Gleichungen, indem wir den Radius vector jetat 
mit r bezeichnen: 


te Ie (1 + m) 4 


a 

NA eet Perse Wee eee 
na eae (2) 
a2 2 


et ea = 


welche man erhilt, indem man die rechten Seiten der allgemeinen Differentialgleichungen 
der Bewegung Null setzt. Das besagt aber im Hinblick auf die Stérungsfunction & 
offenbar nichts Anderes, als dass man die Massen der stérenden Planeten Null setzt, 
indem die Gleichungen (1) ja die Bewegung des gestérten Planeten m unter Hinfluss 
der stérenden Kérper um die Sonne charakterisiren, deren Masse als Einheit voraus- 
gesetzt. Die Differentialgleichungen (2) definiren somit einfach die Bewegung eines 
Kérpers, welcher von der Sonne angezogen, diese als Centralkérper umkreist, oder mit 
anderen Worten das Zweikérperproblem, welches, wie wir zeigen wollen, strenge lésbar 
ist und auf die Kepler’schen Gesetze fiihrt. Diese sind also in der Natur nicht streng 
erfiillt, sondern liefern nur eine gendherte Vorstellung der wahren Bewegung, wobei 
jedoch die Abweichungen von der Kepler’schen Bewegung nur klein sind, da die im 
Verhaltniss zur Sonnenmasse kleinen Planetenmassen in einem kurzen Zeitraume durch 
ihre Anziehung nur eine geringe Abweichung von der Kepler’schen, in einem Kegel- 
schnitt erfolgenden Bewegung des gestérten Kérpers hervorbringen. Dass die ungestérte 
Kepler’sche Bewegung in einem Kegelschnitt erfolgt, haben wir nun allgemein zu zeigen. 

Zuniachst ist leicht zu sehen, dass die Bewegung des Planeten um die Sonne in 
einer Ebene erfolgt. Denn multiplicirt man von den Gleichungen im System (2) die 
erste mit y, die zweite mit 2, subtrahirt und verfahrt mit den beiden anderen Gleichungen 
analog, so folet: 


d?y ax 
sare me di o] 
5 ae i dz 1% | . 
dt? at? i Cr 
d2z d?y 
‘ae 2 ae 0| 
ost dy ay da 
rarer i rr 
d dx 
wae Sala 
d dz dy 
ara —e at ==" ()) 
Durch Integration folgt somit: 
dy dx 
aon : dt... 2 
dx dz 
dt dt “2 (4) 
dz dy 


In diesen Gleichungen reprisentiren, wie wir sehen werden, die linken Seiten die Pro- 
jectionen der doppelten in der Zeit dt vom Radius veetor des Planeten beschriebenen 
unendlich kleinen Dreiecksflichen auf die Coordinatenecbenen dividirt durch dé und die- 
selben sind also Constanten. Durch Multiplication der ersten, zweiten, dritten Gleichung 
beziiglich mit z, 7, y und Addition ergiebt sich: 
ON teG e Or G me Es ie ie Ay eee 
+ 2 TOMY . =) r. +0 yy) . 1 } . (\ 1 

d. h. die Bewegung des Planeten erfolgt in einer Ebene, welche durch den Mittel- 

r . = « ‘ a . > a 7 My 1 1 
punkt der Sonne als Ursprung des Coordinatensystemes hindurchgeht. Seine Bahn- 
curve ist in erster Niherung also eine ebene, wiihrend sie in Wirklichkeit eine doppelt 
gekriimmte ist. 

Da beim Problem der zwei Kérper die Bewegung des Planeten wm die Sonne in 
emer Ebene erfolgt, so kénnen wir 

dz 


°— —« 


dt 
setzen, indem wir die Bahnebene mit der wy-Ebene zusammenfallend denken. Die 
Differentialgleichungen, welche die Bewegung des Planeten in seiner Bahnebene um 
die Some charakterisiren, werden also, indem die dritte Gleichung in System (2) weg- 
fallt, einfach: 


d? x x 
——— 1) 
dt? af rs (6) 
re wa 0G 
dy y 
pee ==) 
dt? ae ie Y 
wobei also: u=h Od + m) 


und ihre Integration ergiebt vier willkiirliche Constante. 


An Stelle dieser Gleichungen wollen wir jedoch, wn das Problem ganz allgemein 
zu lésen, die allgemeineren Gleichungen: 


a 7 
m aie: +f) =0 

dt? r 

ae : ee ae a ee ee oy) 
m a9 od) a) 


integriren, welche fiir cin beliebiges Kraftgesetz f(r) gelten und, je nachdem man 
dieses specialisirt, eine andere Bewegung charakterisiren. Eine spiralférmige z. B., wenn 
die Kraft im umgekehrten Verhiltniss der dritten Potenz der Entfernung steht, die 
Kepler’sche im Kegelschnitt, wenn die Kraft nach dem Newton’schen Gravitations- 
gesetze im umgekehrten Verhiltniss des Quadrates der Entfernung wirkt, allgemein eine 
elliptische (die speciell circular oder geradlinig wird), wenn die Kraft direct. proportional 
der Entfernung in einem elastischen Medium wirkt (Optik, die elliptisch, cireular oder 
geradlinig polarisirte Lichthewegung). Alle diese verschiedenen Fille sind in den obigen 
allgemeinen Gleichungen je nach der speciellen Annahme iiber f(r) enthalten. In die 
durch Integration derselben gewonnenen allgemeinen Integralformen werden wir dann erst 
zum Schlusse an Stelle des allgemeinen Kraftgesetzes f(r) das Newton’sche Gravi- 
tationsgesetz einfiihren, wodurch sich die Keple r’sche Bewegung unmittelbar als 
Specialfall der ‘allgemeinen Centralbewegung ergiebt, wie sie durch obige Glei- 
chungen definirt ist. 

Man denkt sich niimlich zuniichst ein festes Anziehungscentrum O im Raume 
und in diesem den Coordinatenursprung. Wird dann irgend ein materieller Punkt m 
nach demselben hingezogen mit einer Kraft, die erstens gegen O gerichtet ist, und deren 


Intensitit zweitens nur von der Entfernung r des Punktes m von O abhangt, so nennt 
man die Bewegung des Punktes m um 0 eine Centralbewegung. Da der Punkt m 
aber ausser der durch den Einfluss aus O bedingten Bewegung im Allgemeinen 
schon eine Anfangsgeschwindig- 
keit besitzt, so wird er in Folge 
dieser und der Centralkraft eine 
Curve beschreiben, die bei ge- 
gebenem Kraftgesetz f(r) allge- 
mein bestimmbar ist. Auf die 
Bestimmung dieser Curve und der 
Art der Bewegung in ihr sehen 
es die folgenden Untersuchungen 


Hig le 


allgemein ab. 
Dass die Bewegung in der 
O ~_F durch r und die Richtung der 
Anfangsgeschwindigkeit gelegten 
Ebene stattfinden muss, ist a priori klar, weil keine dritte Kvaft vorhanden ist, die 
das Bewegliche aus dieser Ebene herauslenken kénnte. Um zu zeigen, dass die an- 
gefiihrten allgemeinen Gleichungen (7) wirklich die Centralbewegung des Punktes 
mum das als fest gedachte Anziehungscentrum 0 definiren, construiren wir iiber der 
Kraft f(r), die wir durch einen Pfeil dargestellt denken, das Krifteparallelogramm und 
erhalten so die Componenten der Kraft AD: 
X= A 
= AG 
Aus der Achnlichkeit der beiden Dreiecke ADC und AOE folgt aber: 
DO VAS ORO A 


oder Xof(r) = Ver 
und : AC? AD== AE AGO 
oder NG Ao ie fae 
Mithin sind die Componenten der Kraft f(r) 
: z 
Sage 4) Se 
7 y 
a i r) ip: 


namlich negativ, da die Richtung in die der negativen w- und y-Axe fillt. Bei einer 
abstossenden Kraft hingegen hiitte man das positive Vorzeichen zu nehmen. Doch ist 
es auch an sich natiirlich, cine anziehende Kraft, da sie die Entfernung verkleinert, als 
negativ, eine abstossende hingegen, welche die Entfernung vergrossert, als positiv zu 
bezeichnen. 

Da nun nach den Grundbegriffen der Mechanik: 


Kre ¢ slat ¢ ; ¢ 
»Kraft* eleich , Masse“ mal » Beschleunigungs, 


a 14 10 .¢ <a 4 y 2 onx7T An aycanil MALTA . 
so sind die allgemeinen Bewegungsgleichungen von m um das feste Centrum 0: 


da 


—_— Ge Ss . v 
i> = X= — f(r) = 
. ie Sas See os eee 
(he ee Ses Pee] ( 
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ets 


Das sind in der That die zuvor angefithrten Gleichungen (eye 


a2 x vat 
Ye de bh ih (r) ee —. () 
dy 


qe + f(r) 2 = () 


die wir erhielten, indem wir in den Gleichungen (6) an Stelle des Newton’schen das 
allgemeine Wirkungsgesetz f(r) substituirten. 

Die Gleichungen (7), welche also in dem eben gegebenen Sinne die Bewegung 
in Bezug auf ein festes Centrum bestimmen, charakterisiren somit eine absolute 
Bewegung. In der Astronomie Fig. 2. 
existirt aber eine solche nicht, da 
es keinen festen Punkt im Weltall 
giebt, auf den man die Bewegung 
beziehen kénnte, die Sonne, die 
als Ursprung des Coordinaten- 
systemes gewahlt wird, vielmehr 
selbst ein bewegliches Cen- 
trum, die Bewegung in Bezug 
auf dasselbe also nur eine rela- 
tive ist. 


Denkt man sich in diesem 
letzteren Sinne zwei bewegliche 


materielle Punkte m, und m, mit 


den Coordinaten 2, y¥, und 2%, Ys» 


in der Entfernung r, von denen 
m, auf m, eine anziehende Kraft x1 

f(r) ausiibe, die stets gegen m, 

gerichtet ist, dann sind zuniichst die Bewegungsgleichungen von Punkt m,, indem 
nach der Figur, in welcher z, y ein festes Coordinatensystem bezeichnet: 


xX = — f(r) cos (1, x) 
EC = rcos(r,”) 
EO = Sh A) 
also cos (1, %) =. —— 
— ¥ 
und analog COS (r, Y) == a 
: a? x; L, — We 
St; oe es ee rales 
is my, 72 S(r) . 
_ OY edge Uae 
My ae — f(r) =r? 


Die Bewegungsgleichungen des Punktes m, aber werden, da die von m, her 
auf m, wirkende Kraft nach dem* Principe der Gleichheit von Wirkung und Gegen- 
wirkung auch gleich f(r), jedoch entgegengesetzt wie die yon m, auf m, wirkende 


Kraft gerichtet ist: 


12 a it, —— ip 
My a = + f(r) Ser ied 

a2 yy hy i ee 
My ie ae elds) Fi 


Pe PY Se 


Denkt man sich jetzt durch mg ein zweites, dem ersten paralleles Coordinatensystem 
x, y’ gelegt, so ist dasselbe beweglich im Raume, seine Axen aber bleiben sich stets 
parallel: die Coordinaten von m, in Bezug auf dies bewegliche System sind: 
i de, 
y =I te 
Wire z. B. my die Sonne und m, die Erde, so wiirde ein auf der Sonne befind- 
licher Beobachter (wenn er an ihrer Axendrehung nicht theilnehmend gedacht wird), nur 
die Veriinderungen der relativen Coordinaten a! und y’, aber nichts von seiner eigenen 
Lagenverinderung im Raume in Folge der translatorischen Bewegung der Sonne, d. h. 
nichts von der Aenderung der absoluten Coordinaten a, y, und 2, Yo wahrnehmen. 
Durch Subtraction der beiden Gleichungen: 


Chee oe 1 L, — Lo 
dt =m fY) r 
d? Xo ne 1 5 Xy <= a) 
dt a Ms f(r) r 
folet: 
=) dl? (2, — I) pee (— ae ~) £0) Dy oe 
dt? ine My Ms r 
Inde 
ndem a ial 
My My, =m?’ 
wo 
i My + My 
Mm, + Mp, 
schreibt sich letztere Gleichung: 
d? (@; — a) ty — % 
m at Meee f(r) aE or, 
analog 2 ( ) 
GY — Yo Y¥1 — Yo 
a = a 
n qe S(r) : 
oder 
d? x! a! 
ee crruans Fee a 
i ie Re eee 
d2y' ; y! ( 
m dB + f(r) = 0 


a ay sL . AY ys ane 7 4 ry . . + 7 ~ 
Das sind aber der Form nach genau die Bewegungsgleichungen des Falles, wo sich ein 
ATe 4 a ay p € 1] 4 4 E ry = be 
materieller Punkt um ein festes Centrum bewegte. Die relative Bewegung von m, 
x ; , : c pea eat —) 
gegen ig findet mithin gerade so statt, wie wenn m, ein festes Centrum wire, nur 
geschieht sie so, als ob nicht die wirkliche Masse m, des laufenden Punktes sich um 
my bewegte, sondern vielmehr m. Da aber m 
Mz» Mg my 


Mm, + me 


me 


) 
m 

1 el, 

Moy 


wenn m, gegentiber m, sehr gross wird, wie das bei der Sonne eegeniiber der Erde 
der Fall ist, sehr nahe gleich m, ist, so kann man-sich in Wirklichken die Bewegung 
auf ein festes Centrum stets bezogen denken und spricht demgemiss in der theorea 
schen Astronomie kurz von ,cinem im Sinne der Mechanik fon System“ | 
“f Als erstes Integral der Gleichungen (9) der relativen Bewegung, wie auch fiir 
Ze apace der absoluten Bewegung, ergiebt sich durch Elimination von f (v) unmittelbar 
der Flachensatz durch Multiplication der ersten Gleichung mit y, der zweiten 


mit 
und Subtraction ‘ 


aed d? x 
m (« qe Y 7) —— at A 


Da d (« dy ; =) ad dx dy ay dy dx d? x 
dt dt Pats 5 i 


dt at’ * ap dt dt” dai’ 


so schreibt sich letztere Gleichunge auch: 


£8 |» (« oa BON a 0 
dt dt y it) as 
also integrirt: dy dz 
m (: ae a) = constans = C ...... . (10) 


Die geometrische Bedeutung dieses sogenannten Flichensatzes wird sogleich bei Ein- 
fiihrung von Polarcoordinaten ersichtlich werden. 


Ein zweites Integral der Gleichungen (9) ergiebt sich gleichfalls unmittelbar, indem 


: ay, tae 3 . dy anes 12 : 
man die erste mit ae die zweite mit Fs multiplicirt und addirt 
( d 


(+ az dy d?y\ : dt y dt 
dt dt? dt a) Fite 


Bezeichnet man den Abstand des Planeten von der Sonne mit 7, so ist (vergl. Fig. 3) 
a+ y= Pr, 
durch Differentation folgt hieraus: 
dx dy 
ag Pat ae 
r array 
Mithin schreibt sich unsere letzte Gleichung auch 
da dx dy d? 
- ( x dx Ory —: 


dr 
my ap aoa) Tae 
Da aber das Quadrat der Geschwindigkeit g gleich ist der Summe der Quadrate der 


Geschwindigkeitscomponenten : 
= (iy +) 
ecaana, G7 ‘\at)? 


so ergiebt sich durch Differentation und Division mit 2 hieraus: 
dx dx dy d*y _—s dg 


dt dt ; ae (aaa Mar P 


Durch Einsetzen in obige Gleichung folgt daher: 


a (AF) =—s@ar ae he ee 


Aus Fig. 3 (a. f.S.) ersieht man, dass der Ausdruck der rechten Seite letzterer Gleichung 
das Product der auf den Punkt m wirkenden Kraft f(r) in die Projection des von m 
in der unendlich kleinen Zeit dt durchlaufenen Weges ds auf die Richtung dieser 
Kraft ist und man bezeichnet dieses Product als die von der Kraft wihrend der Zeit 
dt geleistete Arbeit. Dieselbe ist negativ, wenn die Richtung der Bewegung derjenigen 
der Kraft entgegengesetzt ist, also in unserem Falle bei wachsendem r. Das halbe 
Product der Masse m in das Quadrat der Geschwindigkeit des Punktes hingegen 
bezeichnet man als seine lebendige Kraft. Unsere Gleichung besagt also, dass der 
Zuwachs der lebendigen Kraft gleich ist der von der Kraft in der Zeit dt geleisteten 
Elementararbeit. Durch Integration erhalt man 
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aS 


mg? —_—_ — | ¢@ar — y (r) + CE Se ee eee 


m a? 
d. h. die Summe der Zuwiichse ja (“ 


2 ): welche die lebendige Kraft wahrend eines 


endlichen Weges erfihrt, ist gleich der wihrend der ganzen Bewegung geleisteten 
Gesammtarbeit —| f(r)dr der auf den Punkt wirkenden Kraft. Hierin spricht sich das 


so benannte Princip der lebendigen Kraft aus, welches also ein zweites Integral 


unserer allgemeinen Bewegungsgleichungen (9) reprasentirt. 
Fiir die Gleichungen: 


dts \ 1 — Xs a? it, \ % — 
ar TT eae sari pe eee a) r 

ay Y1 — Ye a Yo __ ) 1 & 
My re = — f(r) = : 5 + f(r) aaat ae 


ergiebt sich ausser den Integralen der lebendigen Kraft und der Flachen noch ein 
weiteres: das sobenannte Princip von der Erhaltung der Bewegung des Schwer- 


punktes, welche fiir die relative Bewegung 


Fig. 3. 
nicht existirt. Aus diesen Gleichungen folgt 
naimlich: 
Ot, d? xy 
My a5 t+ Me de 0 
und d?y; d? Yy 
My 9 + my ia 0, 
oder, da m, und m, Constanten, 
d2 
aa (mx, + m2) = 0 
a 
ae (mY, + myo) =-0. 


Denkt man nun die Gerade r (vgl. Fig. 2) 


derart durch den Punkt S in zwei Theile 
getheilt, dass dieselben sich umgekehrt wie die an den Enden von r wirkenden Massen 


verhalten, so folet: 
; r DSS Av ae. 


da aber HE: FC == DG GB == DSi SA tae iegs 
so auch EF: (EF + FC)=™m,: (m, + m), 
also m 
EF = —+ XL, — Xp). 
; m, + Mo 1 t2) 


dsezeichnen wir die Coordinaten von S mit & und %, so ist mithin: 


Pes Om kee ees) 


My, - Mp 
Gl, lok P M2, + mH, 
6 = - — — 
m, + my 
analog r MY, + MmYy 
m, + my 


Dividiren wir jetzt die beiden  letzteren Differentialgleichungen, indem 
€ ‘ ay 1 1 T,& » 4 ¢ ne } ~j fs ] : 
Klammern Constanten enthalten, mit m, -+ m,, so werden sie 


die 


Te: heer 
3 (SS 1%, + myo *) = 0 
i my My 


3 (me PM Yo\ 0 
Fi m, + Mo a 


oder fiir die Klammergrissen ihre’ eben gefundenen Werthe, dice Coordinaten des 
Schwerpunktes eingesetzt: 


ae & 
ee 0 
dt? 
d?y 
qe 
also durch Integration dé 
—— "<=> ¢; 
dt 
dn 
at. Cy 
und nach abermaliger Integration 
eq + C,) 


er ae ae - (13) 
WO ¢,, ¢, C,, Cy vier willkiirliche Constanten. Diese Integralgleichungen besagen also, 
dass sich der Schwerpunkt S des Systemes m, und m, geradlinig und gleichfiérmig, 
d. h. so, als ob gar keine Kraft auf ihn wirkte, fortbewegt. 

Erwahnen wollen wir bloss noch der Vollstiindigkeit halber, dass die Principien 
der lebendigen Kraft, der Flichen und der Erhaltung der Bewegung des Schwerpunktes 
nicht bloss fiir das Zwei-Kérper-Problem, sondern allgemein auch fiir das n-Kérper- 
Problem erfiillt sind: es sind allgemeine Principe der analytischen Mechanik. 
Von diesen Verallgemeinerungen, die kein unmittelbares Interesse fiir uns haben, sehen 
wir hier jedoch ab, indem es uns nur darauf ankam, den Unterschied der absoluten 
und relativen Bewegung klarzustellen. 

Wir wollen jetzt vielmehr in die Integrale der Flachen und lebendigen Kraft die 
Polarcoordinaten r und # an Stelle von gw und y einfiihren. Dadurch gelangen wir, 
worauf unsere ganzen Betrachtungen in dieser Vorlesung abzielen, unmittelbar erstens 
zu der Relation zwischen r und 9, welche die Gleichung der Bahncurve darstellt, 
und zweitens zur Relation zwischen r und t, welche die Beziehung zwischen der Zeit 
und dem Orte des Beweglichen in seiner Bahn reprisentirt; 7 und @ sind also 
jetzt mit der Zeit veriinderliche Grissen. Im Hinblick auf die dritte Vorlesung sei 
bemerkt, dass #, die Linge gezihlt von einer festen Richtung in der Bahn, zu unter- 
scheiden ist von der wahren Anomalie v, welche yon der Richtung nach dem Perihel 
ab gezihlt wird. Aus der Figur folgt nun 

= Foe? 


y= P Bin O; 
also durch Differentation 


1a 
ad = hi cos ¥ — rsind cv 
dt dt dt 
ge ae cok aaa ss cael 
( 
PEE AS eine tL cos? : 
dt dt dt 
Durch Multiplication der ersten dieser Gleichungen mit — rsind, der zweiten mit 
+ rceos? und Addition erhalt man aber: 
dy dix 7 AO 


2 


dt pak eae eT 
3* 


Unser friiheres Integral dy d 4 ee 
Orie 
schreibt sich also auch: , aa 
mr? —~ == 
dt 
oder wenn man C 
—= 4, 
m 
setzt: da 
2—_ = Ee Me mmr te eS 
Nar C, (15) 
d I dv : ae 
Die geometrische Bedeutung der Grésse « = aay ae oder r? dh ergiebt sich jetzt aus 


der Figur 3 sofort. Da d® der Zuwachs des Winkels ® in der Zeit dt ist, wahrend 
welcher der materielle Punkt m das Wegelement ds durchlaufen hat, so kénnen wir 
das auf OD gefiillte Perpendikel BC, welches, da wir es mit Infinitesimalgréssen zu 
thun haben, unendlich klein ist, auch als Kreisbogen um O betrachten, der auf OD 
senkrecht steht, wenn das Dreieck O DB unendlich klein ist. Es ist mithin BC = rd; 
der Flicheninhalt des Dreieckes O BD, dessen Basis OB und dessen Hohe BC ist, ist 
mithin : 


1/,(OB . BC) = 1, r2d%. 


Aus der Gleichung av 
[oh Soe a C; 
| dt 
folgt aber ridd = O,dt = OB. BC. 


Somit reprisentirt r2d@ die doppelte unendlich kleine Dreiecksfliche, die eingeschlossen 
ist vom Element des Weges, das in der Zeit dt von m beschrieben wird und den beiden 
Radien vectoren r und r + dr. Der Radius vector beschreibt also in gleichen Zeiten 
gleiche Flachenriume. Im Falle der Planetenbewegung, wo der von der Sonne nach 
dem Himmelskérper gezogene Radius vector in der Bahn die Fliche der Zeit pro- 
portional bestreicht, reprisentirt dies Princip das sogenannte zweite Kepler’sche 
Gesetz. 

Da r2dd = xdy — ydx das in der Zeit dt vom Radius vector beschriebene 
doppelte unendlich kleine Flichenstiick darstellt, so repriisentirt offenbar der Ausdruck 
ble 7? - die Flachengeschwindigkeit, ganz analog wie 
digkeit definirt wird, wobei s die Bahnlinge von einem festen Punkte bis zu dem 
benachbarten ist. 

Wir fiihren nun noch in das zweite Integral unserer allgemeinen Differential- 
gleichungen (9), in dasjenige der lebendigen Kraft, Polarcoordinaten ein. Die Gleichung 


dx? dy\? 
2 — See Ss 
9 (ar) si (3) 


wird dann mit Hinblick auf die Gleichungen (14): 


ds tae : 
ri als Liniengeschwin- 
j g 


lr\2 oO 2 

f= (F) cos? — | rcos® sind + r2 sin 0? () 
It | at at, 

dr\? dr dd (Ua \2 
HE en\\ cen oe Oy cena alge 3 2agg 92 ( —— 

| (sr) sind? + qi dt rcos} sind + r2cosd la 


oder: 


‘ar \? dv \2 
pone be 2 
yo an aye (aa 


Ze HS ee 


Die Gleichung der lebendigen Kraft schreibt sich mithin auch: 


dr\2 dd \2 2 (r) 
ee «2, = — PE Se ae ee ey ; : 2 . ° . ° 
(ai) 7 ([)= Cy m 
indem zur Abkiirzung die Constante 
PEM 
E a Y 
eo 


gesetzt und g(r) eine beliebige Function von der Eigenschaft ist, unbestimmtes Integral 
von f(r) zu sein. 


Aus den beiden Differentialgleichungen 


9 dt Y 
‘dr\2 add\? 29 (r) 
“2 — 1 om ee A % 5 “) F ; * 
2 re a) — m co) 


ergiebt sich zuniichst direct die Relation zwischen der Zeit und dem Orte des Beweg- 
lichen in seiner Bahn. Durch Quadriren von Gleichung (17) erhalt man zunichst: 


. v2 (=) = ice 
dt r? 


Durch Einsetzen dieses Werthes in Gleichung (18) folgt 
(= aan C. 29 (r) C? 
dt ray : m yr? ? 
also die Beziehung zwischen Zeit und Ort in der Bahn ganz allgemein 


a 


f= 2 il exten 
eT Cee 
it ne bs 


Um die Gleichung der Bahneurve zu finden, kénnte man in 


OC, dt 
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= 


die aus Gleichunge (19) fiir ¢ gefundene Function von 7 einsetzen. Wir schreiben jedoch 


r2 dd 
i = 
C, 
“und erhalten im Hinblick auf Gleichung (19): 
redo dr 
CQ, / 0 2 o ( r) C? 
‘ m (id 
oder: epee ; at dr bee an lar (20) 
r? /C, oo 29 (1) = os 
: | C? m Cy r? 


die Gleichung der Bahneurve. 
Setzen wir jetzt in den beiden Relationen 
a 


dr 


=-49 OOPS 


fiir f(r) das Newton’sche Gravitationsgesetz ein [indem y(r) = / f(r)ar], Z 
ergiebt sich unmittelbar die Kepler’sche Bewegung, wie sie in der Natur fiir aue 
Planeten und Kometen um die Sonne also gendhert stattfindet. Khe wir jedoch diese 
Substitution durchfiihren, ist es gegeben, zuvor eine allgemeine Erklarung der sechs 
elliptischen Bahnelemente, welche die Position eines Himmelskérpers vollstindig bestimmen, 
voranzuschicken, weil dieselben als die sechs Integrationsconstanten der Kep- 


ler’schen Bewegung auftreten. 


Dritte Vorlesung. 


Die Bahnelemente. 


Die Lage eines Planeten ist vollstindig charakterisirt, wenn man erstens die 
Grésse und Form seiner Bahnellipse, zweitens deren Lage im Raume, drittens die 
Stellung des Planeten in dieser Bahnellipse kennt. Diese Bestimmungen werden aber 
durch sechs Grissen, die fiir die Kepler’sche (ungestérte) Bewegung Constanten sind, 
eindeutig gegeben. Man bezeichnet diese sechs Constanten in der Astronomie als die 
Kepler’schen Elemente oder als die Bahnelemente, weil sie die Bahn vollstindig 
charakterisiren. Um diese sechs Bestimmungsstiicke einer Bahn zu erhalten, denken 
wir uns den Ursprung des Coordinatensystems in den Mittelpunkt der Sonne gelegt. Um 
die Sonne als Centrum denken wir uns nun eine Kugel vom Radius 1 construirt, deren 
Durchsehnittspunkte mit den drei Coordinatenaxen beziiglich X, Y,Z seien. Als xy-Ebene 
withlen wir die Ebene der Erdbahn, in ihrer mittleren Lage, die sogenannte mittlere 
Ekliptik (cf. Vorlesung 14), und denken die w-Axe nach demjenigen der beiden 
Schnittpunkte von Aequator und Ekliptik gezogen, in welchem die Sonne von der Erde 
aus gesehen zu Friihlingsanfang, d.h. am 20. Marz, steht. Diese Richtung ,,Erde-Sonne“ 
wird dann allgemein als die Richtung nach dem Friihlingspunkte Y bezeichnet, welches 
auch der Standpunkt sein mag. Von der Sonne aus gesehen steht die Erde ein halbes 
Jahr spaiter oder frither im Friihlingspunkte. Da aber, wie im Capitel der Theorie 
der Bewegung der Erdaxe gezeigt werden wird, der Widderpunkt in Folge der Pri- 
cession einer langsamen riickliufigen Bewegung auf der Ekliptik, deren Lage selbst 
veranderlich ist, unterworfen ist, so bezieht man in der Bahnrechnung, um einen be- 
stimmten Ausgangspunkt zu haben, die Elemente im Allgemeinen auf das sogenannte 
»mittlere Aequinoctium“ des Beobachtungsjahres, welches nur durch Siicular- 
glieder bedingt ist im Gegensatze zum wahren, das ausser den siicularen noch die 
periodischen Glieder enthalt (cf. Theorie der Bewegung der Erdaxe, Vorlesung 14). 
Man bezieht dabei auf das Aequinoctium des betreffenden Jahrzehnts, wenn die Beob- 
achtungen in verschiedenen Jahren liegen, aus welehem Grunde das Berliner Jahrbuch 
ausser den Sonnencoordinaten des Jahresanfanges auch noch ihre Reductionen auf den 
Anfang eines Jahrzehnts giebt. 

Ks zeigt nun die #-Axe unseres Coordinatensystems nach dem Widderpunkte, die 
y-Axe, senkrecht zur w-Axe, liegt in der Ekliptik, die z¢- Axe zeigt also nach dem 
Nordpol der Ekliptik. Die Ebene § X Y (ef. Fig. 4) bezeichnet mithin die Ebene der 
Erdbahn, Der Sinn X§ Y entspricht der Bewegung der Sonne in ihrer scheinbaren 


BJ ‘ Ty Lee = zi ms CN a) 
lees am. Himmel (directe Bewegung) oder, vom Siidpol aus gesehen, der Bewegung 
eines Uhrzeigers. 


Perak ORT a 


Die Bahn irgend eines Objectes, welches sich gleichfalls um die Sonne bewegt, 
jedoch in einer etwas gegen die Ekliptik geneigten Ebene (wie es bei den Planeten 
Fig. 4. 


der Fall ist), schneidet 
somit die Ekliptik in 
der Linie S.A, der so- 
genannten Knoten- 
linie, indem_ der 
grosste Kreis, in wel- 
chem die Planetenbahn 
die Kugel yom Radius 1 
schneidet, beziiglich AB 
sel. Der Winkel dieser 
Knotenlinie SA mit der 
Richtung nach dem 
Widderpunkte, wird 
die , Linge des auf- 
steigenden Kno- 
tens* oder auch kiirzer 
einfach ,der Knoten“ 
genannt und mit &2 be- 
zeichnet. Der Schnitt- 
punkt von Ekliptik und 
Planetenbahn aber 
heisst der ,Knoten- 
punkt* und wird in 
der Figur haufig gleich- 
falls mit $2 bezeichnet, 
was zu keinerlei Ver- 
wechselungen Anlass 
geben kann. Da nun 
aber jeder Planet oder 
Komet bei jedem seiner 
Umliufe um die Sonne 
die Ebene der Erdbahn 
zweimal passiren muss, 
einmal, wenn er von 
stidlichen zu nérdlichen 
heliocentrischen Brei- 
ten gelangt, das andere 
Mal, wenn er von nérd- 
lichen zu __ siidlichen 
iibergeht, so hat man 
auch zwei Knoten- 
punkte zu unterschei- 
den, wobei man den 
erstgenannten Schnitt- 


punkt der Ekliptik mit der Bahn als den ,aufsteigenden Knoten* (£2), den zweiten 
hingegen als den ,absteigenden Knoten“ (23) zu bezeichnen pflegt. Dementsprechend 
unterscheidet man auch die Linge des aufsteigenden Knotens von der Linge des ab- 


Salo ee 


steigenden Knotens. Der Neigungswinkel ferner zwischen der Planeten- oder Kometen- 
bahn und der Erdbahn wird nach allgemein eingefiihrtem Gebrauch mit ¢ bezeichnet. 
Sobald 68 und é gegeben sind, ist die Lage der Bahnebene im Raume mithin vollstindig 
bestimmt. 

Um die Lage des Planeten in seiner Bahnebene zu bestimmen, braucht man 
zwei weitere Bestimmungsstiicke. Zieht man naimlich von der Sonne nach demjenigen 
Punkte der Bahn, in dem der Kérper der Sonne am nichsten steht, dem sogenannten 
»Perihel* P, eine Linie, welche unsere Kugel vom Radius 1 um die Sonne im 
Punkte P, schneiden médge, dann bezeichnet man die Summe der zwei Winkel 
XSA und ASP, als die ,. Linge des Periheles“ z, so dass also: 


x= 6+ 0 


ein gebrochener Bogen ist, der in der Ekliptik vom Friihlingspunkte Y bis zum Knoten 
9 und von da weiter in der Planetenbahn bis zum Perihel gezihlt wird (Fig. 4 u. 5). 

‘Es fehlt jetzt, damit nicht bloss die Lage der beschriebenen Bahn, sondern die 
Lage des Gestirnes im Raume vollstindig bekannt werde, nur noch eine Angabe iiber 
den Punkt der Bahn, in welchem sich der Korper mm einer gegebenen Zeitepoche 
befunden hat: die Angabe der Zeit des Periheldurchganges 7’, die bei Kometen stets 
gewahlt wird. Bei Planeten 
giebt man auch ein anderes 


Fig. 6. 


Bestimmungsstiick. | Denkt 
man sich dazu von der Sonne 
nach dem Planeten, der sich 
zur Zeit t irgendwo im Raume 
befinde, in dieser beliebigen 


Aphel 


Lage eie Linie gezogen, so 
wird der grésste Kreis auf 
der Kugel, indem die Bahn- 
ebene die Kugel schneidet 
(in der Figur durch AB reprasentirt), dureh diese Gerade in Punkt P; geschnitten. 
Man bezeichnet dann den Winkel P, SP; als die wahre Anomalie, v, des Planeten. 
Die beiden Grossen 7 und v wiirden nun die Lage des Planeten geben. Man zieht es 
aber vor, an Stelle von v die mittlere Anomalie UM als zweites Bestimmunesstiick 
der Lage des Planeten in seiner Bahn neben aw zu geben, die direct bekannt ist, wih- 
rend 7, wie wir sehen werden, aus M berechnet werden kann (Fig. 6). Man denkt 
sich einen Hiilfsplaneten, der vom Perihel zur selben Zeit ausgehend wie der wirkliche 
Planet, die Sonne in einer vollstiindigen Kreisbahn vom Radius 1 mit derselben Um- 
laufszeit und mit gleichférmiger Geschwindigkeit umkreist. Der in einer beliebigen 
Zeit t von diesem idealen Planeten beschriebene Winkel Jf ist also allgemein gegeben 
durch: 


Moat += 0, 
wo a und b zwei zu bestimmende Constanten. Steht nun der Planet in seinem Perihel, 
so ist, indem t die Perihelzeit: 
i, 


also: FC fee) 


2 AP dee : ; 20 
Nach einem totalen Umlauf ist die Zeit allgemein um ree der Winkel M um 22 ge- 


wachsen, wenn » die durchschnittliche Winkelbewegung in der Zeiteinhett des mittleren 
Sonnentages, d. h. die ,,.mittlere tigliche Bewegung“ bedeutet. Dann also ist: 


9 


“ 


bf 
f= 4 
n E 


2 
a +ar+b=2n, 


also: P = are 
doh: a=¢4+hn, 
bh = — nt 
also: M—at+tb=n(t — 1). 


Dieser Winkel, den der ideale Planet mit constanter Geschwindigkeit in der Zeit 
(t — t) beschrieben hat, ist es, den man als die mittlere Anomalie M bezeichnet, 
mit deren Hilfe man dann, wie wir sehen werden, durch Aufliésen der Kepler’schen 
Gleichung die sogenannte excentrische Anomalie EF bestimmt, aus der sich unmittelbar 
die wahre Anomalie v ergiebt. Man sieht, dass, wihrend der wirkliche Planet einen 


ganzen Umlauf macht, d. bh. wiahrend der Zeit der Hiilfsplanet den Winkel 
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ee 2a, d.h. seine ganze Bahn beschreibt, da der Radius des Kreises —= 1 an- 


genommen wurde. Da die Umlaufszeiten beider Planeten, des wirklichen und des 
fingirten, gleich sind, der erstere sich aber mit seiner stetig veriinderlichen Geschwindig- 
keit gemiss dem zweiten Kepler’schen Gesetze im Perihel schneller, im Aphel langsamer 
um die Sonne bewegt, so wird der wahre Planet anfangs dem idealen vorauseilen 
(wveshalb wir in den Figuren v > MW gezeichnet haben), dann aber im Aphel wieder 
mit ihm zusammentreffen, hierauf hinter ihm zuriickbleiben, bis nach einem gemeinsamen 
Umlaufe beide Planeten gerade in den Perihelien P und P, wieder zusammentreffen. 

Aus dieser Vorstellungsweise geht auch die Unterscheidung der allgemein gebréuch- 
lichen sogenannten mittleren Lange und wahren Linge hervor. Wahrend man, 
wie aus dem Vorhergehenden ersichtlich, die vom Perihel gezahlten Winkel all- 
gemein Anomalien nennt, bezeichnet man herkémmlicher Weise die vom Widder- 
punkte aus in der Ekliptik bis zam Knoten und von da weiter in der Planetenbahn ge- 
zihlten Winkel als ,Lingen“. Man versteht demnach unter 


Qtatv=—=aA+v= 
die wahre Lange in der Bahn (d. h. die Lange des wahren Planeten), und unter 
S+tatMa=nrzt+NM=L 
die mittlere Linge in der Bahn (d. h. die Linge des mittleren Planeten). Die 
Grosse Se my 
nennt man das Argument der Breite, w und L sind also gebrochene Bogen ebenso wie 2. 

Legt man schliesslich noch durch Punkt Z, in dem die Kugel die ¢-Axe schneidet, 
und durch Punkt P;, in dem der Radius vector, d. h. die Linie von der Sonne nach 
dem wahren Planeten, die Kugel schneidet, einen gréssten Kreis, der die Ekliptik im 
Punkte C schneide, so ist P,; Z die Poldistanz des Planeten, an deren Stelle man jedoch 
ihr Complement P; C = 90° — P,Z einfiihrt. Man nennt diesen Winkel die helio- 
centrische Breite des Planeten und bezecichnet dieselbe mit b. 

Die Entfernung des Fusspunktes des sphirischen Lothes 6 vom Frihlingspunkte 
hingegen bezeichnet man als die heliocentrische Linge 1, des Planeten, die also in 
der Ekliptik gezihlt wird und nicht zu verwechseln ist mit der Lange in der Bahn, 
deren man zwei unterscheidet, eine wahre und eine mittlere. 
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Nachdem durch 8% und i die Lage der Bahnebene im Raume, durch w und M 
resp. t die Lage des Objectes in seiner Bahn eindeutig bestimmt ist, eriibrigt es nur 
noch, zu erwihnen, dass die Gestalt und die Dimension der Bahn durch die halbe grosse 
Axe der Bahn, a, und die Excentricitét e, bei Kometen durch den kleinsten Radius 
vector, d. h. den Perihelabstand gq und die Excentricitiit bestimmt wird. Dabei fiihrt 
man aber in der Astronomie an Stelle der linearen Excentricitét die sogenannte nume- 
rische Excentricitit ein, d. i. die erstere dividirt durch a. 

Zum Schluss sei noch erwihnt, dass man die mittlere Anomalie M in der Regel 
durch die sogenannte ,mittlere Linge der Epoche“ é ausdriickt, die nichts Anderes 
ist als die Linge des Hiilfsplaneten zur Anfangszcit. Man erhalt dieselbe also, indem 
man die mittlere Linge x + n(t— 1), welche fiir verschiedene Zeiten verschiedene 
Werthe hat, fiir die Anfangszeit ¢ = 0 nimmt: 

é = 1 — nt. 


Die Grésse € bezieht sich also nicht auf die Perihelzeit t, sondern auf die Anfangszeit 
und hat somit eine bestimmte geometrische Bedeutung. Durch die sechs Bahnelemente: 


(042) ( 


ist also die Lage des Planeten im Raume zur Zeit ¢ vollstandig bestimmt. 

Bei den Kometen tritt die Nothwendigkeit ein, bei Angabe der Bahnelemente den 
Sinn der Bewegung anzugeben. Dieser ist entweder so wie bei der Erde und den 
bis jetzt bekannten Planeten, bei welchen die heliocentrischen Liangen mit der Zeit 
wachsen, und dann nennt man die Bewegung direct; oder die heliocentrischen Lingen 
nehmen fortwahrend ab, und der Komet ist retrograd. Im ersteren Falle pflegt den 
Elementen des Kometen wohl ein blosses D, im letzteren ein R hinzugefiigt zu werden, 

Ausserdem ist es seit Gauss auch gebrauchlich geworden, die Bahnen retro- 
grader Kometen als Bahnen mit stumpfem Neigungswinkel gegen die Ekliptik zu be- 
zeichnen. Wire z. B. bei emem Kometen 7 = 30°, Bewegung retrograd angegeben, 
so kann man beide Umstinde in der Angabe ¢ = 150° vereinigen; nur muss dann 
gleichzeitig 2— & in 360° — (a— $2) verwandelt werden, da bei der alteren Zihlungs- 
weise der Winkel 7 — 2 im Sinne der Lingen gezihlt wird, also fiir eine Bahn, deren 
@ gerade durch 90° hindurchgeht, pl6otzlich das Vorzeichen andert, wihrend dagegen bei 
der neueren Zihlungsweise a — § stets in dem Sinne der Bewegung des Radius 
vectors in der Bahn gerechnet, jene Discontinuitit bei ¢ = 90° also nicht mehr vor- 
handen ist. 

Dieser Gebrauch, die Neigung ¢ von 0 bis 180 durchzuzihlen, ist jetzt der vor- 
herrschende. 


Vierte Vorlesung. 


Die Kepler’sche Bewegung in Kegelschnitten um die Sonne. 
Die Ellipse. 


j * - \ . > “ 7 4 1 4 Wy ss s nl L “4 aes . s oe s 
is Ans aise die Inte 3 ation zuniichst fiir die Ellipse ausfithren, da dieselbe fiir die 
iibrigen Bewegungen typisch ist. Wenn wir in den in der zweiten Vorlesune ab- 

. “. = 
geleiteten allgemeinen Integralausdruck, welcher die Gleichung der Bahneurve bei einer 
beliebigen Centralbewegung reprisentirte : 


4 @ 
dt = Say FT eee . . . . . . . . (1) 
r?2 [Co = 29(r) en z 
C? m OF v2 


an Stelle eines beliebigen Kraftgesetzes das Newton’sche Gravitationsgesetz ein- 
fiihren, also: 
kL + m)m 


fo) = Le 
k? (1 m 
g(r) =— - + asd ; 
setzen, 60 folgt zunichst: 
dr 
dO = ees. 2) 
2 1) & 4 2k? (1 + m) 1 
J Cr; Cir re 
oder, wenn man 1 
TT. —= fs 
also: 
dr = — Ex 
setzt, auch: 4 
dt =— Ss LP pe ae ae a SO 
G 2k?(1 + m) ‘ [C, , k*(1+ mp k2(1 + m)}2 
CG + G2 be yf ) GF : > ad E pees 
Setzt man jetzt: k2 (1 + m) 
ams a —yv 
1 
C, kt (1 + m)? 
FF a caer 2)? = a, 
so folgt: 
ad dv z (=) 
dt — — a a ae oy a i, Gs 
\~ = w? | w2 7 
}: ee (—} 
Oy ere 


Bezeichnet man die Integrationsconstante mit 2, da sich dieselbe, wenn man 
unter # die ,wahre Lange des Himmelskérpers in der Bahn“ (cf. Vorlesung 3) ver- 
steht, nachher als die in der dritten Vorlesung definirte und mit a bezcichnete , Perihel- 
lange* herausstellen wird, so ergibt sich durch Integration: 


wv 
o — x = are cos ee 


also: y = a cos (F — a). 


Durch Einsetzen erhalt man mithin: 


1 wM(l+m)_ 4/C, , H(1+™m) cS 
YT a a < aon Va i Ct cos (o 1) 
oder : 1 k? (1 + m) CG 
ial [1 + V1 + pat mp (9 7)| 
Setzen wir nun: fare 
e= V1 +2: 
k4 (1 + m)? 
also: eset a 0, Ce 


ke (1 + m)?? 
4* 


a) Sa 


so wird: i = = Hi m) {1 + ecos (® — =)}, 
55 
oder: 
C? 
aoe BO + m) I ee (cS 


1 + ecos (o — z) 
Aus der analytischen Geometrie setzen wir als bekannt voraus, dass dies die Polar- 
gleichung eines Kegelschnittes ist, der, wenn e < 1, eine Ellipse reprasentirt; 
wenn e = 1, eine Parabel; wenn e > 1, hingegen eine Hyperbel. 

Nun war allgemein [cf. Gleichung (12) 8. 18], 


Z= > uAG} Sng Ge 


Tiir das Newton’sche Gesetz ist demnach: 


= aie! sae 


Geht die Bahn ins Unendliche, d. h. wird r unendlich, so wird: 


eres VC. 
Wenn (, negativ ist, so kann der Kérper sich offenbar nie ins Unendliche entfernen, 
da sonst die Bahn imaginir wiirde, es wird dann also eine Ellipse beschrieben. Wird C, 
Null, so wird g allmilig Null, d. h. die Bahn geht ins Unendliche, und im Unendlichen 
nimmt die Geschwindigkeit bis Null ab. Das ist bei der Parabel der Fall. Ist schliess- 
lich C, positiv, so ist auch die Geschwindigkeit g noch im Unendlichen reell; und um- 
gekehrt, kommt ein Komet mit endlicher Geschwindigkeit aus dem Unendl lichen, so wird 
seine Bahn eine Hyperbel sein. 
Aus Fig. 7 folgt, dass fir ® — 7 =v =0: 


ye SP = ¢@ (le); 


also: C? a ) 
T(eay ayer ce ey 
oder: Cs 


— 2 
k2(1 + m) athe 
wird. Eingesetzt folgt die Ellipsengleichung in ihrer gewéhnlichen Form: 
AS TiccRad Meee eee SOM A aes Zab co 
1 + ecos (Uv —-2) 1 + ecosv 
wobei die durch den Brennpunkt gehende, auf der grossen Halbaxe senkrechte halbe 
Sehne p der Parameter der Ellipse genannt wird. Die Relation (5) ist also der 
allgemeine Ausdruck fiir das erste Kepler’sche Gesetz, welches besagt, dass 
sich die Planeten um die Sonne in Ellipsen drehen, in deren einem Brenn- 
punkte die Sonne steht. 
Um die Beziehung zwischen der Zeit und dem Orte des Planeten in seiner Bahn 
festzustellen, haben wir den am Schlusse der zweiten Vorlesung abgeleiteten allgemeinen 
Integralausdruck; 


ig 


adr 


i Uy eS 
y/o. 2p(r) CG 


m yr? 


fiir das Gravitationsgesetz zu lésen. Dazu fiihren wir cine Hiilfsgrésse F ein, mittelst 
der Gleichung: 


i 


r= a (1 — ecos BE), 


oder: Cyr? = C, a? (1 — ecos FE) 
Es war aber: oe 
pire 7 *) SPUN as Gal ere, oat CT) 

Fiir v = 180° wird: P= 2A = allt ¢); 
aus C, C? 

Sans ed 4 mp 
folet aber: 1 ns C2 C 

ee 


also durch Division von (7) und (8): 


Bu +m) 


a= 
Us 
oder: k2 (1 + m) 
C= — ,—"7 
a 
also: O,r? = — # (1 + m) a (1 — e cos FE), 
oder: 
C,r? = — kh? (1 + m) a + 2k? (1 + m) ae cos E — hk? (1 + m) ae? cos E?, 


Weiter ist: 
2h? (1 + m) r = 2k? (1 + m) a — 2h? (1 + m) ae cosk 
— Q@=—h(1+ m)a+ (1 + m) ae 
Addirt folgt: 
Cor? + 2k? (1 + m) r — OC? = k? (1 + m) ae? sin E?, 


ge VCr? + 2h (1 + m)r— O? = ekV1 +m Va sink, 
also, da an — Ge sin kad 
ist, auch Py pes Soa J cos E) ae snE dE 
ekVl + m Ya sin E 
Integrirt folgt: a? 


Timea ALC a0 wel c eeeeae() 


kyl + m Va ( 
wobei sich die Integrationsconstante C auf den willkiirlichen Anfang der Zeit bezicht. 
Man erhalt also die Gleichung, wenn man als Anfangszeit die Perihelzeit + wahlt: 


k(t—t)V1 +m 


7 = H—esink. 
Qe 
Setzt man: bl 
wk UT a oa a ee am) 
aie 
so wird: is ay ee eee te ey es tl: Ae ee) 


Dies ist die sogenannte Kepler’sche Gleichung, welche eine Beziehung zwischen der 
excentrischen Anomalie # und der mittleren Anomalie M giebt. Die Grésse n ist 
mithin die in der dritten Vorlesung eingefiihrte mittlere tagliche Bewegung, fiir 
die wir jetzt den analytischen Ausdruck gefunden haben. 

Man kann die Kepler’sche Gleichung indess auch ohne Zuhiilfenahme des Gravyi- 
tationsgesetzes direct aus der Fig. 7 ableiten, wobei sich die geometrische Bedeutung 
der excentrischen Anomalie ZH ergiebt, die wir in der vorhergehenden Ableitung, ohne 
sie niher zu definiren, einfach als Hiilfsgrésse eingefiihrt haben. 


Dazu denken wir uns iiber der grossen Axe AP (gleich 2a) der Bahnellipse, die 
in C ihr Centrum, in S den von der Sonne eingenommenen Brennpunkt hat, einen Kreis 
vom Halbmesser a beschrieben; ferner be- 
finde sich der diese Ellipse beschreibende 
Planet in y. Verlingert man nun das zur 
grossen Axe gefillte Perpendikel xy, bis 
dasselbe den Kreis in p schneidet, und zieht 
die Linie Cp, so ist der Winkel p CP die 
excentrische Anomalie EZ, wihrend der Winkel 
y Sa die wahre Anomalie v vorstellt. Zieht 
man noch Cy, so ist offenbar der Kreissector 
a 
b 
Sectors aus dem Centrum CyP, wenn die 
halbe kleine Axe CQ = D gesetzt wird, 
denn sowohl 


CpP gleich dem —fachen des elliptischen 


Segment wp P und Segment zy P, als auch A Cpx und A Cy 
yerhalten sich wie @: 6b. Es miissen daher auch die Summen: 
Segment apP + ACpex und Segment cyP + A Cys 


in demselben Verhiltnisse stehen. Man hat also: 


2 
& (Sector syP+ Acysya 5 ee ee et 


Es ist aber ferner Sector SyP = !/, kt. Vp : yl + m, wenn seit dem Perihel 
die Zeit ¢ verflossen, und da p — ab 
a 


ms a 2 
= Sector SyP=1¥/,.k. Va. Yl + mt = a M, 


wobei kV 1 
M = kyl + m us 
ae 
Ferner ist: 


b 
A CgS =), CS scyve= Voge — eS /, abe sin E. 
Durch Substitution in (12) erhalt man die Kepler’sche Gleichung: 


EH == 10 Se) Bie Mf * oes) t pteee oud Be ee) 

M, die mittlere Anomalie, ist also ein Winkel, welcher mit E gleichzeitig 0, 180°, 

360° u. 8. w. wird. Da aber nach Fig. 7 v diese Werthe gleichzeitig mit E erreicht, 
so folgt hieraus, dass auch v und IM gleichzeitig 0, 180°, 360° u. s. w. werden. 

Andererseits 1 s der Definiti r [== ‘Sl i i 

pereteatte ist aus dex Definition von M= nt + é — @ ersichtlich, dass dieser 

Winkel der Zeit proportional wichst. Man kann daher die mittlere tagliche Bewegung 

f=) Ss 

k y 1 + m 

n = —— = const. 

Qa2 

auch als die Zunahme der mittleren Anomalie in der Zeiteinheit bezeichnen. Denkt man 

sich einen fingirten Planeten die Sonne in einer Kreisbahn mit der constanten Winkel- 

geschwindigkeit » durchlaufen und nimmt an, dass im Augenblicke des Periheldurchganges 

. + > ‘ . ; >) . . ~ 
oe wirkliche und der fingirte Planet, von der Sonne aus geschen, zusammenfallen, so fallen 
sie abermals zusammen, wenn der Planet sein Aphel A erreicht, wenn er zum Perihel P 


pan te 


zuriickgekommen ist u. s. w. Es ist also, wenn wir mit 7 die Umlaufszeit des Planeten 
(die Zeit von einem Periheldurchgange zum niichsten) bezeichnen: 
CT 2x, 
Betrachtet man noch einen zweiten Planeten, den wir durch den Index ' bezeichnen, 


so besteht die Relation: nT = n'T", 


oder, wenn man » durch seinen Werth ersetzt: 


oder: 
7: f= ——— : ———-: 
ylitm yl+n' 
Das ist das ,verbesserte dritte Kepler’sche Gesetz Vernachlissigt man 
die kleinen Planetenmassen m und m’, so folgt hieraus das dritte Kepler’sche Gesetz in 
der yon Kepler gegebenen Form: 
Me 8 een Gia Oe es aie Gy we She 
die also nur naherungsweise richtig ist, 
Man driickt dasselbe gewéhnlich wie folgt aus: Die Quadrate der Umlaufs- 
zeiten verschiedener Planeten verhalten sich wie die Cuben ihrer grossen 
Halbaxen, 


Hae Binks te ago ~ (12) 


Das zweite Kepler’sche Gesetz folgt unmittelbar, indem man in der allgemeinen 
Form des Flichensatzes, wie er fiir jede Centralbewegung erfiillt ist (cf. Vorlesung 2): 
dv 
2 —__ == . . . . . . . . ° . . 16 
an Stelle der Constanten C, ihren fiir das Gravitationsgesetz giiltigen, bereits abge- 
leiteten Werth: ‘ 
oe =—_ a(1 as e?) 
k2(1 + m) : 
ah = Ved +m ~al—e) = fu valle) 


einsetzt, und in denselben noch den Parameter p: 


p =a (1 — #) 


CO, = Yep = kVp +m), 
also: nO =k Pil Se ) Seonsians. 6 ees a (17) 


der Ausdruck fiir das zweite Kepler’sche Gesetz, welches besagt, dass der von 


einfiihrt. So folgt: 


der Sonne nach dem Planeten gezogene Radius vector in gleichen Zeiten 
gleiche Flaichenriume bestreicht. Der friher allgemein definirte Ausdruck der 
Flachengeschwindigkeit wird somit fiir das Gravitationsgesctz 

F = ',kVp(1 + m). 

Mit Hiilfe des zweiten Kepler’schen Gesetzes lisst sich der Werth der Gauss’- 

schen Constanten & bestimmen. Da nach dem Friiheren 

r2d9 — 2d (Sector), 
wobei ,d Sector“ im Sinne von Vorlesung 2 die in der Zeit dt beschriebene unendlich 
kleine Dreiecksfliche bezeichnet, so ist: 
2 x Sector ' 
tV¥p(1 + m) 


Setzt man fiir ¢ die Zeit eines Umlaufes in der Bahnellipse, so hat man an Stelle des 


ee) ee 


Sectors die Ellipsenfliche aba zu setzen und erbiilt so fiir die Gravitationsconstante den 
Werth: 
AMEE oy 2 arte 
Ty1 +m 
Wihrend sich das erste und zweite Kepler’sche Gesetz auf einen Planeten fiir 
sich bezieht, stellt das dritte eine Beziehung zwischen verschiedenen Planeten fest. 
Und alle drei Gesetze gelten, um das nochmals hervorzuheben, streng nur fiir das Zwei- 
kérperproblem, also unter der Voraussetzung, dass die Massen der tibrigen Planeten 
Null sind, sowie dass das dritte Gesetz verbessert wird. 
Stellen wir die Kepler’schen Gesetze der Uebersicht halber zusammen, so erfolgt 
also zunichst die Bewegung eines Himmelskérpers in einer Ebene, die durch den 


Mittelpunkt der Sonne geht, wie zu Beginn der zweiten Vorlesung gezeigt wurde. In 
dieser Ebene bewegen sich 

1. die Planeten in Ellipsen, in deren einem Brennpunkte die Sonne steht. Der 
mathematische Ausdruck dieses Gesetzes ist durch die Ellipsengleichung gegeben: 


Ae ee Pte 603 apes BIOOG- SeS 
"T+ ecoso (19) 


wabrend hingegen die Kometen ausser elliptischen auch noch hyperbolische, zumeist 
aber genahert parabolische Bahnen beschreiben. 

2. Beschreiben die von der Sonne nach dem Planeten gezogenen Radien vectoren 
der Zeit proportionale Flichen; mit anderen Worten, die in einer und derselben Bahn 
beschriebenen Flachen verhalten sich wie die Zeiten, in denen sie beschrieben werden. 
Bezeichnet also F die vom Radius vector in der Zeit (¢ — t)) beschriebene Fliche und 
T' die Umlaufszeit, so beschreibt der Radius vector in der Zeit T die ganze Fliche der 
Ellipse aba, in der Zeit ¢ — ft, also die Fliche: 

Jd == OOS 4, 


da sie der Zeit proportional durchlaufen wird, oder, bei Einfiihrung der Werthe yon 


== "a yl — ¢ 
p = a(l — e2), 


(t — ty) 


auch 
EE 129% yl — @? 
oder: 


F = alenyp L—) | stan ¥T< Goch eae! amen aay 
was auch der Ausdruck des zweiten Kepler’schen Gesetzes ist. 

Die friiher fiir dasselbe aus dem Gravitationsgesetze abgeleitete Differentialforme! 
kann man auch gewinnen, indem man in diesen letzteren Ausdruck den aus dem dritten 
Kepler’schen Gesetze: 

4ntaqs 12 
TY m) 


fiir 7’ folgenden Werth substituirt. Dadurch erhilt man die Umlaufgzeit Z eliminirt 
und die Flache direct geometrisch ausgedriickt: 


rq [exe a eee 
1 —— A ( Pract to). 


Durch Differentiation folgt hieraus: 


am, — b¥e Vit m s Saeay. 


es oO = fy? 2 = ye Vp VTE mm = const te se Meek) 
das zweite Kepler’sche Gesetz in Form des eigentlichen Flichensatzes. 

3. Verhalten sich bei zwei verschiedenen Bahnen die in gleichen Zeiten beschrie- 
benen Flichen wie die Quadratwurzeln aus den Parametern, oder die Quadrate der 
Umlaufszeiten wie die Cuben der grossen Halbaxen. Analytisch findet dies Gesetz 
seinen Ausdruck in folgenden verschiedenen Formen: 


PAM eee aA S's Pan, Rg h eas oe ow VED) 
oa (1+ m)T? 423 (23) 
5 = SORA ask es 


Oder, bei Einfiihrung der mittleren Winkelbewegung m in einen mittleren Sonnentag, 
d. h. der Zunahme der mittleren Anomalie in der Zeiteinheit: 

eet (test ee eS Cd) 
In allen diesen verschiedenen Formen findet das dritte Kepler’sche Gesetz seinen Aus- 
druck. 

Mittelst desselben kann man die bereits, aus dem zweiten Gesetze abgeleitete 
Gauss’sche Constante gleichfalls ableiten. Multiplicirt man niimlich den fiir das ganze 
System nach dem dritten Gesetze bestehenden Ausdruck: 

a3 a3 ql'3 
Tl +m) T2itm) T?0+m)— 
mit 422, so bleibt der so entstehende Werth auch constant und diese fiir jeden 
Planeten constante Grésse ist eben die von Gauss in die rechnende Astronomie 
eingefiihrte Gauss’sche Constante: 


== CONST. 


472 a8 
2 = + ° . ° . . ° . e . . 95 
A T?(1 + m) ) 
Die Dimension dieser allgemeinen Gravitationsconstante ist offenbar: 
(Linge)’s 


aii ee eh Eee ae Se rel 
Dimension k Wana (Masse) ( ) 


d. h. der numerische Werth von & hangt von Zeit-Langen-Massen-Einheit ab. In den 
numerischen Rechnungen spielt fast nur logbrk eine Rolle; der von Gauss in der 
Theoria motus corporum coelestium abgeleitete, in allen derartigen Rechnungen adoptirte 
Werth ist: 
logk = 8,2355814414 — 10, 
ferner ist: k = 0,0172021 
2959 

k2 = 0,0002959 = Tas 

k = 3548",188; logk = 3,5500065746. 
Diese Werthe gewinnt Gauss, indem er als Lingeneinheit die grosse Halbaxe der Erd- 
bahn gewahlt, d. h. a = 1 gesetzt, die Umlaufszeit T in mittleren Sonnentagen: 

T = 365,256 3835 
und die Erdmasse m in Einheiten der Sonnenmasse: 
1 


= Sa 


354710 


ausgedriickt denkt. So erhalt er: 
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ot ORI oe 
log T = 2,562597 8148 


logV1 + m = 0,000 000 6122 

log 2% = 0,798179 8684 
und eben auf Grund hiervon die angefiihrten Werthe. Der von Gauss _ berechnete 
numerische Werth von & ist indess nicht vollkommen genau; man besitzt jetzt einen 
genaueren Werth fiir die Erdmasse m, als zu Gauss’ Zeit. Daher miisste eigentlich die 
Gauss’sche Constante etwas abgeindert werden, und zwar in der sechsten Decimale. 
Um indess diese in der ganzen rechnenden Astronomie verwendete Fundamentalconstante 
nicht immer von Zeit zu Zeit, wenn man zu einer genaueren Massenbestimmung der 
Erde gelangt, abiindern zu miissen, entschloss man sich nach Leverrier’s Vorgang 
(cf. Pariser Annalen, Bd. I), & zwar als Gauss’sche Constante beizubehalten, sie indess 
etwas anders zu definiren, dadurch, dass man die grosse Halbaxe der Erdbahn etwas ab- 
Andert, indem man einfach statt der wirklichen Erde eine ideale Erde, die aber auch 
die Masse m der wirklichen hat, nicht in der Entfernung a = 1 und loga = 0, wie 
es Gauss thut, sondern in der Entfernung 

log a = 0,0000000381 und a = 1,0000014 


um die Sonne gehend denkt. Mit diesem Werthe ergiebt sich dann wieder das der 
modernen Erdmassenbestimmung entsprechende alte Gauss’sche allgemein gebrauchte k 
der Theoria motus. 

Es eriibrigt nun noch einige wichtige Relationen zwischen den eingefiihrten Gréssen 
aufzustellen. Nach dem Friiheren (cf. Fig. 7) folgt: 


Sx = rceosv = acosE — OS = acosE — ae 
cy = rsinv = ary: == bse == ay 1 — e.sinE 
v2 = a? (cos H — e)? + a? (1 — e?) sin HE? = a?(1 — ecos E)? 
ry =a(l—ecsE) 
r(1 + cosv) = 2rcos}/,v2 = 2a (1 — e) cos }/, E? 
r(1 — cosv) = 2rsin1/, v2 = 2a (1 + e) sin}/, EB? 
oder Yr. sin V/,u = ya(l + e) sin1/, H (27) 
Y r.cos3/,v = VaQ — e) cos}/, E 1) 
also: CEE e) 
tg t/a == yore Fy Bo bel a, ee ee | 


durch welche Formel v aus EZ gefunden wird. Mittelst v ergiebt sich dann der Radius 
vector direct durch die Gleichung 
— pee ok dea 
1 + ecosv 
Um das Capitel iiber die Bewegung in der Ellipse zum Abschluss zu bringen, er- 
iibrigt es nur noch zu zeigen, wie die excentrische Anomalie E aus der mittleren Anomalie 
M gefunden wird. Es geschieht dies durch: 


r = a (1 — ecos E). 


»Die numerische Auflésung der Kepler’schen Gleichung.« 
Wir haben im Vorhergehenden angenommen, dass £ sich aus M mittelst der 
Gleichung : Di ee ae 
*) Bei Bahnen von grosser Excentricitat kann man mit Vortheil diese Gleichung unter der Form 


cos Vy E2 


r= ¢—_ > 
cos 1/, v*? 


wo q die Periheldistanz bedeutet, anwenden. 


Seas. - one re Sate tay 
giebt. Da diese aber nicht direct nach E auflisbaz ist, so muss man FE durch 
successive Anniiherung bestimmen. 
ee As Sale : Ts = eee (i U » Ost ie 
Mierzu ist zuniichst ein Niherungswerth von E erforderlich. Ist die Excentricitit 
e klein, so kann man in erster Anniherung HE = M setzen. 
hie an cnesmeones eas SIS : : 5 ‘ 
Fiir gréssere Excentricitiiten gelangt man durch folgende Construction zu einem 
ersten Werthe von FE: 
Es sei in Fig. 8 auf der Geraden OX die Bogenlinge von 0° bis 180° in Inter- 
re > ry FRO . . ‘ . We : 1 15 
vallen von 5° oder von 10° aufgetragen und senkrecht dazu die entsprechenden Sinus. 
Ist nun die mittlere 


Fig. 8. 


Anomalie M, wie es 
sich in solechem Falle 
wenigstens durch Be- 
quemlichkeit empfiehlt, 
in Graden, Minuten und 
Secunden gegeben, und 
sind die auf OX auf- 


getragenen Béeen in 
£ 2 £ 


derselben Weise ein- 
getheilt und bezeichnet, 
so legt man durch einen 
Punkt dieser  Linie, 


welcher die Bogen- 
lange OM = M be- 
grenzt, eine die Sinuslinie im Punkte y schneidende gerade Linie Myq, so dass 


tangqg@Ux = 


Es ist dann die zu y gehérige Abscisse OH die zu M gehérige excentrische Ano- 
malie E. Denn man hat 
OE — ME = 0M 
oder E — esnE = M. 


Diese von Dubois?) angegebene Construction wiirde, ihrer unvermeidlichen 
Fehler wegen, fiir scharfe Auflésungen nicht zu gebrauchen sein. Man kann aber dieses 
Hiilfsmittel sehr bedeutend dadurch vervollkommnen, dass man auch den Differential- 


quotienten oder 1 — ecosE construirt, was auf ausserst einfache, kurze und miihe- 


aM 
lose Weise geschehen kann. Man braucht zu dem Zwecke niimlich nur aus dem Punkte 
M mit dem Halbmesser e in der Ordinate Hy einzuschneiden; der Schnittpunkt sei D, 
dann ist DE gleich ecos E und folglich der Abstand dieses Punktes von der mit der OX 
parallelen Tangente an die Curve gleich 1— ecos E, d. h. der gesuchte Differentialquotient. 
Ist HE’ ein geniherter Werth von #, so erhalt man einen weit richtigeren aus der Formel: 


LH 
E=F +—(u— 
dM (29) 
—— 7 M — a 
say Hea 1 — ecosH 


Die oben gezeigte Construction liefert also ein ausgezeichnetes Mittel, angeniherte 


Werthe zu verbessern. 


1) Astronomische Nachrichten, Nr. 1404. 


5* 


eee 3 aes 


Bei Anwendung dieser Auflésungsart nach einer in missiger Grésse gezeichneten 
Curve wird man sehr bald deren vorziigliche Bequemlichkeit zu schatzen wissen. Bei 
Doppelsternbahnen, welche wir spiter in den Kreis unserer Betrachtungen ziehen wollen, 
kann es zuweilen von grossem Nutzen sein, auch die wahre Anomalie schnell durch 
Construction zu finden; deshalb noch folgende Bemerkungen. Bezeichnet man nach 
Gauss mit m den sogenannten Excentricititswinkel, definirt durch die Gleichung 


e= sng, 


legt dann durch Mf eine Gerade MB, welche mit OX den Winkel 90° — g macht, so 
wird das von derselben auf der Ordinate Hy abgeschnittene Stiick BL gleich: 


V =e 
es esin E = 2 sin E = — sinv. 
e a a 
Man nehme also die oben gefundene Grésse 1 — ecosE oder 5 in den Cirkel 


und schneide damit von B aus in 0 X im Punkte F ein, so ist der Winkel BF'X selbst, 
oder sein Nebenwinkel BFO die wahre Anomalie v. Ob v spitzer oder stumpfer 
Winkel sei, ist jedesmal leicht zu entscheiden, denn im ersteren Falle ist 


= 1—eosh< =, 

und also: 1 -- ecosH <1 — e?, 
d. h. E < 90° — gq. 
Ist dagegen: LH > 90° — gq, 


so ist v ein stumpfer Winkel. 

Dass man die Curve auch fir die Anomalien im dritten und vierten Quadranten, 
die wir hier nicht beriicksichtigt haben, gebrauchen kann, und auf welche Weise, bedarf 
keiner besonderen Erliuterung. Die Formel (29) bildet das am hiaufigsten verwendete 
Mittel zur Auflosung der Kepler’schen Gleichung. Man berechnet 

1 
1 — ecosE 
numerisch mit einem Naherungswerthe EZ’ und verbessert diesen mittelst (29), nachdem man 
E' — esinE’ = M' 
berechnet hat. 

Angenommen, man habe solche Hiilfsmittel, wie die eben erwihnten, nicht zur 
Hand, so kann auch auf dem folgenden, rein rechnenden Wege eine Anniherung erlangt 
werden. Man schreibt die Kepler’sche Gleichung in der Form: 


k= M+ esin#E 
= M + esin(M + esin EF) | 
= M + esin{M + esin[M + esin(M + esnM+..- -)I} | 
nach welcher, wie man sieht, / durch directe Rechnung bis zu einem beliebigen Grade 


von Genauigkeit zu erhalten ist. Man kann aber auch mehrere sehr brauchbare Niherungs- 
formeln aus der Gleichung (30) ableiten. Setzt man 


. (30) 


sin (EZ — M) = sin(e sin E) = esinE — . sin H8 + —_ in sin B® 


und erlaubt sich dann fiir die mit den friiheren Potenzen von e multiplicirten Gréssen 
sin H?, sin Et us. w., sin M?, sin M4 u. s. w. zu setzen, so erhilt man 
2 sin (e sin ) 


cotg EK = cotg M ji eee NE eel 
° g sin 2M 


(31) 


ey ee 


eine Formel, welche nicht nur bei der vorauszusetzenden Gewéhnung an den Gebrauch 
der Summen- und Differenzlogarithmen sehr bequem ist, sondern auch fiir die bei Pla- 
neten bis jetzt iiberhaupt bekannten Excentricitiiten einen hohen Grad von Anniaherung 
gewihrt. Auch kénnen die Zech’schen Tafeln fiir Summen- und Differenzlogarithmen 
zugezogen werden. 
Es sei: sin 2 M 

2 sin (e sin M1) 
Ist nun z. B. A positiv, so suche man in den Zech’schen Tafeln fiir Subtraction die 
zu A, welches man als ein Argument der Tafel betrachtet, gehérige Zahl; diese sei B, 
so wird: 


A 


logtg E = logtg M + B. 
Ein in der Theoria motus corporum coelestium art. 13 behandelter Fall soll hier 
zur Erliuterung nach dieser Regel behandelt werden. Es ist daselbst I == 332° 28'54",77, 
e = 0,2453162, loge = 9,3897262. Die der Bequemlichkeit halber mit fiinf Stellen 
gefiihrte Anniherungsrechnung gestaltet sich wie folgt: 


log sin M = 9,66467,, log sin2 M = 9,91355,, logitg M = 9,71862,, 

log (e in Min.) = 2,92601 Clog sin (esin M) = 0,94653 B = 0,14028 

esin Min Min. = 389,65 ° log 1. —= 9,69897 logig E = 9,85710, 
A = 0,55905 E = 824915',63 


Die fiir EF gefundene Anniherung ist hier um weniger als eine Minute fehlerhaft. 

Hat man so auf irgend eine Weise einen Naherungswerth von E erhalten, so ver- 
bessert man denselben allgemein mittelst der Formel (29). Man kann sich hierbei zur 
Berechnung von 1 — ecosE mit Vortheil der Additions- resp. Subtractionslogarithmen 
bedienen. Man setzt dieses Verfahren so lange fort, bis die Rechnung stehen bleibt, 
d. h. keine Verbesserung von H mehr méglich ist. 

Zur Verbesserung des oben gefundenen EZ’ z. B. hatte man folgende Rechnung 
durchzufiihren: 


log sin E' = 9,766488, Be == 3240 15' 37/680 
log (e in Sec.) = 4,704151 esin EB’ = —8°12'35",54 
esin E' = — 29555",54 DM ==" 3399268" 1334 
= — §8°12'36",54 DM ==> B82929 Fa TT 
u— mM = 41,43 
1 
es I061 C —0,09643 

log cos E 0,0906 
log a ==" 0,61027 log 41,43 = 1,61731 

e 
~ 0,70088 — ‘log Corr. = 1,71374 
Corr. von E’ = 51",73. 


Der verbesserte Werth von E wird 324°16'29,53" werden; die Genauigkeit desselben 
lasst sich mit sechsstelligen Logarithmen nicht mit Sicherheit iiberbieten. 

Bei cinem anderen von Gauss eingefiihrten Verfahren fiihrt man schon die Sub- 
stitution fiir den Werth von der unbestimmten Form H = EH’ + a aus, wodurch, wenn 
die Correction 2 eine sehr kleine Grésse ist, eine lineare Gleichung fiir diese Ver- 
besserung gewonnen wird. Um die letztere in Secunden ausgedriickt zu erhalten, ent- 
nimmt man den Logarithmentafeln mit dem log sin EZ’ auch noch dessen Aenderung fiir 
jede Secunde, ausgedriickt in Einheiten der letzten Stelle, desgleichen bei dem Auf- 
schlagen von dem in Secunden auszudriickenden e sin E' die Aenderung des Logarithmus 


a= see 
fiir jede Einheit dieser Zahl. Es sei nach Gauss’scher Bezeichnung die erste Aenderung 
A . 
gleich 4, die zweite gleich uw, so wird esin(H’ + x) = esin EB! + ue wobei das obere 


Zeichen fiir den ersten und vierten, das untere fiir den zweiten und dritten Quadranten 
zu wiihlen ist. Man hat also: 


Au 
E' +2 = M+ esin(E’ + 2) = M+ esinH’ + a 
oder: al pil eetaiy 
rey (M + esinE E'), 
und demnach den verbesserten Werth H’ + a aus der Formel: 
A 
! / - / . , al 
+e = M+ esinE'! + —— (M+ esinE' — FE’). 
aq et ) 
Bei Anwendung dieses Verfahrens auf den obigen Niherungswerth EH’ = 324° 15'37'58 
wiirde man auf folgende Zahlen kommen, 4 = 2,92, u = 14,70, verbesserter Werth von 
hol ») 
E = 324° 16'19",23 + ae S¢ 41" 43 == 324016' 19",23 4+ 10727 = 324910 29 50, 


mit der Auflésung in der Theoria motus corp. coel. ganz tibereinstimmend. 

Zum Schlusse dieses Capitels wollen wir noch zeigen, dass die sechs Inte- 
grationsconstanten der Kepler’schen Bewegung thatsachlich mit den sechs 
Bahnelementen, wie am Schlusse der zweiten Vorlesung gesagt, identisch 
sind. In der zweiten Vorlesung haben wir geschen, dass 


dt dt 1 
Nhe ae ey, 
dt ae = 2 
ol a ee 
dt at : 


ist. Die Constanten ¢,, ¢, c; der Gleichung fiir die Bahnebene des Planeten: 


qa2e+ay+oasx— 0 
sind ferner nach dem friiher Gesagten offenbar die doppelten Projectionen der Flachen- 
geschwindigkeit 
F = 1,4 Vp (1 + m) 
auf die drei Coordinatenebenen wy, «2, yz. Es ist also, wie direct ersichtlich, zuniichst: 
Cy == 2 cost. 
Die Projection von 2# auf eine Ebene, die durch die Schnittlinie der Bahnebene 
mit der wy-Kbene geht und auf dieser letzteren senkrecht steht, ist 2 F sini; also 
die Projection auf die #z-Ebene 
Cy == — 2 F sini cos 8. 
Die Projection schliesslich auf die yz-Ebene wird: 
= 2F sinisin &. 
Die Gleichung der Planetenbahnebene wird daher: 
2cost — ycos $3 sint + asindisni=0. ......, (32) 


Driickt man den Werth von F' durch p und die Werthe von C1) Co, Cz AUS, SO werden 
die Flichenintegrale fiir die Kepler’sche Bewegung: 


ot 


dy dx eee ) 
ihe eae kVp + m) cosi 
da dz 
#5, — © a= —kYp(l + m) cos Q sini - ae ee ae Ge) 
dg dy ee 
eae ef ae Ve(l + m) sin 2 sin | 


Die Elemente {2 und i sind mithin aus den drei Constanten ¢,, ¢,, c; berechenbar, indem 
einfach: 
ear . 
Vupcsi =a 
fies . . 
— \up cos 8 sint = c, 


Vup sin Q sini = cy 


wobei 
@ = (Ll + m) 
also: 
gQQ2=—2, tiosQR=—, tisma ==, 
a Cy C 
folglich 
oi = Ve + 4] 
c 
ar (34) 
er poe eae ae eh Weal 
: jet 
ist. 


Die obigen Gleichungen befihigen uns also, 63, i und p zu berechnen, wenn fiir 
irgend einen Moment die Masse und Coordinaten von m, sowie die drei Geschwindigkeits- 
componenten gegeben sind. Die Constanten @ und e, welche bei Ausfiihrung des In- 
tegrales der Bahncurve auftraten und sich auf die Form der Bahn beziehen, sind in p 
inbegriffen. Zahlt man den Winkel v + @ von dem Punkte an, in welchem die Pla- 
netenbahn die zy-Ebene schneidet, d.h. vom Knoten, so bestimmt die Constante @ die Lage 
der Bahn in ihrer eigenen Ebene. Schliesslich ist die sechste Integrationsconstante die- 
jenige der Kepler’schen Gleichung, die Zeit des Periheldurchganges, und dieselbe 
bestimmt die Lage des Planeten in seiner Bahn. Die Integration der allgemeinen 
Gleichungen (21) und (22) der zweiten Vorlesung liefert also als die sechs Constanten, 
welche die Bewegung vollstiindig bestimmen, in der That die sechs Elemente der 
Kepler’schen Bahn. 

Aus der letzten Entwickelung erhellt zugleich, dass die sechs Bahnelemente aus 
den drei Coordinaten und drei Geschwindigkeitscomponenten 

dz dy de 


r Y, %, dt? dt? ‘dt 


berechenbar sind. Denn aus den abgeleiteten Formeln folgt zunichst unmittelbar: 


z dy 

ee a aes 

tgisin Fay, de 
a eal ie Net ls Ue a 

ax 2 2 

gz —_  -——- —a- 

5 dt dt 

— tgicos§3 = dy a 

* at dt 


wodureh 7 und 823 bestimmt sind. 


Weiter ist 
a= Gi) Ge Gaon 
also ; ne (4) ie “ Bigs 
za p) 1 d ; 2 (36) 
paaje pe pa—S te te hls FB to GF + eG) =e) 


durch welche beiden oe a und e bestimmt sind. Die vier Elemente a, e, &2 
und ¢ sind somit gefunden. 

Um die Linge des Perihels 7 = 63 + w zu finden, hat man also noch @ zu 
berechnen. Dies geschieht in foleender Weise. Sei uw die Entfernung des Planeten 
vom aufsteigenden Knoten, so folgt, indem man den Ort des Planeten beziiglich mit der 
a, y, 2-Axe je durch einen gréssten Kreis verbunden denkt, unmittelbar aus der spharischen 
Anschauung: 


a= cos $4 cosu — sin $2 sinucosi 
y : : ; 
ae sin 53. cosu + cos 8 sinu cost 
— = sinusini, 
r 
also x : 
cosu == — cos §& + Y gin Q 
r r 
sin w cost = — — sin 83 pee C08 Gd PE AAA ge 
sinusini = —, 
a 


wodurch w gegeben ist. Andererseits kennt man v, da 
r= 2 ye bg = 2 == 
1 + ecosv 
Nach dem Vorhergehenden kennt man aber p und a, also auch e. Somit kann man aus 
dieser letzteren Gleichung v bestimmen. Nun ist aber uw = v + @, also w = u — », 
z=o+ & =u—v-+ 8&3. Man kennt also auch @ und z. 


Finfte Vorlesung. 
Die Parabel. 


Geht die Ellipse dadurch, dass die grosse Axe ins Unendliche wiichst, in die 
Parabel iiber, so riickt auch das Centrum, aus dem die excentrische Anomalie zu con- 
struiren ist, ins Unendliche, die Hiilfsgrésse H wird also gleich Null und die vorher- 
gehenden, fiir die Ellipse gebrauchten Formeln werden fiir die numerische Rechnung 
unbrauchbar. Man erhilt dafiir aber in diesem Falle die wahre Anomalie v desto ein- 
facher aus dem Ausdrucke fiir den doppelten, vom Radius vector beschriebenen Sector 


— hh f= 


\r dv. Um denselben fiir die Parabel in geschlossener Form zu integriren, braucht 


man, da die Excentricitit gleich Eins wird, gar nicht den bei der Ellipse eingefiihrten 


Hiilfswinkel FH der excentrischen Anomalie. Da e — 1, also 
3 p p 
"1+ cosy 2cos 3/, v2? 
so wird: oq 2dtq) 2 
; p-av p-atgijov p 
rfdo = —— = . = — 1/. 42 : ae 
4 cos 1/, vt 2 cos 1/4 v2 2 Ue ae ay ont ”) 


. ay Jay halve . 1 901g van . 1 . uf 
Der von der Perihelrichtung und dem Radius vector r eingeschlossene doppelte Sector 
wird daher durch Integration zwischen den Grenzen ¢ und 7, wie wir die Perihelzeit 
bei der Parabel bezeichnen wollen: 
T 5 
. = ae ) 
Sarge =I. fae / eae ; 
jr eo =k. (t T) Vp +m) = a MG Yat tb Netgt/,0") s- 4. (2) 
: 2 


Mithin bestimmt sich bei der Parabel die wahre Anomalie v direct aus der Gleichung: 


2h(t — T)Y1l + m 
pr 


tg'/,v + Ystgi/pv' = 


Da aber die Beobachtungen zeigen, dass die Massen der Kometen im Vergleich zur 
Masse der Sonne verschwindend klein sind, so kann man m — 0 setzen und erhilt, 
wenn man fiir p seinen Werth, der bei der Parabel gleich 2q, d. h. gleich der doppelten 
Periheldistanz wird, einsetzt, die sogenannte Barker’sche Gleichung: 
tg go + Yetgtfpos — 2 — 7) Steet yen one. me (3) 
grey 2 
Dieser allgemeine Ausdruck giebt also die Beziehung zwischen der wahren Anomalie v 
und der seit dem Periheldurchgange verflossenen Zeit in einer parabolischen Bahn. 
Der Mithe einer numerischen Auflésung dieser Gleichung im einzelnen Falle ist 
man ein- fiir allemal iiberhoben durch die sogenannte, im Anhange gegebene Barker’- 
sche Tafel. Mit Riicksicht auf die Construction derselben miultiplicirt man letztere 


Gleichung mit 75: 
a eS ot Dig. a 


wobei die Grosse oe 
150k yl+m 


Gay2 pho 
guweilen als die mittlere tigliche Bewegung in der parabolischen Bahn 
bezeichnet wird. Die Barker’sche Tafel giebt nun fiir das Argument v den Werth 
der sogenannten mittleren Anomalie M in der Parabel: 

M = 75tg3/,v0 + 25 tg '/, v3 
allgemein an. Die mittlere Anomalie M ist leicht zu finden. Setzt man 


so ergiebt sich fiir die Constante C der Werth: 
log C = 9,960 127 706 9. 


Die mittlere tiigliche Bewegung wird also 


Setzt man also die Werthe von M: 
M = n(t — T) = T5tg ov + 2Dtg'/, 0%, 


: a A 
Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 6 


eee 
eeeee 
eeeee 

eecee 


Sr AO 


welche den successiven Werthen von » = 0° bis nahe v = 180° entsprechen, wie das 
die Barker’sche Tafel leistet, so kann man aus derselben fiir die Zeit t — T entweder 
M, wenn v bekannt ist, oder v, wenn M = n(t — T) bekannt ist, direct entnehmen. 
Bei negativen Werthen von ¢ — T' ist dabei auch der Werth von v als negativ zu 
betrachten, man hat also einfach ¢ — T das gleiche Zeichen wie dem aus der Tafel 
erhaltenen Werthe von v zu geben. Die Werthe von M fir das Argument v = 0? 
bis nahe an 180° sind in Tafel VI im Anhange angegeben, deren Gebrauch in einem 
numerischen Beispiel noch erliutert werden wird (s. Schluss von Vorlesung 14). 
Fiir grosse Werthe der wahren Anomalie (180° > v > 167°) kann man nach 
Bessel wie folgt verfahren. Die Fundamentalgleichung 
k (¢ — T) 
ee 
schreibt sich offenbar auch: 
/ 
Cert ®. = Viggo? ll =e cotg foe") 2. ce 
gey2 
Multiplicirt und dividirt man diesen Ausdruck mit (1 + cotg 1/, v2)", so folet: 
k(t — T) (1 + 3 cotg '/.v?) 


<== 1/,tg1/, 03 (1 cotg 1/, v?)3 
ge V2 /5 tg */s ( + cotg \/5 ) (1 + cotg ¥/, v2): 


Da nun bei Entwickelung des Nenners nach Potenzen von cotg1/y v 
1 + 3cotg 1/, v? 3.4 : 
ate lie er® 4 saad 
(1 + cotg 1/. v2)3 sia [eo 
1 + 3 cotg 1/, v? 
(1 + cotg 1/, v?)3 


schieden. Weiter ist 


= tg Yeu + Yetg ¥/, 


wird, so ist 


nur um Groéssen vierter Ordnung von der Einheit ver- 


2 


Tic Veeig thse ee 
Ds as 
sinv tg Wav’ 


also 
tg 1/, v(1 + cotg V/, v2)3 — (tg 1/, wv a cotg 1/, v)3 —_ es 
sinv 
und folglich [NC I) ey 1 + 38 cotg1/, v2 
gey2 ~ 3sinv’ A + eotg oe © 


Da nun, wenn v sich 180° nithert, cotg1/,v sehr klein sein ird, so nithert sich in diesem 
Falle der zweite Factor der rechten Seite in letzter Gleichung der Einheit. Bezeichnen 
wir also nach Bessel mit w den Werth von v fiir den Fall, wo der genannte Factor 


gleich 1 ist, was strenge fiir v = 180° erfiillt ist, so ergiebt sich der wahre Werth 
von v imittelst der kleinen Correction 0 aus der Gleichung 
v=we+ od. 


cee oo Baer ; ' 
Um 0 in eine Tafel mit dem Argument w zu bringen, hat man @ als Function 
von w darzustellen. Zuniichst ist nun: 


= 3tg'o(w + 0) + tg3/,(w + eI ee, (7) 


sin ws 
oder 8 tg 1), w8(1 a Vera (1 + tg, w?)3 
ae ae ee 9 We , ee : = 
sin w3 J “/9U ( =F co g /s w ) tg I/, we : 
Setzt man jetzt gD. Se Oy 
so wird, da tg 4/50 = gw, 


f tg }/ w+ tg \/ ) 
1/ —— : 
tg */,(w + 0) = t= Gieeuiee: 


Ste eae 
letztere Gleichung auch 
(+ 6)3  , O+2 (0 + a) 


leer Goo Tata 
Durch Multiplication mit 69(1 — @2)8 folgt entwickelt in 
(1 + 367 + 364 + 8) (1 — 30a + 36202 — 03a) = 3 (64 + 263) (1 — 20a 4 O22”) 
+ 03(63 + 362% + 3002 + a’), 


oder 1+ 362 — 7 — py + 2A + 60? + 304 + 9) 
300 + 402 + 264+ 0) S(1 + 40° + 26+ HH)” 
Setzt man weiter nach Bessel: 
1 + 39 a 
301 + 402 + 208 + Os) 
so wird: 2(2 + 662 + 364 + Gs) | 


a ee 22 ; 
ee er i ee ey? 


oder nach Potenzen von y bis zu Gliedern dritter Ordnung inel. entwickelt: 


62(2 + 662 + 364 + Ge) 


a=y t+ Oy? + 204°) B(1 + 402 + 208 + 6°) a ae 
oder PAS Res , 67(4 + 1862 + 964 + 56%) , 


Da aber auf Grund von ; 
tg /,0 = & 


0 = 24 — a3 + 2/45 —.- 
ist, so ergiebt sich fiir 0 durch Substitution des fiir « gefundenen Werthes in diese 
pete 2+ 3264 + 1646 + 1068 

22.9% Sip joe ae ead ESN Gg Sone is emeseca 
Tac aE ag 3(1 + 462 + 26% + 65) 


1 2 
oder, wenn man ry als Grésse erster Ordnung ansieht, in welchem Falle y von der 


yh pe he} 


fiinften,  y? von der neunten, das dritte Glied von der dreizehnten Ordnung, d. h. ver- 
schwindend klein wird, folgt mit einem hinreichenden Grade von Genauigkeit: 


OP ss teny sn ee ee fe 
Die im Anhange gegebene Tafel VIL giebt mit dem Argument w den Werth von 0 in 
Bogensecunden yon w = 155° bis w = 180°, wobei der Werth von M: 


M=n(t— 71) 
wie friiher der Tafel VI zu entnehmen ist. Da nun nach dem Vorhergehenden 
k(t — ae Pale 8 
gin V2 ~ 3sin we? 


so findet man w aus 


> — 
i] 


CLL eee yee oe ee PG irene) 
3(t — T)k MM 

Hat man also mit dem Tafel VI entnommenen Werthe der mittleren Anomalie J die 
Grésse w aus dieser Gleichung berechnet, so entnimmt man Tafel VII den entsprechenden 
Werth von 6, wonach sich der strenge Werth der wahren Anomalie v aus der Gleichung 


vo=w+od0 
ergiebt. 
Ist v gegeben und die Zeit t — T gesucht, so erhalt man aus der Tafel einen 


geniherten Werth von 0, wen man v als Argument braucht, und bekommt dann w aus 
w=v— 0. 
6* 


es he 


Hierauf findet man den genauen Werth von 6 aus der Tafel, erhalt aus ihm den- 
jenigen von w und findet mit diesem 


200 gk 
— T = —— ——_- 
: C sinw$ 
Dies Problem, die Zeit t — J m finden, wenn die wahre Anomalie » gegeben 


ist, kann, zumal wenn v klein ist, nach Watson auch in folgender Weise gelést werden. 
Die Gleichung fiir die Bewegung in der Parabel: 
Se = tg'/.u + 15tg Yo v3 
kann auch wie folgt geschrieben werden: 
3kti—T)  sin'/yv 


— ——+— (8 —2Qsinlfnv2) . . . ... «. (13 
ghy2 cos 1/403 ts Beiae") or) 
woraus sich, da q — rcos1/, v? ist: 
8k(t — T on 1 Mm 1/5 v\3 
ae EN = 1h gen (oe Oia ee 
a 'p p 
ergiebt. Setzt man jetzt: opis 
—- = sina, 
y2 
so hat ma 3k(t — T 
a AS 8) = 3sinx — 4sinn? = sin3ax 
9 ye 
und folglich: ae 
S tT SS af DSS Ee Oe es ee 
3k 


welche Formel eine ebenso genaue wie bequeme numerische Lésung zulisst. Setzt 
man nimlich zur Vereinfachung der Rechnung : 


sin 3 % 

simp > 
so kénnen die Werthe von N mit v als Argument tabulirtt werden. Fir v = 0 wird 
N = 3/, ¥ 2, fix v = 90° wird N = 1, woraus erhellt, dass der Werth von N sich 
TeeEEUAT: aoe s ay 78s 0 : ie Pama pees SS ire : : 
fiir Werthe von ¥ von 0° bis 90° nur langsam Andert. Fiir » = 180° hingegen wird 
N = © und daher ist es nothwendig, wenn v > 90° wird, eine andere Hiilfsgrésse 
als NV einzufiihren. Wir setzen in diesem Falle: 

N' = Nsinv = sin3 2, 

. ‘ ear yaa Ai 717 Whe 1 ti ! > 7; i 
woraus erhellt, dass N’ = 1 wird fiir v == 90°, hingegen N’ = 1/, V2 fiir v = 180° 
Daher hat man fiir v < 909: ee 2 rea? 

t(— T= — Nr sinv 
3k 
und fiir » > 90° ? pee ee ee 
t{#— T= ae N'Y 2, 
3k 
wobet 2 
log =~ = 1,588 327 2995 
3k 
1 raghe ee rg 1) 10 pee ry rey r y ; 
ist, weshalb ¢ I’ leicht berechnet werden kann, wenn v bekannt ist. Tafel VIII giebt 
die Werthe von N mit Differenzen zur Interpolati ir die Werthe vy 4 
ferenzen zur Interpolation fiir die Werthe von v, von v = 00 


bis v = 90°, sowie die Werthe von N’ fiir diejenigen von v = 90° bis » = 1800 


Sechste Vorlesung. 


Die Hyperbel. 


Um die Formeln fiir die Hyperbel méglichst leicht aus denen fiir die Ellipse ab- 
zuleiten, kann man mit einer Modification der fiir die Hyperbel bisher iiblichen Betrach- 
tungsweise, wie folet, verfahren. 

Wir sehen den Charakter der Hyperbel darin ausgesprochen, dass die Excentricitiit ¢ 
grésser als 1 wird. Da nun b? = a? (1 — e?) ist, so wird b? negativ, b rein imaginir. 

Wenn wir ferner festsetzen, dass der halbe Parameter p einen positiven Werth 


: ears b? ' : , 
haben soll, so muss, mit Riicksicht darauf, dass p —= —, a negativ werden. Die mitt- 
a 


kyl ee 8 = : 
lere Bewegung n oder a wird dann ebenfalls rein imaginar. Die Kepler’sche 
a2 


Gleichung verliert dessen ungeachtet ihre analytische Giiltigkeit nicht, sie lisst sich sogar 

ganz leicht auch numerisch auflésen. Wir bemerken zu dem Zwecke, dass die Grisse 

r sin v, und demnach auch b sin E nothwendig reell werden muss; also ist sim H eine 

rein imaginire Grésse. Deshalb und weil 
——- 

E — esin E = ies t 
ar 

sein soll, wenn tf die seit dem Periheldurchgange verflossene Zeit ist, muss auch FE rein 

imaginiér sein. Es sei nun E = u y — 1= wi und a = — @, go wird durch Sub- 

stitution des bekannten Exponentialausdruckes fiir sin, worin ¢ die Basis des natiir- 

lichen Logarithmensystems vorstellt 


ciiw __ g—tiu kyl +m 
au —e - = are -t 
24 oe} 

oder Kyl + m 

—— ee ee a PIN ee, ge 

u /,e (¢ eh) = a t. 
Setzt man: . F 
etzt mal a tg (45° + 5 ) A 
so erhalt man !): ; F kv 1 7 
) eg F — togty (45° + F) = “Le. er ee 


welche durch Versuche leicht aufzulésende Gleichung bei der Hyperbel die Stelle der 
Kepler’schen Gleichung vertritt. Man pflegt diese Gleichung noch mit dem Modul der 
Brigg’schen Logarithmen 

mod = 0,434 2945 [9,637 7843 
mi multipliciren, wodurch an Stelle des natiirlichen Logarithmus ein gewéhnlicher tritt. 
Man hat so schliesslich an Stelle der Kepler’schen Gleichung fiir die Hyperbel die 
folgende 2): 


Pre ann ; 
/ ; E> ye 

ee : 7 “t=(e mod) tg F — log tg (45° ee) ee ve ) 
— a) 4 


Nach dem Obigen ist: 


1) Hier ist unter Jog der natirliche Logarithmus zu verstehen. 
*) Hier ist unter log der Brigg’sche Logarithmus zu verstehen. 


a a (45° + 5) — 08) == 00s = 1 Sire 
) : Pe es) 
und somit: Coe (45° A 5) = cos H — isin H 
woraus Pee she oe L ed oe i ta F Per my ee 
; ~ cos F”’ ee 


Indem man aus den Gleichungen (3) die Quadratwurzel zieht, folgt: 


i E jo 
yu (45° = 5) == €0S f 4 sin 9 


2 
a E ee ead 2 
|e (45° aa a = sim > 


und hieraus: te ee Pie 
EE 2 o EH 2 (5) 
COS ere : ——s z . . . . . . . r 
2 y cos F 2 iy cos F’ 


Mit Hiilfe der Gleichungen (4) und (5) kann man leicht Relationen fiir die Hyperbel 
aus den entsprechenden fiir die Ellipse herleiten. Man findet: 
sin Ii, F 


Vr sind, vo = ¥( a) (aD) | cos F : 
V7 0s tf» = Va) @— 1) AF 


a 
\-cosF 

Nach dem Vorhergehenden ist F beim Periheldurchgange gleich Null und wachst mit 

der Zeit, also auch mit der wahren Anomalie. 


Durch Division der beiden Gleichungen (6) folgt: 


Us ee Cie bet tee 7 
ot = et our. Sola & ASS 


Mit Benutzung von (4) ergiebt sich jetzt: 


r= (—a)(— Lf Soe en ee! 


Diese Gleichung zur Berechnung des Radius vectors in der Bahn besitzt, besonders 


(6) 


wenn die Excentricitét vom Range 1 ist, rechnerische Vorziige gegeniiber der gewéhn- 
lichen Gleichung !): 

= p 

~ 1+ ecosv’ 


die fiir alle drei Kegelschnitte gemeinsam gilt. Ferner wird: 


1 
rcosv = (— a) (« — ai) | 


rsinv = (— () ye? —litgFf 


(F 


(9) 


Aus Gleichung (1) folet durch Differenzirung: 


dF csF kV1 tm ; 
p= ea ee 


In Verbindung hiermit giebt (9): 


*) Die folgende Darstellung ist der interessanten Hbert’schen Abhandlung: ,Inwiefern kann 
ein Stern mit grosser Geschwindigkeit die Stabilitét eines Planetensystems beeinflussen* entnommen. 


— 47 — 


d(rcosv) | RVicem Y—a 
ee 
; Rear Oe, he ae Se) 
Fesin) _ ya yeni t¥IEm 
dt r cos F 


a eds Q + ra x 1 a] 4 4 3 
Die Bestimmung des Winkels F aus (2) muss durch successive Anniherung er- 
reicht werden. Schreibt man diese Gleichung zuniichst wie folgt: 


ii 
ae 1 - {mod k yl + m ene pee 
9” =~ emod | (— a) t + log tg (459 + 1/, Fp 2 © + + (12) 


so ist das zweite Glied in der Klammer gewohnlich verhiiltnissmissig klein gegeniiber 
dem ersten. Daraus folgt, dass man zu seiner Bestimmung nur eine wenig genaue 
Kenntniss von F zu haben braucht, um mittelst (12) einen viel genaueren Werth von F 
zu erhalten. Sehr hiufig convergirt dieses Verfahren so schnell, dass man bereits bei 
dem zweiten oder dritten Naiherungswerthe von F' stehen bleiben kann. Der Controle 
wegen geht man aber besser von einem Naherungswerthe von F' zum nichstfolgenden 
mittelst einer Differentialformel tiber, wie das auch bei Auflésung der Kepler’schen 
Gleichung zu geschehen pflegt. Von einem Niaherungswerthe F) ausgehend, erhilt man 
naimlich mittelst folgender Gleichung einen verbesserten Werth F,: 


oe 1 | mod kY1 + m 


e mod | (— a) t + log tg (45° + 1. Fo); > 


Berechnet man dann die kleine Correctionsgrésse A nach der Gleichung: 
A = log tg (45° + 3/,F\) — log tg (45° + 1/, Fy), 
so ergiebt sich fiir die zu F, noch hinzuzufiigende Correction dF, !): 


A cos F? 
mod e — cos F, 


dF’ = 206 264,8. 


Wenn also A in Einheiten der fiinften Decimale ausgedriickt ist, so folgt: 


Fe? 
EGS pe ee ee 
A abDET8G5] e — cos F, (13) 
aa 
Ist die Excentricitiét gross, so empfiehlt es sich, die Grésse [0,67665 | a mit 
— cos F, 


dem Argumente F, etwa von 5 zu 5 oder von 10 zu 10 Grad zu tabuliren; ist die 
Excentricitit aber vom Range 1, so ist es gerathener, die Differentialquotienten von 
Fall zu Fall zu berechnen. Mit Hilfe von F muss nun v bestimmt werden durch die 


Gleichung: ee 
e+] ; 
tg 1/,0 = ar oF, 


was im Allgemeinen auf die gewéhnliche Weise geschehen wird. Ist jedoch die Excen- 
tricitét gross, so entwickelt man v besser in eine Fourier’sche Reihe nach F, besonders, 
wenn es sich um Erreichung grésserer Genauigkeit handelt. 

Setzt man nimlich: 
Sieh 


e+ 1 
~— mt? 


y= 
ES Wy 


m 


1) Wenn eine und dieselbe Grosse, z B. dF’, bald in Bogenmaass und bald in Linearmaass 


auftritt, so sel: di’ diese Grosse in Linearmaass, 


' Ar cae 
GE" °y ” » Bogenminuten, 
aR” 5 » » Bogensecunden. 


2 seamen 


oe o=F 4 2msinF + msin2F + %Z,misindg P+ +++ + 2 8 (14) 
Hat man also bei grosser Excentricitiit eine gewisse Zahl von Oertern zu berechnen, pas 
empfiechlt es sich, die kleinen Glieder mit sin 2F', sin 3 Fu. 8. £. mit dem Argumente F 
etwa von 5 zu 5 Grad zu tabuliren. 

Fiir manche Zwecke ist es vortheilhaft, den Winkel zwisohen den beiden Hyperbel- 
asymptoten zu kennen. Sei P’ PP" die hyperbolisohe Bahn des Planeten um die 
Sonne I. 

Je weiter man sich vom Perihel P des Planeten entfernt, um so mehr nahern sich 
die Aeste PP!’ und PP” den Asymptoten AA’ und AA”. TI’ und II” seien die 
Radiivectoren nach den unendlich fernen Punkten der Hyperbel. Da. diese letzteren auf 


Fig. 9. 


Ausgezeichnete Winkel in Hyperbelbahnen. 


den Hyperbelasymptoten liegen, so haben IJ' mit AA’ und JI” mit AA” einen gemein- 
samen Punkt im Unendlichen, d. h. diese Linien sind parallel. Also ist der Winkel A 
zwischen AA’ und AA” gleich dem Winkel zwischen TJ' und II”. 

Da nun die ganze Figur um die Hyperbelaxe JPA symmetrisch ist, so ist der 
Winkel I” 7 P = I'IP = VJ, dem grissten Werthe der wahren Anomalie. 

Die Senkrechte S8'ZS8" zur Hyperbelaxe halbirt also den Winkel A. Setzt man 


daher: a geet 


so ergiebt die Fig. 9 unmittelbar: 


LA = 2a 
Nach der Gleichung der Hyperbel: 
Y ee ee ee 5 
1 + ecosv 
ist nun die wahre Anomalie fiir den unendlich fernen Punkt durch die Gleichung gegeben: 
1 
cos V == — . 
e 
Demnach ist: ; ES 1 
sind = sin Oe Se 
e 


Je grosser e, desto kleiner wird AV, um so mehr nihert sich die Bahn P’ PP” einer 
Geraden senkrecht zu JP. Aus Gleichung (8) folgt, dass fiir den unendlich fernen 
Punkt F = 90° ist. 


rag |e ea 


In ahnlicher Weise, wie fiir die Kepler’sche Gleichung kann man auch (1): 
e tg F — log nat tg (45° +f 5) Se pi AE 
— a)i2z 
auf geometrischem Wege auflisen. 


Man construire eine Curve 0 Q (Fig. 10), deren jeder Punkt einem gewissen Werthe 
von F' entspricht. Die Abscisse sei: 


log nat tg (45° “f+ 5), 


die Ordinate tg F proportional. Wir tragen nun M in der negativen a#-Richtung von O 
aus auf die a-Axe ab und erhalten so den Punkt P. Danach trigt man in P den Winkel # 
an und erhilt als Schnitt der Geraden PS mit der Curve 0Q den Punkt R, dessen 
Coordinaten 2 und y seien. Es ist dann: 


M+a2= ycotgd 


oder, wenn F' der dem Punkte R entsprechende Werth von F ist: 
M + log nat tg (45° 4 3) = cotg tg F. 


Bestimmt man also # nach der Gleichung: 
colgd =e, 


so giebt die vorhergehende Construction einen Naiherungswerth von F. 


Siebente Vorlesung. 


Ueber nahezu parabolische Bahnen. 


Ist die Bahn eines Kérpers nahezu parabolisch (wie das bei vielen Kometen der 
Fall ist), so stellen sich der Auflésung der Kepler’schen Gleichung oder der Gleichung 
in F' fiir die Hyperbel ganz ausserordentliche rechnerische Schwierigkeiten entgegen. 
Sei z. B. die Gleichung: 
E—esn KE = M 
aufzulésen, fiir e = 1 — 1/9. Da: 


Ll 2 
B= Yissitne ae ee a 


so ist fiir die Theile der Bahn in der Nihe der Sonne (und das sind ja fiir uns die 
wichtigsten, weil wir hier den Kometen beobachten kénnen) E ein kleiner Winkel. 
Betrachten wir nun die Differentialformel, welche zur allmiiligen Auflésung der Kepler’- 
schen Gleichung dient: 


LE dM 
~ 1— ecos KE” 
so ist 1 — ecosE eine kleine Grosse. Wire FE genau gleich Null, so wiirde 
1 — ecosE = Yoo. 


is ; er hana 
Hieraus folgt, dass, wenn z. B. bei siebenstelliger Rechnung M um 0 503 unsicher ist, 
die Ungenauigkeit in H schon 3” betraigt. Durch Berechnung von v mittelst Formel (1) 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie. vi 


Je Ns as 


wird diese Ungenauigkeit noch bedeutend vermehrt. Man ist also gezwungen, fiir der- 
artige Falle andere Rechnungsvorschriften zu suchen. 
Wir gehen zu diesem Zwecke wieder von den Gleichungen: 
ridv = dt.k Vp 
und p sane Ae ee mn) 
,=S 
1 + ecosv 


aus, indem wir die Masse des Kometen gleich Null setzen. 
In diesen Gleichungen fiihren wir an Stelle von v die Variable: 
t = tg '/sv 
ein. Dann wird: ere Lo Pee 2dt 
1 bg?’ 1 + 7 


Man erhilt somit aus den beiden Gleichungen (2): 


2 pe (1 4+ 7?) 


0 —— i Le 
ae [Pee ohare 
Nun setzen wir: oes 1—e nay oe 1—e 
"meal Tose yy een ees 
é ist in den Fallen, die wir betrachten, eine kleine Zahl. Beachtet man ferner, dass: 
= = 2 
Gre ees 
ist, so ergiebt sich: 4, 2) 9 =i 
‘ 3 (ape ee SNe 
(1 + eé7?)? 


Diese Gleichung ist in geschlossener Form integrirbar, fiihrt aber zu rechnerisch véllig 
unbrauchbaren Ausdriicken, welche mit der Kepler’schen Gleichung oder der Gleichung 
in F’ identisch sind. Wir entwickeln sie daher zunichst in eine Reihe nach Potenzen 
von ét? und schaffen alle constanten Factoren auf die linke Seite: 


kdt 
qe y2 (1 + 28) 


Durch Integration folgt hieraus: 


= dt (1 4 tv?) [1 — 2et? + 3e2t*#— 4e3ré6 4...| 


kt es ES 2€t? 4 3 e2 rt 4 378 4 | 
Pars i ee | 
ipeece 
3 5 i 9 


worin ¢ die seit dem Periheldurchgange verflossene Zeit bedeutet. Ist ¢ negativ (vor 
dem Periheldurchgange), so ist auch t negativ. Es geniigt also in diesem Falle, die 
technung mit dem absoluten Werthe von ¢ durchzufiihren und dann an dem fiir v 
gefundenen Werth das Zeichen minus anzubringen. Man hat sich sehr bemiiht, aus 
Gleichung (3) t mittelst kunstvoller Transformationen durch directe Rechnung zu finden, 
indem man nur die niedrigeren Potenzen von & beriicksichtigte. 

Auf diese Weise haben Gauss und Posselt Hiilfstafeln construirt, welche aber 
in gewissen Fillen nicht geniigende Genauigkeit gewihren. Oppolzer, welcher darin 
viel weiter gegangen ist, hat auch das Ziel, welches er sich setzte, nicht ganz erreicht: 
Nachdem er durch bemerkenswerthe analytische Entwickelungen eine erste Niherung 
durch directe Rechnung gefunden hat, ist er nachtriglich doch gezwungen, an dem so 
erhaltenen Kesultat kleine Correctionen anzubringen, die er auf empirischem Wege be- 
stimmt, Man kann aber die Gleichung (3) sehr leicht durch indirecte Rechnung auflésen. 


a ere 
Gleichung (3) geht, wenn man ¢ = 0 setzt, in die Barker’sche Gleichung tiber: 


Yeu + VY, tg) /,v3 = 


Da ¢ klein ist, so sind die beiden Klammern [+--+] in Gleichung (3) nahe gleich 1 und 
varuren nur langsam mit t Man kann daher mit Vortheil die beiden Klammern mit 
einem Niherungswerthe t, berechnen, wnd dann durch Auflésung einer cubischen Gleichung 
emen weit besseren Werth fiir t erhalten. Diese Rechnung kann sehr durch geeignete 
Hiilfstafeln verkiirzt werden. In der That, die beiden Klammern hiingen nur von einem 
Argumente: 2 
x% = &T* 
ab. Wir setzen also: 
. — / 
A(x) = 1 — fea + 8/49 — 4/, 28 +4 - 
B (x) = 1— & a + 9/, w2 — 12/,¢8 + 
Dann haben wir also folgende Gleichung an Stelle von (3): 
kt 1 
eee = TA +B. 4 
q?y2(1 + e) 3 “) 
Diese Gleichung wollen wir nun durch Einfiihrung eines Winkels w auf die Form: 
BS Tote ae 25 tg 3g? a a we BD) 
bringen, die man mit Hiilfe der Barker’schen Tafel auflésen kann. Wir setzen: 


oe ree ere me! te Os ol es Ba ee) 
wo C vorlaufig unbestimmt ist. Man erhalt dann: 
kt tg 1/, w3 
ees as A OF w IER GE date ty hy 2c Hh 
qt y2 al as é) g} |» au ee ( ) 


. + - 3 
Um auf die Form (6) zu kommen, muss zunichst = gleich Eins sein. Also: 


oA. 
o= 2 


Nach dieser Substitution wird die Gleichung (7), wenn man mit a multiplicirt: 
VB 75 kt : 
= — as == TH tg1/,00 + 2Qigiaw® = M .... 8 
Az gey2 yl + Fs 2 2 ( ) 
Wir setzen nun noch: yB THA 
ae? eS 
alan eee. 
also: : 
gzyl+é 
Im Anhange sind die Logarithmen der Grissen C und D mit dem Argumente 
xg —= €t? innerhalb weiter Grenzen tabulirt. Ausserhalb der Grenzen dieser Tafel kann 


man die Auflésung der Kepler’schen Gleichung oder der Gleichung in I’ ohne Schwierig- 
keit nach den gewohnlichen Regeln ausfiihren. 

Wir stellen die eben gegebenen Vorschriften kurz zusammen. 

Zunichst verschafft man sich einen Naherungswerth vp von v. Hat man keinen 
besseren zur Verfiigung, so kann dies durch Auflésung der Barker’schen Gleichung 
geschehen. 

Man sucht also aus der Barker’schen Tafel einen Winkel v mittelst des Argumentes: 


Sy RL a: 


qe V2 


7* 


Dann berechnet man: 


ee 9 
=; Oe ae ay == aD 


Mit dem Argumente a entnimmt man nun Tafel IX die Gréssen logC und log D. 
Hierauf berechnet man: 
Dt 
SS 
geyl + €é 
und entnimmt der Barker’schen Tafel mit diesem Argumente einen Winkel w. Man 
erhalt hierauf einen verbesserten Werth von v mittelst der Gleichung: 
t91/,0 = Cig1/, 0. 
Mit diesem neuen Werthe von v kann man nun wieder w berechnen und daraus einen 
noch angeniherteren Werth von v u.s. w., bis die Rechnung stehen bleibt. 

Dieses Verfahren ist im Anhange durch ein ausfiihrliches Beispiel, welches Tafel IX 
direct zur Erlauterung angeschlossen ist, illustrirt. Wir wollen hier nur noch die Starke 
seiner Convergenz priifen. Bezeichnet man den Naherungswerth von t mit Tt), den ver- 
besserten mit t,, so schreibt sich die Gleichung (3) bei Vernachlissigung héherer Potenzen 
von é: 


3 
const. == t,[1 — 2/,et2] + 4 [l — &/, er]. 


Durch Differentiation dieser Gleichung ergiebt sich zunachst: 
0 = dr, {{1 — 2%, er7] + t7[1 — %, et) ]} 

e112 
— d% ‘ae 4/,€ + % ib | . 


Wir vernachlissigen nun, da es sich, wie gesagt, nur um eine ganz angeniiherte Be- 


j : : : dt : 
stimmung des Differentialquotienten es handelt, in der ersten Klammer {- - -} die Glie- 
0 


AT) TT € [4/s + 4/5 Tr] 
1+ ce 


der mit « Es folgt so: 


dt, aw 

Setzen wir jetzt schliesslich wieder: 
v v 

Ri == Wl) ri To =t > 


und vertauschen im Werthe des Differentialquotienten 1 und v, mit wv, so ergiebt sich: 
dv vy v 
ak . 
: Sie ee eal ty 4/,tg =| 
dv 9 |‘ aie /s g 9 
Dieser Differentialquotient ist also im Allgemeinen von der Gréssenordnung von ¢é, und 
das Annaherungsverfahren convergirt in Folge dessen schnell. 
Es sei z B. v = 90° und ¢ = 1/,)); man hatte dann: 


PO), ct han 

mre circa 1/199. 
Wenn man fiir Aquidistante Zeiten eine gréssere Zahl yon Werthen von v_ berechnet, 
wie das z Bb. bei Bildung einer Ephemeride geschieht, so ist es mittelst der Differenz- 
reihen sehr leicht, den jedesmal zu erwartenden Werth v auf 1” genau vorauszusehen. 
Unter obiger Voraussetzung wiirde man hieraus einen Werth von 2 berechnen kénnen, 
der auf 0",01, also vollig geniigend genau ist. Demnach kommt in den gewédhnlichen 
Fallen bei Berechnung von Ephemeriden unser Anniherungsverfahren einer directen 
Rechnung fast vollkommen gleich. 


==, Ri = 


Achte Vorlesung. 


Lambert’s Theorem iiber die heliocentrische Bewegung in Kegel- 
schnitten und seine Specialisirung fiir die Parabel. 


Lambert hat die merkwiirdige Entdeckung gemacht, dass die Zeit, welche ein in 
einem Kegelschnitte um die Sonne laufender Kérper gebraucht, um von einem Punkte 
seer heliocentrischen Bahn zu einem anderen zu gelangen, nur von der grossen Axe, 
der zwischen beiden Punkten eingeschlossenen Sehne, und der Summe der beiden zu- 
gehorigen Radienvectoren abhiingt. Dieser fruchtbare, sehr wichtiger Anwendungen 
fihige Satz liisst sich, wie folgt, beweisen. . 

Man bezeichne die grosse Axe mit 2a, die kleine mit 2b, die Sehne mit x, die 
Radienvectoren mit r und r’, die zugehérigen excentrischen Anomalien mit E und E’, 
die gebrauchte Zeit mit ¢’ — t, die Excentricitit mit e, so wird: 

r=a(1—ecosE), r' =a (l — ecos E’), 
x? — [a (cos E' — e) — a (cos E — e)|? + (bsin E' — bsin E)? 
= a* (cos E' — cos E)? + 0? (sin E' — sin E)? 
= 4a*sin1/, (E' — E)? [1 — e?cos!/, (H' + E)?}. 
Es ist aber auch: 
rte — 2a 
2a 
Ul 
“#2 — 4@? sin 1/, (E' pas E)? [2 = wot el nae (1) 
4a? cos1/, (E' — E)? 

woraus sich zunichst ergiebt, dass fiir zwei Ellipsen, in welchen die oben genannten 
Stiicke gleich sind, auch die Differenz der excentrischen Anomalien beider Punkte die 
nimliche ist. Da nun aber ferner: 

k (t' — t) 


ae 


= — ¢€c0s}/, (E' + E) cos}/, (E’ — EB), 


also: 


= E' — E— e¢ (sin E' — sin E) 
— E' — E— 2ecs'/,(E' + E)sin}/,(E' — B), 
und Alles auf der rechten Seite dieser Gleichung ebenfalls, wie eben gezeigt wurde, 
nur yon den genannten Stiicken abhingt, so ist hiermit der von Lambert aufgestellte 
Satz bewiesen. Derselbe lisst sich sofort auf Parabel und Hyperbel ausdehnen, weil 
die Bewegungsgleichungen aller drei Kegelschnitte in analytischer Beziehung gleich 
sind, wenn fiir die Hyperbel das Imaginire zugelassen wird. Alle Siitze, in denen das 
Imaginiire schon eliminirt erscheint, kinnen daher ohne Weiteres auch fiir die Hyperbel 
zur Anwendung gebracht werden. 

Ehe wir zu den wichtigen Folgerungen aus diesem Satze schreiten, geben wir 
noch das Resultat der Entwickelung von cos1/,(H' — E) und sin 1/, (#' — E) aus der 
obigen Gleichung (1). Man findet!): 


4acos',(E'—FE)=—Vr+rt+%@+r—*%) | 
+V¥@Fe+y)@+e—™) 
4b sin 1/,(E! — BE) = Ve —r +r +r —7) | 
+V¥@—e+eout+e—e) | 


1) Bei der numerischen Rechnung ist eine Unsicherheit iiber das Vorzeichen der Wurzelgrossen 
sehr leicht zu heben; da iibrigens eine Quadratwurzel selbstverstiindlich doppelte Vorzeichen hat, so 
lassen wir dieselben fort, uns denkend, dass hinter dem Zeichen -+ der Addition noch ein + stehe. 


een) 


in welchen, in Beziehung auf r, r’, @ und 9’ symmetrisch gebildeten Ausdriicken @ und 


0’ die Radienvectoren aus dem zweiten Brennpunkt, d. h. die Grésse 2a — yr und 
2a—~, vorstellen. Die Gleichung (3) ist mit der folgenden identisch: 
b sin Y/y (E’ — B) = yrr'.sin1/,(v' — 2) plied, ee) 


welche sich aus den bekannten Relationen zwischen 1/, #, 1/,v und yr ohne Miihe er- 
giebt. 

Lambert selbst schon hat von dem eben bewiesenen Satze in seinem classischen 
Buche ,Insigniores orbitae cometarum proprietates* eine sehr interessante An- 
wendung gemacht. Er bemerkt, dass man ja auf einer Ellipse von verschwindender kleiner 
Axe, wie sie ein ohne scitliche Geschwindigkeit nach der Sonne fallender Kérper beschreiben 
wiirde, stets zwei Punkte so aussuchen kénne, dass die grosse Axe, die Summe der 
Radienvectoren und die Sehne gegebene Werthe haben, und dass die in einer Ellipse 
von beliebiger Excentricitiit gebrauchte Zeit durch die einfacheren Ausdriicke fiir jene 
in eine gerade Linie degenerirte Ellipse von der Excentricitaét 1 gefunden werden kénne. 
Die letztere unterscheidet sich von der Parabel dadurch, dass ihre grosse Axe nicht 
unendlich gross ist, sondern einen endlichen Werth hat. Es behalt deshalb auch die 
excentrische Anomalie darin ihre Bedeutung. 

Es miissen offenbar die beiden Punkte auf der geraden Linie, deren excentrische 
Anomalien 0 und 0’ sein mégen, so bestimmt werden, dass die Summen der Radien- 
vectoren, d. h. 

a (1 — cosd’) + a (1 — cosd) =r + 7 
und die Differenz gleich der gegebenen Sehne, d. h.: 
a (1 — cos 0’) — a (1 — cosd) = x 


wird. Es wird demnach: 


: 4 r+ret x 
Sills Of eS ee, ee ee 
/2 da ( ) 

Uy 

; rt+r—% 
sen 1/,. 02 = —______. : : . . . . : . . 6 
/s da ( ) 

und es besteht dann die Gleichung: 

0 — sind — (0’ — sin 8" ry ee) TS i 7 
oO ee a2 : sf : 5 ( ) 
wenn ¢— ?# die zum Beschreiben des zur Sehne gehérigen Bogens verwendete Zeit ist. 


. ~ - . X . (fr a Es 4 Ld a » ay 2 = . 
Diese drei Gleichungen, (5), (6), (7), lassen fiir jede Ellipse, und in ihrer eréssten 
analytischen Ausdehnung unter Zuziehung des Imaginiren auch fiir jede Hyperbel die 
7 fae 7 555 : ) Compailcia 7 0 a! yates ae “Th: 
Zeit finden, wenn in dem Kegelschnitte + + 7’, * und a gegeben sind. Eine ganz 
ae Peni Parl ee Eanee Ay oe ‘ - ac . “ = . 
besonders einfache Form aber erhilt man, wenn a in das Unendliche wiichst. Alsdann ist; 


. aye f Y, 
b=) = 2a levee ae) ; 
\ 4a ' 
: | r “\ 2) 
— are sun 
(— i 
— wh sin fy 2 are sin (st * Astin ae 
be 4a 


a2 sin rice (a sa a 
| 4a 
a 1/6 (r == Y + x) %/2 et 1/¢ (7 an r — x)", 2 


da unter Anwendung der bekannten Reihenentwickelungen fiir sin w und are sin @ in 
1ese {\e A 6 ij “4 ay Vis anor 7 £ oe . 
diesem Falle alle tibrigen Glieder, welche a im Nenner enthalten wiirden, verschwinden. 


== 


Se oo 
Diese Gleichung fiir die Parabel, in der Gestalt: 
(r + or + x)% — (r + i —a“em bY — Hh. wo 1 Sw 8) 


fiihrt ganz vorzugsweise den Namen der Lambert’schen Gleichung und spielt bei der 
Bestimmung von Kometenbahnen eine sehr wichtige Rolle. 


Neunte Vorlesung, 


Die sphirischen Coordinatensysteme der Astronomie und der oegen- 
seitige Uebergang von einem System auf das andere. 


Um die Lage eines Himmelskérpers anzugeben, sind in der Astronomie vorzugs- 
weise zwei Systeme von Coordinaten im Gebrauche, auf die man den Ort eines Ge- 
stirnes bezieht, das der Rectascension und Declination und das der Linge und 
Breite. Vom System des Horizontes (Azimuth und Hohe) sehen wir, weil fiir die 
Untersuchungen des vorliegenden Werkes nirgends in Betracht kommend, ganz ab. 

Das erstere System findet die hiufigste Anwendung in Ephemeriden und Himmels- 
karten, die zum Aufsuchen eines Objectes oder zur Vergleichung zwischen Rechnung 
und Beobachtung dienen sollen, da die Hiilfsmittel der neueren Astronomie die be- 
obachteten Oerter fast unmittelbar in dieser Form liefern. Unter der Rectascension 
versteht man bekanntlich den Winkel, welchen der durch das Object gelegte Meridian 
der Himmelskugel mit dem Meridian der Frihlings-Tag- und -Nachtgleiche bildet. 
Dieselbe wird in dem Sinne gezihlt, dass in Folge der tiiglichen Bewegung Sterne 
immer grésserer Rectascension durch den Meridian eines Ortes gehen. Zur Bestimmung 
der Rectascension wiirde es also geniigen, zu beobachten, zu welcher Sternzeit das Ge- 
stim den Meridian eines Ortes passirt. Da aber die Bestimmung der Lage des Friihlings- 
punktes viele Beobachtungen erfordert, so pflegt man die Rectascensionen gewéhnlich 
durch Vergleich mit einem Fundamentalstern zu bestimmen, dessen Stellung sehr genau 
durch die Jahrbiicher von Tag zu Tag gegeben wird. Zur Bestimmung der Declination 
oder des senkrechten Bogenabstandes des Objectes vom Aequator stellt in Fig.11 A0Q 
den Aequator der Himmelskugel, O den darin gelegenen Punkt des Friihlingsaquinoctiums, 
P den Nordpol des Aequators, die durch O und P gelegte Linie den Meridian des 
Aequinoctiums vor. Die Sterne S und §’, welche auf diesem Meridiane liegen, haben 
also nach der Definition die Rectascension 0°; die Declinationen derselben Sterne werden 
durch die Bigen des Meridians OS und OS’ vorgestellt, und zwar ist die des ersteren 
Sternes als nérdlich, die des letzteren als siidlich zu bezeichnen, was durch das Zeichen 
+ und — geschieht. 

Um die Rectascension und Declination eines Sternes §” darzustellen, hat man 
durch denselben den Meridian PS” 0” zu legen, welcher den Aequator in O” schneidet. 
Es ist dann der Winkel am Pol OPS" oder OPO", welchen der Meridian des Sternes 
mit dem Meridian des Aequinoctiums bildet, oder auch der Bogen des Aequators 0 0", 
der diesem Winkel entspricht, die Rectascension, der Bogen O" 8" aber der Abstand 
vom Aequator, d. h. die Declination des Sternes 8”. 

Bisweilen ist es von Vortheil, das System der Lingen und Breiten anzuwenden, 
weil fiir dasselbe die Erdbahn oder Ekliptik die Fundamentalebene bildet. Das 
Frihlingsaquinoctium bildet den Ausgangspunkt der Zihlung der Lingen, welche in 
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diesem Systeme den Rectaseensionen entsprechen. Die Zahlungsrichtung ist die naém- 
liche; in Folge dessen nimmt die Lange der Sonne bei ihrer scheinbaren Bewegung in 
der Ekliptik immer zu. Betrachtet man beide Fundamentalebenen vom nérdlichen 
Theile des Himmels aus, 
so sind in beiden die 
Zihlungsrichtungen der 
eines Uhrzifferblattes ent- 
gegengesetzt. Beide Sy- 
steme gehen durch Ver- 
tauschung der Pole in 
einander iber. Sei in 
Fig. 11 HOK die Ekliptik, 
welche durch das Frih- 
lingsiquinoctium OQ hin- 
durchgeht. Verbinden wir 
ihren Nordpol p mit dem 
Sterne §” durch den 
eréssten Kreis pS”, wel- 
cher die Ekliptik im 
Punkte qg schneidet, und 
mit dem Aequinoctium O durch pO, dann ist die Linge von 8” der Winkel OpS" oder 
Opq oder der Bogen Og der Ekliptik, die Breite von 8” aber der Bogen 9" g. 

Die Aufgabe, von gegebener Rectascension « und Declination 0 auf die Linge 4 
und die Breite 6, und umgekehrt, von gegebenem 4 und B auf @ und 0 iiberzugehen, 
kommt in der Bahnbestimmung haufig vor, da « und 0 durch die Beobachtungen 
gegeben werden, waihrend man die Bahnelemente auf die Ekliptik bezieht. Bekannt 
sein muss dabei der Winkel zwischen den beiden Fundamentalebenen, Aequator und 
Ekliptik, oder, was dasselbe, deren beiden Polen, die sogenannte Schiefe der Ekliptik « 
(in Fig. 11 KOQ). Die Sonne durchliuft scheinbar in einem Jahre einmal die Ekliptik, 
wobei sie einen Bogen von 180° iiber dem Aequator und einen ebensolchen unter ihm 
beschreibt. Zur Zeit der Solstitien, wo sie am héchsten und tiefsten steht, befindet sie 
sich gerade in der Mitte dieses Bogens. Es ist daher die Schiefe der Ekliptik gleich 
der Declination desjenigen auf ihr gelegenen Punktes, der die Linge 90° hat, also 
eine durch Messung bestimmbare Grdsse. 

Seien a, b, ¢ die Seiten eines sphirischen Dreieckes, A, B, C die ihnen gegeniiber- 
liegenden Winkel, so sind die Grundformeln der sphirischen Trigonometrie: 


cosa = cosbcose + sin} sin coos A | 
sinasinB = sinbsinA Meee ae 
sinacos B = cosbsine — erred 


welche durch Einfiihrung der Relationen 


cosb = mcosM 
sinbcos A = msin M 


in die folgenden, fiir die logarithmische Rechnung bequemeren iibergehen: 
cosa = mcos(¢ — aM) 
sinasinB = sinbsin A a UR Ge aby) 
sinacos B = msin (¢ — u)| 


Man pflegt hierbei M so zu bestimmen, dass m positiv ist, wodurch jede Zweideutigkeit 


ee BE 


wegfallt. An Stelle dieser Formeln kann man auch die aus ihnen resultirenden Tan- 
gentialformeln anwenden: 


to M = tgbcos A 


ai ees i ; 
sin(e — M) hes a ay, Cee We OE 
ne. = tg (== Tk) 
cos b 


Hierbei ist es gleichgiiltig, welchen der beiden Werthe yon M man wihlt; man muss 
sich aber hiiten, a und B um 180° falsch zu bestimmen. Dies geschicht am einfachsten, 
indem man sich die betreffenden Lagen auf der Sphiire vergegenwirtigt. 

Wendet man diese Vorschriften auf das fundamentale Dreieck pPS" zwischen dem 
Sterne, dem Pole des Aecquators und dem der Ekliptik an, so erhilt man unmittelbar 
die Formeln, welche bei gegebenem « und 0 die Grissen A und B ergeben: 


1) cos B cosd = cos 0 cos &% 
2) cosBsind = cosdsinacose + sindsine;: + + + + + + (A) 
3) sinB = — cosdsinasine + ep 


oder bei Einfiihrung von 
MsinN = sind \ P 
Mcos N = cos 0 sin af eBay et) 


die der Rechnung zu Grunde zu legenden Tangentialformeln: 


_. 9d 
A on, 
cos(N — é)tga)- os ae Sul sete roe (6) 
i= 
‘9 cos N 


tg B = tg (N — €)sina 
wobei sich die Controlformel durch Division von 

cos B sind = Mcos(N — é) 

cos 0 sin& = McosN 


eae, cosBsind _o(N—) 


cosO sine cos N 
Da B immer zwischen — 90° und + 90° liegt, so ist ein Irrthum bei der Bestimmung 
dieser Grosse nicht médglich; 4 liegt immer in der Nahe von & Der Winkel am 
Sterne, w, folgt durch Division der beiden Gleichungen 


cos B sin YW == cosasing eye tarde ics) 
cos B cos == cosécosd + sinésind sina 


Fiir die Liésung der umgekehrten Aufgabe, aus gegebener Linge 4 und Breite 6 
die Rectascension « und Declination 6 zu finden, ergiebt dasselbe Dreieck: 


1) cos 0 cosa == cos B cosh | 
2) cosd.sina, = cosBsindcose — sinBsins¢- - + + + +: (9) 
3) sind = cosBsindsine + ace 


also, wenn man wieder 
Msin N = sinB 
Mcos N = cos PB sina 
setzt, die definitiven Rechenformeln: 
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UN ie 
cos(N + 8) 
= ———~ tgh 
2 Gene o ie el) 
tg = tg(N + €)sina 
cos 0 sinw = cosdsiné 
cos 0 coswW = cosécosB — sinesinB sin A 
ee cae(W'— a) soon Sen ae eel 
cos N cos B sin 2 


Doch existirt noch eine sicherere Controle fiir beide Transformationen, die im Jahre 
1878 durch Tietjen im Berliner Jahrbuche mitgetheilt worden ist. Man erhialt sie 
héchst einfach, indem man die erste und zweite Gleichung des Systemes (4) beziiglich 
mit — sina und + cose% multiplicixt und dann die beiden so erhaltenen Gleichungen 
unter Beriicksichtigung der Substitution 


es 
] — cose = 2sin = 
2D 

sin & 2 si : : 

0 Si COS 

9, 2 


sowie der schon fiir Mf und W angefiihrten Relationen (5) addirt. So resultirt die erste 
von Tietjen aufgestellte Controlformel: 


sin(A — «) = 2M sec B cos asin = sin (v — 5) Los, ee 
Die zweite ergiebt sich durch Subtraction der dritten Gleichung im System (4) und 
von Gleichung (9) unter Beriicksichtigung der Relationen 
sind cosB = Mcos(N — ¢) 
sinacosd = Mcos N; 


ferner: @3 
1 + cose = 20s 5 


pe hha: é 
siné = Asin > cos 53 
schliesslich: : _ o — 0 
sind — sinB =2sin B cos 9 Z 
2 2 
woraus: . 6—B 6+ 6 . & g 
sin SY as M sec —_ Sim > cos (wv _ 5) es oe) as aS) 


Je nachdem man das Centrum der Sphire oder den Standpunkt des Beob- 
achters und den Nullpunkt des Systemes in den Mittelpunkt der Sonne oder der 
Krde verlegt denkt, unterscheidet man zwischen dem heliocentrischen und dem 
geocentrischen Ort eines Gestirnes. Verbindet man den Ort eines Gestirnes im 
xaume (d. h. hier immer den Ort seines Schwerpunktes) mit dem Mittelpunkte der 
Sonne, und projicirt diese Verbindungslinie, den Radius vector des Gestirnes, durch 
Fallung eines Perpendikels rechtwinklig auf die Ekliptik, so ist der Winkel, welchen der 
projicirte Radius vector mit der durch die Sonne gelegten Linie des Frihlingsiquinoctiums 
macht, ebenfalls die heliocentrische Linge, der Winkel zwischen dem Radius vector 
und seiner Projection die heliocentrische Breite. Werden dieselben Operationen 
mit der Verbindungslinie zwischen Gestirn und Erde vorgenommen, so erhalt man die 


— —« ys — 


sogenannte curtirte Distanz, die geocentrische Linge und die geocentrische 
Breite. Um diese Projection dem Leser deutlicher zu machen, sei in Fig. 12 durch 
das Gestirn s eine Kugel gelegt, deren Mittelpunkt . 
O die Sonne ist und welche von der Ekliptik in 
dem gréssten Kreise HOCK geschnitten wird. Von 
s fille man zur Ebene der Ekliptik das Perpen- 
dikel sp und verlingere die Linie Op, bis sie den 
gréssten Kreis CK im Punkte qg schneidet. Es ist 
dann sq ein Bogen eines gegen die Ekliptik senk- 
rechten und demnach durch den Pol P gehenden 
gréssten Kreises und stellt die heliocentrische Breite 
des Gestirnes vor. Ist OC die Linie oder Richtung 
des Friihlingsiquinoctiums, so stellt der Winkel COp 
oder COq die heliocentrische Linge von s vor. 
Wenn anstatt der Sonne die Erde in den Mittel- 
punkt O gesetzt und die Entfernung des Gestirnes von der Erde zum Halbmesser ge- 
wahlt wird, so liefert eine ahnliche Construction die geocentrische Breite und Linge. 
In Beziehung auf die Richtung, in welcher die Lingen gezihlt werden, verdient 
noch Erwihnung, dass sie mit der Richtung der Bewegung der Erde um die Sonne 


Fig, 12, 


zusammenfallt. Desgleichen nehmen die Rectascensionen in demselben Sinne zu, in 
welchem auch die Rotation der Erde geschieht. 

Will man anstatt der Polarcoordinaten rechtwinklige einfiihren, so ist es itiblich, 
eine der beiden Fundamentalebenen, den Aequator oder die Ekliptik, als Ebene der 
x,y und darin die Linie des Frihlingsiiquinoctiums als Axe der x zu wihlen. Leicht 
ist dann unter Wiederholung der eben angegebenen Operationen zu sehen, dass sowohl 
x als y, welche zu gegebenen Polarcoordinaten gehéren, durch eine doppelte Projection 
des Radius erhalten werden, die Coordinate w nimlich dadurch, dass die Projection des 
Radius in der Fundamentalebene durch Fillung eines Perpendikels auf die Axe der % 
projicirt wird, y aber durch Projection zur y-Axe. Da nun ausserdem die Coordinate 
z offenbar gleich dem vom Orte des Gestirnes auf die Fundamentalebene gefallten 
Projectionsperpendikel ist, so ergeben sich die folgenden, haiufig angewandten Formeln 
zwischen den geocentrischen rechtwinkligen Coordinaten &, 4, § und den drei Polar- 
coordinaten @, A, B: 


£ == 0 cos B cos 
ih SSO COEP SLA! SEN Ro a ale (14) 
& =< osm p | 


wobei @ die Distanz von der Erde, 4 und B beziehungsweise die geocentrische Linge 
und Breite vorstellen. 
Ist die Fundamentalebene der Aequator, so ist: 


é! 


! 


) COS 0 COSA 
DOR HIN ho eS SE A ad MAL (15) 
o sind | 


ll ll 


UI 

oa 

Die Formeln, welche den Uebergang vom geocentrischen Orte auf den heliocentrischen 

bewerkstelligen und umgekehrt, werden in der folgenden Vorlesung ihren passenden 
Platz finden. 

1 1 . 1a my. a] . ot] yy 

Hier wollen wir nur noch im Anschluss an Oppolzer die ‘Transformation der 

. . os a: 7 5 I 
Bahnlage durchfiihren und zunichst die Aufgabe lésen, wenn die Elemente der Bahn- 
lage 83, i, @ beziiglich der Ekliptik gegeben sind, daraus die analogen Elemente 
; gt 


Q', i, w' in Bemg auf den Acquator zu finden. Die Anwendung der Gauss’- 
schen Analogien auf das fundamentale sphirische Dreieck, welches von Ekliptik, Aequator 
und Planetenbahn gebildet wird, giebt diese Lésung unmittelbar. Bezeichnen wir mit d 
die dem Winkel €, d. h. die der Schiefe der Ekliptik gegeniiberliegende Seite dieses 
sphirischen Dreiecks, so hat man 
cos 1, 4! sin Yg(S3' + a) 
C08 1/57’ cos 1/5 (S' + d) 
sin Vy i! sin 1/,(S' — a) 


cosy (i — &) sin 1/_ 82 


cosa(i t+ e)costySdt | (16) 
sin }/y(i — &) sin 1/, 83 


~ 


~ 


ll Ul ll 


sin yt! cos /,(St' — d) sin Yn (i + €) cos 1/, 3 
und weiter ao —-ot+d 
To) eee 


Als Controlformeln ergeben sich aus demselben Dreieck die folgenden: 


sind’ cos §4' = sinécosi + cos € sini cos $2 
sini’ sin 84‘ = sinisin 82 
cost! = cos € Cosi — sin Esinicos$2 ee meee |) 
: sini’ cosd == cos é€ sini + sin écosicos $2 
sind’ sind = sine sin &2 


oder, wenn man zur Abkiirzung: 


sinicos 4 = sinasin A 
cost = sin acos A 
sind = sinbsin B 
cos i cos 84 = sinbcos B 


setzt, einfacher: 
sini! cos §2' 
sini’ sin $3! 
sini’ cos d 


sina sin(A + ¢€) 
sini sin &2 
sind sin(B + €) 


sini’ sind = siné sin &2 sow! so) a OG ee SR Ee 


cost’ = sinacos(A + €) 
und co’ re a 
a! co’ + $2! 


ads os , ; te a + ae + pe is +8 . . . 
da stets 7” < 180°, so ist sin 4/7, cost/,i’ und sin@’ stets positiv und mithin kein 
Zweifel iiber die Wahl des Quadranten méglich. 

7 . tpt Tacar Wats : + Ticats 2 x 3) 

Zur Mlustration dieser Formeln soll die Verwandlung der auf die Ekliptik be- 
zogenen Klemente des Kometen HI 1862 in solche, die sich auf den Aequator beziehen, 
nach Oppolzer durchgefiihrt werden. Es ist: 


oS ss 18792710" 02 
(lly Sy A vi Oy! 
(yas se rly Bhih ge 
wv == 290 12 47 84, 


Danach ergiebt Schema I: 


1/5 i | 56°47’ 6,12 
1/, & | 11 43 48 ,06 
1/,(i — €)| 45 3 23 ,06 
(i + €)| 68 30 49 18 
1/, { 68 43 35 01 
cos '/y (t — €) | 98490570 
sin ¥/, Q -9,9693499 
sin /,(¢ — €); 98499121 


cos Wy Q 95596936 


sin'/,(¢ + &€)) 99687187 


| 9,869 7916 


Pre eye 3 

sin Vy i 

cos 1/, 7" 98270815 
Pa 47°48' 46.10 


Bei Anwendung des zweiten Rechenschemas 


sine | 9,5999538 
sin §& | 9,8300736 
sini | 9,9621664 
cos $4 | 9,867 3026, 
COST 9.601919 1,, 


9.934.725 2,, 
sinasin A | 9,8294690,, 
A | 239°22' 1/35 


sin od. cos A 


(A + «)| 262 49 27 ,47 
sirbcos B | 9,4692217 
sin od. cos B | 9,9786527 
B| 72°10'56",04 
Btel| 95 38 22 ,16 
Br) 141098" 49.21 


| 95 37 32 ,24 
co! | 168 27 10 ,56 
nx’ | 309 55 59 ,77 


Sind umgekehrt die Aequatorealelemente gegeben und daraus die Eklipticalelemente 


61 


cos '/, a sin If (82" 
od. cos '/, (£3! 


cos 1/47 cos 1/, (8d! 


1/5 (2 


sin 


sin 1/5 @ sin Vy (8! 
od. cos 1/4 (83! 


“2 PN ee fi ms 
sin yt cos V4 (82 


sin 


| 981840649 
| 9,991 3954 
9,1235061 
78° 35! 10,97 


4 
of 
+d) 
-+ 


98192620 
99494704 
95284123 


1/,(63' — d) | 62°53! 38",25 
iy totale 32a 72 
@ |152 45 37 ,82 
$2’ |141° 28/49”, 22 
i 95 37 92.20 
o’ |168 27 10 54 
x! 1309 55 59 ,76 
hat man 
cos(A + 8) | 9,0966059,, 
sind | 9,8947438 
sin(A + ¢€)| 9,9965851,, 
sin i’ cos &2' | 9,891 3289, 
sin od. cos §3' | 9,8934258, 
sini’ sin 8" | 9,7922400 
sind’ | 9,9979031 
sin(B + 2) | 9,9978928 
sind | 9,9835137 
sini’ cosd | 9,9814065 
sin od. cosd | 998350384 
sini! sind | 9,4300274 
a. toed sorts 
@ | 152 45 37,82 
sina’ | 9,997903 1 
cos#’ | 8,9913497,, 


zu berechnen, so folgt analog aus unserem Fundamentaldreieck: 


sin 1/7 sin ¥/4(S& + d) = sin1/,(@ + &)sin¥/s A 
sin 1/y i cos Yn (S3 + d) = sin 1/, (i! — €) cos 1/, 82! 
cos Vy i sin /,(2 — d) = costo (i! + €) sin 1, 82’ | 
C08 Yy i cos Wy ($4 — d) = cos Yo (i! — &) cos /y $d’ 


und ebenfalls @ 
As 


Oder die andere Formelgruppe: 


lI | 


co! 


a + 82. 


—d 


= NG) 


sina’ sin A’ = sin? cos $3! sinisind = siné sin &2! 

sina’ cos A’ = cosi' sinicosd = sind’ sin (B' — 6) 

sin b! sin B' = sin?’ cosi = sina'cos(A' — 8) “fi 
sin vb! cos B’ = cosi' cos &2' a= a —¢ 720) 
sini sin 823 = sin? sin 82! z—oa+t & 


sinicos $3 = sina! (A' — 8) 


Das Oppolzer’sche eben behandelte Beispiel wird jetzt, indem: 


Cot = 141628540721 @ == 168 27 10755 
OOD ea eee Oi 300 moon ey 
ist, nach den ersteren Formeln: 
1/, 4’ | 47°48’ 46",11 sin 1/y i sin '/, (82 + d) | 9,9104922 
1/,e| 11 43 43 ,06 sin od. cos 1/,(S& + d) | 9,9879633 
Wf, (@’ + &)| 59 32 29 17 sin 1/, cos 1/.(S& + a) | 9,2884155 
1/,(¢ — €)| 86 5 3 ,05 1/.($3 + d)| 76°34! 21".37 


W, Gun\eT 0 44098 -61 


= cos 1/54 sin Wy (S&8 — d) | 9,6799222 


sin Yo (a + 8) | 9,9355053 sin od. cos ¥/y(S8 — d)  9,9413146 
sin 1/5 §4' | 9,9749869 C08 1/9 1 c08 1/9 ($4 — d) | 9,4258132 

cos4/.(#' + &)| 9,7049355 | 1/,(83 —d)| 60°52'48",67 

sin 1/, (a’ — &) | 9,7700956 a|. 15°41'32",70 
cos 1/ $3’ | 9,5183199 o' | 168 27 10 ,55 


cos, (i! — &€) | 9,9074933 —— | 


a §3 | 137927'10",04 
sin 1/54 | 9,9225289 4| 118 34 12°,24 
cos 1/,7 | 9,7386076 @ | 152 45 37 ,85 
V/.4 | 56°47 6",12 a | 290 12 47 89 
Die Anwendung der zweiten Formelgruppe giebt: 
Sin é 9,599 9538 cos(A' — €) | 9,7071752,, 
sin $2! | 9,7943369 sina’ | 98947439 
sini’ | 9,9979032 sin(A’ — e) | 9,9347252,, 
cos &3' | 9,8934258,, sinicos 2% | 9,8294691,, 
cost’ | 8,9913495,, sin od. cos 83 | 9,8673026,, 


sinisin 8 | 9,7922401 


sin od. cos A’ | 9,9965851, sini | 9.9621665 


sina’ sin A’ | 9,8913290,, ee ee eee 
A! | 262949! 27",49 sin(B' — 8) | 9,9464807 

(Al — 4) 289 09 187 sind! | 9,9991891 
sinicosd | 9,9456698 

sin od. cosd | 9,9835034 
sinisind | 93942907 


sin b' cos B' | 88847753 
sin od. cos B' | 9,9987141 

B’ | 85°35'35",02 _——s 

B'—s 62° 8 8 ,90 d 15941! 32.74 

co’ | 168 27 10 55 
sind | 9,9621664 
cosa | D601 9T9 1, 


£3 | 187927’ 10.00 
i | 118 34 12 ,26 
co | 152 45 87 81 
x | 290 12 47 81 


Zehnte Vorlesung. 


Die Berechnung der heliocentrischen Coordinaten aus den 
Kepler’schen Elementen?). 


Wahrend die Bestimmung der wahren Anomalie » fiir jede der drei Gattungen 
von Kegelschnitten, fiir die Ellipse, die Parabel, die Hyperbel, wie wir gesehen, nach 
besonderen Formeln ausgefiihrt wird, sind dagegen die gebriuchlichsten Vorschriften fiir 
die Berechnung der heliocentrischen Coordinaten Fie. 13 
x, y, # aus v und dem zugehérigen Radius vector li x 
r in Verbindung mit den drei Elementen der j 
Bahnlage 83, 7, x allen gemeinschaftlich. et 

Es sei (Fig. 13) Op die gegen die Ebene des ee 
Papiers senkrecht gedachte Ebene der Erdbahn, 0 aes 
NP die dieselbe in 83 unter dem Winkel 7 schnei- es 
dende Bahnebene eines in der Richtung des Pfeiles Pee 
bewegten Gestirnes, dessen Perihel in z liegt. Ist oe 
ferner Pp ein Stiick eines durch den Radius vector des Planeten gelegten und zur Ekliptik 
senkrechten gréssten Kreises, so gelten fiir das rechtwinklige sphirische Dreieck 44 Pp, 
welches seine Ecke im Mittelpunkte der Sonne hat, die folgenden Gleichungen: 

sin Pp = sinisin QP = sinisin (8 x + x P) 

tg 8p = cosit7 23P = cosity (8 x + xP). 
Offenbar ist aber der Bogen Pp nichts anderes, als die heliocentrische Breite, P aber 
die wahre Anomalie des Planeten. Ist ferner noch O der Ort des Frihlingsiquinoctiums, 
so wird Qp + 08 die heliocentrische Linge des Planeten. Bezeichnen wir diese 
letztere mit 1, die Breite mit 6, so haben wir unter Anwendung der schon bekannten 
gewohnlichen Bezeichnung 


sinb = sinisin (a — 8 + v) 
tg(l — 83) = cositg(a — & + v). 


Die Grésse 7 — $3 + v nennt man auch das Argument der Breite (cf. 8. 25). 
Fiir die richtige Wahl der Quadranten bei numerischen Rechnungen nach diesen Formeln 
ist es ndthig, sich zu merken, dass 1 — §3 und das Argument der Breite stets in dem- 


selben Quadranten liegen, da beide Gréssen gleichzeitig die Grenzen der Quadranten 0°, 
90°, 180° u. s. w. erreichen. Es ergeben dann J, b und der Radius vector r die recht- 
winkligen heliocentrischen Coordinaten nach den Formeln: 


x = rcosbecosl, ¥y =reosbsml, C1 SU 0. 


Um aus den geocentrischen Coordinaten die heliocentrischen desselben Systemes 
herzuleiten, hat man nur néthig, zu den ersteren die heliocentrischen Coordinaten der Erde 
zu addiren. Sind gs, y, 2 die heliocentrischen Coordinaten des Gestirnes, X, Y, Z die 
der Erde, so bestehen also die Gleichungen: 


1) Fiir die in dieser Vorlesung (S. 65) auftretenden Gauss’schen Constanten fiir den Aequator 
hat Brendel eine neve sehr praktische Definition gefunden und im 4, Capitel des LV. Theiles 
seiner ,Uheorie der kleinen Planeten* (vergl. Vorbemerkungen zur 3. Ausgabe des vorliegenden 
Werkes, S. XV) auf S. 28 und 29 gegeben, indem er statt der alten Gauss’schen Constanten A, ty 
B, b, CG, ¢ andere, bequemere eingefiihrt, die eine schirfere Rechnung gestatten; eine Idee, die 
Brendel’s Schiller Boda in Nr. 4429 der Astron. Nachrichten gleichfalls behandelt hat. 


5" Gee ae 


x — X = ecosBcosa 
y — Y = ecospsina 
2— Z = esin£. 

Die astronomischen Jahrbiicher liefern die Sonnencoordinaten X, Y, Z, d. h. 
die heliocentrischen Erdcoordinaten mit entgegengesetzten Vorzeichen, auf den Aequator 
gezogen, fiir jeden Tag des Jahres. Man sieht hiermit die Berechnung des geocen- 
trischen Ortes, wie ihn eine Ephemeride geben soll, in der einfachsten Weise auf die 
Berechnung der heliocentrischen Coordinaten zuriickgefihrt. 

Bedeuten nun LZ und R beziehungsweise Linge und Radius vector der Erde, 
4, B, @ die geocentrischen Coordinaten des Gestirnes, so hat man, da hier X = Kcos L, 
Y => Rew L, Z =. Ozu setzen ist; 


0 cos B cosA = reosbcost — Reos L 
@.cosBsind = reoosbsinl — RsimLy: > + + + + + + + QI) 
o sin B = rsinb | 


Der Berechnung der geocentrischen Liinge und Breite kann man noch eine andere 
Gestalt geben. Wenn man alle Lingen nicht auf das Friihlingsiquinoctium, sondern 
auf den aufsteigenden Knoten bezieht, was selbstverstandlich dann auch mit der Linge 
der Erde geschehen muss, so erhilt man schliesslich die geocentrische Linge selbst um 
den Betrag von $3 verringert. 

So findet man: 

0 cos B cos (A — 8) = reosbeos(l — 2) — Reos(L — 2)] 
0 cos Bsin(A — 8) = reosbsin(l — &) — Rsin(L — Q)p- + + + () 
o sin B = rsinb | 

Ein kleiner Vortheil dieser Form besteht darin, dass sich die Coordinaten x, y, 2 
einfacher ausdriicken lassen, wenn die Linie des aufsteigenden Knotens der Bahn in der 
Ekliptik als Axe der X gewahlt wird. Man braucht dann, um « zu erhalten, nur durch 
das Gestirn ein Perpendikel zu fallen, durch welches der Radius vector auf jene Axe 
projicirt wird; da der Winkel der Projection hier dem Argumente der Breite 7 — 63+ u 
gleich wird, so hat man 


x = reos(x — & + v). 


Da ausserdem schon nach dem Vorhergehenden zg = rsinisin(a — & + v) gefunden 
wird, auch nothwendig x? + y? + 2g? =r, und y fiir die beiden ersten Quadranten von 
m — $& + v positiv werden muss, so gelten fiir x, y, ¢ die einfacheren Ausdriicke: 

x = reos(m — 8 + v) | 

y = reosisin(a — 8 + v) Te ee ow ee 

£ = rsinisin(a# — & + v)| 


Ucberhaupt aber sind die Formelsysteme (1) und (2) nur fiir die Berechnung 
vereinzelter geocentrischer Oerter zu empfehlen. 

Fir die Berechnung einer ganzen Reihe yon Oertern lohnt es sich, die unter dem 
Namen der Gauss’schen Constanten fiir den Aequator bekannten Hiilfsgriéssen zu 
berechnen, durch deren Kinfiihrung nicht nur die Arbeit sehr abgekiirzt, sondern auch 
die Oerter in der fiir solche Zwecke passenderen Form der Rectascension und Declination 
erhalten werden. Bequeme Ausdriicke fiir die Gauss’schen Constanten erhilt man 
leicht durch folgende Operationen: Wir denken uns zuerst die Coordinaten auf die 
Kkliptik und die Knotenlinie als X-Axe bezogen, und suchen, unter Anwendung be- 
kannter ‘Transformationsformeln, aus diesen Coordinaten, d. h. den Coordinaten 2, Y, & 

? 
ay Hor c 4 . Biers tee t,o eee : : 
der Formel (3), die auf die Ekliptik und das Friihlingsiquinoctium als X-Axe bezogenen 


Saas, hae 


im Folgenden mit 2’, y’, 2’ bezeichneten Coordinaten herzuleiten. Das zweite Coordinaten- 
system entsteht aus dem ersteren durch eine Drehung um die gemeinschaftliche Z-Axe, den 
Pol der Ekliptik. Nach dem bekannten Satze der Coordinatentransformation, dass jede 


der drei neuen Coordinaten gleich der Summe der Projectionen der alten Coordinaten 
auf die neue Axe ist, hat man sofort 


x = xcos 8 — ysin 2 
y' = asin + ycos 8 
i 


Durch eine zweite uihnliche Drehung des neuen Systemes um seine X-Axe, d. h. um 
das Frithlingsiquinoctium, wird man das System des Aequators mit derselben X-Axe 
erhalten. 


Nennen wir die darauf beziiglichen Coordinaten 2", y", 2", so ergiebt sich: 


a!" == a! = woos 83 —ysin Q 

eens Pi. . . 

y = ycose — e' sine = asin $83cosée + ycos &3 cose — esing 
2" = y'sine + e' cose = asinSdisine + ycosQ2sine + zcosé, 


worin € die Schiefe der Ekliptik vorstellt. 
Setzt man hier auf der rechten Seite fiir 7, y, ¢ die Ausdriicke aus (3) und fiihrt 

durch folgende sechs Gleichungen: 

sinasin A = cos 8% 

sinacos A = — sin 8 cost 

sinb sin B = sin 83 cos & 

sinb cos B = cos &4 cosicosé — sini siné 

sine sin C = sin 8 sing 

sine cos C = cos $4 cosisiné + sini cosé 
die sechs Gauss’schen Constanten fiir den Aequator: a, b, ¢, A, B, C ein, so werden 
die heliocentrischen Coordinaten fiir den Aequator 2”, y"’, 2’ durch die einfachen 


Formeln erhalten ee ed de 
y' = rsinbsin(x — & + B+ 0) + ap bien & Jee oom) 

= rsinc sin(a — 8 + C+ v) 
in denen selbstverstindlich a nicht mit der halben grossen Axe verwechselt werden darf. 
Bei Einfiihrung des Argumentes der Breite schreiben sich die letzteren Gleichungen: 

a’ = rsinasin(A + u) 

yf =rsnbsm(B+uyp * ss ttt tt (6) 
=rsinc sin(C + u) 


Die Berechnung der Constanten 6, B, ¢ und © kann nach Oppolzer durch weitere 
Hiilfsgréssen noch etwas vereinfacht werden. Setzt man nimlich 


(4) 


cos §3 cosi == ncos N 
sint = nsinN, 
so wird ncos(N + &) = sinbcosB 
nsin(N + &) = sine cos C. 
Die Gréssen sina, sinb und sinc wird man stets positiv annehmen kénnen und danach 
die Quadranten, in denen A, B und C liegen, bestimmen. Um eine Controle fiir die 
Berechnung der Constanten zu erhalten, findet man gunichst durch Multiplication 
obiger Gleichungen 
sind sinc sin C.cos B = sin 83 sin & (cos £2 cos i cos — sini sin &) 
sin b sinccos Csin B = sin &2 cos & (cos $3 cosisiné + sini cos é), 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 9 


2 466% oe 


deren Subtraction sind sine sin(C — B) = — sin &8 sini 
ergiebt. Aus dieser Gleichung und der friheren 
sin 83 cost = — sinacos A 
folet durch Division die Controlgleichung 
es sin b sinc sin (0 Bb). <5: See (7) 
sin acos A 
Lést man noch nach Oppolzer in den Ausdriicken (6) fiir die rechtwinkligen 
Coordinaten das Argument der Breite w in v + @ auf und vereinigt @ mit den 
Constanten A, B und C, so hat man: 
Ato=A eg" =rsinasin(A’ + ”)| 
BoB yo! Srendsn(B Ee) p ie 
Cto=>C eg =—rsnesn(C + a 
Sind die Elemente auf den Aequator als Fundamentalebene bezogen, so ist € in den 
vorstehenden Ausdriicken Null zu setzen und die Berechnung der Constanten ergiebt 
sich einfacher aus den leicht abzuleitenden folgenden Formeln: 


= atch ens . _ €08 §2! 
cotg A, = — tg $2’ cost Li Seamer as 
cos i! ; simid! }- = « © « = (9) 
cotg By = ga sin b = ar 
C0 sine = sin?! 


Den Quadranten von A, und B, bestimmt man dabei so, dass sina und sinb positiv 


werden und erhalt: 
A. i " == rsinasin(A’ + | 


eau Ar ar ae 
B= 2B, + o! yy"! =rsindsin(B’ + »v) 
C= oy e! = rsinesin(C' + v)} 


Zusammengestellt sind die Formeln zur Berechnung der Aequatorconstanten aus den 


(10) 


Eklipticalelementen also die folgenden: 


sinasin A = cos 83 nsin N = sini 

sinacos A = — cosisin 83 ncos N = cos 823 cosi 

sin bsin B = cosésin&d sincsin CO = sinesin & 

sinb cos B = ncos(N + e) sine cos C = nsin(N + 8) ae 
Ao: =A! a = rsinasin(A' + v) 
Brae == 7" y" = rsinbd sin(B' + v) 
C+to= C' 2" = rsinesin(C + v) 


mit der Controlgleichung __ sinbsinesin(C — B) 


tgi : 
9 sinacos A 

Schliesslich giebt Oppolzer an Stelle der obigen noch die folgenden Rechenformeln, 
in denen nur darauf zu achten ist, dass die Quadranten, in den A, B und C genommen 


werden, so gewihlt werden, dass sina, sinb und sine positiv werden: 


tga 
s0s83 ie sina = cos $3 
— tgSdcosi = cotg A pigs 
cosicos (N + 8) snd = sin 60 cos € a (12) 
ig&3cosNcosé cotg B ae 
cosisin (+ 8) sing = sm Ssine 


tg £3 cos N sin & = colg C sin C 


Klfte Vorlesung. 


Interpolationsformeln und allgemeine Bemerkungen tiber 
Kphemeridenberechnuneg. 


‘A. Ableitung der Interpolationsformeln mittelst der Sitze iiber 


arithmetische Reihen. 


Bei bahnrechnerischen Arbeiten ist man hiufig gendthigt, gewisse Gréssen, z. B. 
die geocentrischen Coordinaten der Sonne zur Zeit einer Beobachtung den astronomischen 
Jahrbiichern zu entlehnen. Man findet diese Gréssen z B. im Berliner Jahrbuch fiir 
Mittag und Mitternacht mittlerer Berliner Ortszeit gegeben, und man muss hieraus ihre 
Werthe fiir den Zeitpunkt der Beobachtung interpoliren, wie man zu sagen pflegt. Um 
die wichtigsten der zu diesem Zwecke néthigen Formeln abzuleiten, erinnern wir daran, 
dass sich jedes Glied einer arithmetischen Reihe kt Ordnung dureh einen Ausdruck von 
folgender Form darstellen lisst: 


(j) = BaP eB wo ETD. 


k ree rts eae oe k 

In Fig. 14 stellt die Colonne D eine Reihe erster Ordnung dar, wo = 0 im 
Felde D10. Ebenso sind die Colonnen C, B und A Reihen zweiter, dritter und vierter 
Ordnung, fiir welche » — 0 in den Feldern (11, Fig. 14. 
B12 und Al3. 

Die Glieder der Colonne A miissen sich dem- 18; ° 
nach durch die Form darstellen lassen: 12 0 | 

n (n — 1) (n — 2) (n — 3) 
er paar va le : 

wobei » fiir A415 gleich 0, fiir A11 gleich lus.w., 10 0 0 
fiir Al schliesslich gleich 6 ist. 9! 0 A 

In der That: ! 

Pe iO = 1) (6 H= 2)-(6 — 3). 8 0 ee ede ot 

ere ae ee 7| 0 f e 0 

Auf ahnliche Weise lassen sich alle itibrigen || >) — : es 
Zahlen der Fig. 14 ableiten. Man kann aber die- 2 | os aut Paaine* 
selben auf einfachere Weise wie folgt erhalten. 5) ¢ 3.6 c 
Man schreibt zunichst in A413, B12, Cll, D10, : 7 7 oe lla 
F8 und G7 Nullen, in £9 ¢ ein. Um dann von : = a = ae ee 
einer dieser Zahlen zur darunterstehenden in der- 3) 5e 6e | 
selben Colonne zu gelangen, addirt man die Pagal chy Se rama a 
zwischen beiden stehende Zahl der folgenden Co- “| | | | | | | 
lonne hinzu u. s. w. 1) 15¢ 


Man bildet also z B.: oun tf) oD ho mo a 
C7 + D6=— C5 oder ¢+ 2¢c= 3a 
Man erhilt so die arithmetischen Reihen verschiedener Ordnung nach ihrer wrspriing- 


lichen Definition. 
ge 


i SG ee 


Nach diesen Vorbemerkungen denken wir uns eine Function f, welche stetig mit 
einem Argumente ¢ (der Zeit zB.) variirt. Wir setzen f fiir gewisse, Aquidistante 
Werthe des Argumentes 

a—2w, a—w, a, atw, at 2wus. w. 
als gegeben voraus (wobei w das ,.Intervall* der auf einander folgenden Argumentwerthe 
genannt wird), und bilden folgende Zusammenstellung: 


Fig. 15. 
Argument Function | 1. Differenz | 2. Differenz | 3. Differenz | 4. Differenz 
a—2w | f(@—2 
fia —%) 
a—w | f@—}) f(a —1) 
f(a —%) p(a—Y) 
a f(a) lr @ fr @ 
fila +%) f™(@+Y)| 
atw | f@+) f(a +1) | 
fia + %) | 
at+2w | f@+ 2) | 


Die erste Differenzreihe erhalt man, indem man von je einem folgenden Fune- 
tionswerthe den vorhergehenden subtrahirt. So ist: 


Po—*%) =Ff@—Fe—D. 
Ebenso werden die héheren Differenzreihen gebildet, also z. B.: 
ft’ (@ peers 1/5) =i/, (a) — f"(a at Lh 
Man pflegt, wie aus Obigem ersichtlich, die verschiedenen Differenzreihen durch rémische 
Zablen zu kennzeichnen. Unter dem Zeichen f setzt man der Kiirze halber w gleich 
eins, und ertheilt der Differenz zweier Werthe das Mittel ihrer Argumente zu. Z. B.: 
fi(@ + 5a) — FG + a) = F** (a + 2). 

In Folge dessen haben alle auf derselben Linie stehenden Gréssen dasselbe Argument. 

Wir nehmen an, dass man im vorliegenden Falle die fiinften Differenzen vernach- 
liissigen kann. 

Sind die Functionswerthe von f (@ — 2) bis f (a + 2) gegeben, so kennt man alle 
in obiger Zusammenstellung gegebenen Differenzen. Man kann sich aber auch umgekehrt 


nur einen Functionswerth und cine gewisse Zahl yon Differenzwerthen gegeben denken. 
Kennt man in unserem Beispiele: 


f(a — 2), f(a — %), f"(a — 1), f"™(@ — 1/,) und f(a), 
so sind alle tibrigen Werthe gegeben. 

Man will nun eine Formel zur Berechnung der Function f fiir ein beliebiges Argu- 
ment in der Nihe von @ erhalten, Dazn denken wir uns (Fig. 16) die Argumente 
a + 2w als Abscissen, die entsprechenden Functionswerthe als Ordinaten 
eingetragen. Die Interpolationsverfahren bestehen dann darin, durch die so erhaltenen 


a—2w, 


— 69 — 


Punkte eine Curve héheren Grades hindurehzulegen, um die Werthe von / fiir belichige 
Arguimente zu erhalten. . 
Lagrange hat diese Aufgabe fiir den allgemeinsten Fall gelést, in welchem die 
Argumente der gegebenen Functionswerthe nicht diquidistant sind und man kénnte bieraus 
direct die gewdhnlichen Inter- 
polationsformeln ableiten. Wir 
schlagen jedoch zu diesem Zwecke 
einen kiirzeren Wee ein und 
kommen auf die Methode von 


Fig. 16. 


uolgoun gy 


Lagrange spiiter zuriick. 

Wir denken uns f(a), f'(a+-1/9), 
f"(@a+ 1) us. w. gegeben (also 
die Werthe einer fallenden Diago- 
nale in Fig. 15) und wollen 
die folgenden Functionswerthe 
f(a+1), f(a + 2)... als Fune- 
tionen derselben ausdriicken. Durch Lésung dieser Aufgabe er halten wir eine Curve 
héheren Grades, welche durch die Punkte mit den Abscissen a, a+ w, a+ 20... 
hindurechgeht, oder nach dem eben Gesagten eine Interpolationsformel. Da f(a + 1), 
Jt (a + 2) ete. durch auf einander folgende Additionen aus f(a), f' (a + 3/2), f" (a + 1) ete. 
erhalten werden kénnen, so kann man diese letzteren Gréssen abwechselnd mit Aus- 


O a—2Ww a—wW a a-w a+2w Argument 


nahme einer einzigen gleich Null setzen und so die ersteren daraus Theil fiir Theil 
zusammensetzen. Es sei zunichst: 

Oa 7 G+ 44) Sf" (@ + 1) 7" @ + As) 2 
Dann ist offenbar: f(a + n) = f(a). 
Dieses ist also der erste Theil der zu suchenden Interpolationsformel. 

Wir setzen jetzt: 
0=s@ =sf"@+)=Ff"G@t+%h).-- 

und denken uns f'(a + 1/,) an Stelle von ¢ in das Feld £9 von Fig. 14 eingeschrieben. 
Dann fallen f(a) auf D10, f"(a + 1) auf F8, f(a + */9) auf GT ws. w., dh. auf 
Nullen, was der Voraussetzung entspricht und bei allen ahnlichen Betrachtungen immer 
zu beachten ist. Die Werthe f(a), f(a + 1) us. w. kommen dann in die Felder 
Di0, D8 us. w. m stehen. Hieraus folgt als zweiter Term der zu suchenden Inter- 


f(a + n) = nf" (a + 3/2). 
Um den dritten Theil zu erhalten, setzen wir: 

ya a LE ae ho 
und schreiben f"(a + 1) an Stelle von ¢ in dasselbe Feld #9 in Fig. 14 ein. Die 
gleich Null gesetzten Gréssen fallen dann wieder in Felder, in denen in Fig. 14 Nullen 
stehen, f(a), f(a + 1)... aber kommen in Cll, C9... au stehen. Hieraus folgt un- 
mittelbar der dritte Term: 


polationsformel : 


n(n 


fa@atna= Wie ff" (o.-5 1). 


F i hy »}" Y 
Durch Fortsetzung dieses Verfahrens und Zusammenstellung der so erhaltenen Terme 
gelangt man zu der Newton’schen Interpolationsformel: 
1 
fatn=f/@tref@t Ys) 


af eer Oe nm (n — 1) (n — 2) on gf 
4 POD pra pry pea Fe (GMs) ae eel) 


Die hier angefiihrten Terme dieser Formel stellen 


f(a); f@+ 1), f@+ 2) und f@ + 3) . 
strenge dar; in Kinklang hiermit ist der Ausdruck auf der rechten Seite von (1) ein 
Polynom dritten Grades in Bezug auf » und hat somit vier Coéfficienten, welche vier 
Bedingungen geniigen kénnen. 

Aus der Ableitung selbst geht hervor, dass 2 in Theilen des Intervalles aus- 
gedriickt. sein muss. Mittelst dieser Formel kann man Functionswerthe zwischen den 
Argumenten @ und a + 1 suchen; » ist dann positiv und man interpolirt nach ,,vor- 
wirts*. Sucht man umgekehrt Functionswerthe zwischen a und a — 1, so ist m negativ 
und man interpolirt nach ,riickwarts*. 

Beispiel: Es sei die Sonnencoordinate Y, bezogen auf das mittlere Aequinoctium 
des Jahresanfanges (1897,0), fiir 1897 October 17 fiir 122 35™ 2683 mittlere Berliner 
Ortszeit zu bestimmen. Man zihlt in der Astronomie die mittlere Zeit von Mittag bis 
Mitternacht von 0 bis 24Stunden. Der Mittag des 17. October ist also in astronomischer 
Zeitrechnung als 17,000000 (in Bruchtheilen des Tages) zu bezeichnen. Der oben 
egebene Zeitpunkt fallt nach Mitternacht, also nach biirgerlicher Zeitrechnung in den 
8. October, nach astronomischer Zeitrechnung aber ist er: October 17,5246101). 


g 
1 


Aus dem Berliner Jahrbuche entnimmt man §. 39: 


October Y 1 I. III. 
16,0 — 0,362 172 4 
al — 72.063 
16,5 — 0,369 378 7 + 272 
77h 16 
17,0 — 0,376 557 8 + 278 
= 71513 6 
17,5 — 0,383 709 1 Be ieee : 
S Be e=2 aes ) 
18,0 — 0,390 832 0 + 290 + 
‘ ; —70 939 4.6 
18,5 . . . — 0,897 925 9 te + 296 s 
7 == oO o 
19,0 — 0,404. 990 2 ; + 301 
—70 342 | 
19,5 — 0,412 024 4 | 


Die dritte Differenzreihe ist derartig constant, dass keine Veranlassung vorliegt, 
weiter zu gehen. Die Differenzreihen sind in Einheiten der siebenten Deeimale aus- 
gedriickt. Wir wollen nun zuniichst das gesuchte Y bestimmen, indem wir von dem 
Werthe fiir October 17,5 aus vorwiirts interpoliren. 

Ks ist jetzt also m positiv und in mittleren Sonnentagen ausgedriickt gleich 
0,024610. Da aber das Intervall ein halber Tag ist, so hat man zur Anwendun 


Formel (1): 


g von 


n = + 0,049 220 zu setzen. 


Ks ist in EKinheiten der siebenten Decimale: 


S (a) = — 3837091 | log m = 8,69214 

2 + 1/,) = — 1 22! (mn — 

ie (a + %) : : log BEN emi = » = 83692 » 
Path) =+ 290 | , 2 

THT ‘ Jie n — ==) 
Ea) ae aay ; ») < 2) _ g180 


') Zur Verwandlung von Stunden, Minuten und Secunden in Bruchtheile des Tages ist im An- 
hange die allen praktischen Bediirfnissen geniigende Tafel gegeben. 


Mieraus folgt: 
Y = — 0,384 060 4, 


wobei das dritte Glied véllig unmerklich ist. 

r S iB: 4 S M oy A 

Zur Controle kann man dieselbe Formel anwenden und yon October 18,0 aus- 
gehend nach riickwiirts interpoliren. Man hat dann: 


n = — 0,950 780. 
Sf (a) = — 3908 320 | log n = 9,97808 n 
"(a 4.) =— 70939 | — 
fk + 1/5) 70 939 | n os Wee) — 9.9679 
f@+) =—>+ 296 
my oe %— 1) (n —<4 
eae ale LA FS fx eel BN! n- Bt —<) = 9.96% 
. ree?) 
und findet: 
; Y = — 0,3840604 


Wir haben hier mit Hilfe der Werthe fiir October 18,0 bis 19,5 den ausserhalb 
liegenden Functionswerth fiir October 17,524610 extrapolatorisch bestimmt, wie man 
mi sagen pflegt. 

Das vorliegende Beispiel zeigt, dass sich diese Operation mit grosser Genauigkeit 
durchfiihren lisst. 

Die Formel (1) gestattet einen praktisch wichtigen Schluss. Man hat hiufig Tafeln 
yor sich, in denen sich die zweiten Differenzreihen gerade noch schwach fiihlbar machen. 
Man ist dann a priori im Zweifel, ob man ihnen Rechnung tragen soll oder nicht. 


- , n(n 1 
Das Glied ema Sf" (a + 1) erreicht sein Maximum fiir » = 1/, und wird 
dann — 1), f"(a +1). Mittelst dieser Formel kann der Rechner sofort entscheiden, 


ob er bei der zu erreichenden Genauigkeit die zweiten Differenzreihen zu beriicksich- 
tigen hat. 

Von besonderer Wichtigkeit ist die Anwendung von Formel (1) fiir 2 = 1/5. 
Man findet in diesem Falle: 


f(a + 3) = f(a + sh(a +5) 


=e "(a+ 1) + at'(a + 5) 


Daw 5 
= 148 oe a 
4 - : Ee oe Oats) 
vi ‘ vo vil a. 
apa A Ela te (« v z) 
429 vill 15 + ie a 
— so7en% “4 + 4) + GE 586 saa? («+ z) 
oe i 
Bei) eh 


Diese Formel, sowie einige analoge, welche wir bald kennen lernen werden, kann 
mr Interpolation in die Mitte verwendet werden. 

Man pflegt, um Arbeit zu sparen, die Ephemeride eines Kometen oder Plancten 
zuniichst nur von vier zu vier Tagen fiir Berliner Mitternacht zu berechnen, interpolirt 
dann einmal in die Mitte [z. B. mittelst Formel (1’)| und erhalt so eine Ephemeride mit 
zweitigigem Intervalle. Dieses Verfahren wiederholt man dann noch ein- oder ndthigen- 
falls zweimal und erhilt so die Stellung des Objectes von Tag zu Tag oder 12 zu 


12 Stunden. 


ea ye a 


Jede dieser Ephemeriden wird bei Gelegenheit der Bildung der Differenzreihen 
gepriift. Bemerkt man in einer der Differenzreihen einen Sprung, so muss man den 
entsprechenden Rechenfehler in den Functionswerthen suchen. Derselbe befindet sich 
gewohnlich in der Nahe der Zeile des Sprunges. 

Fie. 17. 


es 
] 


Function || 1. Differenz | 2. Differenz | 3. Differenz | 4. Differenz | 5. Differenz | 6. Differenz | 7. Ditferenz 
ciel a 
re +2 pS =s | 
at mae —4 48 + 16 sae | 
ma: 42 ae Werlks Sete Ee 43 is + 198 
ace a= a +8 ale — 32 re +. 198 
= ag +4 bo ole!) Cog eae om 
+1 sy —A4 aise = 16 
Bis 4 | 
41 i 3 


Es ist indessen zu bemerken, dass kleine, aber ungiinstig vertheilte Fehler der 
Functionswerthe in den héheren Differenzreihen ziemlich bedeutende Spriinge verursachen 
Fig. 18. kénnen. Es seien (Fig. 17) bei Berechnung 


1314 16 der auf einander folgenden Werthe einer Func- 
tion die Fehler + 1, — 1, + 1, —lus.w. 
12 -10e begangen worden. Man sieht, wie dieselben 
11 : 5e + Ge sehr schnell in den héheren Differenzreihen 
22 — Spriinge hervorrufen. Betriigen diese Fehler 
10 = —3¢ nur 1/59" (ungefiihre Unsicherheit einer Ephe- 
Cilerae 386 3 meride bei siebenstelliger Rechnung), so 
kénnte, wie aus Obigem ersichtlich, in der 
8 ae —2¢ 0 siebenten Differenzreihe ein Sprung von acht 
7| 0 fe ; 0 Bogensecunden auftreten, wodurch die Sicher- 
: : heit der Controle durch die Differenzreihen 
6 0 rat 0 wesentlich leidet. 

5 6 0 aon Treten daher in eimer Ephemeride hohe 
— = Differenzreihen auf, so ist es im Allgemeinen 
4 0 0 immer anzurathen, die in der Mitte liegenden 
Algal oo weae hl - Functionswerthe neu zu berechnen. Dureh 
— - —_ — —— | Interpolation in die Mitte werden unter diesen 
2 0 Verhaltnissen die in der urspriinglichen Ephe- 

110. |S" meride befindlichen Fehler verdeckt. 


ee et Die tibrigen Interpolationsformeln lassen 
sich ebenfalls leicht mjttelst der Sitze iiber 
arithmetische Reihen héherer Ordnung gewinnen. Wir denken uns in Fig. 15: 


f(a), f (« = x). f(a — Dy f* (« = = te Ww, 


oder, was auf dassclbe hinauskommt, f(a) und die vorhergehenden Functionswerthe 
gegeben und verfahren nun wieder wie oben. 

Wir denken uns f (a) in das Feld #5 (Fig. 18) eingeschrieben und alle Differenz- 
werthe gleich Null gesetzt. Dann ist: 


f(a tn) =f. 


a ae 


; Ba es 
Denkt man sich, f' (« — 5) in dasselbe Feld geschrieben und alle iibrigen Werthe 
gleich Null gesetzt, so kommt f(a) in D4, f(a —1) in D6 zm stehen us. w. Man 
hat also: 


flaatn =af (a = 5); 


er a ae ; cae ‘ ; 
Denkt man sich f (a—1) in £5 eingeschrieben, so kommt f(a) in C3, f(a— 1) 
in C5 u. s. w. zu stehen, Also: 


fa@+n) = seas ) f" (a — 1). 


Auf ihnliche Weise folet fiir das dritte Glied: 
f@tny=* + _ mt 2) pin (« = 5): 


Die yollstiindige Formel wird daher: 


fatn=sfat+ sr (a—35) | 


| : ) 
nl l > 1 2 All = 
fe rep ete (e-5) 


2 
Wir wenden diese Formel wiederum auf unser Beispiel an, indem wir, zunichst 
yon October 17,5 ausgehend, vorwirts interpoliren: 


n= + 0,049 220. 


ft (a) = — 3837091 

?' (« =e =) eee A IR tog mm = 6,69014 

f"(@a—1) =+ 278 | log Moe 8,4120 
Wm Joba pe. — 6 

r"(a—5)=+ 


Das dritte Glied kann vernachlissigt werden. Man findet wie oben: 
Y = — 0,384 060 4. 

Interpoliren wir yon October 18,0 aus nach riickwarts, so ist: 
n = — 0,950780. 


tf (a) — 3908 320 


i (a as Dy 
Tid (a = 1) 
2 


Fe 1 


I 


I 


— 71229 | log n = 9,97808 n 


I 
+ 


; n(n ily : 
284 | log bia — 836919 n 
) ide 6 
Y = — 0,384 0605. 
Von (2) ausgehend, leiten wir wiederum eine Forme! fiir die Interpolation in die Mitte 
1 : 
ab, indem wir x = — > setzen. Man findet so: 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie, 10 


aor Ales 


(e—H)=70- a0 (0-9) 
—Er@ =) yr" («= 35) 
af 2) — an ca 3) 


Qo a 
EEE AXE RY eS Ee pn aes 
—aoga! \7 = 9) ogg! (« x) 


429 eV IIT 715 = 9 
_ 32768 / (a— 4) — $5536 7 («—3) 


(2') 


Die Anwendung der Formeln (1) und (1’) ist dann geboten, wenn man die Werthe 
f(a— 1), f (a — 2)... nicht zur Hand hat, d. h. bei Interpolationen in der Nahe 


Fig. 19. des Anfangs einer Ephemeride. Aus demselben 
= Grunde empfehlen sich die Formeln (2) und 
eee | (@') m_ Interpolationen in der Nahe des 
12 ae Schlusses. Kennt man aber alle in der Nahe 
einer Zeile befindlichen Differenzwerthe (also 
ee wey walk in der Mitte ciner Ephemeride), so zieht man 
10 i 0 a vor, die Function mit Hiilfe derselben auszu- 
- driicken. Wir denken uns also: 
9; 0 0 c l 1 
A ; F 5 I Qt (a _ 7) Fe arin (a + 5): oe 
71 0 0 . 0 (resp. die entsprechenden Werthe von /) ge- 
a geben. Sind alle Differenzwerthe gleich 0, 
° Y G y so ist: 
5| 0 ¢ ¢ Sa +n) =f). 
res Pace ae = Ferner denken wir uns alle iibrigen Werthe 
4 ¢€ 2¢ |. l 
sao F | gleich Null gesetzt und f' (a + s in E7 ein- 
3) € 5 ¢ al, 

Sa es geschrieben (Fig. 19). Dann kommen f (a) und 
ae ara, Cattiee le = ONS f(a + 1) in D8 und D6 wu stehen. Es ist 
Ll Are also unter dieser Voraussetzung: 

SG!) ee eee f(a+n)=naf' (« oo 5): 


Denken wir uns ferner alle obigen Werthe mit Ausnahme von f"(a) gleich 0 und diesen 
letateren in HY eingeschricben, so kommen f (a), f (@ + 2) us. w. in C9, OT us. w. 
zu stehen. Es wird also: 


f@+n)= ele (a). 


“ 


S (a) in B8, f(a + 1) in B6 m stehen; f (a + n) wird dann: 
(n + 1) @) @—1) anf 1 
5.3 J (« + ay 


1 
Wt . . = a . 5 
Betrachtet man nur f (a + aT und schreibt diese Grésse in #7 ein, so kommt 


a we 


eo WR 


Denkt man sich ferner f(a) in E9 gesetzt, so fallen f(a) und f (a + 1) in AY und 
A7, und man erhiilt: . 


7G = (n + 2 : . = y 2 — 2) F(a). 


oO 


Die vollstindige Formel wird also: 
i a 1 Hi(W— 1) 
sath =s@M+tus (ats) eee (a) | 


(n+ 1)n(m—1) 1 Cl oaEy (oe eRe Re) ‘ 
+ caer fi (« uh x) (n 4 PAG = ( 2 (ay... 


ae SSE et Oe eee 7 ; : 
Fiir unser Beispiel ist, wenn man von October 17,5 ausgchend vorwiirts interpolirt: 
yy = oh 0.049 220. 


- (3) 


f (a) = — 3837091 
fi ta + 5) == T1229 log n = 8,69214 
rr as re n(n — 1) bh 
Tt" (a) te 284 | log a Coe a 83692 n 
a 4 
J (a a x) 1 6 
Y = — 0,384 060 4. 
: 1 
Indem man in (3) » = + 3 setzt, erhalt man zur Interpolation in die Mitte 
die Formel: 
; 1 ges 1 | ae 
fat 5) =f@45r(et+ s)-Fr 
1 WT 1 3 iy 
re a (0+ 5) + pe («) 
3 y ] D avi or 
5 vil ] 35 eVIIT 
— a048 7 (« HF x) + 76% 
] 65 


85 pe we 
<3 65 536 7 (« z x) 962 144 f(a). ae 


Um eine der Formel (3) analoge abzuleiten, denken wir uns 


. el 1 “wd it 1 
J (a), he (a = 3) ni (a), 18 (« —>5) eet 
gegeben. Sind alle Differenzen gleich Null, so ist: 
f(a +n) =F (a). 


Betrachtet man nur f' (« — >) und schreibt diese Grosse in E'9 (Fig. 19) ein, so 


fallen f (a) und f (a + 1) in D8 wnd D6. Das zweite Glied ist also: 


tr-3) 


Beriicksichtigt man nur f" (a) und schreibt diese Grosse in H7 ein, so kommen f (a) 
und f (a + 1) in C7 und C5 m stehen. Das dritte Glied wird demnach: 


n(n +1) on 
Tse aaa ae 


10* 


a (ae 
Betrachtet man endlich nur das Glied f™ (a — 
und f (a + 1) in B8 und BG 


1 ; 
a und setzt es in EY, so stehen f (a) 
». Das vierte Glied wird also 
(vn + 1) xn (rn — Nh rp” 
ae eet 


I q 7 
3 (u— z) UU. y-W. 


Man erhdlt so: 


ee (mn + 1) n ae n 


f (a n) = f (a) + + Ve (« — ) 
iraj ee ee 


D 1) n(n — 1 1 
Oe BS ) gp (a—Z)oe 
(nm + 9) (n + 1) ia 
is es one 
(vn + 2) (m+ 1)” (w— 1) (Hv — 

1 


%) 


“a 


9 
wo Ae 


(4) 


s) ote 
Indem wir in (4) @ durch a@ + 1 und » durch — > ersetzen, ergiebt sich folgende 
Formel zur Interpolation in die Mitte 


= 


step 
1 


1 
saan” 1) +e (at 


1 
: 5) 
Bee as 1 
T 7964 (a + 1) — one («+ 5) 
5 VI 5 
oaG (@ -- 1) = 
ue 


vu e 1 

2048 / sae +r =) 
a7 GAC Me i bes 
63 


ax (, 1 
poy > a) 
o ibe 
weg 7 + 


zeichen gemeinsam 


Die Formeln (3’) und (4’) haben alle ungeraden Glieder mit entgegengesetzten Vor- 
aus beiden Formeln das Mittel nimmt 


Man kann dieselben daher zum Verschwinden bringen, indem man 
Wir setzen der 
Wid: (« + 
5) 
Kine Verwechselung ist hier nicht zu befiirehten 
in den ungeraden Differenzreihen yorkommen (siehe Fig. 15) 
steht man z B. unter f'(a 4 


Kiirze halber 
= 2k(a) + f2*(a + 1) 
| ae 2 


Sas) 
1) die Grdésse 


oebrochene Argunente mAWE Oh 
2. \ c 

ear 1 

Ve (a may 


In analoger Weise ver- 
4 My} 
a ' y, 2 
2 
vorkomm4t. 


\uch hier ist ein Tnrthum ausgeschlossen, da f" (a + 1) in Fig. 15 iiberhaupt nicht 
Nimmt man also aus (3') und (4‘) das Mitte 
Bezeichnungsweise : 


o erhalt man unter Einfiihrune obiecer 


Diese Formel unterscheidet sich 
und (4’) und wird daher vorwiegend 


wandt. 


ee 63k 
Y 32768 / (« ir vo 262 144 / (« : z) ai 


durch ihre schnelle Convergenz von (1), (2'), (3') 


mun Zwecke der Interpolation auf die Mitte ver- 


Hat man innerhalb eines und desselben Intervalles eine gréssere Zahl von Inter- 


polationen auszufiihren (was z B. vorkommt, 
Kometen an demselben Tage mit einer Ephemeride vergleichen will) 


hafter , 


vollstaéndig durch. 


Wir beginnen mit der Entwickelung der Formel (2) nach Potenzen von 7. 


wenn man mehrere Beobachtungen eines 


, So ist es vortheil- 


die Formeln (1), (2), (8) und (4) nach Potenzen von n zu entwiekeln und die 
Coéfficienten derselben ein- fiir allemal auszurechnen. 


Wir fiihren diese Entwickelung hier 


Man 


findet wnschwer, indem man jedesmal mit dem neu hinzutretenden Factor multiplicirt: 


Ln =n 
Il. n(n + 1)—n24 n 
HL. n(n + 1) (wm + 2) = nm + Bn? + Qn 
IV. n(m + 1) (n + 2) (vm 4+ 3) = nt + 6n3 4+ 11 n? + Bn 
V. n(n + 1)... (nm + 4) = 05 + 10n4t 4 3855 + 50n? + 240 
VI. n(w + 1)... (m7 + 5) = n& 4+ 15) 4+ 85nt + 22503 4+ 274n? + 120n 
VIL. n(w + 1)... (m+ 6) = n7 4+ Q1lno + 175 n> 4 735n4 4+ 162403 + 17640? 
+ 720n 
VII. n(n 4+ 1)... (w+ 7) = vn + 28n7 + 3822 n% + 1960 n° 4+ 6769 nt + 1313205 
+ 13068 n? + 5040 n 
IX. n(n + 1)... (v1 + 8) = nv? + 36 n8 + 546 n" + 4536 n6 + 22449 n5 + 67 284 n4 
4+. 118124n? + 10958422 + 40320n 
X. n(w + 1)... (m1 + 9) = v9 4 459 + 870 n8 + 9450 ni + 63 273 n6 + 269325 n° 
+ 723680 n4 + 1172 700n3 + 1026576 n? + 362880n. 


In jedem dieser Ausdriicke ist die Summe der Coéfficienten der geraden Potenzen 


Theilbarkeit durch 


von n gleich derjenigen fiir die ungeraden Potenzen (wegen der 
n+ 1). So ist in (V.): 
it fo 35 + 74 == 60 = 10 + 50. 

Durch diese einfache Controle werden vereinzelte 
Die vollstiindige Entwickelung der Formel (2) ergiebt: 


Rechenfehler sofort aufgedeckt. 


fo+y=s@+r(o—s)intr@—H[F+ 5 
tr(e—s)[etat ste ola tat or ta 
+f (¢—s)/no ttt oe + ar +I 
+e 0— Olay + ite + ae + a0 to 
+re(e—3)[snw + a + tat as + ae + 0 + 


BIA 4 2k 


en 4 0° ni 23 16 Tn 967 n4 469 73 
ga ) | ayaa r Tago + 9880 144 5760 1440 


36312 n 
+ 7790 +3 

ae ) n ns 13 n7 ns 1069 n5 89 nt 2953173 

+d (« 7) Ee 880 + 10080 * 8640 7 80 7 17280 7 480 90 720 
761? n 
35990 7 4 


10 n? 29 8 ni 3013 n® . 19 75 45295 n4 


ye)  sasmso0 30640 + 120 960 384 ' 173800 ' 256 22 680 
130373 ie n 
4032 25200 ' 10 


Ordnet man diesen Ausdruck nach Potenzen von 7, so ergiebt sich: 
f@+n).—=f@ 
Fe : ae 3 ie = 
Wee es r(a— deseo) cies 
+ n + ~ (« ? + Bk l 
5 Le C 5) : ji a; 3) + =) a —_> 


L ow jae 9 1 
+ sf" -N)+G (a—5) + ai" (a—5) 


rel 
ed 
Q 
| 
no| or 
Soest 


il ane 1 Wt Iv 
af (a—1) 4 oes (o-S)+ 57 a 


137 «, Toe 7 363. cus 
+m) + se @—8) +58" (0-5) + a PhD 


761 9 7129 ; 
+ 35907 (« | TE Ca, 


“4 


gfe a) tgP C—O) + gl (6-5) +E || an 


oo i 7 169 29531 i) 
7% vit Vil 7 
: dO (« 2 ) 1440 ° J fe ? 4) 9075 20 7 (« 2 ) 


Tee 967 89 9 
— 4 a ee — tidus a e 
4 Vat as x) + agg SON + ‘(a —3) 


| as 5 | OVI » 9) wi Fi 
120 OA oo _ 48 G3 )r5 Td4 J (« —3) 


hues 1069 9 ine y 
Tg Me Nee ie (a >) + apg 7 (@—5) 


4 ‘ aes i 23 “Vit | 
4 J px (a See ee : 
Ee BO » T2800 7 (*— 5) 
Le oe 7 - (ie ee a 
4 ‘Steaec : (« 2) - 7 ft) A Ba (« =< z) 
W 
} " 
———_—— x 7 b= 9 
Memsert 8) (2"") 
8 1 vill f 9 99 sl 
+m len a0 4 (@—4) + ee (« ) + sara J* (a — 5)| 
t y 
9 “1X ee hein “ 
- | sansa 362880 J ' >) + — ee (a »)| 
(a — 5) 
10 ee SNES. 
os y shew: 


In ahnlicher Weise findet man aus (1) mit Benutzung der vorstehenden Rechnungen: 


a 


f@tn=sf@ 
lr (ets)—grr@ + N+ ge" (a+ : =e | 
tu) +5r(ets)—Er@tatzrn(at 
— sr" @t Nt gr (ets) — phat 
are (a + poe +5)+ ene “ a+5)| 
ar ae at" (e+ 5) + at @ + 9 
a eal a 2) ! wT eo? 
gf"(at 5) ar" +2) rice) kress ‘ ae 
pal Bene daa rrern Be (9 
ee) | 
[ae @+9)—pr (ats) + a | 
ate ie we (« T a t 5780 eS Lo Q (« fe |) 
orale. | 
f(e+ sgl e+ 9 tar (« + 5) 
OT Beret + («+ a) ae +9 


Bi 1 VI « 1 Vil i 23 AV ITi a 
a aaeee ac 8) oa («4 3) + aa07 ors 
nH? 
io 9 B01 ee a 
| — sof («+ St ten’ (er ®) 
1 Vil 7 1 wVITT 15 1x 4 | 
5040 (« a 3) “Sig ee aga (« a5 = 


1 o ¢ Vee re 
= eg (a + 5) 4 (1") 


+ ns ek fy" (a + 4) — ade er ae 2 4 a3 f* (a +5) 
~ [40320 10080 XD 120 960 ° es 


1 g(a as 3) — won a 5) 


Die Formeln (1”) und (2”) convergiren verhiltnissmissig langsam. Forniel (1) 
kann aber trotzdem mit Vortheil am Anfang, (2”) am Ende einer Ephemeride ver- 
wendet werden. Hat man hingegen alle in der Nahe der Zeile a befindlichen Differenz- 
werthe zur Verfiigung, so verdienen die aus (3) und (4) folgenden Formeln den Vorzug. 

Zur Entwickelung von (3) hat man zunichst: 

LE Oe =) 

I. nw —1) = v—n 

Ill. (» + 1) (») @— 1) = w#— nn 

IV. (n + 1) (”) (@ — 1) (wm — 2) = ut — 2n3 — v2 + Qn 

V. (wn + 2) m+ 1) (r) (w — 1) ( — 2) = n — 5038 4+ 40 

VI. (m + 2) (w + 1) (~™) (xn — 1) (nm — 2) (» — 38) 
= n6 — 3Bn? — Bnt + 15n3 + 4n? — l2n 
+ 3) (w + 2) (n + 1) (nm) (nx — 1) (wn — 2) n — 8) 
= ni — 14n5 + 49n3 — 36n 
se 


VIL. (% 
VU. (vm + 3) (wm + 2) (w + 1) (r) (xn — I) (n — 2) (wn — 8) (n — 4) 
n§ — 4n7 — 14n8 + 56n5 + 49 nt — 196 n3 — 36n2 4+ 1440 
IX. (m + 4) (m + 3) (m + 2) (» + 1) » (xn — 1) (n — 2) (n — 8) (n — 4) 
= n? — 30n7 + 273 n> — 820n3 + 5T6n 
X. (w + 4) (wm + 8) (m + 2) (w + 1)» (nw — 1) (wm — 2) (n — 8) (n — 4) & — 5B) 
= n” — 5n® — 80n8 + 150n7 + 273n8 — 1365n5 — 820n4 + 4100n3 + 576 n2 — 2880n. 


In Folge der Theilbarkeit dieser Ausdriicke durch n2 — 1 muss die Summe der 
Coéfficienten der geraden Potenzen yon m und diejenige fiir die ungeraden Potenzen 
von » gleich 0 sein. So ist z B. fir (V.) 1 — 5 + 4= 0 und fir (VI).1 — 5 + 4 
= — 3+ 15 — 12 = 0. Mit Hiilfe dieser Ausdriicke wird Formel (3): 


i (a 0) = f(a) + af (« =e 5) + f° (@) E 9 | ie (a = 5) E = 4 


Py ni ns n? n % 1\ | n° n> n 
tO lnm top| Oe le ee rl 


a 


no n° ni n3 n® n 
al a | =e oe ee pa ee = 
rake) 720 24.0) 144 "i AS v 180 60 


“Wi a 1 ni n° Ti n | 
+ / (w x) | saan — 360 * 700 1a0 


7 6 ra ii! T 3 ie 
mtg Siu ( 1) Ere . = VW : Ww MN in 7. W May VW TT] 
40320 — 10080 2880 * 790 + 5760 ~ 14a0 ~ 1190 + O80 
1 n? ni 13 ni 41 n3 n 
+ © lias (a ae x) [; = : a / ‘ , VW 4 1) 
2 362 880 12 096 t 17 280 18 144 630 
nlo n? ns | ni 13 n6 
3628800 725760 120.960 24 192 28 
+P (a) . 1 ) 4192 172 800 
13 41 n4 41 n? n 


~~ 34560 #181440 36288 ' 6300 1260 


Ordnet man diesen Ausdruck nach Potenzen von », so ergiebt sich: 


f(a +») =f (a) 
i f' l 1 " 1 i ] 1 Iv | 
h(a + 5) —s DY of (a) — 6 tf + 5) 4 1D if (a) 
I ¥ | l vi 1 vil 1 
6 (+a) ase aries («+ 5) 
1 vin 1x ] ] - 
ens (a) + i f° (at+ » S60 f(a) | 
TV vI 1 vill 1 x 


5) 
1 nh 1 IV i VI “| 
a St ie a 70 Desai (a) — om ( + 5) 1 of = ae (a) 


Sa 3 axe vil Af = ( eVIII rol 41 oO pa 
i ea ed (0 a 5 wo’)  — iia’ +5) 
4 = f° (a) 


4 2! ‘VI vu 41 Fes Cae Ce 
+n 7 f Gy a (a) + seus (®) — Terao J (| 

v 1 VI vil 4 1 iy 
T20% ( + z)— Ws sae 3) a (« 5 7 


Sika Ix ] 1} 
= amt Oh 73a 7 (s+5)— 315607 Os 


VI 1 *VITI 13 
+ n* | 250 ml — x07 + TEED T (| 
1 


vil if D igs (a) 1 oa 1! j| > | 
50404 (« zi 3) io0so 120967 (« r a) + orig 7 


4 8 lz =i 7 ig) as i — 


1 , 
362 6807 (a+; 5)— 7678? («| 


1 
€ 1 _ ean a 
oe aE 288007 >: - 


Aus dieser Formel leitet sich leicht die (4) entsprechende ab: 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie. : ll 


f(a+n) = ( OM : 
o u aN i DAS 
3) Dy sot (a) pay 5) a— ®) = a5 (a) 


1 vi WIT —3) 
e 50 ( oe ane Oh Tm (« 5} 


vill 1 1x 1 1 ae 
ee a (oa) * tam! (a) 


+ no =a IV (c ') He _ v1 (c ee ae Pee 1) + - aoe (| 
L ‘f 1 < 1 1 1. ae 
z ey, BT @— gi 3 a 


Hit 2ViT “VIII 4] fo (« —>) 
+ n° a6 70 ig («—; i a ia (6) == ee 5 


Ad” ee 
— 36968 7 (a) 


/ 


WY tae: 1 WI 7 “VIII 7) 41 
+0 |sF 7a, aero “ON tera (| 


= WV Vv e 1 a Pen: (a) ois AS hed (a re 5) 
00 \o 240 360 5} 


e (4!) 


Stl? 
l vill Ls ee Z i 13 SP 
720 () + T7980 7 3) 35560 4 oa 
cia 6 | san a pe (a) — ae Gas (c 1) ie oT fr («| 


5040 is («—5) ie jTo0s0 “ (4) — jo 096 S (« 5 
> paar  1O. 
i fae 1 x 
ros20% = ~ F390 960 7 («| 
il 1 1 " 
ee 362 880 / aC 7 + aio! 


1 
lease 


Die Formeln (1"), (2"), (8") und (4") sind hier viel weiter entwickelt, als sie ge- 
w6hnlich gebraucht werden. Man sollte, wie oben aus einander gesetzt, wurde, die 
Intervalle emer Ephemeride stets so eng wiihlen, dass sich héchstens siebente Differenzen 
fiihlbar machen. 

Hat man also cine grosse Zahl yon Interpolationen auszufiihren, so berechnet man 
nach emer der vier obigen Formeln die Logarithmen der Coéfficienten von n, n2 u. s. w. 
mit der néthigen Stellenzahl fiir alle Kpochen der Ephemeride. 

Zur Controle dieser Gréssen empfichlt es sich, die so erhaltenen Interpolations- 
formeln fiir den Fall n = + 1 anzuwenden, d. h. dureh Interpolation den niichst- 
folgenden Functionswerth zu berechnen. Ausserdem miissen alle diese Gréssen dureh 
Bildung von Differenzreihen gepriift werden. Man schreibt also z B. die Logarithmen 


der Coéfticienten yon wm fitr die verschiedenen Epochen unter einander und iiberzeuet 


S10 ji TJ 1 *. 1 Are ny 1] ay P i} va te ¥ 4 1 1 1 

sich, dass thre Differenzen einen geniigend regelmiissigen Gang zeigen. Bei der Inter- 

polation selbst sollte man zur Controle stets vom vorhergehenden Functionswerthe 

nach vorwirts (7 positiv), und vom folgenden nach riickwiirts (v negativ) interpoliren. 
2 a1 1c iia 4 s1Y)¢ .o SO 5 = ul 7 

Bei den bisher aus einander gesetzten Interpolationsverfahren wurden die Argunent- 
werthe als aquidistant vorausgesetzt. 

Lagrange hat em Verfahren gegeben, welches von dieser Voraussetzung frei ist 
und alle im Vorhergehenden entwickelten Formeln als Specialfiille in sich  schliesst. 
al > + s ° ° . 

Seien fiir die beliebig vertheilten Argumentwerthe ¢,, ft)... tf,» die Functionswerthe 
Jis fo » +» fp gegeben, so hat der Ausdruck: 


i=p 


pert AG —— 4) {6 — tj). « (F — G1) (tis) (6 — tran) os (t= ty) 
— 3 qi = ——- aes Dy 
J >> (4 — t) (6 — 4)... G&G — ba) GG — ts) (h— trae)... (4 — tp) 


die Eigenschaft, fiir jeden Argumentwerth ¢; den Werth f; anzunehmen. Vorstehende 


Gleichung stellt also eine Curve p — Iten Grades in ¢ dar, welche durch die gegebenen 
> = : : . ‘ ‘ 
Punkte hindurchgeht, oder die gesuchte Interpolationsformel. — Des Interesses wegen 


sei hier noch der beriihmte Encke’sche Aufsatz iiber Interpolation mitgetheilt, den 
dieser auf Grund von Vortrigen, die er bei Gauss gehért, ausgearbeitet hat. 


B. Ableitung der Interpolationsformeln von Encke (nach Gauss). 


Interpoliren heisst im Allgemeinen das Verfahren, wodurch man aus gegebenen 
numerischen Werthen irgend welcher Function einer Grésse, oder nach dem astronomi- 
schen Sprachgebrauch, eines Argumentes, den Werth dieser Function fiir een anderen 
gegebenen Werth des Argumentes bestimmt, ohne die Form der Function selbst zu 
kennen, ja ohne sie kennen zu wollen. Als Hiilfstheorem dient hierzu der Taylor’sche 
Lehrsatz, insofern er allgemein die Entwickelung jeder Function umfasst. Nach ihm 
liisst sich jede Function einer zweitheiligen Grésse in eine Reihe auflésen, die zum 
ersten Gliede die Function des ersten Theiles selbst hat, und in den folgenden nach 
Potenzen des zweiten Theiles fortschreitet, wobei die Coéfficienten aus den derivirten 
Functionen oder den Differentialen des ersten Theiles gebildet werden. Um die Reihe 
schnell convergiren zu machen, nimmt man gewéhnlich diesen zweiten Theil sehr klein an. 
Man muss daher auch bei der Anwendung auf das Interpoliren den Werth, von welchem 
man ausgehen will, so nahe als méglich dem gegebenen zu bringen suchen. 

Die Fille, in welchen der Taylor’sche Satz eine Ausnahme erleidet, kommen bei 
der Interpolation nicht vor, wenn man sie nur so anwendet, wie sie allein angewandt 
werden sollte, das heisst, wenn der gesuchte numerische Werth der Function von den 
gegebenen eingeschlossen ist, und sie innerhalb dieser Grenzen nicht unendlich oder un- 
méglich wird. 

Der leichteren Uebersicht wegen soll angenommen werden, dass vier Werthe gegeben 
sind. Das Verfahren wird sich ohne Miihe auf jede gréssere Zahl ausdehnen lassen. 
Die vier Werthe des Argumentes sollen mit p, q, 7, 8, die zugehorigen der Function mit 
P, Q, R, S bezeichnet werden. Fiir das Argument @ sucht man den numerischen Werth 
der Function X. 

Nach dem Taylor’schen Lehrsatze ist: 

TB 4 epee | ¢, a + Cy 00? CxO) as 
Nimmt man einen Werth @ nahe an #, so dass 
Gite ae 


oes f@ = 4+ B@—at+y@—at+o@—a..., 
is 


a= 611 


wo @, B, 7, 9 uwnbekannte Coéfficienten sind. Zu ihrer Bestimmung dienen die vier 


Bedingungen, dass fiir 
P 
@ u. s W. 


c—=p f(a) 
0 =g ip (x) 
Man hat also die vier Gleichungen: 

Sa Bp 6) Ppa s AO Di 
“o+ B(q—a)+7(q—a)?+ 0 (@ — a) 
+ B(r—a+y(r —a)?+ 0 (r—a)s 
—oa + B (s —a) + y (s — a)? + 0 (s — a), 


aus welchen sich die vier Coéfticienten o, B, y, 0, aber auch nicht mehrere, durch Elimi- 


ll tl 


ARO ty 


I Il ll 


nation bestimmen lassen. Folglich erhilt man auch nur die Entwickelung von f (#) bis 
zi (% — a)§ inclusive, und muss annehmen, dass die folgenden Glieder der Reihe als 
vyerschwindend betrachtet werden kénnen. 

Die Elimination ist leicht zu iibersehen, und bedarf nicht einer weiteren Ausfiihrung. 
Statt indessen die Werthe «, B, y, 0 in jedem einzelnen Falle zu suchen und dann in 
f (a) m substituiren, kommt man durch eine andere Betrachtung kiirzer zum Ziele. 

Aus der Uebersicht des Geschiftes der Elimination ergiebt sich sogleich, wie dic 
Werthe von #, 6, y, 0 in Bezug auf die Potenzen von P, Q, R, S beschaffen sein werden. 
Bei der linearen Form der Gleichungen werden P, Q, &, S nur linear darin yorkommen, 
meleich wird es aber auch in #, B, y, 0 kein Glied geben, welches nicht eine der Gréssen 
P,Q, R, S als Factor enthielte. Oder die Form von a, 8, y, 0 wird im Allgemeinen sein: 

cP+a4Q+ Qk + 68. 
Substituirt man diese Werthe nun in f(#), so wird auch in f(x) kein Glied ohne eine 
der Gyéssen P, Q, R, S vorkommen, oder es wird 
X= m7P+ 7490+ Of + GS, 
WO ZT, 4%, 0,6 bis jetzt noch unbestimmte Coéfficienten sind, welche indessen, wie sic 
auch beschaffen sein mégen, x nur auf die dritte Potenz inclusive enthalten diirfen, weil 
in der urspriinglichen Gleichung nur (@ — a)3 yorkommt. 

Wendet man nun auf diese letzte Form die vier Bedingungen des Problems an, 

so hat man offenbar fiir: 


a) ee ee o==0 Ga) 

ft — 1 =) yh Ml Gs320 Os) 

(Pye grea) (\) f=) essed Ci.) 

t= (i) f=) Oe) Gis 
Soll aber w = 0 werden ftir «—q,«2—r, «= s, 80 lehrt die Algebra, dass 2 die 
Factoren « — q, # —1r, # — s enthalten muss, und zwar wenn, was hier stillschweigend 


vorausgesetzt wird, q, 7, 8 verschiedene Gréssen sind, alle drei Factoren zugleich. In dem, 
was a sonst noch enthilt, darf kein #@ mehr vorkommen, weil a sonst gegen die Voraus- 
setzung die dritte Potenz iiberschreiten wiirde. Nennt man also © den Inbegriff der 
iibrigen constanten Factoren von 2, so ist 
uw = Cx — qu—re—s. 
Nach der ersten Bedingung ist aber « — 1 fiir # = p, foleglich 
l=: 0 WN Yin cme Ss 


oder: C ] 
_ p—@q p—r p—s’ 


Co ee Nan 


und also: 
=> 


—qp—r p—s 


Dieselben Schliisse auf 7, 0, 6 angewendet, geben den allgemeinen Ausdruck: 


: “Z—-qe—rr—s T—pue—rxe—s 
PE tate © J ] ra 8 a ae (Bo r 8 
Mae aie ea reer) S a 0 —— ad eins ; 
; I 
rg ee 4 
r—pr—qr—s S$—ps—q s—r 


welcher die gegebenen Bedingungen nicht nur erfiillt, sondern auch, wenn aw die dritte 
> : ~ ny es can “1 See ES nk: 3 . . i we . on . . 
Potenz nicht tiberschreiten soll, der einzige ist, der sie vollstiindig erfiillt. Die Differenz 
eimes jeden anderen nicht damit identischen von (1) miisste niimlich, den Bedingungen 

i 5 5 
der Aufgabe zufolge, Null werden fiir die Werthe: 


ep t—=@ eres 


folglich die vier Factoren 2 — p x —q x —r x — 8 zuegleich enthalten, oder a auf 
die vierte Potenz erhoben, gegen die Voraussetzung. 
€ ce y* \ 7 . _ . J ’ ye . 
Man kann der Gleichung (1) noch eine elegantere Form geben, wenn man auf 


beiden Seiten mit 
x—p ex—yqy x—r ux—s 


dividirt. Sie wird dann: 
0o= = p x sae Se + zs 
L—p X©€—qu—ruxe—s p—xe% p—qp—ryp—s 
Q R 


Qe eg =e eg 8 ana Fiat fale ey I Bi Tf Rai) 


5 =f S— yp) S= 7 Ss — 7 

Nimmt man hier, da die Form von f(x) ganz willkilich gelassen ist, fiir X ... a” 
an, wodurch also P... p™. Q...q”"u.s. w. wird, so lisst sich diese Gleichung auch 
so ausdriicken: Wenn n Grossen a, b, c,d gegeben sind (statt der vorigen 2, p, 4, 1), 
und die mte Potenz einer jeden derselben dividirt wird durch das Product aller Diffe- 
renzen der zur Potenz erhobenen Grésse von jeder der iibrigen, so ist die Summe aller 
n Quotienten jedesmal = 0, so lange m zwischen 0 und n — 2 beides inclusive hegt. 
Diese letztere Beschrinkung wird durch die Bedingung herbeigefiihrt, dass bei der 
Herleitung der Reihe die Potenzen hoéher als # ausgeschlossen wurden. 

Die Untersuchung iiber den Werth der Reihe: 

a bm 


a—ba—ce eae pees. i = i WHO WeaMace 


A 
c™ ( ) 
| " 
etc. 
ics 0 Oe ee 


bei n Gréssen fiir jeden beliebigen Werth von m, fithrt zu eimer niheren Schitzung des 
Feblers einer Interpolation., Zu diesem Ende entwickle man den Bruch 

1 I 

Y y—ay—by—e ‘a 


auf zweitache Weise. Zuerst, indem man ihn ansieht als das Produet der einzelnen 


Briiche | l i 


2 ; R etc. 
pa fo Ym 0 


sich entwickelt, und dann alle multiplicirt. Da 
| 
y — a 
| 
ae 


jeden von diesen fiir 


Eig ayer ay 


= ig De oY alae pal ge 


2a) ane 


Ce 1 i 
so wird: yr t Ay Ory al By-@+») ae a. ae (B) 
4 
Fiir den cecenwirtigven Zweck braucht man die CGoéfficienten A, B... nicht weiter zu 
: Sie 5 
kennen. Sie sind iibrigens nach combinatorischen Lehren fiir die (xn + r)te Potenz 


von y, die rte Classe der Combinationen mit Wiederholungen aus ” Elementen, nach 
Posselt’s Bezeichnung, welcher diese Reihen (A) nither untersucht hat‘), 


8 
Lést man zweitens = in die Summe der einzelnen Partialbriiche auf, deren Nenner 
respective y — a, y — b, : = e sind, so lehrt das bekannte Verfahren, dass die Zahler 
dieser Briiche erhalten werden, wenn man in die iibrigen Factoren von = fiir y bei 


jedem Partialbruche den Werth substituirt, der entsteht, wenn man den Nenner des 


Partialbruches = 0 setzt, insofern a, b, ¢, d alle von einander verschieden sind. Folg- 
ich wird: 
ag 1 l 1 
Y a—ba—ca—d y—a 
1 
! ete. 


pag be aa ea 


1 l 
5 etc. 
Ye Gir oo 
in Reihen, so wird: 
1 1 | 
== yt + ay-* + ary—3 
yo Se ear ya eae y J 
; | ye bays? -E bt y-? 2s. 
b a b cap ee | : : 
l | 7 


¢—ac—bc—d...\ 


Summirt man alle diese, so werden die Coéfficienten der verschiedenen Potenzen von y 

lauter Reihen von derselben Form wie (A). Bezeichnet man also die Summe einer 

solchen Reihe mit [O], [1]... [m], je nach dem Grade der Potenz, zu welcher die 
Zihler der Briiche erhoben sind, so wird: 

l ali =i —2 6 =o | 

Fe NT oo eae oe tae] ale at . 

+ [m7 — 2]y-@-) + [mw — l]y® ++. + In +r — Hy-oen | 


(C) 


und die Vergleichung der Coéfticienten derselben Potenz von y in (B) und (C) giebt 
soeleich tibereinstimmend mit dem Obigen 
CO Sate ee ee go cbae [n — 2] = 0, 
dagegen aber: 
[1 —1] = 1 und allgemein [nm + r — 1] = *O)%; 
Aus dem ersten Resultate: 
[ln — 1] = 1 
wird sich das fiir die Interpolation Verlangte ergeben. 


\agats 4 10 ‘ g07 4 > , 4453 cy, " . = = 7 4 = ~ 
Gesetzt nimlich, es sei in dem vollstiindigen Ausdrucke von f(a), das vierte oder 


") In seiner vortrefflichen Dissertation: ,,De functionibus quibusdam symmetricis“. Auctore 
Posselt. Gottingen 1818. 


merklichste Glied ausser den angewandten noch 


+ &.(% — a), 
so werden auch P, Q, Q, R, S, da sie aus dem vollstindigen Ausdrucke berechnet. sind, 
o ie Ghe . » — 4 . : 
noch die Glieder ¢&(p a)*, €(¢ — a)4, e(r — a4, é(s — a)! enthalten, und der Aus- 
drvuck (1) wird ausser den Werthen, die von den niederen Potenzen bis zur 3ten 
inclusive herrithren, noch das Increment haben: 


— &.¢%—p £—q a—rve- _3| eee ieedN ees 
lp—2 p—qp—r p—s 
(q — a) 
“q@—@ g—p G—r q—s 
(s(t) 
Se FSS ge Pee 
a (s — a)4 | 
S—"£# s—p s—q s—r] 


Es werden aber die Nenner dieser Briiche nicht geiindert, wenn man in ihnen die Werthe 
von #, p, g, 7, $ simmtlich um @ vermindert, folglich wird man nach dem eben bewiesenen 
Theorem den in { ] eingeschlossenen Theil auch so schreiben kénnen: 
(2 — a)* 
L—p &€—qu—rxe—s 
und die Formel (1) giebt folglich den Werth: 
X=a-+ B(e#—a)+ y @ — a)? + 0 (4 — a)3 


+ € (x — a)! x — px qx—rx—s. 


Oder in Bezug auf die vierten Potenzen allein, ist der Fehler der Interpolation, d. h. 


> 


das, was man hier noch hinzufiigen miisste, wn den wahren Werth zu erhalten: 
jp Bie 9) (oe a) (ee —7) @ — 8): 

Die Bedingungen der Aufgabe lehren zwar nichts iiber den Werth von é, allein, 
wenn man die Wahl hat, welche Argumente man zur Interpolation anwenden kann, so 
kann man sie wenigstens so wahlen, dass das Product 

“—p @—qu—rxe—s 
ein Minimum wird. Offenbar aber wird das der Fall sein, wenn einer der Werthe p, g, 7, 5 
dem g so nahe als méglich liegt, und die anderen zu beiden Seiten so gleichférmig, 
als die gegebenen Daten verstatten, vertheilt sind. Wollte man z. B. fix « = 411/, 
interpoliren, so wiirde, wenn man die Argumente 40, 41, 42, 43 wihlte, der Fehler der 


kleinstméelichste 
5 Sek 40 : 
<s a 
56 
fiir 41, 42, 43, 44 wiirde er = — al ® und fiir die Argumente 39, 40, 41, 42 —=— a1 8 


so dass das Verhiiltniss der Fehler, abgesehen von dem Zeichen, sein wiirde: 
HOV S20 ns lia: 

Diese Regel, die anzuwendenden Werthe p, q, 7, 5 stets so zu wiihlen, dass #@ még- 
lichst nahe ihrer Mitte fillt, sollte nie ausser Acht gelassen werden. 

Die allgemeine Formel (1) kann bei einer einzelnen Interpolation manchmal mit 
Nutzen gebraucht werden. Sie hat den Vortheil, dass, wenn vielleicht eine der Gréssen 
P,Q; R, S-fehlerhaft sein sollte, man bei ihr sogleich iibersicht, wie gross der Einfluss 
dieses Fehlers auf X sei. Sie hat aber den Nachtheil, dass man gewéhnlich nicht weiss, 
wie viele Glieder P, Q, R, S zur genauen Interpolation hinreichen und néthig sind, und 


darum auch bei ihrer einzelnen Anwendung nicht sicher ist, ob man die dusserste 


Genauigkeit erreicht hat. 

Um diese Uebersicht zu erleichtern, entwickele man die Formel (I) in eine Reihe, 
die successive von dem Gebrauche zweier Gréssen zu dem von dreien u. s. w. aufsteigt. 
Nennt man den Werth von X aus 7 Gréssen hergeleitet X,, so hat man: 


es P , @&— L— ;— 7 
se Xp 8 a are Z 
$—p s—q s—r 
+ R(-—* e—q £—s xe — p ae) 
r—p fr—qr—s y—p r—y 
+ Q(— £—f, % — Ss i— 1) 0 — 
(op a ee =p —7% 
~ p(e— SY Ne =a —) 
Dr PS gee feet! Be Simao 
oder wenn man zusammenzieht: 
| P Q 


ee ae a 
ay oe q—pPpq—raqa—s 
tooo st oe SS) 
PO PE eer ne Ss—q s—r 
Ebenso wird: 4 is q 8 


ye 
2 8 OG 2 — g{——_—. =f peer ee =F ee eee 
Dae Dr” Ae Dares Se ates 

s I Q | 
De, Cs | == fi 

5 ; Epa ears | 
X, = P, da bei einem gegebenen Werthe von Interpolation eigentlich nicht die Rede 
sein kann. Ebenso ist X, — X, nichts Anderes als der einfache Proportionaltheil. 


Die in { } eingeschlossenen Gréssen sind ganz symmetrische Functionen von 2, 3, 4 
und, wie man ohne vollstiindigen Beweis doch bald iibersieht, von fiinf und mehreren 
Gréssen. Jeder Functionswerth ist in ihnen dividirt durch das Product aller Differenzen 
des zugehérigen Argumentes von jedem der tibrigen. Man nenne sie Differenzgréssen 
und bezeichne sie, je nach den Gréssen, die zu ihrer Bildung beitragen, durch [p q], 
[pqr| us. w. Bei der Symmetrie der Formeln sind [pqr] und [grp] identisch, oder 
die Buchstaben lassen sich willkiirlich vertauschen. 

Durch die Addition der verschiedenen Werthe erhilt jetzt die Formel (1) die zum 
Gebrauche bequemere Gestalt: 

Xy oe Po tip pag), oe ee ee) 

+ e@—p w—q «—rl[p.g.r.s| ee 

Am leichtesten wird die Bildung der Differenzgréssen iibersehen, wenn man zwei yon 

denselben Dimensionen, in welchen alle Elemente bis auf eines dieselben sind, von ein- 
ander abzieht. So z B. ist: 


S 1 
l¢.r.s|—l[p.q.r| = ——— 4 2 eee pete See SC 
pop rar) * ae = pee 
: l 1 
+ Q|— | eat 
q—rg—s g=—p g—F} Pp—d por 
= S an Rs—p 
S—q s—r r—p r—yqy r—s 
QsS—p P 


d pg ey Ss 0 —0 ) 7 


— 89 — 
und wie man bald iibersieht, ganz alloemein: 
lg... ye] —[p...y] = Co) [irae el 


Denkt man sich also die Differenzgrissen, woz man der Syminetrie weeen P, Q, Bs 8 
selbst rechnen kann, so unter einander eesetzt: 


al Ge 


lp. | 
a @ [p.a-r] 
(eee ee | [f<g. 718] 
r | R Feu) (ear eee Bae, 
fee 8] be. is car Tl 
s | 8 Le <e wt] 
ra . t] 
t I 


so entsteht jede folgende Verticalreihe, indem man ein Glied der vorhergehenden yon 
dem darunter stehenden abzieht, und diese Differenz dividirt durch die Differenz der 
Argumente, auf welche die beiden durch die niichst héhere und niichst tiefere Differenz- 


grésse gezogenen Diagonalen hinweisen. Es ist niimlich: 


t r 


eye so 
Gi op re 
| p ee | —= ly +7 = lp - a| Aes 
0 
ee ee nae, 
i cece 2 


Bei dieser Anwendung der Formel (II) wird man immer yon oben herunter interpoliren, 
und auf die verschiedenen Zeichen Riicksicht nehmen miissen. Vortheilhafter und 
leichter zu iibersehen ist es, wenn man aus der Mitte, oder aus der Gegend, wo «# sich 
befindet, heraus interpolirte. Bei allen Formeln ist bisher auf eine bestimmte Anordnung 
gar keine Riicksicht genommen worden. Man wird also auch eine andere Grésse als P 
zur ersten machen kénnen. Wahlt man die Anordnung R, Q@, 8S, P, T, so wird die 
Formel (II): 
X=—=R+2e—rlr.ql)te—r «—qlr.gq.-s| 
+a—ra—gq «—s{[r.g.s.pl 


oder mit erlaubter Vertauschung der Buchstaben : 


X=Ri2c—rlq¢-r]t+2—r «—alq-r.-s| | (11) 
+¢—r2x—gq “4«—s|[p.q.r.s| | 


und wenn man einen Blick auf das obige Schema wirft, so sieht man, dass die hier 


alle wechselweise tiber und 


gebrauchten Differenzgréssen [y.r|,|q.r. sh) |p. dere s 
unter einer horizontalen Linie liegen, die man zwischen 2 und [q. 7] mitten durch- 
1 i} 1 Pp 1 {oy a vey apy * 
ziehen kann. Ebenso wiirde die Anordnung R, S, Q, 7, P die Formel geben: 


X=s=Rt+e—rl[r.s] t+a—r «—sl[g-r~s}) pate olga (Iv) 

+y4—raexe—s a—aqlq-'r. 8. t] a 7 et 

wo die horizontale Linie zwischen R und [r. s| durehgezogen werden muss. — Die 

Formel. (IIT) gilt fiir den Fall, wo a zwischen g und r, (IV), wo # yzwisehen 7 und 
s liegt. | 

Man kann beide in einen Ausdruck zusammenfassen, wenn man alle Gréssen 

~; % 7 U. 8. W., die auf der einen Seite yon x liegen, mit A, Gra +++ Us @ bezeichnet, 

wobei @ dem # am niichsten, die auf der anderen Seite liegenden:s, ¢... Wt sa Ds a) OntentaOas 

wobei wiederum 6 dem a am niichsten. Setzt man nun iiberhaupt fest, dass unter @ 
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22) eee 


immer die dem # nihere Grosse, unter b die entferntere verstanden werden soll, so 
werden beide Formeln: 

X=At+«2e2—ala.b] +2—a+2—bd [aad] 
+a—a2ex—b «—a [a, abd] iy eae is NG) 
+a—a«ex—b «£—aH &¢—d [Hy anaes 

Zur Berechnung ist es am bequemsten, die Differenzgréssen successive durch die 
folgenden zu verbessern, oder die Formel, mit Absonderung der gemeinschaftlichen 


Factoren, so zu schreiben: 
X= A+ e—alad] + «—d{[a, ab] + «— a, {[a, od d).. JH}. - (VI) 


Man gebraucht dabei die Factoren in folgender Ordnung: 


x — bn, © — Gn, © — Dn-1, © — Gn... 4 — a, © — 1, © — a. 
Wenn man also von # ausgeht, und zuerst das nachste Glied nimmt, um #2 — a 
zu erhalten, dann auf der andern Seite « — b bildet, jetzt wieder « — a, und so immer 


abwechselnd, so muss man beim Gebrauch die Reihe der Factoren ginzlich umkehren. 

Diese letzteren Formeln haben den erheblichen Vorzug, dass man bei ihnen die 
Zeichen nicht zu beriicksichtigen braucht, wenn man sich nur zur Regel macht, die 
Differenzgréssen immer so zu verbessern, dass sie dadurch dem friiher erwahnten Striche, 
iiber und unter welchem sie wechselseitig liegen, stets niher gebracht werden, oder dass 
die Correction sie der jenseits des Striches liegenden Differenzgrésse annihert. Den 
Grund hiervon ersieht man, wenn man die beiden Falle, wo der Correctionsfactor von 
der Form 2 — a@, wnd wo er von der # — by, ist, unterscheidet. Im ersteren Falle ist 
die Correction stets 

+ @ = dy [Gn Gua... @D. «. byay Oh 


Wahit man der Kiirze wegen ein bestimmtes Beispiel, wo n etwa — 1, und entwirft 
sich das gehérige Schema, so wird man finden, dass die angegebene Regel verlangt, dass 
[ay @ by @ = 4,) [a ab). 6 See ee 


immer falle zwischen 
[abb,| und [a a Dd}. 


Nun ist aber nach dem friiher Bewiesenen 
[a b bs | — [a, a dl] 


LeBel Pele b, — a, 
folglich wird der Ausdruck (C): 
= [a ab] + 5 —7 {eb v1] — [a @ 0} 
und der Factor: 
x — a 
b, — a 


ist in allen Fallen, vermége der angenommenen Bezeichnung, positiv und kleiner als 1 
Da man nun statt [a b b,] auch schreiben kann: 
la, ab] + {fab b,] — [aq a d]}, 

$ s aga 1a Correct} stots Jer Ye . ee i . + 
so sieht man, dass die Correction stets, der Regel gemiiss, nach [a b b,] zu, die Diffe- 
renzgrésse [a ab] hin corrigirt, den einzigen Fall ausgenommen, dass durch eine 
friihere Correction die Differenzgrésse [a, a b b,] in ihrem Zeichen geindert wire. In 
diesem einzigen Ausnahmefalle wird eine Entfernung stattfinden. Allein bei einiger 


Aufmerksamkeit wird man besonders bei mehreren Interpolationen sich hierin nicht 
irren kénnen. 


a 
Dasselbe findet bei dem zweiten Falle, wo der Correctionsfactor von der Form 
x — dy, ist, statt. Die Correction ist dann: 
(@ — b,) [Gntr ans. ad... als 
wird angebracht an [d,-..@b...b,l, und soll dieses der Differenzgrésse : 
[ei seis OO eto Ug-na| 


niher bringen. Die beiden Ausdriicke werden hier: 


x Db ke 
[@n.+.@0... 04] — oF aE ([@y +s. b+.» On] — [apap . 16d... Byar]) 
[Qu . OD... a] = (lays GB a>. Oa) — [tee ne CDs 4H Dp] 
wobei wiederum der Factor 
x — Dy 
On+1 — Dn 


stets positiv und kleiner als 1 ist. Dieselbe Ausnahme findet auch hier wie oben statt. 

Wendet man nun diese allgemeinen Formeln auf den bei astronomischen Inter- 
polationen hiufigsten Fall an, wo p, q, 7, s eine arithmetische Reihe bilden, so sieht man 
sogleich, dass die Differenzgréssen in die sogenannten ersten, zweiten, dritten und 
folgenden Differenzen iibergehen, jede respective durch das Product aller ganzen Zahlen 
bis zu ihrem Zeiger inclusive dividirt. Oder es wird: 


pig] aeP 
a?P 

| p qd. r| me 
43 P 


wobei die gleichen Intervalle q— p, r—gq etc. als Kinheiten angesehen werden. Setzt man 
Ca 
in diesen Einheiten ausgedriickt, und schreibt iiberall statt 
G—q..,¢—p— (q —»p) 


T—7...0—p—(r—p)’ 
so wird die Formel (II): 


Free ee ame ee yeah , 
X= P+t.4P4 py tt ap... . . (ye 


die gewoéhnliche Interpolationsformel. 
Versteht man dagegen unter 4, 4?, 4% die Differenzen, welche wechselweise unter 

und iiber dem horizontalen Striche liegen, der yon der Gegend des @ aus gezogen wird, 

so wird bei aufsteigendem Argument aus (III), wenn 7 — # = t, oder & zwischen q 

und 7 liegt: 

t.t—1.t+1 


She wna SELLL 
Tae ¢ eo 


ak Sg eet ap h 

und aus (IV), wenn « — r = t, oder w zwischen r und s liegt: 
.t— t.¢—1.¢ tiie OPE rie 
Xo = te he | ae... . . (IV)* 


Wiire das Argument bei den letzten Formeln nicht aufsteigend, sondern nieder- 
steigend, so wiirden die Zeichen der Glieder in beiden nur zu vertauschen sei, wenn 
man”t immer als positiv ansehen will. Fiir die successive Verbesserung der Diffe- 


renzen erhalt man: 
12 


X= R—ti4Q— - 


X=R aan : =e er raw fe lag + jan} 


sonar ‘ 2 : : 
Wenn ¢ genau gleich oe oder wenn «@ genau in der Mitte zwischen g und 7 liegt, 


so ist-es,; in Hinsicht auf die Genauigkeit, einerlei, ob man von q aus vorwarts, oder 
yon r aus riickwirts interpolirt. Der erste Ausdruck wiirde nach (LV)* werden: 


Il 1 1 1 3 
ge ee ee eee 
ee cer 2 1 2 1 2 3 
‘und der zweite-nach (II)*: 
oe Meee A Beets alee 
et reer Sees oe as | ia eee 
molded ston, = Rt 74 Q-+, i 3 A°R peg sf 1 Q. 


Bei der Verbindung beider fallen alle ungeraden Differenzen heraus, und wenn man die 
jedesmaligen Summen der geraden Differenzen, die auf derselben horizontalen Linie mit 
@ und R stehen, durch k’, kb” wu. s. w. bezeiehnet, oder setzt: 
Q+ Yee 

42Q.+ 4tk = ji! 
suche es ae NQ++AMR=h' usw, 
‘SO heisst die Formel: 
ke el a a ae 


sme Lemistalal L343 
SNES = 4 Oem Nad Glade 24681012 2 


(vy 


Bei dieser Formel kann man sich wieder die Riicksicht auf die Zeichen durch eine 
andere Betrachtung ersparen. Bezeichnet man niimlich die beiden Differenzen, die 
irgend welches k bilden, mit 6B und 6’, und die nichstvorhereehende und folgende mit 
‘B und 6", und bildet sich das Schema: 

re , r 


bg BB + 
a Bink (pes ae ees 


so wird, wenn 


m= B+ pf ket) = Bp" — p' — B+ 'B 
— Bp" | 'B es ke, 
km + i rt — Bb ao fi 
Die Correction hat aber immer die Korm: 
ke — Che 


wo @ positiy und Kleiner als 1, Folglich wird die an i” oder B +. B' angebrachte 


oder es ist immer: 


Correction stets so wirken, dass sie die Summe 6 + £’ von der Summe der niichst- 
folgenden und niichstvorhergehenden Differenz entfernt, den Fall ausgenommen, wo 
k"*? durch eine friihere Correction sein Zeichen geindert haben sollte, was bei mehreren 
auf einander folgenden Interpolationen leicht zu iibersehen ist, und nie. zu Irrthiimern 
fiihren wird. Diese letzte Formel (V)* ist so genau, und zugleich so bequem, dass bei 
Berechnung einer Tafel man immer wohl thun wird, fiir Intervalle, die um eine ganze 
Potenz von 2 von einander entfernt sind, die strengen Werthe zu berechnen, und dann 
die zwischenliegenden dieser Formel zu suchen. 

Als Beispiel mige die Linge des Mondes fiir die im Berliner Jahrbuch fiir 1830 
berechnete Sternbedeckung Apr. 5. dienen. Aus der Ephemeride hat man: 

4 d a? 7 ha 7 he 


Apr. 4. 0% 152° 15’ 56".6 =p 
+ 5 59 48,9 


i 158° 15° 40°.0 im — 1 48,2 : 
3 5 568 0,7 i. + 23,1 
eee 0 164 13 46 2 ee a avail — 1.2 
; Sy heh S39 H6 ie 29 
Teeter 1-218 IL yy 2, 


wh OMmmlGh.  b4..9 
12 18254042 


5 55 32,4 ; 19,4 
Cran 0 43,0 

5 54 48,6 

Wollte man hier die Linge fiir Apr. 5. 7" haben, so miisste man von Apr. 5. 12 
ausgehen und die Formel (III)* anwenden. Die Factoren x — a x — b ete. nach (V) 
und (VI), immer durch die Ordnungszahl der Differenz dividirt, sind dasselbe, was in 


: {— 1 : = 98 : 
(I11)* durch ¢, —3 ~ 8h. ausgedriickt wird; man hat also die Correctionsfactoren: 


5 i 17 19 
T2349 36. 48 
und wenn man die Reihe wnkehrt: 
19 17 Hl 5 
sa 36 060CECTD 
Die Verbesserung der dritten Differenz durch die vierte wird: 
DL 
48 
und ist, ohne weitere Riicksicht auf das Zeichen zu nehmen, so anzubringen, dass 21,9 
dem 19,4 genihert wird. Folglich wird die verbesserte dritte Differenz 20,9. Hiermit 


. 


ele) 


wird die zweite: 


17 cree 
Beet a Bio ee “Lut 30%; 
av0 


+) 48 r : reer 9K seiicen 4 ie verbesserte erste 
weil die Verbesserung eine Anniherung an | 25,1 bewirken soll. Die verbe 


wird jetzt: r 
aa 4 a) ‘ as od 4 Ke c 
5 56 35,6 — or 13,07 == 5 66 14,29 


bs p 5 é' Bed heh ree re 918 
aus dem niimlichen Grunde. Nimmt man hiervon 9 und subtrahirt sie von 170 10 21,8, 


a 


so bat man: 


~ od f er oF 
Apr. Dee OTe Ale OD 300. 
5 * ausgvegange ceoen die obige Regel 
Wiire man von Apr. 5. 0" nach der Formel (IV)* ausgegangen, gegen die obige Regel, 


so wiirden die Factoren gewesen sein: 


en Se 


und die verbesserten Differenzen nach der Ordnung: 

223 1 1838 5 56 50,87, 
wodurch ebenfalls dieselbe Linge erhalten wire. Dass die gegebene Regel vollkommen 
mit dem Wechsel der Zeichen in diesem Beispicle iibereinstimmt, wird Jeder bei ent- 
sprechender Riicksichtnahme darauf finden. 

Um die Leichtigkeit der Interpolation in die Mitte hinein nach der Formel (Vy* 
zu bemerken, suche man die Lingen fiir Apr. 5. 6" und 18%. Da die vierten Diffe- 
renzen unsicher sind, so braucht man sie eigentlich nicht einmal mitzunehmen, auch wird 
ihr Einfluss nur dann merklich sein, wenn sie betrachtlicher sind wie hier, da die 


Summe &” multiplicirt wird mit 


Man hat folglich fiir: 


G2... ki = — 2 ye Pee eee 18,54 
8 

lord 1 ! 9 90Q 

18h Di? k! = 1 47,0 Ss - k — + 135,58 


Und dann: 
Apr. 5. 08 1649 13 46,2 


Ga lGimel aloo =e 


cs ; 
12 170 10 21,8 ds 15,6 
18 178. Seat oe 13,4 
TE i : 

: BT 39,5 


6 0 176 5 5.2 


Apr. 5. 65 1679 12! 13"3 ; . 

9 168 41 19,7 — 4,3, 

x 1-29-21 

12 170 10 24.8 

woraus nach der gewéhnlichen Interpolationsformel (IT)* fiir 7" ¢ = — 

167 12 13,3 
+ 29 42,18 
+ 0,48 


(oe, Gea -i-9 


wie oben, Die Riicksicht auf die Zeichen hiitte man sich bei der Interpolation in die 
Mitte hinein wieder ersparen: kénnen, weil cin Blick zeigt, dass die k vergréssert werden 
mitissen. 

Hat man nicht fiir ganze Stunden zu interpoliren, sondern fiir eine Zeit, die einzelne 
Secunden enthilt, so kann man sich erlauben, bei den Correctionsfactoren der héheren 
Differenzen einen geniherten echten Bruch statt des wahren ¢ zu substituiren. So wenn 
man die Linge fiir den Austritt von 82 Leonis 7 24’ 16" haben will, so wird, wenn 
man von Apr. 5 12" ausgeht: 
4h 3b" 44" 


el i OG 


roftiiye ‘ V1< ) .ette ‘iche ren} ‘ i 5 3) j 
wofiiy man aus den Kettenbriichen den geniherten Werth — erhilt. Die Factoren 


13 


werden also: 8 18 21 


die verbesserten Differenzen: 
20,9 1 12,8 b° 56’ 13'°20, 
Wendet man bei dieser letzten den genauen Werth von ¢ an, so erhiilt man: 
1 2e 160"). 167° 63" 66,7. 


iibereinstimmend mit der Interpolation aus den gefundenen Werthen fiir 6", 9" und 12h, 


Awolfte Vorlesung. 


Die Parallaxe. 


Im Vorhergehenden sind alle zum Berechnen einzelner Oerter oder ganzer Epheme- 
riden néthigen Formeln entwickelt worden. Um dieselben in Schirfe mit den Be- 
obachtungen vergleichen zu kénnen, ist noch die Wirkung der Parallaxe, sowie die- 
jenige der Aberration der Himmelskérper zu beriicksichtigen. Wir behandeln zuerst 
die Parallaxe, wobei wir die ,tigliche“ und ,jihrliche* Parallaxe zu unterscheiden 
haben. Die erstere tritt nur auf bei den Oertern derjenigen Kérper, die zu unserem 
Sonnensystem gehéren, die zweite nur bei den Oertern der Fixsterne. 

Die tigliche Parallaxe ist die Verschiebung, welche der Ort eines Gestirnes dadurch 
erleidet, dass man es nicht aus dem Mittelpunkte der Erde, sondern aus einem Punkte 
auf deren Oberfliche beobachtet, anders ausgedriickt, der Winkel, welchen die vom 
Gestirne nach dem Erdmittelpunkte und nach dem Beobachtungsorte gezogenen Linien 
mit einander bilden. Bei den Fixsternen verschwindet die tiigliche Parallaxe wegen der 
grossen Entfernung vollkommen. 

Die jihrliche Parallaxe ist nichts anderes, als der Unterschied zwischen helio- 
centrischen und geocentrischen Orten, oder anders ausgedriickt, der Winkel, den 
die vom Gestirn nach dem Erdmittelpunkte und nach dem Sonnenmittelpunkte gezogenen 
Linien mit einander bilden. Bei den Kérpern unseres Sonnensystemes ist dieser Winkel 
aber keine kleine Grésse, sondern kann unter Umstiinden sogar bis 180° betragen und 
darum hier nicht als Parallaxe bezeichnet werden, sondern wird durch die Formeln 
der zehnten Vorlesung beriicksichtigt. Bei den Fixsternen ist diese jihrliche Parallaxe 
ausserordentlich klein und nur bei den nichsten Fixsternen nachweisbar. 

Wir betrachten zuniichst die jihrliche oder ,Fixsternparallaxe* in Linge a 
und Breite fp. 

Bezeichnen «, 0, 7 die heliocentrische Rectascension, Declination und Radius 
vector, «, 0’, J die geocentrische Rectascension, Declination und Entfernung des Ge- 
stirnes, X, Y, Z die geocentrischen Coordinaten des Sonnenmittelpunktes, indem die 
axy-Ebene mit dem Aequator zusammenfiallt, die #-Axe durch den Friihlingspunkt, dic 
z-Axe durch den Weltpol geht, dann hat man allgemein die folgenden bekannten Re- 
lationen, welche den Uebergang vom heliocentrischen zum geocentrischen Orte darstellen : 

41 cos 0' cose’ = reosdcosa + X 
Acosd'sine =resdsma + Yj * * * * sh 8 (1) 
A sind! = rsind + Z 


— 96 — 


Dabei muss die Drehung von der positiven w-Axe zur positiven y-Axe, vom Nord- 
pol aus gesehen, der des Uhrzeigers entgegengesetzt sein (directer Sinn in unserem 
Sonnensysteme). 

Seien nun 4, B und J die heliocentrische Linge, Breite und Entfernung und ferner, 
indem man sich zu diesem heliocentrischen ein paralleles geocentrisches Coordinaten- 
system denkt, 4’, 6’, 4’ die Entfernung eines Fixsternes von der Erde, so sind ja dic 
Coordinaten des Gestirnes beziiglich beider Systeme 


x = AcosBcosh = 4 COS p Cig A, 
y = Acospsina y = 4' cos p' sinN 
z= dsinB o == 213i Bs 
withrend die geocentrischen Coordinaten der Sonne 
eX = ey COSi@) 
YS hSIW© 
aa) 


sind, wobei R den Radius vector der Erdbahn, und © die wahre Linge der Sonne 
bezeichnet. 


Unser allgemeines System wird daher: 
4' cos B' cos! = AcosBcosd + Roos © | 
A' cos B' sin’ = AcosBsind + Rsin ante a te 5s Ree ed 
M' sin p' ==.241 inp | 
Multiplicirt man jetzt einerseits die erste Gleichung in diesem Systeme mit — sin A, 
die zweite mit + cosé und andererseits die erste mit + cosa, die zweite mit + sind 
und addirt, so folgt: 
A cos B’ sin(d’ — &) = Rsin(O — A) 
A' cos B' cos(¥’ — 24) = AcosB + Reos(©O — A). 


Nun sind aber simmtliche Fixsterne so weit entfernt, dass A’ — A eine sehr kleine 
Grésse ist, deren Betrag noch nie iiber eine Bogensecunde stieg. Man kann somit in 
der zweiten Gleichung cos(4' — A) = 1 setzen, und findet so 
4' cos B' = AdeosBp + Reos(© — A), 

wahrend in der ersten Gleichung der Sinus von (4’ — 4) mit seinem Bogen vertauschbar 
ist. Durch Multiplication ferner dieser letzten Gleichung mit — sin B, sowie der dritten 
des Systemes (2) mit + cosB und Addition folgt: 

AL as f . 

I’ sin(B’ — B) = — Reos(©O — A)sinB. 

Als Formeln fiir die Parallaxe cines Fixsternes findet man somit: 
4 4 Fis as 
SS hee Om (A — ©)sec B 
| s | te meee a ace 

p —_ B = — 1' cos (A — ©) sinB 
oder in endgiiltiger Gestalt: 

A — 4 = — @!' sin(d — ©) secB ) ; 

B' — B = — w' cos(A — ©)sinB f{ eee. 
wo dann 

' RK 
eer 


die Fixsternparallaxe ist, die cine Bogensecunde nie iibersteigt. Nimmt man den 


SOM am 
Radius vector der Erdbahn als Einheit, so ist 


Die Fixsternparallaxe x’ variirt also von Stern zu Stern. 

Aus letzteren Formeln ersiecht ‘man zugleich, dass das Maximum der Fixstern- 
parallaxenwirkung fiir die Linge eintritt, wenn © — A = 90° oder 270%, d. bh. wenn 
4 = OF 90° ist, mit anderen Worten, wenn die Sonne und das Gestirn in 
Quadratur stehen, wenn wir uns gestatten wollen, diesen Ausdruck auch von Fix- 
sternen zu gebrauchen; und fiir die Breite, wenn © — 4 = 0 und 180, d. hh. A = © 
oder = © + 180° ist, also dann, wenn Sonne und Stern die gleiche oder 
eine um 180° verschiedene Linge haben. 

Die Formeln fiir die jaihrliche Parallaxe in Rectascension und Declination 
folgen direct, indem wir mit «', 0’, J’ die geocentrische Rectascension, Declination 
und Entfernung des Fixsternes, mit «, 0, 4 die analogen Gréssen fiir die Sonne, mit ¢ 
die Schiefe der Ekliptik bezeichnen und das dann resultirende System: 


4' cos 8' cosa! —= Acosdcosa + Reos© 
4' cos 8' sine’ = Acosdsina + Rsin@cosep- + * * + + (5) 
4' sind! = JAsind + Rsin© sine | 

analogen Operationen unterwerfen: 

a’ — a —= — 2'(cos © sina — sin © cos «cos €) sec d \ 

0’ — 0 = — a'(cosesinausind — sinécosd)sin© — x! cos© sind cosa | 


0 


Ausdriicke, welche man durch Einfiihrung der Hiilfsgréssen hk, 1, K, L vereinfachen kann, 
die durch folgende Bedingungsgleichungen gegeben seien: 


— cosécosa — ksin Kk 


— sina = kos Kk 
sina sind cosé — cosdsine — lsinL 
— cosasind = loos I. 


So erhalt man: 
a —%—mkos(K + ©)secol | re ek) 
dé’ — 0 = z'leos(L + ©) } 


Bei den Kérpern unseres Sonnensystemes kommt die Verschiebung der Richtung 
dieser Kérper durch die Lageninderung auf der Erdoberflache, die tagliche Parallaxe, 
die man als ,Parallaxe“ schlechthin, oder als ,allgemeine Parallaxe“ zu_be- 
zeichnen pflegt, in Betracht. Dieselbe behandeln wir nun allgemein, indem wir die 
Erde als Rotationsellipsoid voraussetzen. 

Zuerst leiten wir diese allgemeinen Parallaxenformeln in Rectascension 
und Declination ab. Dazu denken wir uns ein Coordinatensystem, dessen Anfangs- 
punkt im Erdcentrum liegt, dessen wy-Ebene mit dem Aequator zusammenfallt, so 
dass die positive z-Axe durch den Friihlingspunkt geht und von dem aus gesehen 
die Rectascension, Declination und Entfernung des Gestirnes «, 0, 4 seien. Die 
Coordinaten des Sternes, bezogen auf dieses System, sind dann: 

A cos 0 cos 
A cos 0 sin 
4 sind. 


ll I Il 


Seine Coordinaten beziiglich eines zweiten, dem eben genannten parallelen Systems, 
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== eae 
dessen Anfangspunkt im Beobachtungsort liegt, bezogen auf welches seine Rectascension, 
Declination und Entfernung o’, 0’, 4’ seien, aber sind: 
ty == 21) c0s0 cos 
y’ = 4' cos 0' sino! 
2 = J sin 0’. 


Die Coordinaten schliesslich des Erdmittelpunktes beziiglich des Beobachtungsortes werden: 


xX = — ocosg' cos 6 
Y) = — ecos g' sind 
3=- Q sin g’, 


wobei 6 der Winkel, den die Meridianebene des Beobachtungsortes mit dem Decli- 
nationskreise, der durch die Richtung nach dem Friihlingspunkte geht, einschliesst, d. h. 
nichts Anderes als die Sternzeit des Beobachtungsortes ist, @ die Entfernnng der 
Anfangspunkte beider Coordinatensysteme, d. h. der Abstand des Beobachtungsortes 
vom Erdmittelpunkte und g’ der Winkel von @ mit der xy-Ebene (dem Aequator), 
d. h. die geocentrische Breite ist. 

Dann hat man wieder die Beziehungen zwischen den Coordinaten beider Systeme 


4 cos 0' cos a! —= A cos 0 cos% — @ cos g’ cos 6) 
a cos 0’ sin eo = 74 cos 0 sin a — Q cos g’ sin 0 > SIA at ee ee (8) 
A' sin 0 = Asind — esing! 


Aus ihnen ergiebt sich unmittelbar die Parallaxe in Rectascension, indem man 
einerseits die erste Gleichung mit — sina, die zweite mit + cosm und andererseits die 
erste mit + cosa, die zweite mit + sina multiplicirt und dann beide Male addirt. 
So folgen die Relationen: 


(a) 1' cos 0' sin(a’ — «) = — e@cosg'sin(@ — a) 
(b) 4 cos 0' cos (a! — a) = 4cosd — ecosq'cos() — «&), 


durch deren Division sich die strenge Formel fiir die Parallaxe in Rectascension 
ergiebt, indem man gleich noch mit 4cosd dividirt: 


@ cosy’ sin(O — «) 


tg (a — a) = cad cos 0 9 
1 @ cosp’cos(Q@—a)( ~~ * * (9) 
A cos 0 


Entwickelt man jetzt, da 7 Cine kleine Grésse ist, deren héhere Potenzen wir ver- 
nachlissigen kénnen: 
L 
or cos gp’ cos (() | 
1 Q Y Pgh 
v7) cos 0 


in eine Taylor’sche Reihe und vertauscht die Tangente mit dem Bogen, so folet: 


9 cosg’ . , 
a“ — % == — < —- S(O —= Ons 5 i oc mee Ol 
Se 1 \ = 1 70 cos ps ’ 
indem rechts die folgenden Glieder + Silene. sin2( — o) ete. fortgelassen sind. 


Allgemein driickt man ja nun @ in Hinheiten des Aequatorealhalbmessers der Erde, 
4 in solchen der grossen Halbaxe der Erdbahn aus. Da aber unsere Formel ein und 
dieselbe Kinheit voraussetzt, miissen wir sie noch mit dem Verhiltnisse dieser beiden 


= Hie Wo 


Kinheiten multipliciren, Bezeichnet 2 die Aequatorealhorizontalparallaxe der Sonne, d. h. 
den Winkel, unter welchem der Halbmesser des Erdiquators yon der Sonne aus gesehen 


Fig. 20. 


Aequator 


wird, mit anderen Worten, ist 2 der grésste Halbmesser der Erde von der Sonne 
aus gesehen, wenn der Abstand R beider Kérper gleich 1 ist, so ist der Aequatoreal- 
halbmesser der Erde: 
a= Rainx = sin. 
Oder, da a sehr klein, nfémlich nach den besten modernen Untersuchungen von Gill: 
a == 8”",802 (wahrscheinlicher Fehler 0,005), 
also der Winkel selbst mit dem Bogen vertauschbar ist, so wird: 


a!" 


206 264.8...” 
indem F gleich 1 gesetzt ist. Mithin hat @, ausgedriickt in Einheiten des Erdbahn- 
halbmessers, den Werth: 


a (in Sec.) = 


ee a) 
206 264,8 Loe 
Jetzt darf man in: ; 
‘hide ake fi iid i En 9 6 
0 a= Q 1 COS P TEE, 


eine Formel, dic durch Multiplication mit dem Verhiltniss der beiden Einheiten des 
Aequatorealhalbmessers und des Erdbahnhalbmessers: 

Ve ee eee 

sink = > = % 
aus unseren vorhergehenden hervorgegangen ist, @ in Einheiten des Erdaquatorealhalb- 
messers und 4 in solchen des Erdbahnhalbmessers ausdriicken. 


Um noch die Parallaxe in Declination zu berechnen, ersetzen wir in Gleichung (b) 


os 2 
cos(v’ — a) durch 1 — 2 (sin a") 
und erhalten: eee 
. a! — a\? cos — 9 
1' cos 0’ = 4 cosd — Q cos g' cos() — au) + 2 (sin —- ) J' cos 8! ae 
003 ——— 
2 
oder > ais a! r a 
A cos 5’ = Acosd — cos’ cos(O — «) + sin(a! — «) J'cosd' eee are 
cos — 
2 
oder auf Grund von Gleichung (a) ae 
| sin — — 
4' cos’ = Acosd — Qcosg! ) cos(W — a) + sin(Y — 4) —— ap? 
| cos —5 : 
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oder ( a’ + “) 
cos (Q — eye 
’ Se Thc em! = . 
A' cos 0! —= Acosd 0 cos ~p pe 
cos 


2 


Fiithren wir jetzt noch die Hiilfswinkel 6 und y ein durch die Gleichungen: 


Bsiny = sing’ 
/ a! + % 
cos (p' cos (0 — a7") 


p —— 
cos y = 
a — «a : 
cos 


2 


so wird unsere Gleichung schliesslich: 
4' cos 8’ = Acosd — ofcosy. 
Aus (8) folgt M' sind" = Asind — oeBpsiny. 


Und wenn man einerseits die erste dieser zwei Gleichungen mit + cosd, die zweite 
mit + sind und andererseits die erste mit — sind, die zweite mit + cosd multiplicirt 


und addirt, so folgt: 
4' cos (0' — 0) = 4A — efoos(y — 0) 


4 sin(d’ — 0) = — eBsin(y — 0). 


Gleichungen, durch deren Division sich die strenge Parallaxenformel in Declination ergiebt: 
O 
— — Bsin(y — 0 
of hanlien o) 


1 — s B cos(y —- 0) . 


Entwickelt. man hier ganz analog wieder in eine Taylor’sche Reihe, deren héhere 


tg(0’ — 0) = (12) 


1 2 
Glieder = (27) sin 2(y — 0) etc. man vernachlissigt auf Grund der Kleinheit 


von <, vertauscht die Tangente mit dem Bogen und fiihrt fiir 6 gleich seinen Werth ein: 


sin op’ 
= Siny? 
so folgt fiir die Parallaxe in Declination: 
ea PEND SONS) (13) 
siny A 
wobei sich y aus der Gleichung: 
tg y" 


19 =e 
a? cos (0 — a) 
ergiebt, wenn man mit Hinblick darauf, dass die Parallaxe ein kleiner Winkel ist, 

we + « 

SS (04 

2 
setzt. 
Die allgemein giiltigen Parallaxenformeln ausser beim Monde, wo a nicht eine 

kleine Grésse ist, und die héheren Glieder der Taylor’schen Entwickelung nicht ver- 
uachlissigt werden diirfen, sind also: 


 — &. = — excosg! 


sin ( — oe) 
A cos0 
aoe a ' sing’ sin(y — | ee 


siny P| 


Aus der Gleichung: 


ergeben sich zwei um 180° verschiedene Werthe von 7; (6! — 6) aber ist fiir beide 
dasselbe nach (14), und daher kann fiir y immer der Werth zwischen 0° und 180° 
angewendet werden. 

Die zweite der Relationen (14) hat Hansen noch in einer anderen Form gegeben. 
Setzt man gleich von vornherein: 


cos eens =< 

so wird: 

1' cos 8' = Acosd — cos gy’ cos( — a) 

4' sind!’ = Asind — osing’. 
Addirt man nun das Product der ersten dieser Gleichungen in — sind zum Producte 
der zweiten in + cosd so folgt: 

A sin(8" — 0) = ecosg'cos(d — «) sind — eosin g' cos 0, 

oder, wenn, da es sich nur um eine Naherungsformel handelt und 6 und 6’, sowie 7 und J’ 
sich nur wenig unterscheiden, statt des Sinus der Bogen gesetzt und wieder mit 2 multi- 
plicirt wird, um g und 4 in den gewébnlichen Einheiten zihlen zu kénnen, so resultirt: 


o— 8 = es [cos g' cos( — %) sind — sing’ cosd| 


Om cos gy! sin (4 — @) 
Jd cos 0 
Oder, we ch 

ie ail aaa T = ex 0os g' sin(# — «) 


D = — o0xcos g' cos(O — «) 

T' = oxsing’ 
gesetzt wird, so lautet die Hansen’sche Form der allgemeinen Parallaxengleichungen in 
Rectascension und -Declination: 


eo - & = — aes 

F ie A cos 0 ye 

5’ 5 __ Dsind T' cos 0 ae 
a lee A A 


Hat man fiir eine bestimmte Sternwarte (fiir die also @, der Abstand vom Erdcentrum 
und g’, die geocentrische Breite, bestimmte, gegebene Werthe haben) eine grosse Zahl 
von Beobachtungen, so kann man wie folgt verfahren. Man bringt die Grésse 7’ in 
eine Tafel mit dem Argument (9 —«). Diese giebt dann gleichzeitig auch D, weil D aus 
T folgt, wenn sich 4 — @ um 90° andert; 7’ aber hat fiir jeden Beobachtungsort und 
also fiir jede Sternwarte einen bestimmten constanten Werth. — Gewdéhnlich werden 
jedoch die Formeln (14) angewendet. 

Fiir den Mond hingegen, dessen Aequatoreal-Horizontalparallaxe zwischen 54’ und 
61’ betragt, gelten, wie schon erwihnt, die abgeleiteten Naherungsformeln nicht, sondern 
es sind die strengen Parallaxenformeln anzuwenden, also bei Einfiihrung des durch die 
astronomischen Jahrbiicher gegebenen Aequatorealhorizoutalparallaxenwinkels p, 
der definirt ist durch die Gleichung: 


snp = 7 
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wo 1 der Aequatorealhalbmesser der Erde, 4 die Entfernung des Erdmittelpunktes vom 
Mondmittelpunkte ist, in Rectascension: 


0 cos g! sinp sin(% — 0) secd een 
1 — e@cosg' sinp cos(a — #)secd 


tg (a — 1) = 


wihrend man in Declination beim Monde nicht die Differenz 6’ — 0, sondern 0 direct 
rechnet, indem sich durch Division von: 
M' sind' = A(sind — 0 sinp sing’) 
A' cos 8' cos(u! — &) = Alcosd — osinpcos y' cos(m — 0)| 
beziiglich : 


, __ (sind — @sinp sin gy’) sec d cos (o - 0h) chy heen 


we 1 — @ sinpcos g' cos(a — @))secd 


ergiebt. 

‘ Da aber der Mond eine sichtbare Scheibe hat, so wird sein scheinbarer Halb- 
messer, vom Beobachtungsorte aus gesehen, wenn er fiir den Erdmittelpunkt gegeben 
ist, durch die Parallaxe auch gefndert. Indem der Mondhalbmesser unter dem Winkel 
w vom Erdmittelpunkte und unter dem Winkel w’ vom Beobachtungsorte aus gesehen 
erscheint, verhilt sich: 


sin w waft 
snw' A 


Bei Gestirnen mit kleiner sichtbarer Scheibe ist: 


; A 
Ee 7 
Durch Multiplication der ersten der bereits abgeleiteten Gleichungen: 
4' sind’ = Asind — oe Bsiny . 
4' cos 0' = Acosd — oBcosy 
mit cosy, der zweiten mit — siny und Addition folgt dann fiir solche Gestirne: 
ped, OE ete 
sin (0’ —-y) 
also: (al 
pea, sm OLS ®) 
w= w Se (5 = "7 Re ice ee ace Sele aed Dal. ee ee (19) 


Fiir den Mond hingegen, wo der Halbmesser gross erscheint, also der Sinus nicht mit 
dem Bogen vertauschbar, ist: 


sinw' —= sinw - Fi (20) 
obei: 
wobel A cos 0' cos (a! — ca) secd 


ii Os : oe ae ee Ok ee 
A 1 — e@sinpcos gy’ cos(a — 1) sec d 2) 


Fiihrt man noch die Hiilfsgréssen A und @ ein durch die Gleichungen 


@ sin p cos g' cos (a — @) 


COStAa - 
cos 0 


sin C = @sinpsing’, 


so ergeben sich die fiir die logarithmische Rechnung bequemen Formeln, aus denen 
man, wenn @ und 0 fiir den Erdmittelpunkt gegeben sind, die wahre Lage des Mondes 

. . . . : u 
gesehen von einem beliebigen Erdorte aus, allgemein berechnen kann: 
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Nr) . 
eee on (8 =) 
. A\? 
2 (sin 3) cos 0 
2 
. & — 
o> =e cos is © 0s (a! — wm) 
io + (22) 
(sin aoe cos 0 
sin >) ¢ 
Mi naiteyl) = 
sinw' — sinw cos 0" cos (4! 0) 


/ 2 
2 cos 0 (sir 3) 


In den vorhergehenden Formeln traten iiberall die beiden Gréssen @ und g’ auf 
und wir haben also noch zu zeigen, in welcher Weise dieselben fiir jeden Erdort all- 
gemein berechenbar sind. Dabei ist 
die geographische Breite m durch die 
Richtung der Schwerkraft (Lothrichtung) 
gegeben; die Lothlinie aber steht auf 
der LErdellipsoidoberfliche senkrecht; 
die geocentrische Breite g’ ist durch 
die Richtung nach dem Erdmittelpunkte 
gegeben. Die beiden Gréssen gm’ und 
g sind fiir fast alle Sternwarten im 
Berliner Jahrbuche vorhanden, an dessen 
Stelle man ndéthigenfalls auch die 
Connaissance des Temps, den Nautical 
Almanac, oder die American Ephe- 
meris zu Rathe ziehen kann. Findet 
man die betreffende Sternwarte nir- 
gends erwahnt, so bestimmt man @ genihert und berechnet dann g’ und @ mittelst 
folgender Formeln. 

Wir betrachten die Erde als abgeplattetes Rotationsellipsoid, dessen grosse Halb- 
axe a, wihrend die kleine b sei. Dann ergiebt sich zunichst die geocentrische Breite g’ 
als Function der geographischen Breite g und der Abplattung « Diese ist: 


a—bd 1 
—@_-:299,1528” 
indem nach Bessel fiir die Erde: 
@ == 6377397",15; 
b = 6356078™,96. 

Die Gleichung einer Meridianellipse, deren y-Axe durch den Nordpol der Erde 
geht, wahrend die #-Axe durch den Schnittpunkt vom Aequator und der Ellipse geht, 
ist definirt durch die Gleichung: 

mya 


rae oom 
Die Coordinaten eines Punktes der Ellipse sind: 
x = ocosg’, -y¥ = osing’, 


wobei @ der Abstand des Punktes vom Erdcentrum und gq’ die geocentrische Breite 
des Punktes sind. Durch Differentiation der Ellipsengleichung folgt: 
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2ada 2ydy 0 


a b2 
woraus: - 
dy b? a ' 
Br) See ee t . 
dx a y ge 
da aber auch: 
oy = — cot 


indem: 


v= 90 — td = @ 


ist, — d.h. die Lothlinie, welche die geographische Breite bestimmt, steht auf der 
Ellipsoidoberfliche senkrecht, — so wird: 


p2 
Ly emia 
cotgg' —cotg @’ 
also: igo! = (lS ee. a ag ee 


Der Radius @ Jasst sich ebenfalls als Function von #, g und von g’ darstellen, 
indem nach der Figur 


ease tear fit (L) 2 tae = = 


cos P 


ist, und sich fiir x aus der Ellipsengleichung : 


a a 
cs 2 ~ Vl + typtgg' 
a fe 
ji Se Pe tg p? 
ergiebt. Dahér wird: 
: a sec gy! 


V1 + ty@ ty’ 


ay et 2 oa 0 ee eee 
ae Vx gy’ cos (g' — g) =) 


In dieser Formel ist @ in Einheiten der grossen Halbaxe der Erde, a, ausgedriickt. 


oder: 


Die Parallaxe in Azimuth und Héhe spielt fiir die Bahnberechnung keine Rolle, 
sondern kommt bei manchen Beobachtungen in Betracht. Nichtsdestoweniger wollen 
wir die diesbeziiglichen Formeln hier noch kurz mit anfiihren, zumal sie nach den vor- 
hergehenden Auscinandersetzungen eigentlich sofort hingeschrieben werden kénnen. Denkt 
man sich, wie friiher, ein Coordinatensystem durch den Erdmittelpunkt und ein zweites, 
paralleles durch den Beobachtungsort gelegt, dessen xy-Ebene aber jetzt nicht mit dem 
Aequator, sondern mit dem Horizont zusammenfallend, so dass also die g-Axe durch das 
Zenith, die #-Axe durch den Siidpunkt und die y-Axe durch den Westpunkt geht, und 
seien beziiglich A’, 2’ und 4 das Azimuth, die Zenithdistanz und Entfernung eines Ge- 
stirnes bezogen auf den Beobachtungsort, A, 2, J aber auf den Erdmittelpunkt, so folgt, 
indem die wz-Ebene in beiden Coordinatensystemen dieselbe ist, aus der Anschauung: 


4M sin z' cos A! = Asinzcos A — @sin(p — g') 
4' sin g' sin A' = Asinesin A 


A cos 2! = 4cosz — ecos(p — g’). 


— 10 — 


Multiplicirt man jetzt die erste dieser Gleichungen mit — sin A, die zweite mit 


+ cosA und hierauf die erste mit + cosA, die zweite mit + sin A und addirt beide 
Male, so folgt: 


A sine sin(A' — A) = osin(p — g’)sin A | 
4' sin #' cos(A' — A) = Asine — osin(p — g')cosAL.. . (25) 
4' cos 2! = dosz — ecos(p — g’) | 
Uy 
Multiplicirt man nun die erste dieser Gleichungen mit sin ~ 9 = die zweite mit 
A' — A : 
COS a= und addirt, so folgt: 
! 
cos ~ aoe 
M' sinz' = Asine — esin(y — g’) ~— 
/ ae! ’ 
C08 ms aa 
ferner: 
4' cosz' = Acosze — ocos(y — g’), 
oder: 


A'sinz' = Asine — Qvcos(yp — g')tgy 
4' cosz' = Acose — ecos(y — g’), 
indem wir zur Abkiirzung: 


A’ +A 


cos ——. —— 


ee Ee toa(p — g') = toy 
cos 5 


gesetzt haben. Und multipliciren wir nun noch einmal die erste der zwei letzten Glei- 
chungen mit + cosz, die zweite mit — sinz und dann die erste mit + sinz, die 
zweite mit + cosz und addiren beide Male, so folgt leicht nach einer kleinen Reduction: 


A’ sin(e!’ — 2) = gcos(@ ¢') sin(z— 7) 
analog: ee re 
A woa(e — 4) = 4 — goos(g — g') one 
Ss 


Gleichungen, durch deren Division sich, wenn man noch mit 4 dividirt und wieder den 
Aequatorealhorizontalparallaxenwinkel p einfiihrt mittelst der Gleichung: 


; 1 
sinp = >; 


die Forme] fiir die Parallaxe in Zenithdistanz ergiebt: 
g sinp cos(p — g') Se 
tg(2 — 2) = eo ees (27) 


1 — @sinp cos (@ a oi y) 


Fiir den Mond ist dieser strenge Ausdruck wirklich anzuwenden. In allen iibrigen 
Fallen aber ist geniigend genau, indem das zweite Glied im Nenner so klein, dass wieder 
nach dem Taylor’schen Satze entwickelbar und die Tangente mit dem Bogen ver- 


tauschbar: 
/ 


z — ¢ = osinpcos(g — 9’) sin(e — ¥) | ee (cet det ee (28) 


cosy 
Indem nun aber in unserem Ausdruck fiir tgy, da tg(g — gy’) klein ist und A sich, wie wir 
bei Herleitung der Parallaxe im Azimuth sehen werden, nur wenig von A’ unterscheidet: 
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A' —A 


COS Sees 
/ 
eee tA = 00 


gesetzt werden kann, so folgt fiir: 


gy = cos Aty (9 — @" 
oder: 


y = (9 — g’)cos A. 
Mithin wird: 


ze! — z = osinpcos(g — g’')sin[z — (my — g')cosA]. . . . (29) 
Vernachlissigt man noch die Abplattung des Erdkérpers, wodurch gm — g' = 0 
wird, so wird in diesem Specialfalle die Parallaxe in Zenithdistanz: 


go = OSM PSE a i a we ee ee 


Die Parallaxe im Azimuth hingegen folgt ganz einfach durch Division der beiden 
ersten Gleichungen vom System (25), naimlich: 


dh = o sin(p — g')sinA 
tg(A a A sine — osin(y — g')cos A 
oder bei EKinfiihrung von p: 
ial a 0 sinp sin(y — g')sin A = ; 
De Lee pd 2 (1 0 sin p sin(p — g’) cos “) GD 


Sin 2 


Das ist die strenge Formel, die beim Monde anzuwenden ist. 
Um die genaherte Formel fiir die Parallaxe in Azimuth zu erhalten, bedenken wir. 


dass fiir eine kugelf6rmige Erde, wo « = 0 ist, auch A’ — A = O wird, dass also 
A' — A vom Range der Abplattung und mithin ein kleiner Winkel ist, dessen Tangente 
mit dem Bogen vertauscht werden kann. Ferner ist gy — g’ und ebenso p fir alle 


Himmelskérper ausser beim Monde sehr klein, also das zweite Glied im Nenner sehr klein 
und folglich wieder auf Grund einer Taylor’schen Entwickelung, deren héhere 
Glieder man vernachlassigt: 


__ @sinpsin(p — g')sin A 
vAl a3 A —— ON eee a eae eee . . . . . . . (32) 
Sehen wir von der ellipsoidischen Gestalt der Erde ab, setzen also » = g’', so wird 
in diesem speciellen Falle die Parallaxe im Azimuth: 


A Seales 04 ee, i ee 


Die Parallaxe in Héhe ist somit im Zenith Null, im Horizont ein Maximum 

und im Uebrigen dem Sinus der Zenithdistanz proportional. 
Schliesslich wollen wir noch zeigen, dass sich die Grésse 4’ durch die Entfernung J, 
»Erdmittelpunkt — Stern“, ausdriicken lasst. Multiplicirt man dazu im System (26) die erste 
z 


(! / 
, a Seen oes , ; ‘ z 
Gleichung mit sin —,—, die zweite mit cos 
~ 


oe S und addirt die Producte, so folgt: 
; cos(y — gq’) cos{1/, (2 — 
#29724 SE ee ee, 


‘ 


cos y cos 


Ausserdem findet man aber auch: 


a. 4 snl? = 7) : 
EM yy re 


— 107 — 


Zusammenstellung. 
Zum Schlusse «dieser Vorlesung seien die verschiedenen Parallaxenformeln der 
Uebersicht halber zusammengestellt : 
IL. Jaihrliche Parallaxe (Fixsternparallaxe). 

AGe in Linge und Breite: 

AM — 4 = — a'sin(A — ©)secB 

B' — B = — a'cos(A — ©)sinB. 
b. In Rectascension und Declination: 

a! — a = a'keos(K + ©)secd 

0’ — 0 = a'leos(L + ©). 


Il. Tagliche Parallaxe (allgemeine Parallaxe). 


A. In Rectascension und Declination. 


a) Streng (fiir den Mond): 
e cos y' sinp sin(a — () 


tg (co! — 0) = rie: 
: (sin =) cos 0 
2 
=a 0 
sin C vee a C se as 
Ul 2 92 
tg d — . 
_ A\? 3 
(sin 3) cos 
Ul ! os 
sinw' = sinw cos 0' cos (o 0) 


2 
2 cos 0 (sin 5) 


b) Geniahert (fiir die iibrigen Himmelskérper): 


on! gree Se sin (6 raz os) 

: A ° P 2 c0s0 

» _-»_.__ ,, sing! sin(y — 9) 
e ss ae a siny A : 


Nach Multiplication der rechten Seiten mit J sind das die gewéhnlich gegebenen 


Parallaxenfactoren paJ4 und py. 
Oder nach Hansen: 


SE 
~  Acosd wo Z' und D aus Tafeln, 
3’ <— D sin 0 T’ cos 6 { TZ" constant. 
pti Teenie: gimapeiiae | 3 


B. In Azimuth und Zenithdistanz. 
a) Streng (fiir den Mond): 
; 0 sinp sin(p — g’)sin A 
ig(A’ — A) = a ~ 
a 0 sin p sin(y — Hes) 
sin & (1 — pe 


» sin(e — ¥) 

e sinpeos(g — 9’) 

ge =) = n cos (2 — 7). 
1 — osinpcos(p — 9’) ae otk 


14* 
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b) Genaihert (fiir die iibrigen Himmelskorper): 


o sinpsin(g — g')sin A 


AAP - 
Sinz 
2 ts » sin(z — 7). 
z) — 2 = osinpcos(p gy’) ee 
¢) Speciell fiir eine kugelférmige Erde: 
Aaa) 
zg — z= osinpsine. 


ll. Werth der Sonnenparallaxe nach Gill: 
a — 8",80 w. F. + 0”,005. 


Dreizehnte Vorlesung. 


Die Aberration. 


Nicht weniger nothwendig fiir astronomische Rechnungen, als die Riicksichtnahme auf 
Parallaxe, ist die Beriicksichtigung der Aberration des Lichtes, Es ist bekannt, dass 
der Lichtstrah] merkliche Zeit gebraucht, die Zwischenriume zwischen den Himmelskérpern 
za durchlaufen, und zwar nach Glasenapp: 498,5 Secunden mittlerer Zeit fiir den Halb- 
messer der Erdbahn, der in der theoretischen Astronomie als Langeneinheit angenommen 
wird. Hat cin Himmelskérper gegen die Erde den Abstand Q, so ist ein Strahl dieses Gestirnes, 
welcher zur Zeit ¢ unser Auge trifft, zu der Zeit ¢ — 498,5 9 von demselben ausgegangen. 
Wenn also der vom Gestirn ausgehende Strahl im Beobachtungsorte anlangt, so hat dasselbe 
seinen Ort im Raume oft schon sehr merklich geandert. Aber auch der Beobachter selbst 
bewegt sich mit der Erde im Raume und ihm scheint daher der Lichtstrah] aus emer anderen 
Richtung zu kommen, als einem ruhenden Beobachter, da er nur die relative Bewegung 
des Strahles wahrnimmt, weil er sich selbst ruhend glaubt. Man hat demnach zwei Arten 
von Aberration zu unterscheiden, oder besser gesagt, zwei Ursachen, welche zusammen 
die Ablenkung des wahren Lichtstrahles bewirken und uns nur den scheinbaren liefern. 
Nimlich erstens die durch die translatorische und rotatorische Bewegung der 
Erde gemeinsam bedingte , Fixsternaberration“, die indess nicht die Fixsterne allein, 
sondern ebenso die Planeten, d. h. alle Gestirne iiberhaupt betrifft. Zweitens die 
durch die Bewegung des Objectes selbst, von dem der Strahl ausgeht, bedingte Aber- 
ration. Diese dadurch, dass das Licht die Aberrationszeit braucht, um vom Planeten 
auf die Erde zu gelangen (event. mehrere Stunden), verursachte Lageninderung eines 
Sternes, bezeichnet man mit ,Planetenaberration“. Dieselbe beeinflusst eigentlich 
sowohl Plancten- wie Fixsternbeobachtungen, kann aber, da wir die Entfernung der 
Fixsterne im Allgemeinen nicht kennen, nur bei ersteren beriicksichtigt werden. Um die 
Gesammtwirkung beider Aberrationen geometrisch zu yveranschaulichen, sei in Fig. 22 
C der Ort des Gestirnes im Weltenraume zur Zeit t — 498850, T) der Ort der Erde 
zu derselben Zeit, Z' aber der Ort, an welchem die Erde und das Auge zur Zeit ¢ von 
dem von C zur Zeit ¢ — 49885 @ ausgegangenen Strahle ereilt wird. Das Auge wiirde 
das Gestirn in der Richtung 7'C erblicken, wenn die Erde in dem Punkte 7 in Ruhe 
wire; es verursacht nun aber die Bewegung der Erde die von uns als Fixstern- 
aberration bezeichnete Tauschung tiber die Richtung des Strahles, vermége deren 
auch der Strahl C7 eine andere, die Richtung von C' 7, zu haben scheint. Es ist erstens 
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ersichtlich, dass die Richtung C’7' des scheinbaren Strahles mit den Richtungen von 
CT und der Erdbewegung in dieselbe Ebene fallen muss, also in die Ebene, in welcher 
das Dreieck 7) 7'C liegt; zweitens, dass jene Tiu- Fig. 22, 
schung, oder der Winkel C70’, gleich dem Winkel 

1) CT wird. Denn die trigonometrische Tangente 

der Fixsternaberration ist gleich dem Verhiiltniss: a 
die zum Strahle senkrechte Componente der Erd- ‘as 
bewegung dividirt durch die Geschwindigkeit des 

Lichtes. Den Weg der Erde 7 7 wihrend der 


498*,5 @ Secunden wird man als mit gleichmiissiger jo 
Geschwindigkeit zuriickgelegt ansehen diirfen, wenn aS 
das Gestirn zu unserem Sonnensystem gehért; es ee Be 
kann also fiir das obige Verhiltniss der Geschwindig- Rae To 


keiten das der in 49855 @ Secunden zuriickgelegten 
Wege gesetzt werden, oder, wenn J” der Fusspunkt des von Z, auf CT gefillten 
Perpendikels ist, das Verhialtniss: 


TT" 
—= 
bis auf Unmerkliches gleich dem Verhiltniss: 
yg 
ar 


oder gleich der trigonometrischen Tangente des Winkels 7, CT’. Folglich ist 7'C' parallel 
T, C, d. h. es wird unter dem Einflusse der Erdbewegung das Gestirn zu der Zeit t in 
derjenigen Richtung oder an demjenigen Orte der Sphire beobachtet, wie sie der Ver- 
bindungslinie von Erde und Gestirn zu der Zeit ¢ — 498%,5 @ entspricht. 

Es mégen hier noch der Gauss’schen Erklarung der Fixsternaberration einige 
Worte gewidmet sein, da sie eine sehr klare Anschauung giebt. Man nennt ein Fern- 
rohr auf cinen Fixstern gerichtet oder eingestellt, wenn das Bild des Sternes in das 
Fadenkreuz des Fernrohres fillt. Gesetzt, diese Bedingung sei fiir ein ruhendes Fern- 


Fig. 23. 


rohr erfiillt, so wird sie es nicht mehr zu sein scheinen, sobald das Fernrohr, an der 
Bewegung der Erde theilnehmend, eine zum Strahle senkrechte Geschwindigkeit hat, 
und das Fadenkreuz, wihrend der Strahl die Axe des Fernrohres durchliuft, einen 
gewissen Weg zuriicklegt. In Fig. 23 z B. wird durch das Objectiv o in f ein Bild 
des unendlich entfernten Sternes S entworfen, welches mit dem Fadenkreuze zusammen- 
fallen wiirde, wenn nicht eben, wihrend der Strahl den Weg of zuriicklegte, das Faden- 
kreuz von f nach f’ gelangte. Das Bild in das Fadenkreuz zu bringen, wiirde es einer 
Drehung von dem Betrage des Winkels fof" bediirfen, dessen trigonometrische Tangente 
offenbar das Verhiltniss der gegen den Strahl senkrechten Erdgeschwindigkeit zur 
Geschwindigkeit des Lichtes ist. 

Ehe wir den Einfluss der durch die translatorische Bewegung der Erde be- 
dingten ,,jahrlichen“ (Fixstern-) Aberration, sowie denjenigen der durch die rota- 
torische Bewegung der Erde bedingten der ,,tiglichen“ (Fixstern-) Aberration auf 
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die Coordinaten der Ekliptik und des Aequators feststellen (die durch das gemein- 
same Vorwirtsgehen der Erde mit der Sonne im Raume bedingte sogenannte sdculare 
Aberration ist nicht berechenbar, weil man die Eigenbewegung der Sterne nicht geniigend 
kennt), wollen wir uns die Entstehung und Bedeutung der allgemeinen, fir jede 
beliebige Bewegung des Beobachters giiltigen Aberrationsformeln vergegenwartigen, 
durch deren Specialisirung sich die Formeln der tiglichen und jahrlichen Aberration 


fiir Rectascension und Declination und fiir Lange und Breite sofort ergeben. 
ao : : du dy az 
Sei 7 die Linge des Fernrohres, w die Geschwindigkeit des Lichtes, ait ama 


die Geschwindigkeitscomponenten des Beobachtungsortes in Bezug auf ein rechtwinkliges 
Coordinatensystem, « und 6 die Polarcoordinaten des wahren, @ und 0’ hingegen die- 
jenigen des scheinbaren Strahles (der in die Richtung des Fernrohres fallt) in Bezug 
auf dasselbe System. Dann sind die Componenten des Lichtweges des scheinbaren 
Strahles im Fernrohre nach den drei Axen: 

I cos c' cos 0' 

Lsin a’ cos 0" 

Tsin 0", 
wahrend die Componenten des Lichtweges des wahren Strahles im Fernrohre nach 


den drei Coordinatenaxen: 
u(t’ — t) cosa cos 0d 


w(t! — t)sinacosd 
u(t’ — t)sind 
sind, wenn die Lange des Fernrohres in der Zeit (t’ — #) vom Lichte durchlaufen wird. 
Schliesslich sind die Componenten der Bewegung des Beobachtungsortes:. 
v-9F, 94% 0%, 
daher ergeben sich unmittelbar die folgenden allgemeinen Aberrationsformeln: 


. l 
(t’ — t) wcosa%cosd = Icos 0' cosa’ — = (t’ — t) 


(v — t)wsinacosd = Icos 0! sine’ — oe (ae) er ee ee 
¢ 
(t' — t)usind = lind = = (' — t) 
C 
oder, weil bis auf unmerklich kleine Glieder héherer Ordnung: 
l= (t' — thw 
ist, da die Lange des Fernrohres in der Zeit (¢/ — t) mit der Geschwindigkeit u gleich- 
missig durchlaufen wird: 
cos 0° cos & — cosacos0 = sali 
iu dt 
: i “ l dy 
08 0’ sina’ — gs 0 = SC Viewioae ia. seraaiee wy lete rer oe 
cos 0' sin o sin 0 cos Eta (2) 
sind! — sind = aes 
u dt 


Da nun aber die Lichtgeschwindigkeit w sehr gross, also ra sehr klein ist, so ist 


der Richtungsunterschied des wahren und scheinbaren Strahles sehr klein, d. h. die 


— llr — 


Gréssen a — w= Ja und 0’ — d = JO sind Kleine Winkel, deren Cosinus gleich 1 


und deren Sinus mit dem Bogen vertauschbar ist. Fiihren wir das cin und setzen fiir 


# und 0! beziiglich 


i — a ee a A 
0! = 0 -{- 140° 
so werden unsere Gleichuneen: 
ee foe l dz 
— cosd sina da — cosa sind 40 = — — 
wid 
: ; A ee% lL da oh 
+ cos0 cosa da — sinw sind A0 = — ee ahh ee Ae Se Ty) 
uid 
: . 1 de 
+ -cosd0 40 = — — 
uw dt 
Durch Multiplication der ersten dieser Relationen mit — sina, der zweiten mit 


+ cos% und Addition folgt direct der Unterschied des wahren und scheinbaren Ortes 
in Rectascension: 
1 (da dy 4 
se —a => Je = — — Rak i ee sec 0. 
uw (dt dt J 


Durch Multiplication hingegen der ersten Gleichung mit cos %, der zweiten mit sina und 
Addition folet: 
1 /dz dy . 
sind 4d = — — (— cosa + oe sina )- 
u \dt dt 
Und wenn wir diese Gleichung mit sind, die dritte des Systemes (3) mit cosd multi- 
5 ? y 
pliciren und addiren, ergiebt sich als Unterschied in der anderen Coordinate: - 
L fae “ate dy. Fal dz 
A0 = — — ( cosa sind + — sina sind — — cos 0): 
uw \dt dt dt 


Die allgemeinen Aberrationsformeln sind also: 


a“ — a= a = sine = — cost dy) sec 0 
wl dt} 
; Fey a elf 
o—d = iG sind 4 sin O sind Y — cos fy 
Oder, wenn man bis zu Gliedern zweiter Ordnung inclusive geht, wie leicht abzuleiten : 
] 1 x y 
“ao —ao= ae sine =e — cos a sec 0 
1 { dx dy\ { dx .  ay| 
— — — -= ——/ sec 02 
+ we wearn Wt COS % dif \ COS ai + sine dt| SC 
14 de 
6’ — 9d Bee aes sind = + sina sind —2 — cosd ae) 
Tn ie dt dt 
dy\? - (4a) 
1 : y 
— — —) tgd 
or hes 7 0 dif g 
ie a 3 de | 
+ oie cos 0 + sina cos 0 + sin di 
dx 9 C4\ 
pA os sin 0 at + sina sind ay — cos 0 rie 


Je nachdem wir nun die zy-Ebene als Ekliptik oder als Aequator wahlen und 
die drei Geschwindigkeitscomponenten fiir die translatorische und die rotatorische 
Bewegung der Erde bilden, und in die allgemeinen Formeln einsetzen, erhalten wir die 


jihrliche und tigliche Aberration beziiglich in Linge und Breite und in Recta- 
scension und Declination. 

Zuniichst wollen wir den Einfluss der jaihrlichen Aberration auf die Coordinaten 
beider Systeme betrachten, und zwar zuerst auf diejenigen des Systemes der Ekliptik, 
auf Linge und Breite. Die wy-Ebene sei also die Ekliptik und die x-Axe gehe 
durch den Widderpunkt, so dass sich die Erde jetzt in der Fundamentalebene selbst 
bewegt. Fiihren wir nun an Stelle der heliocentrischen Linge der Erde, d. h. des 
Winkelabstandes der Erde vom Friihlingspunkte, da man nicht von der Sonne die Erde 
beobachten kann, sondern umgekehrt nur die Sonne yon der Erde, den Winkel ein, 
unter dem die Sonne von der Erde aus gesehen erscheint, so hat derselbe offenbar eine 
vom ersteren um 180° verschiedene Linge. Bezeichnen wir also mit ,@“ die Linge 
der Sonne von der Erde aus gesehen, so wird der Winkel des Radius vectors R nach 
der Erde mit der w-Axe beziiglich 180 + © sein und die drei Coordinaten der Erde 
bezogen auf die Sonne als Anfangspunkt werden: 


x = Reos (180 + ©) = — Roos © 
y = RKsin (180 + ©) = — Rn © 
Gia Mt 
Mithin die drei Geschwindigkeitscomponenten der translatorischen Erdbewegung: 
da dR 5 d©® 
Tp aan, bat cos © +. Rsin © AE 
dy ia aR 2 : d©® tore ae Sa , . 5) 
Wikoo mle sin ©) — Reos ©. | (E 
dz : 
== 1(); 
dt ; . 


Trigt man diese drei Differentialquotienten in die allgemeinen Aberrationsformeln (4) 
ein und ersetzt in denselben % und 0 beziiglich durch 2 und B, so ergiebt sich die Ab- 
weichung des wahren Ortes vom scheinbaren in Liinge und Breite. 

Sei, wie gewohnlich, die grosse Halbaxe der Erdbahn a = 1, I die Linge des 
Perihels der Sonnenbahn, » die wahre Anomalie der Sonne, © ihre Linge, R der Radius 
vector der Erdbahn, so ist: 


O=r+T, 
also, wenn man von den kleinen Stérungen absieht, d. h. I” = const. setzt: 
d® dv 
AG hi 


Um die obigen Differentialquotienten berechnen zu kénnen, miissen wir R und 
v durch bekannte Gréssen ausdriicken. Die diesbeziiglichen Relationen ergeben sich 
aber aus der Theorie der elliptischen Bewegung (cf. Vorlesung 4) sofort. Es ergiebt 
sich namlich einerseits durch Differentiation der Ellipsengleichung : 

08 D2 
p= ae ey. = a(1 — e cos E). 
nach einer leichten Transformation: 
a COs Gp 
* 


dy = aE, 


withrend durch Differentiation der Kepler’schen Gleichune 


: 
Or 


Le = ~ dM 


folgt. Mithin wird: 


Setzen wir diesen Werth in die differentirte Ellipsengleichung ein: 


a cos op? Ae 
ee esinvdr, 
(1 + ecosv)? 
so folgt: 
a cos 


LT = 
F (1 + ecosv)?r? 


esinvd M. 


Da aber: 
a? cos gt a 
(1 + ecosv)? ; 
so folgt, wenn wir dr mit acosg multipliciren und dividiren und fir r gleich die Be- 
zeichnung R wihlen: 
dR = atgg sinvd M. 
Durch Einfiihren dieser zwei Werthe: 


d©® dv __ @cspy dM 


LT we ee dt 
Se a ae ee 
ae Be ass 
di = aigp snv di 


in die obigen drei Ausdriicke fiir die Geschwindigkeitscomponenten, werden diese nach 
entsprechender Reduction, indem wir die grosse Halbaxe der Erdbahn gleich 1 setzen: 


dx 1 dM 


“eae pe ee) 

dy 1 aM... 

di =~ mg ar Sy esl + 2080) PMs este ey Meese BT) 
oe) 

dt 


Tragen wir schliesslich diese drei Relationen in die allgemeinen Aberrationsgleichungen 
(4) ein, wobei in denselben noch 4 und # an Stelle von @ und 0 zu setzen ist, so er- 
geben sich als Formeln fiir die Unterschiede der wahren und scheinbaren Oerter in 
Linge und Breite nach kleiner Reduction analytisch die Ausdriicke: 


Lecpam.. 
Ph — 2 EEE (sin peos(h — P) + cos(8 — O)) | ey 
We nea eee OM ey, sin(h —T) + sin(h — ©) | 
= & cosp dt is 


In diesen Formeln haben wir, damit sie numerischen Rechnungen zu Grunde gelegt 
werden kénnen, noch die betreffenden Constanten durch Zahlen auszudriicken. Auf 
Grund der am Pulkovaer Passageinstrument im ersten Vertical angestellten beriihmten 
Beobachtungen von Struye ermittelte dieser den constanten Factor in letzteren 
Gleichungen, die sogenannte Aberrationsconstante (deren geometrische Bedeutung 


siehe 8. 115) zu: 


eet ee, aot tab, 
u cosp dt 


Weitere gleichfalls in Pulkova angestellten Beobachtungen ergaben folgende Werthe: 
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20”,507 + 0,021. . . Peters 
20 469 = 002604 8. Gyiden Verticalkreis 
20-405 42 O02 ee a ao yrem 


Mittel: 207,495 + 0,013 


Ferner: 
207,498 = 0",012".. . %. Sehweiwer 
20. A983 a0 -012. = 2 e\Vaener 
Mittel: 20,491 + 0”,009 


20" AG3 2 0".017_ , « 5 > SiTuye Passageinstrument im 
20,51 %o42 0 (014) as oa Ny ren ersten Vertical 
Mittel: 20°,490 + 0%,011. 

In seiner Abhandlung: ,|’Aberration des étoiles fixes“ (Mém. de lAcad. imp. des 
sciences de St. Petersbourg, Tome XXXI, 9, 1883) hat Nyrén, auf Grund dieser zuver- 
lissigen Beobachtungen, fiir die Aberrationsconstante den Werth: 

oe ke eee 
u cosy dt 
gegeben. Auf Grund dieses Werthes ergiebt sich fiir die Zeit, die das Licht braucht, 


um die astronomische Lingeneinheit, den Halbmesser der Erdbahn, a= 1, zu durch- 
laufen, der Werth: 


|! Meridiankreis 


= 0; = 20,492 + 0",006 


es 4988,92, 
wu 
wahrend der Glasenapp’sche etwas abweichende Werth: 
1 
— = 498,46, 
u 
das Mittel aus verschiedenen Beobachtungen ist. 
Fir die Sonnenparallaxe a aber ergiebt sich aus dem Nyrén’schen Werth der 
Aberrationsconstanten und dem Newcomb’schen Werth der Lichtgeschwindigkeit: 
w = 299860 km 
= Ot Tg, 
withrend der friiher schon erwihnte Gill’sche, etwas abweichende Werth: 
% == 87,80 
von der Pariser Conferenz adoptirt ist. Fiir den Factor: 
1 Lo GMS « : 
nocanene sin p = CO sing 
in den Gleichungen (8) aber ergiebt sich nach Nyrén der Werth: 
C; sin. p = 0",343. 
Die Formeln fiir die jihrliche Aberration in Linge und Breite werden bei 
Annahme des Pariser Conferenzwerthes der Aberrationsconstanten numerisch: 
At — 1 = — 2047 cos (© — A) see B — 0",343 cos (A — T) see B 
B' — B = — 20"47 sin(© — A)sinB + 0",343 sin(d — ak ; (9) 
Beriicksichtigt man in diesen Gleichungen nur die ersten Glieder, indem man die 
Constante 20,47 mit ¢ bezeichnet: 
i’ — 4 = — ccos(A — ©) sec B 
Bb’ — B= + esin(A — ©)sinB 


der Werth: 
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und denkt sich an der scheinbaren Himmelskugel an den mittleren Ort des Sternes 
eine Tangentialebene gelegt, deren Schnittlinien beziiglich mit einem Parallel- und einem 
Breitenkreise : 

—& = cos B (A’ — A) 

n= 6 —6 
nichts anderes als die Coordinaten des wahren (mit Aberration behafteten) Ortes in 
Bezug auf den mittleren darstellen, dann ergiebt sich durch Quadriren und Addiren 
obiger Gleichungen mit Riicksicht auf die Werthe von & und y die Gleichung: 


’ ” 


ce ce? sin B2 
Es beschreibt mithin ein Fixstern in Folge der jihrlichen Aberration um seinen mittleren 
Ort eine Ellipse, die sogenannte Aberrationsellipse, deren grosse Halbaxe, die 
sogenannte Aberrationsconstante: 
ee a 
& cosp dt 


c= 0 ats 


und deren kleine Halbaxe, csin B, das Maximum der Aberration in Breite ist. Ein 


Stern im Pol der Ekliptik, wo £6 = 90°, aber beschreibt einen Kreis vom Radius 
20,47 um seinen mittleren Ort, ein Stern hingegen, der in der Ekliptik steht, wo 
B = 0, beschreibt eine gerade Linie. — Speciell fiir die Sonne, wo 4 = ©, B = 0, 
also secB = 1 ist, wird die jahrliche Aberration in Linge und Breite: 

A — b= — 20"47 — 0",343 cos(©O —TL) | 


s1— p= 0 | a ae EO 


d. h. die Sonne entfernt sich durch die Aberration nicht aus der Ekliptik, wahrend die 
wahre Sonne der scheinbaren stets um den Winkel 4’ — A voraus ist. 

Um den Einfluss der jihrlichen Aberration auf Rectascension und Decli- 
nation festzustellen, wiihlen wir wieder die Sonne als Anfangspunkt des Coordinaten- 
systems, als zy-Ebene aber den Aequator, die x-Axe gehe wieder durch den Widder- 
punkt. Dann zeigt die riumliche Vorsteilung Ilcicht, dass # als Hypotenuse, die 
y- und z-Coordinate aber als Katheten eines rechtwinkligen Dreieckes folgende Werthe 
haben, wenn © wieder die Linge der Sonne bezeichnet: 


z = Reos (180 + ©) = — ReosO 
y = — Rsin©O cosé 
2 = — RsinO sing. 


Also, da © =v + I, durch Differentation: 

hi eee Nee € 
= SS cos ae + Rh SU 
dy dh dv 


or = — Ssin® cose R cos ©) cos € qi 
E in , lv 
bad = — sin® siné = — Rcos@® siné oni 
oder, da: 
dv acosp dM 
at Rr vat 
aE coe cal. pieinis ee 
Ca oe at 
ist, auch, wenn wir wieder @ = I setzen: 


15% 
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dx lintd Wi . E 
be r 

a= + wages \sing sin’ + sin ©} 
dy il ae. MS nah ty i 
sb gen ee Sap ee a ee ry S COS E 
a eeu {sin cosI’ + cos ©} 
dz 1 ORCI oe P 

— a SiN E 
i: a eens {sin p cosI’ + cos ©} si 


Fiihren wir diese Werthe in die allgemeinen Aberrationsformeln (4) ein, so ergiebt 
sich als Unterschied der wahren und scheinbaren Rectascension und Decli- 


nation: 
Mt he 


a! — a = — — —— —— {cos© cose cosa + sin © sina} secd 
uw cosm dt 
ime = : uy sing {cosa cose cosI’ + sina sin} sec d 
u cosp dt 
vo —d=— + 3 ae oO {cos © (sina sind cos e—cosd siné) — cosa sind sin ©} 
+ = ae - sin p {cosI' (sina sind cos €— cos 0 sin €) — sinI cosa sind} 


oder, mit Hinblick auf die angegebenen Zahlenwerthe numerisch: 


ou! —«% — — 20"47 {cos© cosa cose + sin© sina} secd 
— 0,343 {cosI cosa cose + sinI sina} secd 
d’— 0 = + 20",47 {cos © (sina sind cose — cos siné) — sin © cosa sind} 


+ 0,343 {cosI (sina sind cose — cosd sine) — sinI cosa sind} 


Zum Schlusse haben wir noch den Einfluss der tiglichen Aberration auf die 
Coordinaten der Gestirne festzustellen. Da derselbe in Linge und Breite nicht ge- 
braucht wird, so behandeln wir hier nur die tigliche Aberration in ihrer Wirkung 
auf die Rectascension und Declination. Dazu verlegen wir den Mittelpunkt des 
Coordinatensystems in das Erdcentrum, wahlen wieder die xwy-Ebene als Aequator, 
so dass die g-Axe mit der Rotationsaxe der Erde zusammenfillt und die x-Axe durch 
den Widderpunkt geht. Die Coordinaten irgend eines Beobachtungsortes der Erd- 
oberflache mit der Entfernung @ vom Mittelpunkte sind dann, wenn die geographische 
Breite, @ die Sternzeit, d. h. den Winkel zwischen dem Meridian des Beobachtungsortes 
und demjenigen des Frihlingspunktes bezeichnet: 

x” == cos p cos O 
Y = ocos p sinO 


= osing, 
also die drei Geschwindigkeitscomponenten des Beobachtungsortes rotatorisch: 
— = — 0cos®@ sinO ide 
dt 
dé 


= + 0 cos @ cos@ vlc tr? thee (13) 


= () 


oy oid gh oe Oy 
ea ai +) Ss 


Durch Substitution dieser Ausdriicke der rotatorischen Geschwindigkeitscompo- 
nenten in die allgemeinen Aberrationsformeln (4) folgt: 


a ee 


1 

= & = 7, ae Q cosy cos( — a) sec d 
1 

os’ — 6 er S Q cos p sin() — a) sind 


Als Constante der tiglichen- Aberration ergiebt sich aber unter Zugrunde- 
legung des schon angefiihrten Newcomb’schen Werthes fiir lu: 
& = 299 860km, 
ferner des Bessel’schen Werthes fiir den Erdhalbmesser 0: 
@ = 6377,4km, 
sowie des Werthes fiir die Winkelgeschwindigkeit der Erde in einem Tage: 
do 
dt 
— wo V das Verhiltniss von einer Secunde in mittlerer Zeit zu einer Secunde in 
Sternzeit: 


= .10" V, 


log V = 0,00118 
ist, — der folgende Werth: 


- 07.320: 


Unter Beriicksichtigung dieses Werthes ergeben sich als Unterschiede des wahren und 
scheinbaren Ortes in Folge der tiglichen Aberration in Rectascension und 
Declination die Werthe: 
o! — a = + 0",320 cos p cos (0 — «) secd 4 
6’ — 0 = + 0",320 cos p sin (0 — a) sind at) 


Man ersieht hieraus, dass die tagliche Aberration von der Breite (py) und Sternzeit (@) 
des Beobachtungsortes abhingig ist. 

Ebenso erkennt man leicht aus diesen Gleichungen, dass ein Stern analog wie bei 
der jihrlichen Aberration im Laufe eines Jahres, so in Folge der tiglichen Aber- 
ration im Laufe eines Sterntages um seinen mittleren Ort eine Ellipse beschreibt, 
deren grosse Halbaxe 0”,320cosq und deren kleine Halbaxe 0,320cos gq sind ist, die 
fiir einen Stern im Weltpol in einen Kreis fiir einen solchen, der im Aequator stiinde, 
aber in eine gerade Linie degenerirte. 

Speciell im Meridian, wo 4 = @ also sin (9 — «%) = 0 und cos (9 — a) = 1 ist, 
findet offenbar keine tigliche Aberration in Declination statt, indessen ihr 
Maximum in Rectascension, nimlich: 

ao! — « = + 0,320 cos p seco, 
eine Grésse, die man bei Reduction von Meridianbeobachtungen in Abzug vom Colli- 
mationsfehler bringen kann in der Art, dass man gleich Collimationsfehler minus dieser 
Grésse als Correction an die Beobachtung anbringt. 


Mit Hinblick auf die vorstehenden Entwickelungen lassen sich drei Methoden 
angeben, um den Ort eines Planeten oder Kometen vom Einflusse der Aberration zu 
befreien. Zur iibersichtlicheren Darstellung derselben fassen wir das Bisherige noch 
einmal kurz zusammen. 

Wir haben gesehen, dass die Aberration ihre Ursache darin hat, dass die Ge- 
schwindigkeit des Lichtes zwar sehr gross, aber nicht unendlich gross ist gegeniiber 
derjenigen der Erde. Die zunichstliegende Folge hiervon war, wie wir sahen, die, dass 
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man einen yon einem Objecte S ausgehenden Lichtstrahl erst nach Ablauf der Aber- 
rations- oder Lichtzeit erblickt, d. h. nach Verlauf der Zeit, die das Licht braucht, 
um vom Objecte bis zum Auge des Beobachters zu gelangen. Da das Licht in einer 
Secunde circa 300000km durchliuft, so braucht es nach den besten Bestimmungen 
498*,46 mittlerer Zeit, um die astronomische Lingeneinheit, d. h. die grosse Halbaxe 
der Erdbahn zu durchlaufen. 

Sei also @ die Distanz des Objectes in mittleren Erdbabnradien, so braucht das 
Licht: [7,76112 —10]o mittlere Sonnentage, um bis zum Beobachter zu gelangen. Diese 
Grésse muss man also von der Beobachtungszeit abziehen, um die wirkliche Ausgangs- 
zeit der Strahlen zu erhalten. Won der Sonne erhalt man demnach das Licht in circa 
acht Minuten, von den Ausseren Planeten erst nach Stunden und von den Fixsternen 
nach Jahren. Da man aber die Entfernung dieser letzteren meist nur ungentigend kennt, 
muss man sich daranf beschrinken, die Zeit, zu der sie beobachtet wurden, anzugeben. 
Diese Aberrationserscheinung, die also nur fiir unser Sonnensystem von Wichtigkeit ist, 
bezeichneten wir im Vorhergehenden als die Planetenaberration. Zu ihr kam, wie 
wir gesehen, noch eine Art von optischer Tauschung, die Fixsternaberration. 

Nach den heute in der Physik herrschenden Anschauungen der Undulationstheorie 
wird die Bewegung eines Lichtstrahles im Weltraume von derjenigen seines Ausgangs- 

punktes nicht beeinflusst. Welches also auch die Bewegung 
des beobachteten Objectes S sein mag, in jedem Augenblicke 
gehen von ihm Lichtstrahlen mit gleicher Geschwindigkeit 
nach allen Seiten aus. Sei S das lichtaussendende Object 
(Fig. 24)1), C das optische Centrum des Fernrohrobjectivs und 
AB die Focalebene (in der sich das Fadenkreuz befindet), so 
bringt der betrachtete Strahl SC im Punkte J der Focalebene 
AB ein Bild hervor, welches mit Hiilfe des Oculars O beob- 
achtet wird. Diese Betrachtung ist aber nur dann richtig, 
wenn sich das Fernrohr selbst in Ruhe befindet. Da dies 
indess nicht der Fall ist, weil das Fernrohr in Folge der 
translatorischen Bewegung der Erde in die Lage 0’ C’ ge- 
langt, wenn die Lichtstrahlen die Erde erreichen, so trifft 
nicht der Strahl SC das Centrum des Objectives, sondern 
vielmehr der Strahl SC’. Derselbe durchliuft dann noch 
die gesammte Linge des Fernrohres, um zur Focalebene gu 
_ gelangen, Fassen wir den Schnittpunkt J” der Linien SC’ 
“und JJ’ ins Auge, so durchliuft demnach der Punkt Z des 
Fadenkreuzes die Strecke JZ’, wihrend das Licht den Weg SC’ 
zuriicklegt. Es ist somit JJ’: SC’ das Verhiltniss der Ge- 
schwindigkeit der Erde zu derjenigen des Lichtes. Nun ist 
aber (indem wir nur die translatorische Bewegung der Erde ins Auge fassen) IC 
parallel 2/C’, Es verhilt sich daher I'Z’ zu C'I'" wie die Geschwindigkeit der Erde 
zu derjenigen des Lichtes. Mit anderen Worten, der Punkt J des Fadenkreuzes kommt 
gleichzeitig mit dem Strahle SC’ in J’ an. 

Die erste Methode beruht darauf, dass der Beobachter das Object S an der- 
jenigen Stelle des Himmels zu sehen glaubt, wo es sich zur Zeit, wo der Lichtstrahl 
von ihm ausgeht, wirklich befindet. Der scheinbare Ort zur Zeit der Beob- 
achtung ist mithin gleich dem wahren Ort der reducirten Beobachtungs- 


) Die Linie II’1” ist, da bei der ganzen Betrachtung yon der Kriimmung der Erdbahn ab- 
gesehen wird, als Gerade aufzufassen. 
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zeit (Beobachtungszeit minus Lichtzeit). Will man also die Beobachtung eines Objectes 
(dessen Entfernung niherungsweise bekannt sein muss) mit einer Ephemeride, die stets 
wahre Orte giebt, vergleichen, so ergiebt sich erstens die folgende wichtigste Methode 
zur Beriicksichtigung der Aberration bei Kérpern unseres Sonnensystemes. 

Man berechnet die Lichtzeit, zieht dieselbe von der Beobachtungszeit ab und ent- 
nimmt fiir diese reducirte Zeit der Beobachtung die Stellung des Kometen (die 
Rectascension % und die Declination 6) der Ephemeride. Diese Grissen kann man 
dann direct mit den durch die Beobachtung gegebenen, scheinbaren, vergleichen, 

Bei ersten Bahnbestimmungen ist die Distanz des beobachteten Objectes un- 
bekannt. Neu entdeckte kleine Planeten befinden sich gewéhnlich in dem der Sonne 
entgegengesetzten Theile des Himmels (also in der Nahe der Opposition), weil hier die 
Sichtbarkeitsbedingungen am giinstigsten sind. Da man ferner weiss, dass ihre Bahnen 
nur wenig geneigt sind und sich zwischen denen von Mars und Jupiter befinden, so kann 
man in der ersten Anniiherung eine Aberrationszeit von circa 18 Minuten voraussetzen. 
Man kénnte also diese Grésse von der Beobachtungszeit abziehen, und die Rechnung 
mit der so reducirten Beobachtungszeit durchfiihren. Dieses Verfahren hatte aber den 
Nachtheil, dass man bei jeder folgenden Anniherung (welche ja einen verbesserten 
Werth fiir die Lichtzeit liefert) eine andere reducirte Beobachtungszeit erhalten wiirde 
und fiir diese jedesinal die Sonnencoordinaten und die dayon abhingigen Groéssen von 
Neuem berechnen miisste. 


Um dies zu vermeiden, kann man in Anwendung einer zweiten Methode die 
Beobachtungszeit beibehalten und kleine Correctionen an die beobachteten Coordinaten 
des Planetoiden anbringen. Man sucht also so gut, als dies mit Hiilfe der vorhandenen 
Beobachtungen méglich ist, die Bewegung des Planeten in Rectascension und Decli- 
nation in der Nahe der zu reducirenden Beobachtung zu bestimmen. Sind diese 
Gréssen bekannt, so ist der wahre Ort zur Zeit der Beobachtung gleich dem 
scheinbaren Orte des Planeten 18 Minuten spiter. 

Obgleich diese zweite Methode nicht auf fusserste Genauigkeit Anspruch machen 
kann, so liefert sie doch meist bei Anwendung auf kleine Planeten schon in erster 
Anniherung ganz gute Resultate. 


Um noch eine dritte Methode zur Beriicksichtigung der Aberration bei ersten 
Bahnbestimmungen zu finden, betrachten wir von Neuem Fig. 24. Der Beobachter, 
welcher den Lichtstrahl in J” sieht, glaubt, dass derselbe die Richtung IC oder I’ C' 
habe. Es wird also jeder Lichtstrahl, der die Richtung SC’ hat, um den Aberrations- 
winkel y von seiner urspriinglichen Richtung abgelenkt, eine Erscheinung, die wir als 
Fixsternaberration bezeichneten. Unter der scheinbaren Stellung eines Fixsternes 
versteht man also die scheinbare Richtung der von ihm ausgehenden Strahlen, in unserem 
Falle die Richtung IC resp. I’ 0’, wihrend der wahre Ort die Richtung SC’ ware. 
Man hat also an den wakhren Ort eines Fixsternes noch eine Correction, die 
»Aberration®“, kurz gesagt, anzubringen, um den scheinbaren Ort zu erhalten, 

Hieraus ergiebt sich die dritte Methode, um bei ersten Bahnbestimmungen die 
Aberration zu beriicksichtigen. Der Beobachter giebt die scheinbare Stellung des 
Kometen oder Planeten zur Zeit der Beobachtung im Punkte J” (d. h. die Richtung 
IC resp. I'C'). Wiirde sich in derselben wirklichen Richtung SC" ein Fixstern  be- 
finden, so wiirde ihn der Beobachter ebenfalls in der scheinbaren Richtung J' C’ sehen. 
Zieht man also von der scheinbaren Stellung des Kometen beziiglich Planeten (ent- 
sprechend der Richtung I' C’) die Fixsternaberration ab, so erhalt man die Richtung 
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SO, oder die wahre Stellung des Objectes S zur reducirten Beobachtungszeit (d. h. 
zur Ausgangszeit des Lichtes, wo sich das Fernrohr in 70 befand), aber gesehen vom Orte di 
aus, in welchem sich die Erde zur Zeit der Beobachtung befand. Die Formeln fiir die 
Fixsternaberration, d. h. diejenigen Correctionen, die man an den wahren Ort eines Fix- 
sternes anzubringen hat, um den scheinbaren zu erhalten, sind im Vorhergehenden gegeben. 

Auch bei dieser Methode muss man zuerst einen Wert fiir die Aberrationszeit an- 
nehmen und ihn allmilig, den im Laufe der Rechnung gefundenen Entfernungen der 
Himmelskérper von der Erde entsprechend, verbessern; dagegen bleiben die von der Stellung 
der Sonne abhingigen Gréssen ungeiindert. Hingegen hat man den Vortheil, nicht ge- 
zwungen zu sein, die Bewegung des Objectes an die Beobachtung anzubringen, was bei 
schnell beweglichen Objecten (Kometen) zu wesentlichen Ungenauigkeiten fithren kann. 


Zusammenstellung. 


I Formeln der jihrlichen Aberration. 


a) in Rectascension und Declination: 
a! — a = — 20",47 {cos © cosa cosé + sin® sina} secd 
— 0",343 {cos I” cosa cose + sinI” sinw} secd 
0’ — 6 = +. 20",47 [cos © [sina sind cose — cosd sine] — sin@© cose sind} 
+ 0,343 [cos I” [sina sind cose — cosd sine] — sin I’ cosa sind}: 
b) in Linge und Breite: 
At — A= — 20",47 cos (© — A) see B — 0,343 cos(A — I) sec B 
Bp — B= — 2047 sin (O — 4) sinB + 0",343 sin (A — I) sin B. 


Il. Formeln der tiglichen Aberration 
a) in Rectascension und Declination: 


oe — oa = + 0,320 cos p cos (0 — «) secd 
0’ —d = + 0",320 cos p sin (9 — «) sind. 


II. Werth der Constanten der jihrlichen Aberration. 


a) nach Struve: 
C; = 20",445. 
b) nach Nyrén: 
C; == 1207 492° =F 0." 006. 
IV. Werth der Constanten der tiglichen Aberration. 
a) nach Nyrén: 
Op = 0320, 


Durch die Pariser Fundamentalsternconferenz (1896) adoptirte Werthe: 


Aberrationsconstante: 2047, 

Aberrationszeit: 49855, 

Geschwindigkeit des Lichtes pro Secunde: 299860km (m. F. + 30 km) 
Mittlere Entfernung ,Erde—Sonne*: 149465000 km. 
Sonnenparallaxe: 8”,80. 


—_——____... 


Vierzehnte Vorlesung. 


Die Theorie der Bewegung der Erdaxe und ihre Anwendung 
in der Bahnrechnung. 


Die Lage der astronomischen Fundamentalebenen Aequator und Ekliptik im 
Raume ist gewissen Veriinderungen unterworfen, die in erster Linie durch die anziehende 
Wirkunge der Sonne und des Mondes auf das abgeplattete Erdspharoid, sodann 
durch die stérende Einwirkung der Planeten auf die Erdbahn bedingt sind. Den 
Inbegriff dieser sicularen und periodischen Stérungen, welche der Aequator und die 
Ekliptik erleiden, fasst man unter dem Namen der ,Pricession und Nutation® zu- 
sammen. Um die wahren Coordinaten der Himmelskérper von diesen Bewegungen der 
Coordinatensysteme befreien zu kénnen, miissen wir diese Bewegungen fiir sich unter- 
suchen. Bei diesen Untersuchungen ist, wenn sie verstiindlich und einigermaassen voll- 
stiindig sein sollen, ein Eingehen auf die Mechanik des Himmels unvermeidlich. Zunichst 
miissen wir auf gewisse Begriffe und Relationen der reinen Mechanik, wie diejenigen 
der ,,Haupttrigheitsmomente“, der ,instantanen Drehaxe“ eines Kérpers, der ,,invariabeln 
Normalen“, ferner auf die Euler’schen Gleichungen zuriickgreifen, weil dieselben den 
Ausgangspunkt und die Basis fiir die Theorie der Pricession und Nutation bilden, 
deren Endformeln wir spiater in der Bahnrechnung brauchen. Die Pracessionstheorie 
soll im Folgenden analytisch von Grund auf, in der numerischen Ausfiihrung hingegen 
nur insoweit, als es fiir die Anwendung wirklich erforderlich ist, entwickelt werden. 


I. Die allgemeinen mechanischen Grundlagen des Problems der 
Erdaxenbewegung. 


Die Bewegung eines beliebigen starren Kérpers wird, wie aus den  einfachen - 
Anfangsgriinden der Mechanik bekannt ist, allgemein durch folgende sechs Bedingungen 


charakterisirt : 
mM ae —— Pe. G 
Pp Ps (1) 
am a= az 
Em(y Tee ae) = BZ —2Y) ==" Cs ara) 


d* x d? z ; 
am z — 4 == (eX —2Z) = G 
dt? dt? : ) ¥ 
von denen die drei ersten die translatorische Bewegung des Schwerpunktes (in den 
man sich die ganze Masse des Kérpers, wie in der ersten Vorlesung besprochen, concen- 
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trirt denken kann), die drei letzten hingegen die rotatorische Bewegung des Kérpers 
um seinen Schwerpunkt charakterisiren. 

Wenn sich dabei der Kérper véllig frei bewegt, so findet seine Drehung um den 
Schwerpunkt so statt, als ob derselbe fest wire. Wir denken uns also ein Coordinaten- 
system durch den Schwerpunkt gelegt, welches sich nicht mit dem Kéorper dreht, 
sondern stets im Raume parallele Richtungen behilt. Man kann daher ein solches 
Coordinatensystem bei Rotationsuntersuchungen, wo man von der translatorischen Be- 
wegung des Schwerpunktes absieht, als ein festes betrachten, wenn auch nicht als ein 
absolut festes, da sich der Schwerpunkt eben noch translatorisch bewegt, und ein fester 
Punkt, wie schon in Vorlesung 2 erwihnt, iiberhaupt nicht existirt. Ein solches, ,festes 
Coordinatensystem* liegt den simmtlichen folgenden Untersuchungen zu Grunde. Fiir 
die Himmelskérper ist dabei die getrennte Betrachtungsweise der translatorischen und 
rotatorischen Bewegung, wie schon in der ersten Vorlesung erwihnt, deshalb méglich, weil 
dieselben einerseits nahezu kugelférmige Gestalt haben, Kugeln sich aber nach der 
Potentialtheorie so anziehen, als ob ihre ganze Masse im Schwerpunkte vereinigt ware, 
und weil andererseits ihre Durchmesser verschwindend klein sind im Vergleich zu ihren 
Entfernungen. Daher kann man sie in der Stérungstheorie als materielle Punkte an- 
sehen, umgekehrt aber in der Rotationstheorie ihre Drehung um den Schwerpunkt fiir 
sich betrachten. f 

Dass die Drehung eines frei beweglichen festen Korpers wirklich so vor sich geht, 
als ob sein Schwerpunkt fest ware, wollen wir noch zeigen. Dazu denken wir uns den 
Korper auf ein beliebiges festes Coordinatensystem x, y, z¢ bezogen und legen durch 
seinen Schwerpunkt S$, der sich zu einer beliebigen Zeit irgendwo im Raume befinde, ein 
zweites, dem ersten paralleles System w’, y’, 2’. Seien nun die Coordinaten von § be- 
ziiglich des ersten Systemes €, 7, § und diejenigen irgend eines Punktes des Korpers 
beziiglich des zweiten Systemes w’, y’, 2’, so ist zunichst: 


=o —€ ; 
y =y—7 
e = 7 — =: 


Denkt man sich jetzt den Schwerpunkt einen Augenblick fest, so wiirde das zweite 
System a’, y', 2 fest im Raume sein und die urspriinglichen Bewegungsgleichungen (2) 
golten, wenn auch nur rein momentan, so lange S fest, auch fiir das zweite System, also: 


Py 2! 
aim («' ue ee =) = 2(a' Y — y' X). 


dt? Y dt? 


d? z! a2 y! 
=m (y ee g! a) = 2(y'Z — 2 Y) 


a2 a! dl? g! 
Zim (ze! ease 
m ( a Tae i) 


Da aber in Wirklichkeit bei bewegten Kérpern der Schwerpunkt nicht fest ist, so wissen 
wir vorliufig noch nicht, ob die letzteren Gleichungen allgemein giiltig sind. Offenbar 
1d © sy 7 . a Bh PE a ‘ r1Ag ra vel 10 nye 1 +7 
ist aber ihre Giiltigkeit dann bewiesen, wenn gezeigt wird, dass sie aus dem urspriing- 
7 ‘ : 
lichen System (1) folgen. 
“en / H+ 1A6 1 Ay 4g rait 7 al 10 7 17 L 

. Durch PORE os der zweiten und dritten Gleichung von System (1) beziiglich 

mit € und 9 und Subtraction folgt aber: 


d?z d?y 


am (n ai —t5h) = 2(nZ— €Y). 


Unc ra ny liese a 10 . y yy re] ay j - 3 = i 1 
d wenn wir diese Gleichung von der zweiten Gleichung im System (2) abziehen, er- 


giebt sich: 


= (e' X — a! Z) 


a2 z d?4 
pas i) Z ees n) 7 3 
m(@— 0) oa —¢-9 24| = 2-9 2-6-9 7 
oder: 
dd? z d2 y 
mM Lipsie Oatel re Da — 7 7 nr 
(: dt? a aye — eX) 
Da nun aber fiir das zweite System, weil S Ursprung: 
ame’ = Smy' = Sme' = 0, 
also auch: 
2 
a en () 
my! 
2 
=m e' ay — 0 
dt? 


und mithin : 


a mekie Ge 
y , f ay | 
<— I) (y dp —— 5 dit = () 


ist, so ergiebt sich durch Subtraction dieser letzteren Gleichung von der zuvor erhaltenen: 


mM ly’ d? (2 - f) zg! d? (y a 2 —_— >, (y'Z aes zg! a) , 


dt? dt? 
oder: te! 7! 
om cad ‘orl = 202-¢ 
m ly iF oe (y'Z — 2'Y) 


und analog fiir die tibrigen Gleichungen. Somit folgen aus den wirklichen Bewegungs- 
gleichungen des Kérpers thatsiichlich diejenigen, welche gelten wiirden, wenn der 
Schwerpunkt S fest wire und die Rotationsbewegung des Kérpers gegen ein durch S 
gehendes System findet mithin thatsiichlich so statt, als ob dies System fest im Raume 
wire. Bei der Pricession liegt, wie gesagt, stets ein solches durch den Schwerpunkt 
gehendes Coordinatensystem zu Grunde, welches man als solches kurz als ,das im 
Raume feste System“ zu bezeichnen pflegt, im Gegensatze zu einem, mit dem in 
Drehung begriffenen Kérper fest verbundenen, welches man kurz als ,das im Raume 
bewegliche System“ bezeichnet. 

Denken wir uns nun den starren Kérper nur einer Rotation um eine einzige 
feste Axe, etwa die z-Axe, ausgesetzt, und zichen eine Senkrechte von einem beliebigen 
Punkte m des Kérpers auf diese Axe, deren Linge r und deren Winkel mit der 
xzy-Ebene eines Systemes x, y, 2, auf welches wir den Kérper beziehen, @ sei, dann sind 
die rechtwinkligen Coordinaten von m: 


y = 1 COS 0 

2 /rsinn 
1 folelich: | ; lo 
und folglic at r sin (a) 
dz INO 
Ta -f r cos (%) =, 


wo man, analog wie bei der translatorischen Bewegung, in welcher der erste Differential- 
quotient von Raum und Zeit als Geschwindigkeit definirt erscheint, auch bei der rota- 


torischen Bewegung: 
do 


dt 
als die ,, Winkelgeschwindigkeit* des Kérpers wm seine Drehaxe bezeichnet. Wir 
werden spiiter bei der Theorie der Pricession sehen, dass @ fiir die Erde so gut wie 


constant ist. 
16* 
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Worauf es uns jetzt ankommt, ist die natiirliche Ableitung ciner grundlegenden 
Definition. 
Zunichst ist ersichtlich, dass die Gleichungen (2), wihlen wir z. B. die zweite: 


2 2 
ym (1 Aon ha z) =P VA 


jem a 7 Y), 
146 2 ae ae 


nichts anderes als der Ausdruck des Flichensatzes fiir die rotatorische Bewegung sind, 
wenn keine jiusseren Krifte wirken, indem man offenbar auch schreiben kann: 


d dg dy 
= one g—)— 2 Z—zY 
m (y qt <2) (yZ x) 


ein Ausdruck, der, wenn keine dusseren Krafte wirken, d. h. Y und Z und also auch 
das , Drehmoment“ 2 (yZ — zY) = 0 ist, in 


dz dy he 
am (y fia: “t) = constans 


iibergeht (cf. Vorlesung 2). 
Bilden wir nun fiir unseren Fall der Drehung des Kérpers um die feste #-Axe 
die Constante des Flichensatzes, so wird dieselbe: 


deg dy re 2 9 °2 an; 2 —— Tas 
Uae <e qe ee sin &? .@ = r?.0 
und folglich, weil 7 bei dem starren K6rper constant bleibt: 
d? z d?y do 
= r2 ae 
4 qe >a Se 


d 0 
Da aber aT fiir alle Punkte des starren Kérpers denselben Werth hat, wahrend m 
und 7 variiren, so folgt als Bewegungsgleichung fiir den in Rotation um die feste 
me . do 
x-Axe begriffenen Kérper, indem ap vor das Summenzeichen gesetzt werden kann: 


ee Smr? = LyZ— 2«Y¥) = G. 
dt 
Die Grésse XL mr? ist es, welche man als das ,Trigheitsmoment* des Ké6rpers 
heziiglich der w-Axe zu bezeichnen pflegt. Ersetzt man r durch die rechtwinkligen 
Coordinaten, so erhilt man als Ausdriicke fiir die Trigheitsmomente beziiglich 
der «, y, g-Axe allgemein: 


Lm(y? + 22) = “| 
Zon (et 5 89) Sa ss Po 
am (2? oo y?) == e| 


215 10 1e1r > ‘ ] > YWej © -] J + 
Beilautig soll hier noch auf eine zweite Analogie der rotatorischen Bewegung mit 
der translatorischen hingewiesen werden. Die Gleichune: 


S 


weist offenbar cine véllige Analogie mit der Gleichung auf, die man dadureh erhalt, 
dass man den ersten Differentialquotienten von Geschwindigkeit und Zeit, oder, was 
auf dasselbe hinausliuft on zwei ifferenti: 1€ } 1 es 
wf dasselbe peep ok den zweiten Differentialquotienten von Weg und Zeit bei der 
translatorischen Bewegung als Beschleunigung definirt: 

de ad? s 


m li = a IB. 


Nur dass bei der rotatorischen Bewegung das Trigheitsmoment a an Stelle der 
Masse m, die Winkelgeschwindigkeit @ an Stelle der progressiven Geschwin- 
digkeit ¢ tritt, wihrend die Kraft P durch das Drehmoment Cy ersetzt wird. 

In den spiteren Grundgleichungen der Priicession treten aber nicht die Trag- 
heitsmomente a, b, ¢ selbst, sondern’ ihre Maximal- und Minimalwerthe A, B,C 
auf. Daher miissen wir unsere einleiten- 
den Betrachtungen noch etwas fortsetzen, 
um zu diesen Begriffen zu gelangen, denen 
eine bestimmte geometrische Bedeutung 
zukommit. 


Offenbar existiren ebenso gut wie 
beziiglich der x, y, ¢-Axe auch noch in 
Bezug auf die unendlich vielen iibrigen 
Geraden, die durch den Kérper gezogen 
werden kénnen, Trigheitsmomente. Das 
Problem, alle diese unendlich vielen ver- 
schiedenen Trigheitsmomente separatim 
zu finden, lisst sich indessen auf zwei 
Aufgaben zuriickfiihren. Es kann nim- 
lich, wenn das Tragheitsmoment beziiglich einer bestimmten Axe bekannt ist, erstens 
das Tragheitsmoment zu einer anderen, der gegebenen Axe parallelen, und zweitens 
dasjenige zu einer solchen Axe, welche die erstere Axe schneidet, gesucht werden. 

Den erstgenannten Fall kénnen wir sofort erledigen. Denken wir uns dazu eine 
beliebige Axe %, durch den Kérper gezogen (cf. Fig. 25) und die zu ihr parallele %, 
gleich durch den Schwerpunkt gehend und seien 7; und 7, beziiglich die senkrechten Ent- 
fernungen eines Massentheilchens m von diesen Axen, deren Abstand m sei, 0 der Winkel 
zwischen » und rz, dann sind zunichst die Trigheitsmomente beziiglich beider Axen 


YM, und A: 


= 2mers 
dy == 21, 
und ferner ist: 
r? =r? + n? — nr, cosd. 


Multiplicirt man diese Relation mit m, so erhilt man mit Hinblick darauf, dass die ent- 
stehende Relation fiir jedes Massentheilchen gilt und dass: 
am M 

die Gesammtmasse des K6rpers reprisentirt: 

mr? = Lmr? + WM — 2n Amr, cosd. 
Wahlen wir jetzt den Schwerpunkt S als Ursprung und sei die von S auf die Axe 
senkrechte Gerade die x-Axe, die durch S gehende Axe die z-Axe, so ist die Dreiecksseite 
n der w-Axe parallel und folglich 0 der Winkel zwischen der #-Axe und r,. Mithin 
ist v,cos0 die z-Coordinate von m, also: 

a, = a + wM — 2n2mze. 

Da nun aber, wenn & 7, € die Coordinaten des Schwerpunktes S sind: 

Ime = Mi, Smy=— My, Zme = ME 
ist, in unserem Fall jedoch, wo S Ursprung, § = 9 = €= 0 und folglich auch 


“mx = 0 ist, so ergiebt sich: 
Gy Oy, 


Die Axe %, geht durch den Schwerpunkt. Wir kénnen uns nun eine Axe %, denken 
und uns fragen, welche Beziehung besteht zwischen der Axe %, und der Axe %,, 
deren Abstand vom Schwerpunkte m, sei; das Trigheitsmoment beziiglich derselben 
ist dann: 


A, == Ug ni M, 
also, da: dy, = a, — WM 
ist, so wird: a = a + (n? — n*)M. 


Durch diese Relation ist, wenn das Trigheitsmoment beziiglich irgend einer Axe 
gegeben, dasjenige beziiglich einer parallelen Axe aus ersterem findbar. 


Uns interessirt nun aber weit mehr der zweite Fall, dass sich die beiden Axen 
schneiden, weil er uns direct auf den Begriff der Haupttragheitsaxen und Haupt- 
trigheitsmomente fiihrt, die wir spiter brauchen. 

Wir denken uns einen ganz beliebigen Kérper und durch einen beliebigen Punkt 
in ihm ein vorliufig auch noch beliebiges Coordinatensystem 2, y, 2 gelegt, das wir erst 

Fig. 26. spiiter specialisiren werden. Durch diesen 

Korper legen wir beliebig viele Axen, die 
sich alle im Ursprunge O schneiden. Denken 
wir nun die Trigheitsmomente @,, a), d3,.-- 
beziiglich aller dieser unendlich vielen Axen 
berechnet und auf allen Axen vom Ur- 
sprunge aus Gerade aufgetragen, die zu- 
nichst in noch unbestimmter Vorstellung 
etwa gerade die Lingen von a@,,@9, d3,..-. 
selbst haben mégen, so liegen die Endpunkte 
aller dieser Geraden jedenfalls auf einer be- 
stimmten Flache, die vielleicht im Stande 
sein kénnte, uns tiber den Verlauf der Trig- 
heitsmomente eine anschauliche Vorstellung 
mgeben. Jedenfalls kinnen wir den Charakter 
y dieser Flache durch die Art der Auftragung 

der Trigheitsmomente selbst bestimmen. 

Zunichst miissen wir den analytischen Ausdruck des Trigheitsmomentes 7’ beziig- 
lich einer beliebigen durch O gehenden Geraden G, deren Richtungscosinus mit den drei 
Coordinatenaxen kurz «, B, y seien, allgemein aufstellen. Es ist: 


Fe aa oe ee Sh ae RS 
Eo ir == ms a 


Die Fig. 26 ergiebt aber, wenn w, v, w die Richtungscosinus der Geraden s, mit den 
drei Axen sind: 


PI SOC 
ferner : csv =au+ Bvt yu, 
also: sinv? = 1— cosy? = 1—(@u+ Bvt yw) 
Mithin das Triigheitsmoment: 
T = 2 ms) sinv? = Ams} — Lms? cos v?. 


Nun wird aber, indem 5%, 89%, 8, w beziiglich die «,y,2-Coordinate vom Punkte m 
sind, emerseits : 


— Yi — 
sj cosv? = si(au + Bv + yw)? 
= sy au? aa sf B2v? f Soy? w? + 2s; a Bur +f ‘+ We ‘ 
= we? + By? + y22? + 2aBay + 2aypee + 2Byye | 


Und andererseits ergiebt sich: 


(4) 


& = a? + y? + 22 

a+ P+ y=] 

ad Sy = (a? + y? + 29) («2 + B? + ¥%), 

also: sy) = a2 (a? + y? + 2%) + B? (w? + y? + #2) + yp? (a2 + y? + 09), 

oder: sf = ata? + a2(y? +e) + By? + RO +!) + pet + Pe + 
Zieht man von dieser Gleichung (4) ab, so folgt: 

sy sin v? == a2(y? + 2%) + B2(a2 + 22) + y2(a? + y*) — WByye — Layee — 2apay. 


Multipliciren wir jetzt mit m, summiren iiber alle Massentheilchen und setzen noch 
zur Abkiirzung, wie schon friiher: 

Zm(y? + 2) =a 

am (x2 + zg?) = dS 

2m(x? + y*?) =e 


| 
amnys = a 
| 


oder, da: 


und ferner: 


OmMxLe = e 


so wird der allgemeine Ausdruck fiir das Tragheitsmoment beziiglich der be- 
liebigen durch O gehenden Geraden G: 


T = aw? + dB? + cy? — 2d py — 2eay — BWfaf, 
oder, wenn wir an Stelle der abgekiirzten Schreibweise die Cosinus wirklich ausschreiben, 
unter «, B, y selbst also die Winkel verstehen: 


T = acosa*? + bcos B? + ecosy? — 2dcosBcosy — 2ecosucosy — 2fcosacosB (5) 


Statt jetzt auf Grund dieses Ausdruckes uns sogleich durch Auftragung einer 
gliicklich gewihlten Function von 7 ein geometrisches Bild vom Verlaufe aller Trig- 
heitsmomente zu verschaffen, wobei sich die drei in den Gleichungen der Pracession 
auftretenden Haupttragheitsmomente ergeben werden, wollen wir fir das Trigheits- 
moment J noch einen zweiten ebenso allgemeingiiltigen Ausdruck, der spater bei der 
Pricession gebraucht wird, ableiten auf Grund der Hesse’schen Normalform der Ebene, 
fiir welche das vom Coordinatenursprung gefillte Lot die Linge s, und die Richtung 
&, B, y hat, in welcher Ebene die Gerade R liegt (cf. Fig. 26) und wollen dann in 
Parallele zeigen, wie beide Ausdriicke das gewiinschte Resultat ergeben. 

Gehen wir vom Ausdrucke 

T = Z'm(s? — 8?) 
aus und bedenken, dass fiir jeden Punkt a, y, ¢ der Geraden R die Gleichung: 


xcosa + ycosB + zcosy = 8 
gilt, wo s, bekannt, wenn a, B, y und a, y, 2 gegeben sind, so schreibt sich das Trig- 
heitsmoment auch: 
T = Lm[z? + y2 + 22 — (xeosa + ycosB + zecosy)*| 


oder, da mit Hinblick auf die eingefiihrten Abkiirzungen a, b... 7, wie leicht zu sehen: 


Si ph Diice @ 
» 
—l 
Zmy? oat Pest Ged pe tayo (i) 
me? = = a 


ie garde ee: sin 2 Some 20 sin B2 + oy ee sin y? (7) 
— 2dcosB cosy — 2¢ecosycosu — 2f cos B cosm 

Die Relationen (6) werden spiiter bei Ableitung des Potentials der Sonnen- und Mond- 

anziehung gebraucht. 

Offenbar kénnte man nun jede beliebige Function des gefundenen allgemeinen 
Ausdruckes fiir das Traigheitsmoment (5) oder (7) auf den unendlich vielen von 
O ausgehenden Axen auftragen, z. B. das Quadrat oder die dritte Potenz von TJ ete. 
Die zwischen simmtlichen Trigheitsmomenten bestehende Gesetzmissigkeit erkennen wir 
jedoch am besten, wenn wir lings aller von O ausgehenden Geraden nach Poinsot 
die reciproke Quadratwurzel des Tragheitsmomentes: 

iE 
+ VT 
auftragen. Dann wird einerseits unsere Gleichung fiir 7 besonders einfach und darum 


andererseits auch das geometrische Abbild fiir den Verlauf der Tragheitsmomente 


1 
besonders anschaulich, d. h. die Flache, welche von den durch Auftragung von Vr 


bestimmten Endpunkten aller unendlich vielen yon O ausgehenden Axen gebildet ist, 
wird eine verhaltnissmassig einfache. 

Wenn die Gerade G ihre Lage im Raume beliebig Andert, so andern sich auch ihre 
Richtungswinkel «, B, y, allein die Gréssen a, b, ¢, d, e, f bleiben constant, wenn wir die 
Tragheitsmomente beziiglicl anderer und anderer Geraden berechnen. Tragen wir nun 


auf einer Geraden von O aus ganz allgemein das Stiick OP — g auf, wo also: 
i. 
i= VT 
ist, so sind die drei rechtwinkligen Coordinaten von P: 
£ ==\9 cos & 
n = gcosB 
: : [ ==.0006 
und folglich wird, weil: us 
mma 
i —— sr =< 
9? 


ist, die zwischen den Coordinaten des Punktes P bestehende Gleichung, indem jetzt: 


T = acoso? + bcos B? + ccosy? — 2dcosBcosy — 2ecosacosy — 2fcos a cos B = 


S]- 


ist, ganz allgemein: 
a&? + by? + cf? — 2dn& — 2e&— — Qfén = 1. 
Diese Gleichung der von uns gesuchten und durch unsere Annahme iiber 7’ vorgeschrie- 
benen Flache ist aber eine Gleichung zweiten Grades. 
Wenn nun die cinzclnen Massentheilchen des Kérpers nicht in einer Geraden 
liegen, so sind stets welche vorhanden, fiir die g nicht Null wird. Dann kann also auch 
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T nie Null werden und ebenfalls nicht unendlich, falls der Kérper eine endliche Grésse 
besitzt. Und daher ist auch g, der Radius vector dieser Fliche zweiten Grades, stets end- 
lich und deshalb muss die Fliche selbst endlich und yon Null verschieden sein. Diese 
Kigenschaft hat bekanntlich von den Flichen zweiten Grades aber nur das Ellipsoid 
(speciell die Kugel) und so sehen wir schon a priori, dass unsere Fliche ein Ellipsoid 
ist. Jedes Ellipsoid hat nun aber drei auf einander senkrechte Axen und diese kénnen 
wir als Coordinatenaxen wihlen. Thun wir das, d. h. specialisiren wir unser zu Anfang 
willkiirlich gelassenes Coordinatensystem in diesem Sinne und verlegen 0 in den Schwer- 
punkt, so reducirt sich die Gleichung des Ellipsoides, welehes den Verlauf der Triig- 
heitsmomente charakterisirt, auf: 


ag? + by? + cf2— 1 
oder, wie wir, um den Charakter des Coordinatensystemes, auf welches sich das Ellip- 
soid bezieht, zu kennzeichnen, schreiben wollen: 


a eee ee Se ie het ed a eer 6] 
indem die drei Coordinatenebenen Symmetrieebenen werden. Dieses Ellipsoid, dessen 


drei Ax also: : 
drei Axen also 1 1 1 


VA’ VB’ Vo 
sind, nennt Poinsot das zu Punkt O gehérige ,Centraltrigheitsellipsoid* des 
KGrpers, seine drei Axen bezeichnet man als die ,Haupttrigheitsaxen* und die drei 
Trigheitsmomente beziiglich dieser Axen: 
A= 2m(n? + §) 
B= 2Jm(E2 + £2) 
C= 2m( 4-7?) 
als die ,Haupttraigheitsmomente* des Kérpers. Die Haupttrigheitsaxen sind somit 
auch definirt als die reciproken Quadratwurzeln aus den Haupttragheitsmomenten. 
Genau zum gleichen Resultate wiren wir natiirlich auch gelangt, wenn wir vom 
zweiten allgemeinen analytischen Ausdrucke fiir das Trigheitsmoment : 


ft a sin 2 + a oe sin B2 + — sin y2 ti -% 
— 2dcosB cosy — 2ecosycosu — 2fcos B cosa | 


ausgegangen wiiren. Denn diese Gleichung schreibt sich auch, da: 


E ee COS O 
pees 
1 
= — COS 
1 Vt p 


C= : cos Y 
Vz 
~ at+b+el b+ ¢— @ cosa? See at 
2 fh 2 a os 
oder, weil: 1 
Bimasrat® he 
Pp m+ eas 
ist: 
Cari’ x24 : j a ioe cha gee ear it ; 
se + t+ &) ae are 
ie ares ft -— Qdoy — 2e&6 — 2fén — 1, 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie, 17 
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oder gekiirzt wieder: - 
ak? + by? + cf? — 2dyne — 2ckE — 2fkq = 1. 
Das ist aber unsere friihere Fliche zweiten Grades, die, wenn wir unser urspriingliches 


Coordinatensystem erstens durch den Schwerpunkt gehen lassen und zweitens so 
drehen, dass es ein Hauptaxensystem wird, die Gleichung des Centraltragheitsellipsoides : 


Af + By + CO = 1 


reprisentirt, welches somit, um es nochmals hervorzuheben, bloss eine geometrische 
Interpretation des Trigheitsmomentes T beziiglich einer beliebigen Geraden ist. 


Speciell fiir die Erde, welche ein Rotationsellipsoid ist, werden die beiden Haupt- 
trigheitsmomente beziiglich der Aequatoraxen, A und B, gleich. Fiir die Erde kommen 
also bloss die Haupttrigheitsmomente A und C in Betracht. 

Ausser der Haupttrigheitsaxe € des Erdkérpers, welche nach dem Nordpol 
zeige, spielen nun in der Theorie der Bewegung der Erdaxe noch zwei andere Begriffe, 
die mit den folgenden mechanischen Untersuchungen aufs Innigste zusammenhingen, eine 
grundlegende Rolle: die Begriffe der ,momentanen* oder ,instantanen* Drehaxe, 
4, der Erde und der ,invariablen“ Normalen, WN. Fasst man niamlich das 
Gesammtbild der Bewegung der Erdaxe im Erdinneren und im Raume ins Auge, 
wie es einerseits durch den Euler’schen Cyklus und andererseits durch die Pra- 
cessions- und Nutationsbewegung dargestellt wird, so zeigt sich, wie wir sehen 
werden, dass die instantane Drehaxe 4 gegen die Haupttrigheitsaxe § und die invariable 
Normale N eine fusserst complicirte Bewegung beschreibt, fiir die ein anschauliches Bild 
m gewinnen der Zweck der folgenden Untersuchungen ist. 

Zum Begriff der momentanen Drehaxe (Instantanaxe) eines Kérpers gelangt 
man am natiirlichsten bei der folgenden Ableitung der Euler’schen Grundgleichungen 
fiir die Rotation. Man kann nimlich die gewébnlichen Gleichungen der Rotation: 


d?2 d? 
am (« aH —y 7B) = 2 (#¥Y — ¥X)= G, 


ad? d? 
am (u 5 — # 5a) = 202 — eV) =G, 


dt? dt? 
dx d?z a 


durch eine analytische Transformation iiberfiihren in eine andere, zuerst von Euler 
gegebene, dann von Lagrange verbesserte Form, in der die Haupttrigheitsmomente 
A, B, C auftreten, dann aber noch gewisse andere Griéssen, niimlich die drei Rotations- 
componenten p, g, 7 der Drehung um die Momentanaxe 4, um die der Kérper jeweilig 
ra <a . , . 5 if * rr . 5 . e . E: . . . z 
bloss einen unendlich kleinen Zeitmoment dt rotirt, indem diese Axe ihre Lage im 
Kérper stetig indert. 
Wir wollen im Folgenden jedoch die Euler’schen Gleichungen, welche die Grund- 
‘a ay «CTT sATTO sO 1 . . . “lay 1 + A = 2 
lage der Theorie der Bewegung der Erdaxe bilden, nicht durch diese analytische 
Ve if je . 1 € 1] Y 1 . a 7 1 + 
Transformation ableiten, die auch im Oppolzer’schen Werke wiedergegeben ist, 
sondern wollen sie aus den mechanischen Vorstellungen selbst entwickeln, ein Wee, 
Ne Ss 
der zugleich eine Vorstellung von den drei unendlich kleinen Componenten p, q, r 
der Drehung um die, in jedem Augenblicke ihre Lage im Erdkérper verschiebende 
Instantanaxe J ergiebt. 


Wir denken uns einen beliebigen starren Kérper, in dem nur ein einziger Punkt, 


a 


der Schwerpunkt, fest sei und legen durch diesen erstens ein im Raume festes 
Coordinatensystem a, y,¢ und zweitens ein im Raume bewegliches &, , & das mit 
dem Kérper fest verbunden ist. Die Aufgabe besteht allgemein darin, die Drehung des 

Kérpers am besten zu cha- 
rakterisiren. Um die Winkel 
zwischen beiden Systemen 
durch Bogen darstellen zu 
kénnen, construiren wir um 
den Ursprung O eine Kugel 
vom Radius 1 (Fig. 27), 
deren Durchschnittspunkte 
mit den festen Axen beziig- 
lich X, Y, Z, mit den be- 
weglichen Axen aber 4, H,Z 
seien. Die Linie vom Ur- 
sprunge nach dem einen der 
zwei Schnittpunkte der bei- 


Fig. 27. 


den gréssten Kugelkreise, die 
durch X, ¥ und 4, H gelegt 
werden kénnen, sei OL, d.i. 
also auch die Schnittlinie 
der wy- und §7-Ebene. Den 
Winkel dieser Geraden OL mit der festen 2-Axe bezeichnen wir mit W,, denjenigen von 
OL mit der beweglichen §-Axe dagegen mit W,. Der Winkel zwischen der x y- und 
En-Ebene, d. h. der Winkel zwischen der z- und €-Axe, sei W;. JZ ist also der auf- 
steigende Knoten der 4 H-Ebene beziiglich der X Y-Ebene, W; die Neigung. Zugleich 
erhellt, dass A SOL = 90°, ferner A 4 Of = 90% also XSOn = ALOE = W,, ist. 

Die drei Winkel W,, W2, W;, welche die Lage des beweglichen Systemes gegen 
das feste vollstandig charakterisiren, kénnen wir somit im Lagrange’schen Sinne 
als generalisirte Coordinaten betrachten, d. h. wir kénnen setzen, wenn nach La- 
grange p; allgemein generalisirte Coordinaten und q; gencralisirte Geschwindigkeiten 
bezeichnen: 


id 2 aL 


pi = W,; Lh = dt = eae Op, = OW, 
dp: dW, 

Po = Wy; b= a= ap dp, = OW, 
d dW: 

Dp; = Ws; 6H = Ops; = OW; 


wo die ,6“ im Sinne der Mechanik virtuelle Verschiebungen bezeichnen. 

Die y-Axe ist in der Figur nach hinten liegend gedacht. Um nun zunichst die 
virtuelle Verschiebung unseres Kérpers allgemein zu untersuchen, ertheilen wir: 

1. W, den virtuellen Zuwachs 0 W,, wobei jedoch W, und Wg, constant bleiben 
sollen, so dass also OW, = OW, — O ist, und der Kérper nur eine Drehung um 
die g-Axe um den Winkel 0W, macht. Diese Drehung zerlegen wir in zwei Compo- 
nenten, namlich erstens in eine Drehung um die momentane €-Axe, deren Componente 
OW, cos W; ist, und zweitens in eine Drehung um eine auf der g--Axe senkrechte mit 
2¢ in einem gréssten Kreise liegende Axe OS, welche offenbar OW, sin W; ist. Setzen 


wir zur Abkiirzung in der ganzen folgenden Ableitung: 
alee 
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sinW, = & cosW, = 
sinW, = B cos W, == d 
snW, = Y cosW, =e 


so sind also die beiden Componenten der Drehung um die z-Axe OW,, cOW, beziiglich 
O€ und yOW, beziiglich OS. ae 
Die Drehung yOW, zerlegen wir nun abermals in zwei Componenten, in eine 

solche, um die n-Axe und in eine zweite wm die £-Axe, deren Werthe bydW, und 
— pydW, sind, indem X SOn = W,, wie aus der Figur ersichtlich ist. Mithin 
macht der Kérper, wenn W, variabel, aber W, und W, constant sind, um die §,7,6-Axe 
beziiglich die Drehungen: 

— BydW, 

+ bydW, 

+ cd W,, 


welche umgekehrt wicder zur Resultante 0 W, um die z-Axe componirt werden kénnen. 

Wenn II. W, den virtuellen Zuwachs 6 W, erhilt, jedoch OW, = OW; = 0 ist, 
so wird die &-Axe in der &, y-Ebene etwas fortriicken, der Kérper sich also bloss um 
die €-Axe um OW, drehen. Da aber die €-Axe mit dem Kérper fest verbunden ist, so 
findet eine Drehung von der positiven n-Axe gegen die positive §-Axe statt; allein 
diese Drehung geht dem Sinne der Zihlungsrichtung entgegengesetzt vor sich. Denn 
wenn die Drehung um die €-Axe stattfindet, so ist die von der positiven §-Axe zur 
positiven 7-Axe erfolgende Drehung positiv. Der Drehungswinkel ist jetzt also negativ 
und gleich —0W,. Da die Figur hopfenwendig, so sind positive Drehungen: xy, yz, 
2x, &y, n&, €&,L8, SE, §L. Die Drehungen erfolgen also entgegengesetzt dem astro- 
nomischen Gebrauch im Sinne des Uhrzeigers. 

Wiachst III. W, um 0W; und bleiben dabei W, und Wy, constant, so dass OW, = 
OW, = 0 ist, so wird sich die €-Axe verschieben, und da sie fest mit dem Kérper 
verbunden ist, so wird sich der ganze Kérper jetzt um die Axe OL um den Winkel 
0W; drehen, wobei jedoch diese Drehung positiv ist. Diese letztere Drehung ist offen- 
bar in zwei Componenten zerlegbar, in eine solche um die £Axe: 00 W; und in eine 
solche um die y-Axe: BOW. 

Ueber jede mégliche virtuelle Verschiebung des beweglichen Systemes &, n, £ (das 
wir, weil es fest mit dem Kérper verbunden, nun statt seiner ins Auge fassen) orien- 
tirt uns also in tibersichtlicher Weise folgende 'Tabelle: 


Drehun eae rap | ae = : 
Aas OW, OW, cw, | OW,, OW,, IW, 
g-Axe | — BydW, = +bdW, | — pyOW, + d0W, = dy 
Nee - byd W, _— + pow, + bydW, + poW, = do 
frei s + cdW, — JW, — + cdW, —IW, = dp 


Dieselbe zeigt, was spiter fiir den Begriff der Instantanaxe 4 wichtig ist, in welcher 
Weise die gesammten um die §, 4, §-Axe stattfindenden Drehungen 07, 0g, 0~ charak- 
terisirt sind. 

Auch die ,generalisirten* Krifte P; (wie sie in den Lagrange’schen Bewegungs- 
gleichungen I. und IL Gattung auftreten), in unserem Fall die Momente, lassen sich 
jetzt fiir unser Problem berechnen. Aus der Mechanik ist bekannt, dass, wenn sich 
ein beliebiger fester Kérper um irgend eine Axe um den unendlich kleinen Winkel dw 
dreht, die geleistete Arbeit stets 0wmal der Momentensumme ist. Folglich sind jetzt, 
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wenn D, EF, F die Momentehsummen beziiglich der £m, §-Axe repriisentiren, die durch 
die Drehungen 07, d—, dW geleisteten Arbeiten beziiglich: 

Doz, Edg, Foy. 
Wachsen also alle drei Winkel gleichzeitig, so ist die geleistete Gesammtarbeit: 

Dox + Edy + Fow = POW, + PLOW, + P;OW;, 

mithin durch Substitution der Werthe von dy, dg, Ov: 
P, OW, + P,0W,+P;dW, = (—ByD+byE+cF)OW, — FOW, + (bD+ BPE)OW;. 
Da aber diese Relation fiir jede beliebige virtuelle Verriickung besteht, so muss sie 
auch gelten, wenn 0W, = OW, = 0, hingegen OW, nicht Null ist ues. f. So folgen 
fiir die generalisirten Kriifte bei unserem Problem die Ausdriicke: 


P, = — ByD + by Eh + oF 
Py = — F 
P, = + 0D +-6B 


Um nun zum Begriff der Momentanaxe zu gelangen, miissen wir von den vir- 
tuellen Zuwiichsen 0“ zu den wirklichen unendlich kleinen Zuwiichsen ,d“ iiber- 
gehen. Diese wirklichen Zuwiichse der drei Winkel in der Zeit dt sind dW,, dW2, dW, 
dW, dW, dW; 

nO Lae ar 
geleiteten Relationen fiir ganz beliebige virtuelle Verschiebungen gelten, so miissen sie 
auch fiir wirkliche bestehen und daher sind die 0 mit den d vertauschbar. Seien also 
dy, dp, dw die Winkel, um die sich der Kérper wirklich um die momentane &, 1, f-Axe 
dreht, dann sind die drei Winkelgeschwindigkeiten um diese drei mit dem Kérper fest 
verbundenen, im Raume beweglichen Axen &, y, €: 


Da aber die ab- 


und mithin die drei Winkelgeschwindigkeiten: 


dy dW, dW, 

fo te ee a ee 

dp _ dW, dw, | nuh ts 
ee a ee ed (9) 
dy dW, dWy 

aE ae Sea dt é 


Diese drei unendlich kleinen Drehungen dy,dg, dw, welche der Korper im Allgemeinen 
wahrend der Zeit dt gleichzeitig um die drei Axen &, y, € ausfiihrt, sind nun aber nach 
dem Gesetz der Zusammensetzung von unendlich kleinen Drehungen so zusammensetzbar, 
wie gewoéhnliche Kriafte. Die einzige aus ihnen resultierende Drehung erfolgt dann um 
eine Axe, welche gegen die Coordinatenaxen geneigt ist, und diese Axe, um welche 
bloss die augenblickliche rein momentane Drehung erfolgt, weil sie selbst sich 
mit der Zeit indert, ihre Lage im Kérper fortwihrend verschiebt, ist die in der Theorie 
der Pricession auftretende instantane Drehaxe. Indem also die gesammte resulti- 
rende Drehung 

do = Ydy2 + dg? + dy? 
ist, erhilt man fiir die augenblickliche Winkelgeschwindigkeit der Erde (die wir uns 
gleich an Stelle des allgemeinen Kérpers denken) um ihre momentane Drehaxe den Werth: 


do dy\2_ (ap 2 dy\? 
ae © V3) v Gy 3 en) 


oder bei Einfiihrung der in der Astronomie gebriuchlichen Abkiirzungen: 


Py Be an ds ED) 
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Sind «, B,y beziiglich die Richtungswinkel der Instantanaxe mit dem beweglichen Axen- 
system, wobei eine Verwechselung mit den eben momentan eingefiihrten Abktirzungen 
a, B, y ausgeschlossen sein diirfte, so ist: 


p = Mc0S 0 
g = wes Bp 
Y = @COSY, 


d.h. p,q,” sind berechenbar, wenn man die Winkelgeschwindigkeit «@ der Erde um ihre 
momentane Drehaxe, sowie deren augenblickliche Lage kennt. Es ist also auch: 


pee ee 
Vee +etr 
qd 
es are 
SS oe 
col eae eet cases 


Diese Betrachtungen sind fiir das Folgende fundamental. 


COS 0 


Lést man das Problem der Drehung eines Kérpers um eine feste Axe z. B. mittelst 
der Hamilton’schen Bewegungseleichungen, indem man den Winkel w, um den sich 
der Kérper bloss drehen kann, als die einzige existirende generalisirte Variable auffasst, 
so ergiebt sich leicht als Ausdruck fiir die lebendige Kraft der Drehung: 


1 /dw\? - ' 
L=5(3) amr 


Dieser Ausdruck gilt also auch beziiglich der momentanen Drehaxe der Erdes 

Specialisiren wir jetzt das bisher beliebige bewegliche System £m, € so, dass es 
ein Haupttragheitsaxensystem wird, um den allgemeinen Ausdruck fiir das Trig-_ 
heitsmoment: 


T = acosa? + bcos B? + ccosy? 
— 2ecosa% cosy — 2fcosB cosy 


2d cosa cos B 


in der vereinfachten Form: 
T = Acosa® + BcosB? + Ccosy? 


zu exvhalten, so wird der Ausdruck fiir die lebendige Kraft der Drehung um die instan- 
tane Drehaxe in unserem Probleme, wo @ cosa = p etc. ist, sofort: 


1 
L= 5 (Ap? + Bq? + Cr?) 

oder auf Grund der Bedeutung der drei unendlich kleinen Drehcomponenten p, q, r: 

7\9 7. 7\3 
(— By dW, , a) (oy dW, LB a) 

dt dt R dt dt 

2 ts 2 
(c dW, a2) 


iy eer 


ae = sae 
+ C 5 : 


Jetzt kénnen wir die bekannten Lagrange’schen Bewegungsgleichungen zweiter 
Gattung, in denen p; die generalisirten Coordinaten, q die generalisirten Geschwindig- 
keiten, P, die generalisirten Krifte und LZ die lebendige Kraft bedeuten: 


ha d 0L(»,4) 0 L (p,q) 
f dt 04 0 pj 


auf unser Problem der Rotation eines Kérpers, in dem nur ein Punkt fest ist, direct 
anwenden, um sofort die allgemeinen Grundgleichungen der Rotation in der in der 
Astronomie gebrauchten Euler’schen Form zu erhalten, welche Poisson und La- 
place der Lésung des Problems der Erdaxenbewegung zu Grunde gelegt haben. 

dW, dW, dW, 
dt’ dt’ dt 
eine Function dieser sechs Gréssen und b, B,¢,7, nur Functionen von W,, W., Ws, 


a) 


Indem jetzt W,, W., W,; und ebenso independente Variable, also ZL 


nicht aber solehe von den Ableitungen dieser drei Gréssen sind, wird: 


ee pg 
i) A dt To fe 
dt 
oL dW, dW; ( dW, op dW; ob ) 
ey S| 
OW, ( Reape te Oe ) Yas OWe at OW, 
dW, a) ( dW, ob dW, cr) 
2 (07 dt or dt dt oOW, i dt OW,/’ 
oder, da: 
B = sin W, 
b = cos W, 
bedeutet, also: 
( Ob 
a — €0s Ws = 0b, a —= — sin W, =—_ — B 
ist, so wird: 
oL 
—— = (B — A) pe. 
Durch Substitution dieses Werthes in die Lagrange’sche Gleichung : 
d oL Gli ae D 
dt 4 dW, OW, ss 
dt 
unseres Problemes folgt: 
— £ (¢r) -@- Am =— Ds, 


oder, da das Haupttrigheitsmoment C von der Zeit unabhingig ist: 


_ ar 
C — + (B— A) pg = D,. 

dt 
In dieser Gleichung kommen die urspriinglichen Winkel W,, W,, W3, die beztiglich 
der drei Coordinatenaxen nicht symmetrisch sind, gar nicht mehr vor. Die drei momen- 
tanen Drehcomponenten p, q, 7, ferner die drei Haupttrigheitsmomente 
A, B, C und schliesslich die drei Drehmomente D,, D,, D3; verbalten sich aber 
: : alli ra aher er a Wir as vtarap Cileiahino 
beziiglich der Coordinatenaxen véllig gleich. Daher erhalten wir aus letztener Gleichung 
mit Umegehunge der etwas complicirten Rechnung die beiden anderen einfach durch 

= = 5 . > 7 . 

cyklische Vertauschung. Die Euler’schen Grundgleichungen der Rotation 


werden somit: 


— 136 — 


“2! 4 (62 Bg 2 tz — FH), 


dt 

BA 4 (A — Crp = SEH — §2) =D | (11) 
at 

C 4 + (B— A)pa= 2 EH — 44)= D; 


wobei also D,, D,, D, die Drehmomente beziiglich der beweglichen Axen & 7,¢ 
und —, H, Z die Krifte sind, analog wie friiher C,, C,, C; die Drehmomente beziiglich 
der festen Axen reprisentirten. 

Mit Hiilfe dieser Gleichungen kénnen wir den Begriff der invariablen Nor- 
malen, der, wie schon erwihnt, beim Problem der Erdaxenbewegung gleichfalls auf- 
tritt, fast unmittelbar ableiten. Nehmen wir nimlich an, dass keine aussere Krifte 
wirken, in welchem Falle, wie wir schon friiher sahen, die allgemeinen Rotations- 
gleichungen in der urspriinglichen Form nichts Anderes als der Ausdruck des Flichen- 
satzes waren, so werden die Euler’schen Gleichungen: 


Pe i eat 


dt 
py ag : 
| (a ; 
B di ( A)rp 
dy 
C eee B) pq. 


Auf die Integration dieser Gleichungen mittelst elliptischer Functionen, eine Auf- 
gabe, die in der Theorie der Mondaxe eine Rolle spielt, indem beim Monde als nahezu 
dreiaxigen Ellipsoid alle drei Haupttriigheitsmomente verschieden sind, gehen wir hier 
nicht ein, da diese Untersuchungen uns von unserer Aufgabe, dem Problem der Erd- 
axenbewegung, abfiihren wiirden. Wir wollen nur zeigen, dass der Ausdruck, den man 
durch Multiplication der drei letzten Gleichungen beziiglich mit Ap, Bg, Cr und Addi- 
tion erhalt: 


dp dq di 
9 eat of 2 aati A 12 — — 0) 
dt dt “ge f it ; 
oder: 
d (— + Beg? + a) 
— (| —____ ) — 0), 
dt y 
Gait 


Ap? + B%g? + C2r2 = const. 
nichts Anderes als das Princip der Erhaltung der Flichen fiir die Rotation unseres 
Kérpers ausdriickt, welches hier etwas complicirter erscheint, da die Coordinatenaxen 
beweglich sind. 


Der Begriff des invariablen Vectors ergiebt sich hierbei direct. 


Allgemein lauten ja die Flichensitze in Polarcoordinaten: . 
rk ader ee 
amr? he ae 
dt 
5 | iy d 
mre oe ie f 
Felts 
t », dw 
Aimr? — = g, 
dt 


Ausdriicke, dic nach dem Fritheren (Vorlesung 2) die Projectionen der doppelten unend- 
lich kleinen, in der Zeit dt vom Radius vector bestrichenen Dreiecksflichen dividirt 


=. fat. 


durch dt sind. Man sieht aber direct, dass im Falle der Rotation die ersten Factoren 
in obigen Ausdriicken nichts Anderes als die Haupttrigheitsmomente A, B, C, die 
zweiten nichts Anderes als die drei Drehcomponenten um die Instantanaxe, P, 7 
sind. Mithin ist der Ausdruck, der sich aus obigen Gleichungen durch Quadriren und 
Addiren ergiebt: 
: e? + f2 + g? — Atp? + Brg? 4+ (27? 

wirklich gleich const. und der Ausdruck des Flichensatzes. 

Es wird also auch eine vom Ursprung O ausgehende Gerade, der wir die Linge: 


“fe ye + f? f he = ao VA2p? aa Bq? + @r2 — N 
geben und deren Richtungscosinus mit den mit dem Kérper beweglichen Hauptaxen 
§&, , § beziiglich: 


oe Ap Ap 

cos (N, &) VA? p? ae Bq? ag (02 p2 WN. 

: ~~ Bq 2, BY 
ey) VA? p? + B2q2 + CP? To Posey ae (12) 

Cr Cr 


cos (N, §) = — = 

VA2p? + Beg? + Cr? N 
seien, erstens eine yollstiindig constante Linge und zweitens eine véllig unver- 
anderliche Richtung im Raume haben, und dasselbe wird fiir eine Ebene der Fall 
sein, die auf dem genannten Vector senkrecht steht. Diese Ebene nennt Laplace die 
unveranderliche Ebene und eine durch das Vorhergehende gekennzeichnete Gerade, 
die eine Richtung darstellt, nach welcher die Summe der Flichenmomente ein 
Maximum ist, ist es, die man als die invariable Normale bezeichnet. Dieselbe hat 
also die Linge: 


Wize Y At 9? 42 Bight CFs? nn we ha ae (18) 
Der Winkel, den die invariable Normale mit der momentanen Drehaxe bildet, den 
wir spaiter auch brauchen, ist: 
cosn == cos(N, &)cosm + cos(N, 4) cos B + cos (N, £) cos y 
oder, da: 
q r 
C06 = ‘ C03 fF =s pote Ses 


mit Benutzung der eben fiir cos(N, §) ete. gefundenen Werthe auch: 


ee ie ae ae ee 
cosn = af . (14) 


wobei also: 
N? = Ap? + B%qg? + C2r? 
und 
or =p? + @+r? 
ist. 

Somit sind jetzt die Begriffe der Haupttrigheitsaxe ¢, der instantanen Dreh- 
axe J und der invariabeln Normalen N, die simmtlich in der Theorie der Pra- 
cession auftreten, definirt. Bei der Erde liegen diese drei Linien, wie hier beiliufig 
gezeigt werden soll, fiir alle Zeiten in demselben gréssten Kreise der scheinbaren Himmels- 
kugel. Durch die Schnittpunkte der Trigheitsaxe £ der Erde, ihrer momentanen Dreh- 
axe J und der invariabeln Normalen N auf der scheinbaren Himmelskugel erhilt man 
das sphirische Dreicck N€ 4 (Fig. 28), indem wir zur Illustration des folgenden Be- 
weises die drei Axen absichtlich nicht als in einer Ebene liegend gedacht haben, Sei 4 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 18 
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der Winkel des grissten Kreises NE mit dem gréssten Kreise E€, w derjenige von 
4€& mit demselben Kreise, so ist: 


Im Dreieck € Vé: 


hb 


COS (Ns) = = = cos6 cos(&,£) + sing sin(&, €) cos — sine cos. 
Im Dreieck Ny: 


cos(N,n) = t = cos 6 cos(€,) -+ sino sin(£,7) cos(90° — 2) = sing sind. 
Schliesslich: 
cos (Ny6) == as == C080, 


Ferner im Dreieck § 4 &: 
60S 0 == a = cos (&,£) cosy + sin(&,€) siny cosu = siny cosu. 
Im Dreieck 47 §: 
(05 p= * = cosy cos(y,§) + siny sin (n,&) cos(90° — uw) = siny sina. 
(05 + = ws (€, 4) cos (n, £) + sin (§, 4) sin (9, §) cos (90° —u) = siny sinu. 


a) 
Schliesslich: Fig. 28, 
‘i 
Ce a or 
Diese Formeln ergeben direct: 
Apa Be 
in siny cos(A — w) = ———— 
sin G siny cos ( w) Wo 


sind siny sin(A — w) = a (B — A). 


Fermer wird: 


; V Az p? + ee 
S.0. = — - = 
N 
y POE) 
a. wt | 
Sy Ai aera 


Diese letztere Formel wird spiter gleichfalls gebraucht werden. 

Durch diese Formeln ist die gegenseitige Lage von £, 4, N bestimmt. Zugleich 
folgt durch Division: 

ig¢A—") = ees 
. pe Be 
Also fiir die Erde, wo A = B ist, 
ig(A — pw) = 0, 

da. i as 
[dass 4 — w nicht = 180 ist, kann man in der Figur voraussetzen]. Es liegen 
mithin die drei Linien €, 4 und N, wie zu Anfang behauptet, bei der Erde stets in 
derselben Ebene. — 


Die drei Componenten der augenblicklichen Drehung um die momentane Dreh- 
axe J kann man nun auch ausdriicken durch die neun Richtungscosinus a, b, ¢; a’, b', ¢; 
a’, b", c', welche die Lage des beweglichen Hauptaxensystemes §, 9, § gegen 
das im Raum feste System a, y, z bestimmen, Seien wie bisher 2, y, ¢ feste Coordi- 
natenaxen, & 9, € die Lagen der drei Haupttriigheitsaxen des KGrpers zur Zeit t, &', ', &' 


diejenigen zur Zeit t + dt, ferner p, q, r die Componenten der augenblicklichen Dreh - 
geschwindigkeit um &, , § (Fig. 29), und gebe das folgende Schema die Richtungs- 
cosinus zwischen den festen und beweglichen Axen: 


x y g 
é a a a” 
b b! bl 
a € c oe" 


Dann mébgen, wenn sich der Kérper um die &-Axe um den Winkel pdt dreht, 4 und 
€ beziiglich in die Lagen 9” und €” kommen. So wird: 


A(n", £) ees 900 —s pat, Fig. 29, 
also: 2 
cos (n",€) = pdt. 
Ferner: 
A 6") = 90° + pdt, 
also: 


cos (§",n) = — pat. 

Durch die Drehungen g und r aber andern 
sich cos (y",§) und cos (€", 1) nur um unend- 
lich Kleines héherer Ordnung. Daher ist 
auch: 

cos (',€) = pdt 

cos (§',n) = — pat. 
Es hat aber die £-Axe die Richtungscosinus 
c, c', ec, die '-Axe aber: 


b+ db, b} + db’, bY” + db". 

Daher ist: 
cos(n',€) = c(b + db) + c(h’ 4. dd’) + c’(b" 4 db"). 
Da aber § senkrecht auf 7, so ist: 
cb + et + e'b” = 0, 
also : cos(y',€) = edb + c'dd' + c'dd". 
Und da: cos(n',€) = pdt, 
se By ae 
Re gee pet ay 

Hierfiir kann man aber auch, da: 

* (cb + é b’ + ayy —— a) 

( 


ist, setzen: 


poh Gt 
Es ergeben sich somit folgende Gleichungen: 
Pa pet od it 
gaat pg Sty it oy ee CLO) 
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In der Theorie der Pricession braucht man aber diese Gleichungen in einer anderen 

Form, die gleichfalls schon Euler gegeben hat dadurch, dass er an Stelle der genannten 

neun Richtungscosinus a,b... ¢’ drei unabhiingige Winkel einfiihrte. Denkt man 

sich nimlich, wie wir es bereits bei Ableitung der Euler’schen Gleichungen thaten, 

um den Ursprung eine Einheitskugel construirt, so schneiden auf dieser das im Raume 

feste System w, y, und das im Raume bewegliche System &, 4, ¢ zwei Kugeloctanten 
Fig. 30. 


aus, aus denen man — wenn é den Winkel zwischen der im Raume festen wy-Kbene, 
also einer festen Ekliptik fiir eine bestimmte Anfangsepoche und der beweglichen 
En-Ebene, d. h. dem Aequator, 180 + # den Abstand des Knotens vom Widderpunkte, 


bedeutet (cf. Fig. 30) — folgende Relationen auf Grund der drei Fundamentalformeln 
der sphirischen Trigonometrie gewinnt: 


a = + cosy cosy — sing siny cosé 

b = — sing cos — cos@ sin cosé 

Cc = — sinw siné 

a = + cosy siny + sing cos W cosé 

b' = — sing sinw + cosq@ cos cosé =) ) SM Des cana 
c == -+ cosw sine 

a’ = — sing siné 

b” = — cos siné 

c' = + se 


Bei Euler selbst treten diese Relationen in einer etwas anderen Form auf, weil er an 
Stelle der Gréssen m + 180 und » 4+ 180, die dem astronomischen Zusammenhange 
entsprechen, gm und y selbst gewihlt hat. Durch Differentiation letzterer Gleichungen 
beziiglich aller Winkel erhilt man nach einer kleinen Rechnung: 


+ bdgy — adv — esingde 


da= 
db =— adgy — b'dt — ccosgp de 


de —cdw + ccotge dé 

da’ =+ dg + ady — c' sing dé 

db’ =— addgp + bd —ccspde ¢-> +++ + + (18) 
dec =+ cd 4+ coeotge de 

da" = + b"’dg— c'sing ds 

db” = — a'dgy— c' cosy dé 

dc’ = — c'tge dé 


Wenn man nun in diesen drei Systemen beziiglich die zweite Gleichung mit c, c, c’, 
hierauf die erste Gleichung mit — ce, — ce’, —e’ und schliesslich die erste noch mit 
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b, b', b” multiplicirt, die dritte des dritten Systemes aber mit p, g, r, dann erhalt man 
auf Grund bekannter Relationen der analytischen Geometrie nach einigen Rechnungen, 
die wir hier iibergehen, unschwer die folgenden Gleichungen: 


pdt = — sing sme dy — cosg dé 
qdt = — cosy sine dy + sing dé 
rdt = + dg + cose dy, 


aus denen man einmal durch Multiplication der ersten und zweiten mit — sing und 
— cos g, sodann mit — cos und sing, das folgende, bei der Lisung des Problems der 
Erdaxenbewegung ausser den Euler’schen Gleichungen gleichfalls gebrauchte System 
erhalt: 


ae ee eee. } 
Teas psing — qcosg@ 
“= — peosy + qsing on a sas ag a 
dg : 
7 Td + (psing + qcos @) cotgé 


Die Euler’schen Gleichungen sind nun aber, wie wir an dieser Stelle nur bei- 
laufig bemerken wollen, keineswegs die allgemeinsten Rotationsgleichungen, die denkbar 
sind. Dies sind vielmehr die sogenannten Liouville’schen Rotationsgleichungen, die 
indess schon yon Poisson abgeleitet, von Liouville aber aus seinem Nachlasse (cf. 
Journal Liouville, Il. Bd., 2. Serie) veréffentlicht worden sind. Man erhilt diese 
Gleichungen, indem man, was auch den modernen geologischen und astronomischen 
Anschauungen iiber die Natur unseres Erdkérpers entspricht, diesen nicht als vdllig 
starr, sondern als elastisch betrachtet. Diese allgemeinsten Formen der Rotations- 
gleichungen, die iiberhaupt denkbar sind, die also fiir einen nicht starren Kérper gelten, 
in dem das friiher fest mit diesem verbundene, im Raume bewegliche System &, 1, § 
jetzt selbst verinderlich ist, da sich die einzelnen Punkte des Koérpers nicht allen mehr 
gegen das im Raume feste System x, y, z, sondern nunmehr auch gegen das System 
—, 7, € verschieben, sind die folgenden (den sich hierfi interessirenden Leser ver- 
weisen wir auf Liouville’s Journal): 


“(P+ a)—Qr+Ratay—rh =D, 


A (Q+B)— Rpt Prtra—py=Dyp- +--+ + (20) 


<(R+”)— Pa + Qp + 8B —qu =D, 


Wie complicirt diese Gleichungen sind, erkennt man sogleich, wenn man sich die Be- 
deutung der in ihnen auftretenden verschiedenen Gréssen vergegenwirtigt. Es bedeutet 
nimlich in ihnen zunichst allgemein: 
A= Zm(n? + §?) 
B am (¢* + 7) 
C = 2m (—? + 47%). 
Faz 2m ye P= Ap—qH—rG 
G= Dméé und: Q@= Ba—rF — pH 
SS Hy R= Cr — pG — gf. 


I 


Ferner ist: 
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Die p, q, r sind die Euler’schen Componenten der Drehung um die instantane Axe: 


p’ db" 

poege tea te a 
d / d ” 
pmede ee ee cee 
da pee. jude 
ae Ta ee 


Die o, B, y sind die Ausdriicke fiir die Flachensitze: 
6 = 2 (x bio 2) 


pan (Hed) 


eas dé 
y = Em (8 1s): 


Und scbliesslich sind D,,D), D3; die Drehmomente beziiglich der beweglichen Axen §, 9, €: 
10}, se PGs —_— ¢H) 
D, = 2(6 4 -—- §2Z) 

D, = Z(EH — 754). 

Streng genommen kann der nicht mehr starre Kérper, in dem sich die einzelnen 
Theile gegenseitig verschieben kénnen, freilich nicht mehr auf ein mit ihm fest ver- 
bundenes Hauptaxensystem im Sinne des friiheren bezogen werden. Jedenfalls aber 
hat er in jedem einzelnen Moment gewisse Haupttrigheitsaxen, die allgemein also 
Functionen der Zeit sind, ebenso wie sich die A, B, C mit der Zeit andern werden, 
wenn sich die Gestalt und Dichtigkeitsverhaltnisse des Koérpers andern. N ehmen wir 
aber, um die Beziehung des beweglichen §, 7, §-Systems zum Kérper, wenigstens fiir 
jeden einzelnen Moment zu bestimmen, an, dass £, 7, ¢ die momentanen Haupttrig- 
heitsaxen des elastischen Kérpers seien und entsprechend die A, B, C die momen- 
tanen Haupttrigheitsmomente des verianderlichen Kérpers, dann ist  offenbar, 
entsprechend den frither bei Discussion des Centraltrigheitsellipsoides fiir die Haupt- 
trigheitsaxen gefundenen Definitionen: 

Bae ey 6 sO 

GS fare tee 0 

EE = 2H S50, 
wodurch sich aber die P, Q, R auf: 

Pe Ay, Oe Be RSeCe 

reduciren, Die Liouville’schen Gleichungen gehen bei dieser, durch die bisherigen 
Betrachtungen nahe gelegten Specialisirung, dass &, 7, € cin momentanes Haupt- 
axensystem sein soll, tiber in die folgenden: 


d(Ap +a . : 
aE +) por + Car + ay—r6 =D, 
d(Bqg+ 8), 
dn Oe Ae hee py De a ee) 
d (Or 
pat = Apa + Boa + pB —qa% =D, 


die, wie ersichtlich, wenn die Erde absolut starr und folglich & = f=) = 0 wire, 
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sofort in die Euler’schen itbergehen. Diesen Gleichungen hat Darwin dadurch eine 
fiir die geometrische Discussion geeignetere Form, welche den Ausgangspunkt der 
neuen theoretischen Untersuchungen iiber die Schwankungen der Polhéhe eebildet hat, 
gegeben, dass er sechs neue Gréssen, @,, @), @3, 4, V, @ in sie einfiihrt, die Functionen 
der Zeit sind, indem er setzt: 

Ap +a=—= Aa, 

Ba+ B= Bao, 

Cr+y= Ca,, 


also: 
= a, — 2 
} 1 A 
¢ = 8}. — B 
q are 2 B 
ene at 
. GC 
Daraus ergiebt sich fiir: 
== AU 
Bp —— By 
? = — Co; 


mithin werden die Euler’schen Drehcomponenten ausgedriickt durch die Darwin?- 
schen Gréssen: 


p=U+ @, 
q=v-+t @, 
r= @ + @. 


Durch Einfiihrung dieser Gréssen in die letztere Form der Liouville’ schen Gleichungen 
folgen die allgemeinen Darwin’schen Rotationsgleichungen: 


— — Ba, (@ ar ©, ) + Co, (v + (y) =a), 
ae Ca;(u + ,) + Aw (e+ %) =D, ¢- + + + + (22) 
ey — Aaw,(v + @) + Bo,(u + o,) = D; 


Der Begriff einer momentanen Drehaxe im friiheren Sinne existirt jetzt streng genommen 
also eigentlich nicht mehr, da sich die einzelnen Theilchen im elastischen rotirenden Kérper 
im Allgemeinen mit verschiedener Geschwindigkeit und Richtung bewegen werden.  Fiir 


einen starren Kérper, wo « = Bp = y = 0 und folglich auf Grund der Relationen: 
“o=— Au 
p= — By 
i C Q; 

auch uw, v, @ gleich Null wiiren, wiirden @,, @,, @, wirklich entsprechend den Relationen : 
p=e+ o 
G=v-+ OW, 
r=o + 


die Drehcomponenten um eine ,instantane Axe“ im Sinne des Friitheren darstellen. Da 
sich aber bei der Erde alle Theilchen doch um eine gewisse Mittellage einer Axe mit 


nahezu constanter Geschwindigkeit bewegen, so hat man doch auch beim elastischen 
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Erdkérper noch das Recht, von einer Axe, die durch den Schwerpunkt geht und die 
ihrer Richtung nach durch @,, @,, @, definirt ist, als momentaner Drehaxe zu 
sprechen. 

Diese letzteren Formen der Rotationsgleichungen haben wir einerseits mitgetheilt, 
weil sie eine Verallgemeinerung des Problems der Rotation eines beliebigen Kérpers, 
in dem nur ein Punkt fest gedacht ist, sind, andererseits aber auch, weil sie den 
Ausgangspunkt und die Basis fiir jene Untersuchungen bilden, welche die tber- 
raschenden modernen Beobachtungsresultate, aus denen Chandler auf eine 430tigige 
Periode an Stelle der 304 tigigen Euler’schen schloss, theoretisch bestatigt haben. 
Liegt auch ein weiteres Kingehen auf diese von Darwin, Sir William Thomson 
und Newcomb gemachten beriihmten Untersuchungen, die sicherlich zu den_be- 
deutendsten Errungenschaften der theoretischen Astronomie in neuerer Zeit gehéren, 
ausserhalb der hier gesetzten Grenzen, so sollte doch, um ihrer Wichtigkeit willen, wenig- 
stens hier auf dieselben hingewiesen werden. 


II. Die Theorie der Bewegung der Erdaxe. 


Ziehen wir das Resume der bisherigen Betrachtungen, so ist das Rotationsproblem 
fiir den starren Erdkérper in seiner Allgemeinheit charakterisirt durch folgende sechs 
Differentialgleichungen erster Ordnung: 


A GDS CGSe Baie: | 


dt 
dq } 

B=, +(A— OC) rp = Dy . Gin te ye) ae . « . (1) 
dr 

C4, + (B— A) pa = D; 

sin & Li ae J 

Dee ION ae ea 

dé : . 

Fp = Pes p + asin a; - (1) 

d 

<< =r + (psing + q cos @) cotg & 


Die Integration des nicht linearen Systems (1), bei welcher die Drehmomente 
D,, Dy, D; (und somit die Coordinaten und Krifte, aus denen sich D,, D,, Ds zasammen- 
setzen) als Functionen der Zeit gegeben und ebenso die Haupttriigheitsmomente 
A, B, C bekannt sein miissen, wiirde dann die drei gesuchten Componenten p, q, r der 
augenblicklichen Drehung des Kérpers um die &, ,€-Axe ergeben und folelich seine 
Winkelgeschwindigkeit um seine momentane Rotationsaxe 4 selbst, gemiiss ‘der frither 
abgeleiteten Formel: 


J 
o = Vp? + g? 4+ v2, 
4 ee . : Lhe ‘ : “ 4 fe i ss . a 
Auf Grund des so erhaltenen Werthes von o ergiiben dann aber die Formeln: 
p == @ COS % 
Gina GO COS B 


Yr == 0 COS Y 
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unmittelbar die Winkel #, B, y als Functionen der Zeit, welche ihrerseits die Lage der 
momentanen Drehaxe gegen das fest mit dem Kérper verbundene System &, 7, (a und 
folglich gegen ihn selbst bestimmen. So dass mit anderen Worten die Integration 
der Euler’schen Gleichungen (1) die Axenbewegung im Innern des Koérpers 
ergiecbt. 

Wire nun die Bewegung der momentanen Drehaxe im Innern des KGrpers in dieser 
Weise allgemein bestimmt, so hiitte man die fiir p, q, r gefundenen Functionen der 
Zeit in das System (11) ecinzusetzen, dessen Integration dann die drei Euler’schen 
Winkel &, & gp allgemein als Functionen der Zeit ergiibe, die ihrerseits die Lage des 
im Raume beweglichen (weil mit dem Kérper fest verbunden gedachten) Haupt- 
tragheitsaxensystemes §, 7, € gegen das im Raume feste System w, y, 4 
bestimmen. Und da auf Grund der Integration von System (I) die Lageninderung 
der Momentanaxe gegen das &, 9, §-System bekannt, so wiirde die Integration von 
System (II), welche die Lageniinderung des & 9, §-Systemes gegen das a, y, z-System be- 
stimmt, zugleich auch die Lageniinderung der Instantanaxe selbst gegen das im Raume 
feste System a, y, ¢, mit anderen Worten die Axenbewegung des Kérpers im 
Raume ergeben. 

Wihrend nun aber diese Integrationen mathematisch allgemein und streng  iiber- 
haupt nicht durchfiihrbar sind, erméglicht sie die Astronomie zur Ermittelung der Axen- 
bewegung der Erde, auf welche simmtliche in Abtheilung I. entwickelten Gleichungen 
und Begriffe buchstiblich Anwendung finden, geniigend streng dadurch, dass sie von 
gewissen Umstiinden Gebrauch macht, welche in der Natur fiir die Erde herrschen und eine 
Weiterbehandlung von System (1) und (IJ) iiberhaupt erst erméglichen. 

Betrachtet man nimlich die Bewegung der momentanen Drehaxe der Erde im 
Raume (Priicession und Nutation), die durch die fusseren Krafte der Sonnen- 
und Mondanziehung hervorgerufen wird, so zeigt sich das merkwiirdige Resultat, welches 
im Folgenden wirklich abgeleitet werden soll, dass diese fiusseren, von Sonne und 
Mond auf den Erdkérper ausgeiibten Anziehungskrifte die Lage der momentanen 
Drehaxe der Erde im Innern der Erde so gut wie gar nicht veriindern, so dass der 
Euler’sche Cyclus (die Kreiskegelbewegung der momentanen Drehaxe um die Haupt- 
triigheitsaxe € im Erdkérper) trotz der iiusseren Krifte bestehen bleibt; vorausgesetzt 
jedoch, dass man gewisse kleine Glieder, deren numerischer Betrag indessen zwei 
Hundertstel Bogensecunden nicht iibersteigt und in denen gerade die winzig kleine Drehung 
der momentanen Drehaxe um die Haupttrigheitsaxe, also thatsichlich eine Schwankung 
der Erdaxe im Erdinnern enthalten ist, vernachlissigt. Macht man also diese kleine, 
villig zulissige Vernachlissigung von 0,019, so kann man bei Betrachtung der Be- 
wegungen der Erdaxe im Raume yon ihren Schwankungen im Erdkérper selbst vollig 
absehen und die erstere Bewegung unabhingig fiir sich allein untersuchen. 

Betrachtet man aber umgekehrt die Bewegung der instantanen Drehaxe der Erde 
im Innern des Erdkérpers, wie sie durch den Euler’schen Cyclus definirt ist, so 
zeigt sich — und im Folgenden wird dies nachgewiesen werden —, dass die Neigung der 
Instantanaxe der Erde gegen eine im Raume feste Linie, die im Vorhergehenden 
definirtte invariable Normale N, beinahe constant bleibt, indem niimlich die 
Schwankungen der momentanen Drehaxe der Erde gegen die invariable Normale 
ein Fiinftausendstel Bogensecunden nicht iibersteigen. Macht man also diese kleine Ver- 
nachlissigung von 0,0002, so kann man bei Betrachtung der Schwankungen der momen- 
tanen Drehaxe der Erde im Erdinnern von ihren Bewegungen im Raume vollig absehen 
und die erstgenannte Bewegung wieder unabhingig fiir sich allein untersuchen. 

Bei der Erde gestalten sich also beide Probleme der Axenbewegung im Erd- 
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innern und im Raum, vo6llig unabhingig von einander. Man kann nach dem Gesagten 
mr Ermittelung der Bewegung der momentanen Drehaxe im Erdinnern (des Euler’- 
schen Cyclus) von den anzichenden iusseren Kriften der Sonne und des Mondes 4, H, Z 
giinzlich absehen, d. h. aber nichts anderes, als man kann die rechten Seiten der 
Euler’schen Gleichungen, die Drehmomente, die aus 4, H, Z zusammengesetzt sind, Null 
setzen und unter dieser Annahme die Integration von (1) durchfiihren. Wie schon er- 
wihnt, ist aber eine strenge Integration der Euler’schen Gleichungen bei Ausschluss 
iusserer Krifte gerade méglich, und zwar hat man sie mit drei verschiedenen Trig- 
heitsmomenten fiir den Mond (der nahezu ein dreiaxiges Ellipsoid bildet), einfacher mit 
bloss zwei verschiedenen Trigheitsmomenten aber fiir die Erde, die ein Rotations- 
ellipsoid’ ist, durchzufiithren. Das Resultat ist eben bei der Erde fiir die Erdaxen- 
bewegung im Erdinnern der Euler’sche Cyclus, fiir die Erdaxenschwankung im Raume 
der Maximalwerth von 0',0002, von dem man giinzlich absehen kann. 

Hierauf aber hat man die Erdaxenbewegung im Raume zu betrachten, die jedoch 
durch Einwirkung iusserer Krifte bedingt ist, bei deren Discussion man also die rechten 
Seiten der Euler’schen Gleichungen nicht mehr Null setzen darf. Um dann um die 
strenge Integration der beiden Systeme (1) und (II), die nicht ausfiihrbar ist, herum- 
zukommen, halfen sich Poisson und Laplace, wie im Folgenden gezeigt werden wird, 
in einer genialen Weise und gelangten zu Differentialgleichungen in ¢ und yw, welche die 
Axenbewegung im Raume allgemein bestimmen. Dabei ist das Gesammtresultat dieser 
Untersuchung, die also von den Euler’schen Gleichungen (1) ohne Vernachlissigung 
von deren rechten Seiten ausgeht, auch wieder sowohl eme Axenbewegung im Raum, 
wie eine solche im Erdinnern, nur dass die letztere eben im Maximum 0,019 nicht 
iibersteigt, also vernachlassigt werden kann, so dass der Euler’sche Cyclus trotz der 
Sonnen- und Mondanziehung im Wesentlichen unalterirt bestehen bleibt und aus diesem 
Grunde eben die Bewegung der Erdaxe im Erdinnern unter Ausschluss Ausserer Krifte 
iiberhaupt behandelt werden durfte. 

Dies ist in grossen Ziigen der allgemeine Gang, den man zur Lésung des Problems 
der Erdaxenbewegung in toto, sowohl derjenigen im Erdinnern, wie derjenigen im 
Raume, einzuschlagen hat. 


A. Die Bewegung der Erdaxe im Erdinnern. 
(Der Euler’sche Cyclus.) 


Zunichst erledigen wir den Euler’schen Cyelus, da unsere eigentliche Aufgabe 
darin besteht, die fiir die Bahnrechnung gebrauchten Priicessionsformeln zu gewinnen, 
doch um einer vollstiindigen Charakteristik der Erdaxenbewegung willen in aller Kiirze. 

Bei Vernachlassigung der anziehenden Krifte der Sonne und des Mondes werden 
die Differentialgleichungen (I), welche die Bewegung der momentanen Drehaxe im 
Innern der Erde bestimmen, da diese ein geschichtetes Rotationsellipsoid ist und des- 
halb nur zwei verschiedene Haupttritgheitsmomente besitzt: 


dp | Co Be 0 
dt A es 
dq A— C0 

dt } A rp == 
Se 


77 ee 
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Indem also die Winkelgeschwindigkeit. um die Haupttrigheitsaxe &: 
r == constans 


ist, werden die Gleichungen des Problems, wenn man den constanten Theil der Kiirze 
halber mit: 


= A © 

ey Yo = A ° ‘ * ° . . e . . . . (23) 
bezeichnet: 

dp = 

dt Pas 7 24 

dt = 


deren Integrale einfach: 
p = acos(at + b)) 


q = asin(At + d)f - oa el Se 


sind. 
Die Winkelgeschwindigkeit der Erde um ihre momentane Drehaxe wird hiernach: 
o= yp'+ +r = ya? + r7 = constans; 


und folglich werden die Richtungscosinus, welche die Lage der instantanen Drehaxe 4 
gegen das mit der Erde fest verbundene Haupttragheitsaxensystem &, 7, € bestimmen, 
entsprechend den friiheren allgemeinen Formeln: 


acos(At + b) 


cosa = 
ya ed) 
ee asin(At + b) 
Yar $n 
ry 
cosy = 


SS constans. 
ya? + ry 


Hieraus folgt zunichst, da y der constante Winkel ist, welchen die momentane Dreh- 
axe J mit der Haupttrigheitsaxe € bildet, dass die Instantanaxe im Erdkérper um die 
Haupttrigheitsaxe € einen sehr schmalen Kreiskegel mit dem Winkel y an der Spitze 
im Schwerpunkte beschreibt. Der Winkel y, den Laplace und Lagrange bei den 
unvollkommeneren Beobachtungsmethoden der damaligen Zeit noch fiir unendlich klein 
und vernachlissigbar hielten, betrigt nach den Bestimmungen, die C. A. F. Peters 
auf Grund von ihm in Pulkova angestellten Beobachtungen des Polarsterns ausfiihrte: 
ae _ gir 
yom. 019 =< i 

Bestimmt man, um besser an die geometrische Vorstellung ankniipfen zu kénnen, 
die Lage der momentanen Drehaxe im Erdinnern, die also mit der Hauptaxe € den 
constanten Winkel y einschliesst, an Stelle von « und # durch y und y, wo w der 
Winkel der durch die € und 2/-Axe gehenden Ebene mit dem ersten Meridian bezeichnet, 
dann werden die beiden ersten der drei obigen Relationen: 


cos% = siny cos) 
cos = siny siny, 
oder, da aus der dritten 


y a 
ny SS 
Va? + 1) 


folgt, auch: 
19* 


a 
COS 0) == Va 3 ri a a 
a 
cos B = —————= sin 
ya? + 1 | 


womit die geometrische Bedeutung des Argumentes sich durch Vergleich der beiden 
fiir cosa und cosB gefundenen Ausdriicke sofort ergiebt, namlich: 

At + const. = 0; 
d. h. aber, die durch die momentane Drehaxe J und die Haupttragheitsaxe € der Erde 
gehende Ebene dreht sich gleichférmig mit der Zeit herum. Der Schnittpunkt der 


Instantanaxe mit der scheinbaren Himmelskugel beschreibt also an dieser einen kleinen 
" 


Kreis vom Radius y = = um den Schnittpunkt der Haupttraigheitsaxe € mit der 


Himmelskugel und zwar mit einer gleichférmigen Geschwindigkeit, die bestimmt 
ist durch: 


4 CA 
= "ies OO, 
indem bei der Erde a so klein gegen r ist, dass gentigend genau @ = Ya? ry = ro 


gesetzt werden kann in der Formel (23) fiir 4. 
Die Periode eines Umlaufs der Drehaxe im Erdkérper ist offenbar: 


a 860° 
= 
Da nun aber die Abplattung 
C—A 
air. cance 0,003 272, 
also: 
C—A 
os 0,003 283 
und @ = 860° in einem Sterntage ist, so wird auf Grund des Werthes von 2’: 


A = 360 .(366,2422) .0,003283 — 432°,8 
die Periode: 
365,2422 ee 
mana 360 = 303,8 Sonnentage = 10 Monate circa 
432,8 : a 
Di ry Vr 102 Par . . . - Hyd + * . 
er ieaemontilole Periode der Drehung der Erdaxe im Erdinnern, welche man 
(\ ay ’ 1 ry 1 5 } 
den Kuler’schen Cyclus nennt, muss sich offenbar fiussern in den Schwankungoen der 
P iS * F . E: 9 . 2 
geographischen Breite, deren Periode also zehn Monate betrigt und im Maximum um 
den Betrag + y schwankt. De re i ‘ch B ) 
ne 2 =? : nn wenn die durch Beobachtung gefundene sogenannte 
ins antane, g aber die mittlere geographische Breite bedeutet, so ergibt sich aus 
rok le ec Paps Le poe pee : ; PN 
dem spharischen Dreieck : Zenith, instantaner Pol, mittlerer Pol ohne weiteres die Be- 
ziehung: 
cos (909 — p) = sing = sing’ cosy + cosy’ siny cos y, 
oder da gy nahe gleich g’: 


sin p = sin (y’ + y cosy) 
yp = 9 + yeos(w + At), 


wodurch die Polhéhenschwankungen charakterisirt sind. 


und folglich: 


Die Zeit ¢ ist dabei in tropischen Sonnenjahren auseedriickt. 


— 149 — 


Dass dabei, wenn man von dusseren Kriiften absieht, wie wir es nach dem Zuvor- 
gesagten vorliufig thun, die Neigung der momentanen Drehaxe der Erde gegen eine im 
Raume feste Linie, wie schon erwiihnt, so gut wie véllig constant bleibt, ersieht man 
unmittelbar, indem man an den friiher gegebenen Winkelwerth der Instantanaxe mit 
der Normalen N der unveriinderlichen. Ebene, Formel (14), ankniipft. Dieser Werth: 


Ap? + Ba? + Cr 
cosh SO 
yar pse tg? (ys 
wird, wenn zwei Haupttriigheitsmomente gleich sind und man statt des Cosinus den 
Sinus einfiihrt, nach einer leichten Rechnung strenge: 


: r Vp? 2 
ioe ie wen (0 ed) oe ad RTD 
o VA* (p? + a) + Or 
” 
Da nun, wie gesagt, bei der Erde y = = sehr klein (circa iz) also a sehr klein gegen r 


und folglich, mit Hinblick auf @ — Ya? + r2, sehr nahe r = @, mithin also p und q 
nahezu gleich Null sind, so wird noch gentigend genau: 


VA? (p? + a?) + Cr? = Yorn 


eee = om he 


und folglich: 


oder bei Kinfiihrung des friiher in der ersten Abtheilung durch Gleichung (15) fiir siny 
gefundenen Werthes, der sich jetzt auch wie folgt schreibt: 


| 2 72 | 
wird: 
Sanh, Ss y 
6; g 


indem man, da y sehr klein ist, den Sinus mit dem Bogen vertauscht. Numerisch 


os n = 00002. 

Das ist aber eine nicht in Betracht kommende Grdésse, und wir kénnen somit bei Be- 
trachtung der Bewegung der momentanen Drehaxe im Erdinnern von ihrer Bewegung 
im Raume, d.h. ihrer Schwankung 0,0002 gegen die im Raume feste Normale der 
invariabéln Ebene thatsachlich ganzlich absehen. 

Vor einer Reihe von Jahren ergaben nun aber, wie schon angedeutet, von Chand- 
ler auf Grund moderner Beobachtungsreihen iiber die Schwankungen der Polhdhe 
angestellte Rechnungen, dass der Euler’sche Cyclus gar nicht 303,5 mittlere 
Sonnentage betrigt, sondern in Wirklichkeit, auf Grund zuverlissigster neuerer Beob- 
achtungen, thatsichlich eine Periode von etwa 430 Tagen hat. Diese, angesichts der 
im Vorhergehenden gewonnenen, scheinbar einwurfsfreien theoretischen Resultate, gewiss 
im héchsten Grade iiberraschende Erscheinung, wurde dann durch die schon erwihnten 
Untersuchungen Newcomb’s und Sir William Thomson’s theoretisch wirklich bestatigt. 
Dieselben ergeben, dass, wenn man die Erde nicht als starren Koérper betrachtet, sondern 
ihr circa die Elasticitiit des Stahles beimisst, auf Grund von zwei weiteren Hypo- 
thesen, auf die wir hier nicht naher eingehen kinnen, die aber, trotz einiger berechtigter 
Einwinde, im Grossen und Ganzen plausibel sind, thatsichlich eine 430tigige Periode 
der Erdaxenschwankung im Erdinnern. Doch sind diese Untersuchungen, welche als 
Ausgangspunkt die viel complicirteren, zu Anfang erwihnten Darwin’schen Gleichungen, 


an Stelle der einfacheren Euler’schen haben, keineswegs so einfach wie die eben zuvor 
durchgefiihrten. Vielmehr bilden sie eines der schwicrigsten Capitel des rotatorischen 
Theiles der Mechanik des Himmels. Und da es uns in diesem Bande fiir die Zwecke 
der Bahnrechnung vorziiglich auf Gewinnung der Pricessionsformeln ankommt, der 
Euler’sche Cyclus vielmehr nur der Vollstandigkeit der Charakteristik der Erdaxen- 
bewegung halber erwaihnt werden musste, so sehen wir hier von den genannten Unter- 
suchungen ab und gehen zur Entwickelung der Theorie der Praicession und Nuta- 
tion tiber. 


B. Die Bewegung der Erdaxe im Raume. 
(Pricession und Nutation.) 


Die Grundlagen der folgenden analytischen Entwickelungen haben bereits Poisson 
und Laplace in ihren Werken im Allgemeinen vollstindig gegeben. Zu untersuchen 
ist wieder die Bewegung der momentanen Drehaxe der Erde, sowohl im Erdinnern 
wie im Raume, aber jetzt bei Einwirkung der Sonnen- und Mondanziehung. Das 
Resultat wird, wie schon erwihnt, dass trotz der ausseren Krafte der Euler’sche Cyclus 
so gut wie bestehen bleibt, dass man daher jetzt von der Bewegung der momentanen 
Drehaxe der Erde im Erdinnern ganz absehen kann und bloss ihre Bewegung im Raum 
m betrachten hat; dieselbe besteht, wenn man an Stelle der Erdaxe den zu ihr senk- 
rechten Aequator und die 23 Grad gegen diesen geneigte Ekliptik ins Auge fasst (welch’ 
letztere sich in Folge der Planetenanziehung ebenfalls verschiebt, was aber mit der 
Bewegung der Rotationsaxe der Erde wohlgemerkt nichts zu thun hat), im ziemlich 
complicirten sicularen und periodischen Schwankungen des Aequators gegen die 
Ekliptik, deren erstere sich in dem ungeheuren Zeitraume von 24500 Jahren abspielen, 
wahrend die Periode der letzteren, die hauptsichlich von der Mondanziehung herriihren, 
diejenige eines totalen Umlaufes der Mondknoten, namlich 19 Jahre circa betrigt. Dabei 
hat also, wie gesagt, die Bewegung der Ekliptik mit der Bewegung der Erdaxe, die der 
Lagenverschiebung des Aequators entspricht, nichts zu thun. Man bezeichnet aber 
nicht die Erdaxenbewegung im Raum (oder Aequatorbewegung) allein, sondern die 
gemeinsame Bewegung von Aequator und Ekliptik allgemein mit ,,Pricession und 
Nutation. 

Bevor wir die analytische Entwickelung durchfiihren, deren Discussion das geo- 
metrische Abbild der Bewegung der Erdaxe im Raum ergiebt, wollen wir letzteres 
indess gleich allgemein im Voraus charakterisiren, damit dem lLeser eine concrete 
Vorstellung schon wahrend des Verlaufes der folgenden analytischen Entwickelun 
gegenwirtig sei. 


gen 

Wahrend die Bewegung der Erdaxe im Raum an sich eine einfache ist, fiihrt 
die mathematische Behandlung des Problems, wie schon angedeutet, zu einer getrennten 
Betrachtung von sicular und periodisch erfolgenden Schwankungen derselben, die in 
Wirklichkeit stetig in cinander gehen. Dieselben sind also bedingt durch die sicularen 
und periodischen Aenderungen, welche der Aequator in Folge der stérenden Einwirkung 
der Sonne und des Mondes in seiner Lage im Raum erleidet. Diese fassen wir zunichst 
ins Auge und sehen dann zu, wie sich dieselben auf die Rotationsaxe tibertragen. 

Die hauptsichlichste Lagenveriinderung erfithrt der Aequator in Folge der 
starken Sonnen- und Mondanziehung auf das abgeplattete Erdsphiroid. Dieselbe besteht, 
wenn wir zunachst die sicularen, d. h. der Zeit proportionalen, innerhalb grosser 
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Zeitperioden verlaufenden Bey egungserscheinungen fiir sich allein ins Auge fassen, die 
man allgemein als Pricessionserscheinungen bezeichnet, in einem langsamen Zuriick- 
gehen des Aequators auf der Ekliptik, derart, dass der Aequator, wie die Fig. 31 zeigt, 

~ ae aah . . . , . . . . 
wenn er zur Zeit t; die Lage A, gehabt hat, zur Zeit f, sich in der Lage A, befindet, 


wobei also der Schnittpunkt des Fig, 31 
5° ol, 
Aequators und der Ekliptik, Yj, Ee Ay 


um das Stiick #2, im Jahre etwa 
50”, auf der Ekliptik zuriick- 
gegangen ist. Diese Bewegung 
ist durch Sonne und Mond allein 
bedinet und wird deshalb auch 
kurz die ,.Lunisolarpriicession* 
genannt. Vorausgesetzt wird da- 
bei, dass die Liingen von Sonne 
und Mond in derselben Richtung 
gmnehmen, in der gezihlt wird. 
Weil somit die Lingen, indem 
der Frithlngspunkt zuriickgeht, 
groésser werden, so bezeichnet 
man die Bewegung als Prices- 


sion (d. i. wé6rtlich  iibersetzt 


eigentlich: Vorwirts gehen). 

Ausserdem erleidet aber auch die Ekliptik durch die stérende Eimwirkung der 
Planeten eine sicular erfolgende Lagenverschiebung im Raum, welche geometrisch darin 
besteht, dass die Ekliptik, welche zur Zeit ¢; die Lage H, gehabt hat, zur Zeit ft, im die 
Lage EF) in sicularer Weise iibergegangen ist, wobei sich offenbar der Widderpunkt, der 
durch die siculare Aenderung des Aequators allein von Y, nach Y{ gelangt, noch um das 
Stiick Yi Vo = a, die sogenannte ,Pricession durch die Planeten“, nach vorn 
verschoben hat. In tote wird also der Friihlingspunkt durch Anziehung von Sonne und 
Mond einer- und Planeten andererseits, die jede fiir sich eine besondere Wirkung 
auf Aequator und auf Ekliptik hervorrufen, den Weg VY, VY, beschreiben, vorausgesetzt, 
dass man vorliufig die sicularen Bewegungen allein ins Auge fasst. 

Gleichzeitig sind die Coordinatenebenen aber auch noch periodischen, d. h. um 
einen mittleren Zustand oscillirenden, mathematisch durch Sinus- und Cosinusfunctionen 
(welche ¢ nicht als Factor, sondern nur im Argumente enthalten) dargestellten Be- 
weeungen unterworfen. Diesen periodischen Bewegungen denkt man aber den Aequator 
allein unterworfen. In Wirklichkeit schwankt zwar natiirlich auch die Ekliptik 
(die, wie wir sahen, auch eine siiculare Bewegung machte) ebenfalls periodisch hin 
und her um sehr kleine Betrige. Da man aber, wenn man dieselbe mit in Betracht 
ziehen wollte, keine ebene Erdbahn erhielte, auf die man, wie es spiter néthig wird, 
alles beziehen kann, so abstrahirt man von den periodischen Schwankungen der Ekliptik 
vollstiindig und beriicksichtigt dieselben dadurch, dass man sie als Breitenstérungen 
der Erde auffasst. Dieselben sind also von den folgenden Untersuchungen  aus- 
geschlossen, wir werden aber zu Anfang von Theil Ill dieses Capitels auf diesen 
Punkt zuriickkommen. In diesem Sinne definirt man in unserem Probleme die 
Ekliptik als eine mittlere Ebene, die sogenannte »mittlere Ekliptik“, welche 
mitten durch alle kleinen Sechwankungen hindurchgeht. Und zwar legt man  spater 
der numerischen Rechnung, als ein- fiir allemal bestimmte Ekliptik, nach Leverrier 


5S 


die mittlere Ekliptik zu Anfang des tropischen Jahres 1850, d. h. die »mittlere Ekliptik 
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1850,0“, zu Grunde; oder man wihlt nach Laplace die mittlere Ekliptik Januar 
1750,0. 
Der Winkel, den dabei der Aequator mit der fest gedachten Ekliptik 4, fiir 
1750 + ¢ macht, ist fast constant und betrigt nach Bessel: 
&, = 23028/18",0 + 0,000 009 842 3 t?. 


Die mittlere Schiefe der Ekliptik, d. i. der Winkel des Aequators mit der wirk- 
lichen, in Folge der Sicularstérungen durch die Planeten beweglichen Ekliptik £), 
hingegen indert sich stirker und betrigt nach Bessel: 


&, == 23028'18",0 — 0",48368 4 — 0,000 002 722 95 #2, 


Fassen wir, der besseren geometrischen Vorstellung halber, zunachst wieder diese 
periodischen Bewegungen des Aequators, die als ,Nutation“ bezeichnet werden, 
fiir sich allein ins Auge, so bestehen dieselben also in einem periodischen Hin- und 
Herpendeln des Aequators auf der Ekliptik. Dabei hat man zwei verschiedene solcher 
periodischen Bewegungen zu unterscheiden, namlich eine ,Lunisolarnutation in 
Linge“, 44 und eine ,Lunisolarnutation in Schiefe“, dé. Die erstere besagt 
eeometrisch, dass der Widderpunkt, wahrend die Ekliptik fest bleibt, um einen 
gewissen mittleren Widderpunkt (den jeweilig durch die Pricession bestimmten) auf der 
Ekliptik hin- und heroscillirt. Die Nutation in Schiefe hingegen besagt, dass der 
Aequator ausserdem noch um seine, durch die Pricession jeweilig gegebene mittlere 
Lage eine periodisch hin- und herschwankende Lageninderung in Schiefe beschreibt, 
indem er seine Neigung gegen die Ekliptik periodisch andert. 

Allgemein wird nun bei der analytischen Behandlung des Problems die Pri- 
cessionsbewegung von Aequator und Ekliptik im Ganzen, da sie siicularer Natur ist, 
durch eine Potenzreihe der Zeit dargestellt: 


IL = ae a, t + (ly t? _ ly t8 o Sur ir 
wihrend die Nutationsbewegung, entsprechend ihrer periodischen Natur, offenbar 
durch eine Fourier’sche Reihe reprisentirt wird: 
N = XdbjcostiO + iC). 
Im Ganzen ist also die Bewegung des Schnittpunktes von Aequator und Ekliptik, 
wie sie durch die S&cularstérungen und periodischen Stérungen zusammen bedingt ist, 
ganz allgemein dargestellt durch eine Reihe der Form: 


a + mt + at? +---+ Lbcos (GO + iQ), 
die jedoch nur bei Beriicksichtigung aller Glieder die Bewegung strenge darstellt. Die 
im Vorhergehenden gegebene geometrische Versinnlichung der Bewegung 
wird also tiberhaupt nur dadurch erméglicht, wie ausdriicklich hervor- 
zuheben ist, dass man von der sicularen und periodischen Reihe je nur 
ein Glied, das alle anderen iiberwiegt, allein beriicksichtigt hat. 

Ks iiberwiegt niimlich einerseits bei der die Priicession darstellenden Reihe das 
der Zeit direct proportionale Glied af, dessen Coéfficient a, die sogenannte Pri- 
cessionsconstante ist (genau genommen nur fiir die Epoche ¢ = 0), derartig die 
folgenden Glieder, dass man in friiheren Jahrhunderten, wo nur dies eine Glied bekannt 
war, die Priacession direct der Zeit proportional annahm, bis man dann spaiter bei der 
mathematischen Behandlung des Problems die Priicession strenger durch die ganze 
Potenzreihe definirte. Kbenso iiberwiegt, wie wir spiter sehen werden, in der Fourier’- 
schen Reihe, welche die Nutationserscheinungen repriisentirt, ein Glied, die sogenannte 
Nutationsconstante, alle folgenden Glieder. Wollte man dagegen alle Glieder der 
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Reihe fiir die Pracession und Nutation in Betracht ziehen, so wiirde eine geometrische 
Vorstellung nicht mehr zu erméglichen sein. 

Fasst man nun an Stelle von Ekliptik und Aequator die auf dem letzterem senk- 
rechte Erdaxe selbst ins Auge, deren totale Bewegung also auch durch eine Reihe der 


Form: 
M + gt + at? +--+ + SbeosiO + iC) 

definirt sein wird, so erkennt man leicht, dass, wenn man die Pricession fiir sich 
gesondert in Betracht zieht und zwar allein das tiberwiegende Glied a,, dass dann der 
Pol des Aequators wm den Pol der Ekliptik einen Kreis mit constanter Geschwindigkeit 
beschreibt. Bei dieser Vorstellung eines festen Kreises sehen wir also von der sehr 
kleinen stérenden Einwirkung der Planeten auf die Erdbahn, d. h. von der Priicession 
durch die Planeten, ab. Zugleich schwankt aber, wenn man die Nutation fiir sich ins 
Auge fasst, der Pol des Aequators noch in zwei auf einander senkrechten Richtungen 


periodisch um seine, durch die Pricession gegebene, jeweilige mittlere Lage (Fig. 32) derart, 


Fig. 33. 
Fig. 32. 


dass in cirea 19 Jahren yon ihm eine kleine Ellipse beschrieben wird, die sogenannte 
Nutationsellipse, die also in Folge dessen jeder Stern scheinbar im Laufe von 
etwa 19 Jahren am Himmel beschreibt. Die Periode eines Umlaufes des Weltpoles um 
den Pol der Ekliptik, oder, wenn man, wie zuvor, die Coordinatenebenen selbst ins Auge 
fassen will, die Periode eines totalen Umlaufes der Erdknoten auf der Ekliptik hingegen 
ist grésser und betrigt, wie schon erwahnt, circa 24500 Jahre. 

Fasst man, der Wirklichkeit entsprechend, diese beiden, den Verlauf in der Natur 
sehr genihert wiedergebenden Bewegungsformen gemeinsam ins Auge, so resultirt 
durch Combination der cyclischen und elliptischen Bewegung eine geschlossene Schlangen- 
linie, welche der Weltpol in circa 24500 Jahren um den Pol der Ekliptik an der 
scheinbaren Himmelskugel beschreibt (Fig. 33), wobei die in Fig. 33 gerade gewahlte 
Anzahl von Ausbiegungen natiirlich willkiirlich ist. 

Schliesslich kann man noch nach Poinsot das Gesammtbild der Bewegung der 
Erdaxe im Raume auch dahin deuten, dass die momentane Drehaxe der Erde die Mantel- 
fliche eines kleineren Kegels beschreibt, der selbst auf einem grésseren Kegel, dessen 
Mantelfliche durch die Haupttrigheitsaxe € der Erde beschrieben wird, in seinem Innern 
in schmiegender Bewegung rollt, wobei die Oeffnung des grossen Kegels circa 2 < 23°, 
diejenige des kleinen hingegen verschwindend schmal ist. Voraussetzung dieser ganzen 
Betrachtung, die Bewegung durch das Abrollen eines beweglichen Kegels auf der 
Innenseite eines festen darzustellen, ist jedoch, wie ausdriicklich hervorzuheben, dass 
man sich auf das der Zeit direct proportionale Glied der Priicession a,t beschrankt, 
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jedoch mit Ausschluss der Nutation. Wollte man die Nutationsglieder hier mit in Be- 
tracht ziechen, so wiirde jede genaue geometrische Vorstellung aufhéren. 

Nach diesen allgemeinen Bemerkungen itiber das Wesen der Priacession und 
Nutation gehen wir zu ihrer analytischen Darstellung iiber, welche die in der Bahn- 
rechnung gebrauchten Rechenformeln ergiebt. Voraussetzung ist dabei ein starrer 
Erdkérper. Fiir diesen ist das Problem bis jetzt nur gelést. Freilich deuten, wie erwahnt 
wurde, die Untersuchungen Darwin’s und Thomson’s auf eine geringe Elasticitat der 
Erde hin, indem ja unter dieser Voraussetzung der auf Grund der modernen Beob- 
achtungsreihen tiber die Schwankungen der Polhéhe zu 430 Tagen sich ergebende 
Euler’sche Cyclus theoretisch bestitigt wird. Es ist daher nicht ausgeschlossen, dass die 
folgenden von Poisson und Laplace gegebenen Resultate iiber die Schwankungen der 
Erdaxe im Raume, die allgemein verwendet werden, noch einer geringen Modification 
fihig sind. Im Grossen und Ganzen geniigen sie indess jedenfalls. 


Den Ausgangspunkt der Pracessionstheorie bilden die Eulex’schen Gleichungen: 


A op + (C — B)rq=2 (nZ —- $f) 


== DP 
dt D; 
dq - : 
Bat A— Opr= 2s — sZ) =e 
dr ee 
Ca + (B— A)qp = 2 (EH — yn) = D;. 


Kine Weiterbehandlung dieser Gleichungen wurde von Poisson durch Einfiihrung des 
»Potentiales* der diusseren Krafte 4, H, Z in die rechten Seiten erméglicht. 


Der Begriff des Potentiales folgt unmittelbar aus dem Princip der lebendigen 
Kraft. Dasselbe besagt, wie wir in der zweiten Vorlesung gesehen haben, dass der 
: < : : : Z ‘ m c? 
Zuwachs der lebendigen Kraft emes Punktes in der unendlich kleinen Zeit dt, a(—) 
gleich ist der in der Zeit dt geleisteten Elementararbeit Xdx + Ydy + Zdz. Allge- 
mein, dass die Summe aller Zuwiichse, welche die lebendige Kraft wihrend des ganzen 
Weges erfahrt, gleich ist der Gesammtarbeit, die waihrend der ganzen Bewegung 
geleistet wird: 


fos) 


"fine? mey ) | 


: 
wobei tiber den ganzen endlichen Weg zu integriren ist und X, Y, Z Functionen der 
Coordinaten sind. 

Ks ist nun jedenfalls méglich, dass eine vierte Function der Coordinaten, F(a,y,2), 
von der Beschaffenheit existirt, dass die Grésse Xda + Ydy + Zdz 
stindige Differential dieser Function F' ist. Dasselbe ist: 


eerade das yvoll- 


5 


OF oF OF 
dF (a, y, 2) = = daz = dy + — dz. 
( ’ Y, ) Ox oy ¥y | Oz d 
Tritt dieser moégliche Fall wirklich ein, so ist, indem wir dann die Function F mit V 
bezeichnen wollen: 


dV = Xdw + Ydy + Zdz. 


Ks sind dann also die Krafteomponenten in Richtung der drei Coordinaten- 
axen die partiellen Ableitungen der Function V nach den drei Coordinaten: 
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so dass: 
OV OV OV 
ii dx + — dy + — dz 

Ox y Oz 
ist. Man nennt aus diesem Grunde V die ,Kriftefunction®. Allgemein ist, wie 
leicht zu beweisen, wenn k eine beliebige Richtung im Raum und K die in dieser 
Richtung wirkende Kraft ist: 
OV 
ok 

Wenn nun cin beliebiger fixer materieller Punkt w mit den Coordinaten &, y, € auf 
einen anderen beweglichen materiellen Punkt m mit den Coordinaten a, y, 2 und der 
Entfernung r yom ersteren Punkte mit einer Kraft wirkt, deren Intensitiit bloss von r 
abhingt, jedoch in beliebiger Weise, f(r), dann sind, wie wir in der zweiten Vorlesung 
sahen, die Componenten dieser Kraft nach den drei Axen: 


ie 


a—& 
x= 7) = 
ae y 9 
~=7(r) 

e— 
Z = fir) Sk 


Dass eine Kraftfunction existirt, ersicht man sofort, wenn man den Ausdruck der 
Arbeit bildet: 
g)dx + (y — n)dy + ( — §)de 


r 


Xdz + Ydy + Zdz = f(r) - 


Da niamlich: 


ete ee an ok (eo) 
(oo as ie ay (e — §)dz 


} 


also: 


a ek 


so ist die Arbeit f(r)dr ein vollstiindiges Differential. Denn es ist, wenn: 
\/@)ar = 9(r), 
ag(r) = f(r)dr 
Xd« + Ydy + Zde = dgy(r); 


es existirt also eine Kriftefunction: 


und mithin: 


V = 9(r), 
deren Zuwachs gleich ist der geleisteten Arbeit und deren partielle Ableitungen nach 
den Coordinaten mithin die Krifte sind: 
Y= PO) _ gm =r) FH 
wobei, da y und ¢ constant und bloss « variabel: 


rdr = (a — &)da, 
20* 
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also jetzt: ar dite Sa ek 


On n> 
ist. Analog fiir die y und z Coordinate, so dass also: 
X= Ad = f(t) as = 
ee 
ak ie rs 


In dem in der Astronomie in Betracht kommenden Falle Newton’scher An- 
ziehung ist die von Punkt w auf Punkt m geiibte Kraft: 


2 
Hee k?mu 


2 
wo k? die Gauss’sche Constante und f(r) negativ ist, da f(r), wie schon in der zweiten 
Vorlesung erwihnt, positiv gerechnet wird, wenn die Kraft in der Verlaingerung 


? 


von r wirkt, die Gravitation als Anziehung aber eime nach Punkt m hin gerichtete 

Kraft ist. In diesem speciellen Falle des Newton’schen Gravitationsgesetzes 
wird also die Kraftefunction: 

; "dr k? mw 

I eNO ee ac 


) 
indem die Integrationsconstante, da bloss die Ableitungen von g(r) eine Rolle spielen, 
von vornherein Null gesetzt werden kann. Diese Grosse: 
_ k?mu 
a 
ist es, welche man das , Potential* des Punktes w auf den Punkt m nennt. 
Im Falle von n fixen Massenpunkten uw, und einem beweglichen Punkte m wird 
das Potential, wie leicht ersichtlich: 


; ly Un k2mM 
vite (Oy ep. Del SERN ees 


Yo Tn r 


aRe. seit PSE ae eee eS) 


wobei die Klammergrésse M auch im engeren Sinne als die , Potentialfunction “ 
bezeichnet wird. 

Die Kraftcomponenten, d. h. die partiellen Differentialquotienten des Potentiales 
nach den drei Coordinaten aber werden im Falle des Newton’schen Gravitationsgesetzes: 


EO us (@ — &:) 
ern OS aera 

eta us (y — ;) 
BGs ee 
Vi OV mee 5 {i (2 £:) 

Ze 7 = k2m S eee 


wobei an Stelle des Summenzeichens ein-, zwei- oder dreifache Integrale treten, je nach- 
dem die Massen im ecin-, zwei- oder dreidimensionalen Gebiete vertheilt sind, wenn sie 
continuirlich eine Linie, eine Flache oder einen Kérper erfiillen. In der Potentialtheoric 
fiihrt man in diesem Falle in letzteren Relationen beziiglich noch die Lingen-, Flichen- 
und Volumdichte ein. Doch gehen wir hierauf nicht weiter ein, da dies fiir das Fol- 
gende nicht in Betracht kommt. 

Bezeichnen wir, im Hinblick auf das Problem der Erdaxenbewegung im Raume, 
die Coordinaten irgend eines Massenpunktes « des Erdkérpers in Bezug auf das beweg- 


6+ 


. 


liche Hau i lejeni i 
ae ee ptaxensystem E,n,€ mit & 7,6, diejenigen eines fusseren Massenpunktes m, 
es Mondes, mit &, ,, €, so wird zunitchst: 


_ k?mu k?m w 
H= — (m1 — 2): z=-—* (bi, 
Die erste dieser Gleichungen mit — £, die zweite mit 7 multiplicirt und addirt, folgt: 
k? mw 
wo — (A = ae (S14 — 7,6). 


Bei Kinfiihrung des Potentiales!) V = k2m es “ aber ergiebt sich aus: 


OV ae OV a 
an .2 NS f face jt tt 
a k?m > =~) (7, — 7), so k2m > ve (€, — §) 
nach Multiplication der ersten dieser Gleichungen mit £,, der zweiten mit — 7, und Addition: 


OV OV a 
is on, 1 bb, = + km Ss o (em =), 6). D,, 


also in toto: 


Dy = 6 or P= ho — bor Ds =n Se — A - (31) 
Es nehmen somit die Euler’schen Gleichungen auch die folgende Form an: 
Ae +(C—B)ra=h 5 — ne 
po 4 i= Orr=h oa eC a ey) 
c+ (BA ge 


In diesen Gleichungen hat Poisson an Stelle der rechtwinkligen Coordinaten 
£1, "1, €; die Polarcoordinaten g, w, € eingefiihrt, welche, wie im ersten Theile dieses 
Capitels gezeigt worden, die Lage des beweglichen Hauptaxensystemes &, n, ¢ 
gegen das im Raume feste System ag, y, zg und mithin die Bewegung der Rotations- 
axe im Raume bestimmen, wenn ihre Lage gegen das &, 7, €-System bekannt. ist. 
Da das Potential V lediglich von der wechselseitigen Entfernung r der Erde und des 
Mondes abhingt, so wird es bloss eine Function der Mondcoordinaten &, 1, ¢, sein. 
Es wird daher, indem die Coordinaten 2,, y,° 2, von g, Uv, € vollig unabhingig, ihre Ab- 
leitungen nach g, v, € also gleich Null sind: 

OV __ OV 06 = oV on, | OV of, 
Op 08, Op om, Op § 0b, O@ 
ay ov O€, OV On, OV Of, : 
By DE Ow om av | 0 ov( © ae 
OY _0V o¢, OV on, OV Of, 
Ge OE, Be ci On, O& r 06, Ge 
Fiir die neun partiellen Differentialquotienten der Mondcoordinaten &,,7,,€, nach den drei 
Euler’schen Winkeln g, #, € ergeben sich jetzt durch eine kleine Rechnung auf Grund 


der Formeln: 


1) Beziiglich des Potentiales vergleiche man tbrigens das auf §. XXI, Anm. 1 der Vor- 


bemerkungen zur 3. Ausgabe des vorliegenden Werkes citirte Buch: 
,Das mechanische Potential nach Vorlesungen von L. Boltzmann bearbeitet und die Theorie 
der Figur der Erde.“ Erster Theil. Mit 137 Textfiguren. Leipzig, Verlag von Johann Ambrosius 


Barth, 1908. 
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Es ae a a bo Beh ete aes 
m = bE + Vy + ONE g=di + Um + eh 
Gy SS 05 ae ec ieac C= a ole Ole cer 
unter Beriicksichtigung der Gleichungen (17) in der ersten Abtheilung, folgende Werthe: 

dé, ae f ie 

ite =b&+ dy + OSC = Mm 

& =an ab = G0 — ba)y, - GC = ca) = oe 

dé, ae a i Set GN ee een ee 

7 +n + of) = sin p 

oh = — (af + ag + ot) =— & 

ap 


Ot So ypras PE SS be Ee Oe = NG ee 


—— = — cosp(c& + dy + e'f) = — cosph, 


—~ = cen — dé = (ca — ac)é, + (cb' — bc')y, = b” & — a" n, 
Fe = inp (aE + aly + a"S) + cosp(bé + Wm + O'S) = singe, + cospm. 


Durch Substitution dieser Ausdriicke in die rechten Seiten der Gleichungen (33) erhalten 
die partiellen Differentialquotienten des Potentiales folgende Form: 


U5 CR i een 

Bg een he 

dV aT { OV ov | imei f ov —— ov\ uw { ov ee ov) 
Ow a \5 On Vat 0b, f | b \ 0g, e 0&, J = C \% og, SL Ny f 
a { OV oo” ov | . ae if on = ov | 

ae = SUN P 5 OE, Ci OE | cos P \° On, ny nah 


Kiihrt man in diese Gleichungen die Werthe der Drehmomente D,, D,, D,; ein wie sie 
durch die Gleichungen (31) gegeben sind, unter Beriicksichtigung der Werthe von a,b", ¢", 
wie sie durch die Gleichungen (17) im ersten Theile gegeben sind, so erhalt man: 


aT T= — singpsinmeD, — cospsine D, + cose D, 
V ae 
=— = sng D, — cosp Dj. 
Aus diesen drei Gleichungen folgen aber die drei Drehmomente, dargestellt durch die 


particllen Differentialquotienten des Potentiales nach den drei Polarcoordinaten g, w, é 
wie wir sie suchten: 


b) 


sin p | oV ov | ov 

1 Ss BE gies Wee : 
Dae og Onl Oe 

cos p | OV | oy 
Ds — ‘OS _——_- - —_—- - S 

sin & te : Op wf ee? 0& 
D; = ay, 

dp 


Die strengen Grundgleichungen der Rotation eines Kérpers bei Kinwirkung fusserer 
Krafte nach dem Newton’schen Gesetze, wie sie der Lisung des Pricessions- 
problems von Poisson und Laplace zu Grunde gelegt werden, schreiben sich somit 
auch wie folet: 


dp sing { OV ov | OV 

A — + G — CO ‘08 WS aa 
“roe ( B) q) Sg = E a ow | COS AE 
dq cos p | OV ov) ov 

B — + f a 3 hy (ale ; —_— — Ss — ° ; t 
Se ee care oe eal te? ag Cy 
dr dV 
Cantal = ppc 

vd at 2 a)e% dg 


Um diese Gleichungen integriren zu kiénnen, miisste zunichst das Potential V des 
Mondes auf die Erde als Function der Zeit entwickelt sein. Von dieser Entwickelung, 
die wir spiter geben werden, nehmen wir fiir den Augenblick an, sie sei geleistet. 
Gelinge es dann, die Differentialgleichungen (34) zu integriren, so erhielte man p, g, r 
als Functionen der Zeit und mithin zunichst die Richtungscosinus der momentanen 
Drehaxe der Erde mit den drei Haupttrigheitsaxen: 


as 
a= \p? +44 r2 
cos B = ee = 


MSY == SS 
Vp? g? + 


somit die Bewegung der Rotationsaxe im Innern des Erdkérpers bei Einwirkung 
iusserer Krifte. Wie wir sehen werden, geht diese aber auch jetzt, wo wir die Kin- 
wirkung der Sonnen- und Mondanziehung in Betracht ziehen, fast genau so vor sich, 
wie ohne Riicksicht auf dieselbe, d. h. der Euler’sche Cyclus, den wir zuvor unter 
Vernachlissigung der iusseren Kriifte erhalten, bleibt auch jetzt, trotz der Sonnen- 
und Mondanziehung gewahrt. 

Wire diese Integration, die p, q, r als f(t) liefert, aber ausgefiihrt, so hatte man 
immer noch p, q, 7 in das Gleichungssystem 


Sin E Las 0 sin q COS 
siv = — ps 73 
= — poosg + qsing ee eR Ss (80) 
d 
“a =r + (psing + qcos ~) cotgé 
d 


einzusetzen und dieses zu integriren, um , y, é als f(t) und somit die Bewegung 
der instantanen Drehaxe der Erde im Raume zu erhalten. Da aber in den 
rechten Seiten der Fundamentalgleichungen (34) bereits , ~, € enthalten sind, so 
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miisste man diese noch schwerer zu leistende Integration der Gleichungen (35) bereits 
ausgefiihrt haben, um g, #, € in (34) als f(t) einsetzen und die Integration von 
(34) vornehmen zu kénnen. Diese Operationen sind indess fiir die Gleichungssysteme 
(34) und (35) allgemein iiberhaupt nicht ausfiihrbar. 


Fiir die Erde als Rotationsellipsoid sind bloss zwei Trigheitsmomente verschieden, 
indem A = B ist. In Folge dessen kann man die €-Axe ganz beliebig wahlen, und 
mithin kann das Potential des Mondes V auf den symmetrischen Erdkérper g nicht 


enthalten, d. h. es muss: 


OV 
oe SEA) 
sein. In Folge dessen wird die dritte Gleichung des Systems (34) einfach: 
dr 
aia 
das Integral derselben also direct: 
yr == constans. 


Die Winkelgeschwindigkeit der Erde um die Haupttrigheitsaxe €, welche mit 
der Winkelgeschwindigkeit um die momentane Drehaxe 4 fast véllig zusammenfallt, 
ist somit constant. 

Die Grundgleichungen der Rotation werden daher fiir die Erde noch vdllig streng: 


dp sing OV coop OV 
dh) T= he ae ee i“ 
DE oo eee ov |. sine Ca ee re, 
dt Asine ow A 06é 
indem : 
SS ee 
ist. 


Wenn nun V als Function der Zeit entwickelt und ebenfalls gy, ,¢ als f(t) bekannt, 
mithin die rechten Seiten dieser Gleichungen als Functionen der Zeit gegeben wiiren, 
so wire die Integration derselben durchfiihrbar mittelst der Variation der Constanten. 
Setzte man nimlich die rechten Seiten zur Abkiirzung beziiglich gleich mn und m, so 
wiren die Integrale der Gleichungen: 


ad} 
ita on 


dt 

aq, Sen Sa oe area ye oe. rl 10 
rl ma DP gee . 

at } m 


 « af 1A ay a ay Saita ¥ 4 sare roy r M re he 4 s 
falls die rechten Seiten 2 und m gleich Null wiren, was mit der Bedingung identisch 
ist, dass keine fiusseren Krifte wirken: 
p = feosdt — gsinit | 
q =fsindt + geosit | 
wobei f und g zwei willkiirliche Constanten. Unter dieser Annahme findet also der 
Kuler’sche Cyclus strenge statt. 


ne 


a Ks eee eae nun aber die Integralformen (37) noch die Integrale der strengen 
Gleichungen (36), in denen m und » nicht Null sind, falls man nur f und g uicht als 
Constanten, sondern als Functionen der Zeit betrachtet. Um die Form dieser Functionen 
der Zeit zu bestimmen, hat man zuniichst durch Differentiation: 
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< = — Ag + a cosAt — “$ sin At 
So =+ Adapt <s sindl + ua cos At. 
Sollen aber diese Gleichungen mit den zu integrirenden (36) identisch sein, so muss sein: 
a cosAt — <t smAt—=4+n 
= sinAt + <4 cosAt = + m, 


Durch Multiplication dieser Ausdriicke mit cosAt und sinAt, respective mit — sin At und 
cos At, und Addition ergeben sich fiir f und g die folgenden Differentialgleichungen, 
aus denen f und g als Functionen der Zeit folgen, wenn » und m als f (t) gegeben sind: 


if 
= + neosdt + msinit 
dq ‘ 

Gp sin at + mcos At. 
C 


Die allgemeine Lésung der Differentialgleichungen (35a) ist mithin gegeben durch 
die Relationen: 
p = f coskt — gsinit 
q = fsmat + geosit, 
in denen f und g durch folgende Ausdriicke bestimmt sind: 


= 7 + | (n cos at + msindt)dt 
g=% + | (—nsindt + meosiat)dt, 


zu deren Ausfiihrung jedoch: 


ere ee ee OY 
Asiné ow A O€& 

As _ _cosp OV sing OV 
a Asiné Ow Al eBags 


also nicht nur V als f(t), sondern auch gy, w und é€ allgemein als Functionen der Zeit 
gegeben sein miissten, was aber voraussetzt, dass das System: 


: dw ‘ : 

sn éE —— == — psn YY — gd cos Pp 
dt 
ff = — posy + qsing ie ieee. pee (22) 
dg 


el + (psing + qeos@) cotge 


bereits integrirt ist. Man steht hier also vor der Schwierigkeit, p und q durch Inte- 
eration von System (35a) finden zu sollen, wihrend man, um diese Integration leisten zu 
kénnen, bereits das System (35) integrirt haben, d. h. p, y, € als f(1) gewomnen haben 
miisste, wozu p und gq aber ihrerseits wieder schon als f(t) bekannt sein miissten. 

Eine Lésung erméglicht Poisson trotzdem dadurch, dass er zuniichst die ersten 
beiden Differentialgleichungen von System (35) nochmals differentirt, wodurch sich die 
Ableitungen von p und gq und somit p und q selbst ganz climiniren, So erhalt er inte- 
grable Differentialgleichungen fiir ~ und ¢€, welche die sicularen und periodischen Be- 
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wegungen des Aequators auf der Ekliptik bestimmen. Nach Ausfiihrung dieser Inte- 
gration aber wird dann auch eine solche der Gleichungen (35a) fiir die Bewegung der 
Erdaxe im Erdinnern bei Einfluss der Sonnen- und Mondanziehung méglich, deren Er- 
gebniss, wie schon angedeutet, darin bestehen wird, dass die 4usseren von Sonne und 
Mond herriihrenden Anziehungskrafte den Euler’schen Cyklus so gut wie gar nicht 
alteriren, so dass derselbe also trotz der Sonnen- und Mondanziehung fast genau so vor 
sich geht, wie wenn diese gar nicht vorhanden ware. 

Wir behandeln zunichst den erstgenannten Theil des Problems. Die Differentiation 
der beiden ersten Gleichungen von System (35) ee 


A) dw _ dp _ dq ae 

ay (sine 7) = a sin Pp ae cos P bie ae 2a pcosp + asin g)| (38) 
d /(ds\ dp . 

a(S) = — SF cose + HE sing + FP (wsing + 40089) | 


Multiplicirt man jetzt die erste, respective zweite Gleichung von System (35 a) einmal mit 
— sing und — cos g, dann mit — cos gm und + sin g, und addirt beide Male, so folgt: 


ie iy rr Ley. 
rr Sin. — ae cos p—=— Apcosp + Agsing + Asiné OW 
i ee Lay 

ey, eis, os == SG Se ears 
ap 08” ao qt i" Ap sing + Aq cos@p ae? 


1 OV 
Asiné cw 


£ (G)= (sing + aeos9) (P42) 45S 


oder mit Hinblick auf System (35): 


ad (, dv\_ de (dg 1. ar 
dt (sin « =a (Fe x i) RIPE ow 
2 

Ta = — sine SE (E a eae 


dt? lt 
Es ergiebt nun aber die Combination der dritten Gleichung von System (35) mit der 
ersten: 


d : d ; d 
ai \sime a) = + — peoosy + qsing) (ZF “b i) a 


“e ==) —— cds S —) 
ferner ist: 
a CA Oo be co 
yi == — @, 
also: 
a f 
ar 1= To — cose 


Daher werden die letzten Gleichungen auch: 


sm &€ ——} = — @ s 


dt | dt | A dt 8 
d? CMe dp \2) el da se os ase 
— = — — @ SiNné at + sin é cosé (FF) 4. — 

L ¢ 


de (. dp) C dé de dw 1 


dt? A 
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é . " 1 ae ‘ on . “ ‘| . “ . 7 . . . Ld _ 
Aus diesen Gleichungen, die streng nicht integrirbar sind, leitet man nach Poisson 


durch Multiplication der ersten mit = und der zweiten mit = direct solche in 
av oer / C@ sin & 
ae und Te ab: 
ae, A. d'f , dw Acosé dé dw 1 OV 
dt Ow at (sin . 7) ae a ee err ow 
dy a A d?& Acosé (dw? l dV 
dt Cmsine dt? C0 (SF) T Cosine dé 
In diesen Gleichungen kénnen nun aber die zweiten Glieder der rechten Seiten: 
Acosé de dw Acose (dw? 
“Go dt dt sala Ca (SF) g 


da sie nur verschwindend kleine Betriige ergeben, weggelassen werden. Dass diese 
Glieder dusserst klein sind, ergiebt sich schon daraus, dass sie von der zweiten Ordnung 


ee : l re 
in Bezug auf die kleinen Gréssen se und 7 sind. Um ihren Einfluss abzuschitzen, 
a a 
bringen wir sie auf die linke Seite der Gleichungen: 
dé A --d : dw 1 dV 
— (1l—v) = = = (sine a 
dt Co dt dt Casinedp 
dw A d2& 1 aVv 
6 ee, 
dt Cosine dt? Cosme dé 
wobei: 
A dw 1 dy 
Ug | er aa Of ge 
hee Ge ear a at 
yt = aa cos € odd =v, 
1 Co [a 
uo Ace len : 
Nun ist aber qz im einem Tage rund 365 und @ == 27, also: 
50 1 


"| < § 365. 200000 ~ 8 Millionen’ 


d. h. die genannten Glieder kommen thatsichlich nicht in Betracht. 
Hierdurch fallen aber enorme mathematische Schwierigkeiten weg und man erhalt 
als Differentialgleichungen fiir die Pricession noch vollstiindig geniigend genau: 


dé A d ; dw 1 OV 

= Ge a7 (sine a) Casine Ow ia 
dy A @e tH Sar oo 
at Cosine dt? a; Ca@sine O€ 


Integrirt man jetzt zwischen zwei beliebigen Grenzepochen f) und ¢t, wobei fiir t) nume- 
risch gewéhnlich die Anfangsepoche 1850 angenommen wird, so werden die Integrale 
unserer Gleichungen, indem & und W die Anfangswerthe der Coordinaten fiir die 


Epoche 1850 sind: 


t 
1 OV A , api 
Bee ae | waa ow ee cy Co (sin : ar 


to oot cee ee) 


t 
1 OV A 1 o) 
y= 4 (yaaa O& at Co (sa dt /t 
ty, 


Sehr wesentlich ist es nun hervorzuheben, dass in diesen Gleichungen ~ und & 
indess noch gar nicht die Bewegung der momentanen Drehaxe J der Erde gegen 
das im Raume feste System a, y, z, sondern nur die Lage der Haupttrigheitsaxe ¢ 
gegen a, y, 2 bestimmen, da é und yp ja die Lage des beweglichen Hauptaxensystemes 
&, 1, € gegen das im Raume feste System a, y, 2 bestimmen. 

Indem wir die momentane Drehaxe 4, die mit der Triigheitsaxe € bis etwa auf 
zwei Zehntel Secunden zusammenfillt, einfiihren, erlangen wir den Vortheil, dass dann 
noch obendrein die zweiten Glieder in den Differentialgleichungen (40) fortfallen, wodurch 
inan die von Poisson stammende Form der Pricessions- und Nutationsgleichungen 
erhilt, welche die Bewegung der instantanen Drehaxe der Erde im Raume vollstindig 
geniigend genau bestimmen. 

Seien ~' und é’ fiir die Rotationsaxe der Erde giiltig, so wie es bisher ~ und é 
fiir die Triigheitsaxe § waren, und denken wir uns, wie friiher bei Ableitung der Euler’- 
schen Gleichungen, das feste System #,y,z¢ durch einen Kugeloctanten reprisentirt, wobei 
xy die Ebene der Ekliptik, und nehmen weiter an, dass das bewegliche Hauptaxensystem 
&,7,€ der Erde durch einen zweiten Kugeloctanten gekennzeichnet ist, der sich gegen 
den ersteren fortwahrend verschiebt, wobei der Schnittpunkt € sehr nahe bei dem 
Schnittpunkte J der betreffenden Axen mit der Himmelskugel liegt, so hat man: 


cos(4,x) = cos(4,&) cos(&,#) + cos(4,n) cos(y,x) + cos(4,&) cos (E, a), 


da aber nach der ersten Abtheilung: 


COs (ye i= ee Lee 
( ) ) Vp? cL q? ae 
7) = 
ee Vet+e+r 
“5 


C08( A; ) = ees 
VP? = ag? 2 


fermer: 
cos (€; 2) =a 
60S); 2) === ob 
ws(, %) == 6 


cos (E 2) = e" 
so werden die Richtungscosinus der instantanen Drehaxe mit dem im Raum festen Go atene 
Scos (4,0) = ap + bq + er 
Scos(4,y)=ap+0qteér 
Scos (4, 2) = al'p + 0g + clr, 


wobei zur Abkiirzung ~p? + q? + r? = § gesetzt ist. In diese Ausdriicke fiithren 
ry . © af ] 1 

wir nun an Stelle der neun Richtungscosinus Uae 
Aare ; ; 

Winkel g, y, € ein. Setzt man dazu zur Abkiirzune: 


Fie Ak ze ies: 
.. © wieder die drei Euler’schen 


pcos mp — qsing = M : 
ping + qosp=wf{ °° °° * tt + GR) 


| rey j a | > IPA a j » 
so werden die beiden ersten Gleichungen yon System (35): 


sins —-== — N 


— == MM, 


=) {ts 


Auf Grund der Gleichungen (17) in Abtheilung I dieses Capitels, in welche die a, b,c... 
durch g, ~, € ausdriicken, erhilt man jetzt bei Kinfiihrung von JJ und WN nach einer 
kleinen Rechnung: 
ap + ba = Meosy — Nsinw cose | 
ap + b'¢ = Msind + Neosp cose} +. + » we (43) 
ap + bg = — Nsoine. | 
Die Richtungscosinus der Instantanaxe 4 der Erde mit den im Raume festen 
Axen @, y, 2 aber werden auf Grund der Gleichungen (17): 


cos(4, x) = — siny’ sine’ 
cos (4, y) = cosy’ sine’ 
cos(4, 8) = cose’. 


Somit ergiebt sich auf Grund der vorstehenden Systeme: 


Ssiny’ sine’ = — Meosp + Nsinw cose + wsind sine | 
Scosp' sine) = + Msiny + Neos cose + weosp sine |» + + + (44) 
Scose) = — Nsinée + cose. | 


Um jetzt die momentane Drehaxe der Erde, 4, an Stelle ihrer Haupttrig- 
heitsaxe, €, in die vorausgehenden Untersuchungen wirklich einzufiihren, ist es bloss 
néthig, mit Hiilfe der letzterhaltenen Relationen w’ und é’ an Stelle von ~ und € einzufiihren. 
Wir wollen jedoch gleich ~’ — w und «’ — é¢ in die analytische Entwickelung einfiihren, 
weil dies sehr kleine Winkel sind, deren Sinus mit dem Bogen vertauschbar und 
deren Cosinus gleich 1 gesetzt werden kann, was vortheilhaft ist. Durch Multi- 
plication der beiden ersten Gleichungen des letzterhaltenen Systemes beziiglich mit 


cosy und — sinw, sodann mit sinw und cosy und Addition folgt: 
Ssin(y' — wp) sine’ = — M | (45) 
Scos(v' — p) sine’ = + Noose + wsine | 
woraus: 
M 


gv —¥) =v —v=— 


Ncosé + @ siné 
Indem aber mit Hinblick auf die Gleichungen: 


= a 
3) oN, 
¢ 


ear dw. ; : ee Se ; 
N sehr klein ist gegen o, da Ae circa 50” pro Jahr, die Winkelgeschwindigkeit der 
a ¢ 


Erde @ im Jahre aber (365 x 360 x 3600)" betragt, so wird kurz, indem WN und also 
auch Ncosé gegen @ zu vernachlissigen ist: 

Me) 
o sin &f 


y—y=— (46) 


Auf Grund dieser Gleichung und der beiden anderen: 
Ssine'’ = + Neose + wsme 
Scose' — — Nsine + cose, 
die man leicht aus (45) erhalt, folgt durch passende Multiplication mit siné und cosé 


ebenfalls: 
Ssin(e’ — 6) = N 


Scos(e — &) = @, 


Fe AGG ee 


also: , Be re Oe Oe i ae ari: 
ig(e&’ — &) = € aes (47) 


Kennt man somit ~ und ¢, d. h. die Lage der Haupttrigheitsaxe, so kann man auf 
Grund dieser Kenntniss auch wy’ und é’, d. h. Lage der instantanen Rotationsaxe 
der Erde bestimmen mittelst der Gleichungen: 


dé 

at 
—V= 

Os mime eet eye (G0) 

ees 
, sin dt 
é —-é& =— 
@ 


die allgemein giiltig sind fiir die beliebige Zeit ¢. Setzen wir sie fiir die Anfangszeit f, 
an und bilden die Differenzen, so erhalt man: 
ft 


dé 
(an ie eee es Ee 
V¥—vw=v—-w+t/| = 
@ sin € (49) 
yp \' 
SS Cy = B=] Oy sin & ah 
@ to 


Fiir die Bewegung der Trigheitsaxe € der Erde hatten wir nun aber die Glei- 
chungen gefunden: 


A Ease 
VE fae Co sine eat =*60 (= =) 


(50) 
dy \! 
aes ieee | wots ow es 5 ty <P a (sine 7), 


Mit Hinblick auf die beiden letzten Systeme (49) und (50) erhalten wir somit 
fir die Bewegung der instantanen Drehaxe im Raume folgende Bewegungs- 
gleichungen in ~' und é’, die wir aber der Einfachheit halber nunmehr gleich als 
solche in y und € unter Weglassung der Accente schreiben: . 


t 
eee 2g 1 de\t (A—C 
y= % + Lea O& a oar at C ) 
to 


33 1\t a 
ts Eas Lae a (ane (= ) 
Taawe 73 OD RES 9 


Da aber der eae eat der Gréssen: 


(51) 


1 dé pcos p — qsing 

wo dt = iii gh 
sine dw psing + qcosp 
o dt =” Dep. one 


der folgende ist: 


dieser aber angesichts unserer friiheren Untersuchungen nichts Anderes ist als die 
; "i ;\ aN ce * , see [ES 7 $ / led ee . 
Amplitude des Euler’schen Cyklus, die 0,079 betrigt, und da die Abplattung der 
Erde sich zu: 
C—A 
i Sa 
ergiebt, so ist die Gréssendimension der zweiten Glieder in unseren letzten Gleichungen 
im Maximum beziiglich gleich 0”,0005 und 0”,0002. Diese Glieder kénnen also voll- 
stindig weggelassen werden. Die Fundamentalgleichungen fiir die Bewegung der 
momentanen Drehaxe der Erde im Raume (die allen Anforderungen geniigen) werden 
somit in definitiver Gestalt: 


= 0,00327 


dy 1 OV 
“ae + Cosine 0& | a 
de 1 | re oe 
1: Cosine OW 
Ihre Integrale: 
1 0 
y= + — (lt 


— — | ~—- = dt 
os Casine ow 


e 


: a ‘ : ; : OV 
aber sind yollstiéndig auswerthbar, da die Differentialquotienten des Potentiales au 


a 


Cc 5 4 a - 3 a 
und Be wie wir zum Schlusse noch zu zeigen haben, als Functionen der Zeit dar- 


stellbar sind. 


Ehe wir diese Entwickelung, die unsere Untersuchungen tiber die Bewegung der 
Rotationsaxe der Erde im Raum abschliesst, geben, ziehen wir ein kurzes Resume. Es 
Fig. 34, 


Norden 


bestand unsere Aufgabe darin, die Bewegung der augenblicklichen Drehaxe der Erde 

in Bezug auf ein festes Coordinatensystem zu entwickeln. Als Grundebene des- 
, Se ep cee A 

selben withlten wir die augenblickliche Erdbahnebene (Ekliptik) von 1850,0.  Zundachst 
é 5 a rete x » Wor 

erhielten wir durch Einfiihrung eines beweglichen Hauptaxensystems E.n,€ nur Formeln, 


= N168) = 


welche die Bewegung der Haupttrigheitsaxe € des Erdkérpers definirten. Durch 
Einfithrung der Richtung der momentanen Drehaxe wurden diese Formeln einfacher, 


indem wegen des Factors “a wie wir sahen, gewisse Glieder so klein wurden, dass 


sie vernachlissigt werden konnten. Nennen wir dann Aequator diejenige Ebene, die 
auf der instantanen Drehaxe der Erde senkrecht steht, ~ den Knoten und é die 
Neigung des Aequators gegen die feste Ebene der Ekliptik von 1850,0, so gelten die 
Poisson’schen Gleichungen (53) so gut wie vollkommen streng. 

-In ihnen reprisentirt V das Potential der Sonnen- und Mondanziehung. Die 
Anziehung der Planeten kann vernachlissigt werden und dies geschieht bei dieser 
Fie. 35. Entwickelung thatsichlich. Man kann nun V auf Grund 
der Mondtheorie, und da Niherungswerthe von ~ und & 
bekannt sind, entwickeln und damit w~ und € selbst. 
Die sorgfiltigsten und umfassendsten numerischen 
Entwickelungen, die in dieser Beziehung bisher durch- 
gefiihrt worden sind, sind die von Oppolzer gege- 
benen. Der Umfang und die Genauigkeitsgrenze dieser 
Entwickelungen geht indess iiber die durch die Praxis 
gesteckten Anforderungen und Grenzen weit hinaus. Wir 
wollen nur die ersten Glieder entwickeln, was fiir die 
principielle Seite des Problems ausreicht und verhaltniss- 
miissig einfach geschehen kann, und die numerischen 
Entwickelungen nur insoweit geben, als sie in der 
Praxis der Bahnrechnung wirklich gebraucht werden. 

Von vornherein muss man aber in den Entwicke- 
lungen die gréssten Mondglieder, so die schnelle Be- 
wegung der Mondknoten beriicksichtigen. Thut man 
dies, so zeigt sich, dass in der ersten Niherung in ¢ 
keine s&icularen (mit ¢ multiplicirten) Glieder auftreten, 

O sondern nur in y~ Wie bereits zu Anfang erwiihnt, 

nennt man diese sicularen Glieder Priicession, die 

periodischen aber Nutation, und da dieselben nur von der Anziehung der Sonne 

und des Mondes herriihren, so setzt man eben, um dies zu bezeichnen, ..Luni-Solar“ 

davor, Es giebt also in erster Naiherung keine Luni-Solar-Prieession in Schiefe, 

sondern nur eine solche in Linge, dagegen eine Luni-Solar-Nutation in Linge und 

eine ebensolche in Schiefe. Bei der zweiten Niherung [ef. Formeln (69)] tritt jedoch 
auch eine Pricession in Schiefe, freilich von verschwindend kleinem Betrag, auf. 

Hinsichtlich der geometrischen Darstellung beschreibt, wie schon erwiihnt, die 
instantane Drehaxe 4 einen Kegel um den Pol der festen Ekliptik 2B, (Priicession). 
Auf dem Mantel 04’ dieses Kegels rollt ohne Reibung ein kleinerer Kegel 04 N 
(cf. Fig. 35).  Dadurch beschreibt 4, welches auf der Mantelfliiche dieses kleinen 
Kegels liegt, am Himmel eine Schlangenlinie. Dieser kleine Kegel ist in erster 
Annitherung, wenn man nur das erste Glied der Nutation mitnimmt, ein elliptischer. 

Nimmt man hingegen die weiteren Glieder mit, so jindert dieser kleine Kegel 
seine Gestalt und der Vorgang ist nicht mehr so einfach geometrisch darzustellen. Das 
ist. die Theorie der Rotation der Erdaxe. 


Die sphirische Astronomie aber hat mit dem wahren Aequinoctium zu rechnen. 
Die Erdbahn wird nun durch die Anziehung der Planeten sicular und periodisch in 
ihrer Lage yerindert. Diese Veriinderung giebt die Sonnentheorie (z. B. Leverrier) 


Bee G8? 


und aus ihr muss also die Lage der Erdbahn entnommen werden, wobei man aber nur 

die sAcularen Verinderungen beriicksichtigt, worauf wir za Anfang von Abtheilung II 

dieses Capitels zuriickkommen. Hierdurch wird erst der Begriff »Praicession 
. ] 2 rtan ; 7 . . j 1 ] 1 

durch die Planeten* eingefiihrt, der mit der Theorie der Rotation der 

momentanen Drehaxe der Erde an sich nichts zu thun hat. 


Um unsere theoretischen Untersuchungen zum Abschluss zu bringen, haben wir 


passende Reihenentwickelungen fiir die Differentialquotienten Ae und wie sie 


dé 
dt? 
durch die Poisson’schen Gleichungen (53) definirt sind, aufzustellen und dazu muss 
das Potential der Sonnen- und Mondanziehung: 


Vi.= km >* 


auf die Erde, und seine beiden in den Poisson’schen Gleichungen auftretenden Deri- 
virten, nach der Zeit entwickelt werden. Sei r’ die Entfernung des fusseren Punktes 
m mit den Coordinaten &, 1, §, 7 diejenige des beliebigen Punktes w des Erdkérpers 
vom Ursprung, mit den Coordinaten & 4, €, schliesslich r die gegenseitige Entfernung 
beider Punkte, so ist ja: 


fea r= 2S yy + £h) 


oder: 


9 ! 


mithin: 


1 1 2) y'2]—% 
s=a|!—wmGhtom tt) + Fal : 
Indem nut . fiir den Mond etwa Bae fiir die Sonne hingegen gar nur ~~ circa ist 
ndem nu Loa den a 0° on gegen gar n 30000 cirea ist, 


so reicht es selbst fiir die schirfsten Rechnungen vollstiindig aus, wenn wir bei der 
ff 


Entwickelung von = — indem sich in bekanntcr Weise fiir V eine Entwickelung nach 
- 
Kugelfunctionen ergiebt — bloss bis zu Gliedern zweiter Ordnung incl. gehen. Es 


wird somit: 


1 1+"? 3 


het 1 5 
Pa Tt Eb ban thi) — 7 iat oh +m + £6)} 


Da aber die Entfernung ,Erdcentrum — Mondcentrum ganz unabhingig davon ist, wel- 
chen aller unendlich vielen Punkte des Erdkérpers man ins Auge fasst, so wird das 
Potential: 


k?m 1 i eee as mn 
-- ri > ut + or +n se ms Q ylf2 “5 ols ariel vi . (54) 


a Ot + 28h Um +: +) 


Weil &,, € Haupttragheitsaxen, also entsprechend den in Abtheilung I. dieses Capitels 
abgeleiteten allgemeinen Relationen A, B, C Haupttrigheitsmomente sind, und folglich 
nach dem Friiheren: 
am (yn? + £2) = A 
Zim (6? + €7) = BB» 
Xm (§& + 74?) = o| 


iw) 
bo 
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—A 
By aes ee 
C—B 
Dm? = r= 
—C 
rap Bano 
ist; und da ferner £, y, £ durch den Schwerpunkt gehende Axen, also: 
aim En = 0 ae == 0 
aM ne == 0 Zinn == 0 
: ere ice a= 0 am § == 0 
ist, und mithin: Pelagia oa: 
LinY 2 == pry 


wird, so resultirt bei Kinfithrung der Haupttrigheitsmomente fiir das Potential folgender 
allgemeine Ausdruck: 


k2; k2 ] 3 BAG: B—A 

yam yu a EO Cae ee 
Ato fp koe. ee 

pA One y Bday 


Fiir die Erde, fiir die als Rotationsellipsoid zwei Haupttragheitsmomente gleich sind 
(A = B), wird das Potential indess einfacher: 


nee k2m {3 bits i 
ve oe + me Tle t+ e+ #@4—0]—7e4+ oO 66) 
oder: k2m Kem 2A+- C 3 km -5 ; 
Vee EE ES ae [rt + 27(4 — 0] 


Die ersten beiden Glieder hingen nicht vom Coordinatensystem ab. Da nun nur 
OV 
ov” 
Winkeln a und € ganz unabhingig ist, d. h. da ~ und « die Grisse r” gar nicht ent- 
halten, so kénnen wir vom ersten Gliede in: 


und ae gesucht werden, und die Entfernung Mittelpunkt ,Mond—Erde* yon den 


3 k*m 


V=((+5am4-O8 


; ‘ : ; OV oy. ee : 
bei Aufstellung der Differentialquotienten — und Ae" den rechten Seiten der Poisson’- 


Ow 
Fig. 36, schen Gleichungen ganz ab- 
sehen und fir das folgende 
also einfach: 


setzen. 

Indem nun bei Einfiihrung 
Ekliptik der geocentrischen Linge 7 und 
<< Breite b des Mondes, welche 
. auf dieselbe Fundamentalebene 
ye wie w und ¢g, also auf die 
feste Ekliptik Jan. 1850,0 zu beziehen sind ae 36): 

E = 4" cosb cost, n =r" cosdb sinl, C= 5 oink 


ist, so folgt, da nach den allgemeinen Formeln (17) von Abtheilung I: 


& =cf+ cn + c’f = — sind sine~ + cosh sinen + coset 


— 17 — 
ist, fiir €, der Werth: 
&: = r” [cosb sine sin(I—w) + sind cos é}. 
Das Potential wird somit: 
3. k2m 


Y= > ys (A — C) [cos b sin € sin (I— p) + sind cose]? . . . (57) 


oder wenn man zur Abkiirzung: 
3k2m O—A 0 
3 @ OC ae ) 


setzt, wo Q constant ist, wenn man den mittleren Radius vector der Mondbahn +r” als 
constant betrachtet, so lautet der Ausdruck fiir das Potential in endgiiltiger Form: 


; l 
v= — 3g Ce Q[cosb sine sin(l—w) + sinbcose]? . . . . (58) 


Daher ergeben sich durch Differentiation fiir die rechten Seiten der Poisson’schen 
Gleichungen folgende Werthe: 

1 OV cae : 
arawn oe @[cosb sine sin(I—w) + sinb cose] cosb cos (I— p) 

1 oV 


aidat-ap co Q [cos b sin € sin (I— w) + sind cos €| [cos b cotg € sin (I— v) — sind] 


l 


Diese Ausdriicke hat man nun einmal fiir die Sonne unter Einfiihrung von Linge, 
Breite und Radius vector der Sonne: 
lo bo TOs 
sodann durch Einfiihrung derselben Gréssen fiir den Mond: 
I¢ bg r¢ 
zu bilden, indem man fiir Linge, Breite und Radius vector die Werthe aus den 
Leverrier’schen Sonnentafeln und den Hansen’schen Mondtafeln als f(t) entnimmt 
und in letztere Gleichungen einsetzt. Ebenso ist @ mit Hiilfe dieser Tafeln leicht als 
Function der Zeit zu entwickeln. Betrachtet man dabei die Breite, die fiir die Sonne 
direct gleich Null ist, héchstens einige Secunden betraigt, und fiir den Mond, wenn auch 
nicht direct Null, so doch gering ist, als so klein, dass man setzen kann: 
B08 hg DED 
Cs 0. 
sin b2 = 0, 


was schon eine sehr starke Anniherung ergiebt, so wird: 


1 OV ie yh: wr 
Coesneov ols siné sin2(L—w) + sind cose cos (I v)| 
: oe _ C08 &? — sin &? 


== = 0 es é sin(l— wp)? + sinb sin (U— v)| : 


C@ siné O& sin € 


Da aber nach Fig. 36: 
tgb == tgi sin(l— &2) 
ist, oder weil: 
tgb = sinb 
auch: sinb == tgi sin (lI— 8&2) 
ist, so werden die rechten Seiten der Poisson’schen Gleichungen auch: 
22* 
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Ta ant a = 5 [sine sin2(l— wp) + tgi cose sin(21— 8 —p) 
— tgi cose sin(3—y)] 
a _ oa : Q | cos cose cos (21— p) oe (60) 
Cs ae, cos €2—siné? , , 
1 Sin & ae COS CGS) es een cos (21— 8 —¥)] 


Betrachtet man nun Q als constant, was jedoch nur in erster Naherung richtig ist, wenn 
man die Mondbahn nicht als elliptisch, sondern als Kreisbahn ansiecht, so treten in ~ 
bloss siculare Glieder auf und man erhalt: 


x Se - Qy COS Eo, 
indem naherungsweise auch € == &, da sich auch die Schiefe der Ekliptik wenig andert; 
integrit folgt also: 
v= %% + Gt. 


In € hingegen treten bei diesen Vernachlissigungen nur periodische Gheder auf, gar 
kein constanter Theil, es ist: 


dé 
= = () 
dt 
aes 


d. h. die Schiefe der Ekliptik bleibt beziiglich sicularer Glieder constant bis auf Glieder 
hdherer Ordnung. Fiihrt man hingegen die Rechnung mit allen Naiherungen durch, so 
hat man @Q als mit der Zeit verinderlich zu betrachten und dann treten in w sowohl 
siculare wie periodische Glieder auf; man erhalt die ganze zu Anfang erwihnte Reihe, 
die sich aus einer Potenzreihe der Zeit plus einer Fourrier’schen Reihe zusammensetzt: 


YH mtat+o@®t--- + SacstO+iQ), 
wobei der erste Theil die Lunisolarpracession in Linge, der zweite die Luniso- 
larnutation in Lange reprasentirt und sich in der Rechnung, wie wir sehen werden, 
w additiv zusammensetzt aus Yo und wc; ¢,, die schon erwihnte Pricessions- 
constante, stellt das Hauptglied dar. Ebenso setzt sich € zusammen aus é 4 und €¢ 
und man bezeichnet wieder das grésste in é auftretende Glied als die Constante der 
Nutation. Es existirt also in erster Naherung nur eine Lunisolarnutation in Schiefe, 

aber keine Lunisolarpricession in Schiefe [ef. Formeln (68) und (69)]. 
Wir berechnen zunichst die von der Sonnenwirkung herriihrenden Glieder fiir ein 


constantes Q, d. h. bei Vernachlaissigung der Excentricitiit, setzen also r = a, d. h. 
1 Qi 3 k®m C—A 
2 ~~ Zaha: C 


Da die Bewegung in der Kreisbahn gleichformig, so ist die Sonnenlinge Io dargestellt 


durch eine lineare Function der Zeit: 
pes ta O) 
lo = Ie oo No t, 

Wo nq die mittlere t&igliche Bewegung der Sonne und 8 der Anfangswerth von Ig zur 
r . . “i . ‘ 4 - A oe - Sas ox . . . = . . 
Zeit ty ist. Die Neigung 7 fiir die Sonne, d. h. die Neigung ihrer augenblicklichen 
‘1-14 iz AYA 12 y € 7A =] 19 J lay rc 7 
eee gegen die vor Jahre 1850, ist so klein, dass man ganz von ihr absehen kann. 
Somit ergiebt sich fiir die Sonnenwirkung : 

dw 1 ; 

BN ge tO) = (0) 

Cae 5 Qi [eos € — cos € c0s (21) + 2ngt— 2y)] 

dé 1 0) 
——\) = — = Q sine sin (21 + | — 
(a)=—78 (219 + 2ngi—2y) 


oder: d = i ; 
eae 2 eS [cos €— cos € cos (2 lon +2 no t)| 
de 1 .o ee 1 i ne 
7 by Qo [sine sin (21o + 2npt)] 


Als Pricession und Nutation in Linge, wie sie durch die Sonne allein hervor- 
gebracht wird, folgt also durch Integration: 
9) 


1 
(wv) = const. — 5 QQ cose xt a ito ioe cose. sin2la . . . « (62) 
Die Nutation in Schiefe wird: 
QS Sin & 
4 &)\o> = 21 
(4 8)q = SOS og 216 
Fiir den Mond ist: 
0 
lq =H + net 
und: 
Lo) — $35 = at, 
wo «% = 19,3427 (t in Jahren). In Folge dessen wird der Mondantheil an der Pricession 


und Nutation, indem die Mondknoten in circa 18 Jahren von 0 bis 360° wechseln: 


adw\ _ 1 wf F _ COs €2 — sin &2 
(F) = — 5 [cose — cosé cos2l¢ +tgi SE Raa $3 
cos &* — sin &? 
— tgi ———— 0s (2l¢ —$ 
gi ae cos (21¢ 2) | 
dé (0): <x E ee cu, 
(33). = =— = ~ 9% siné sin21@ — = Q¢ tg i cose sin(2l¢ — 82) 
dt) 5 
il 
ae Q’ tgi cose sin 8 
wobei: 
Gab! S'S 
ist. ; 
Da, wenn 9 an Stelle von ¢ Variable und 2 = 2, — at, also d& —— edt, somit: 
t 
r in &: on Ss 
cos 83 dt = — ra 83d 8& = — sees und | cvs S3dt = — — (sin $3 — sin deo), 


* 


0 
so folgt durch Integration, bei der man sogar die starke Mondknotenbewegung ver- 


nachlassigen kann: 


(0) 
(v)q = const. — > 5 ee cosext + us bial hime 
(0) 
Qe . COS ef — sin 8 a 5008. é9— sin 6 
i ee ig ee in (Die = 
si 55 x 199, 99,342 SINE m & a4 ad Sin & sin ( @ 83) o 
= Of sins cos 21g + a we 
(4 ¢. = in, ome cos 21g + 7 eee cos (2 1¢ 8) 
¢ 
) 
‘a 


e 2 >< 199342 tgi cos é cos $3 


wobei in den Nennern « gegen n vernachlissigt ist: 
2ne@ + % = Ang. 
Das Glied: 
Q? : __ f9",2231 (nach Peters) | 
sc 190gag 7? 8 00850 =) ov o565 (nach Nyrén)f . . » + (68) 
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ist die Constante der Nutation“, auf deren geometrische Bedeutung wir bei An- 
fiihrung der separaten Werthe der Nutation in Linge und in Schiefe in Abtheilung III 


dieses Capitels nochmals zuriickkommen werden. 


Da nun bei Einfithrung der einzelnen Zahlenwerthe und bei Anuahme des Werthes 
fiir die Abplattung: 
C—A 
To 0,003 26 
Qe sich fiir den Mond zu: 
O7 = bet 
ergiebt und da in einem Tage: 
Ue = Vax ag 
ist, so findet man durch eine leichte Rechnung aus letzteren Gleichungen numerisch: 
(w)¢ = — 34",631 ae 020 sin 21¢ aa L799 sin $2 _ 0",03 sin (2 lg — ie (66) 
(4 8)¢@= 9,24 cos $3 + 0,08 cos 27g + 0,01 cos (21¢ — 83) 


Um noch %o und (4€)g numerisch zu erhalten, hat man zunichst das unbekannte 
@o zu bestimmen. Dazu bestimmt man zunichst die gesammte Pricession: 


(1) =@H¢ + Mo 
empirisch durch Beobachtung der Fixsterne und Bestimmung von deren Jangen. 
Hierauf kann man das s&culare Glied der Pricession, die Pracessionsconstante, be- 
stimmen. So ergiebt sich aus Sternédrtern allgemein: 


y= — SO aT te 
Da aber fiir den Mond w bestimmt wurde zu: 
(v)¢ = — 34,63, 
so bleibt in w fiir die Sonne: 
(W)o = — 15,741. 


Auf Grund hiervon findet sich: 
1g Qe = 1,5355 
und die Gesammtpricession und Nutation fiir die Sonne in Linge und Schiefe wird 
mithin numerisch: 
Wo = — 15,74t + 1,25 sin 2lo 
(dJejo= + 07,54 cos2lo. — 
Als Zahlenwerthe fiir die Gesammtpricession und Nutation in Lange und 


Schiefe, die schon eine praktisch gute Niherung darstellen, erhalt man somit fiir das 
Jahr 1850,0 (indem man Glieder < 0",05 fortliisst): 


v= Vot+ Wc = — 50",37¢ + 17,29 sin 83 + 0,20 sin 21¢ + 1",25 sin Qlo +. 
At= (48)g + (4e)e = 9,24 cos &3 + 0",08 cos2ig + 0,54 cos2lo se) 
Setzt man nicht, wie es im Vorhergehenden zur Vereinfachung geschehen ist, 
tg b = sb == b 
cosb = 1 


und vernachlassigt ty/? nicht, so erhilt man nach Peters als numerische Werthe, in 
denen auch auf die Lagenverschicbung der Ekliptik im Raume in Folge der Sicular- 
stérungen, d.h, auf die Pricession durch die Planeten Riicksicht genommen ist, von 
der im Vorhergehenden abgesehen wurde, die folgenden, in der Praxis gentigend genau 
mi Grunde zu legenden Ausdriicke: 
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y = — 50",37t + 17,24 sin £3 + 0,20 sin 21¢ 
+ 1%24 sin 2leq — 0",21 sin 21 % | 
é = 9",24 cos 83 4+ 0,09 cos 21g + 0,55 cos LI | 
— 0",09 cos 2 &2, 
wobei ¢ in Julianischen Jahren gerechnet ist, und ein Jul. Jahr bekanntlich 565,25 
mittlere Sonnentage betriigt. 
Das Resultat der zweiten Niherung ist nach Oppolzer, wenn man alle Glieder, 
die kleiner als 0”,01 sind, weglisst, fiir die Epoche 1850,0: 
wv = 50,3703 t— 0",000108 88 #2 
— 17",274 sin 8 + 0,209 sin 2 & + 0,068 sin € + 0",011 sin(( + 20+ 2 82) 
+ 0,015 sin((—2 © + 20—2@’) 
— 0",204 sin (2 + 2@ + 2 8&)—0",026 sin(8 (+ 20+ 2 8) 
— 0",034 sin(2( + 2@ + 8) + 0",012 sin(2© 4+ 20’ + 2) 
+ 0,127 sin © —1",263 sin(2© + 2! + 28) —0",049 sin (3© +20’ + 22) } (69) 
+ 0,021 sin(© + 2@'+ 2 Q) 
é = & + 0”,000007 13 # 
+ 9236 cos 4 — 0",090 cos 2 8 + 0,089 cos(2( + 2@ + 28) 
+ O",011 cos(3C + 2@ + 2 8) + 0",018 cos(2€ + 2@ 4 8) 
+ 0",548 cos(2© + 2a! + 2 8) + 0",021 cos(8 © + 2a’ + 2 82) 


In diesen Formeln bedeutet: 


Oe ee ae (5) 


C: die mittlere Anomalie des Mondes, 

©: die mittlere Anomalie der Sonne, 

$4: die Linge des aufsteigenden Mondknotens, 

@: den Abstand des Mondperigiums vom aufsteigenden Mondknoten, 

@': den Abstand des Sonnenperigiums vom aufsteigenden Mondknoten, 

i: die seit 1850,0 verflossene Zeit in Einheiten des julianischen Jahrhunderts. 


Die Theorie der Priacession und Nutation ist durch das Vorhergehende im Prin- 
cipe erschépft. Es eriibrigt zum Schluss nur noch, die auf 8. 162 dieser Abtheilung 
aufgeworfene Frage nach der Bewegung der Erdaxe im Erdinnern unter Einwirkung 
der Sonnen- und Mondanziehung zu erledigen, indem die Berechtigung der vorstehenden 
Betrachtungsweise, welche von der Erdaxenbewegung im Inneren ginzlich absieht, die- 
selbe vielmehr allein im Raume verfolgt, erst dadurch evident wird, dass man sieht, dass 
die fusseren Krafte der Sonne und des Mondes in der That keine wesentliche Aenderung 
des Euler’schen Cyklus zur Folge haben. Die Voraussetzung, dass sie den Euler’schen 
Cyklus nicht alteriren, ist dabei, dass man gewisse kleine Glieder von einigen hundertstel 
Secunden vernachlassigt, in denen gerade die winzig kleine Drehung der momentanen 
Drehaxe um die Tragheitsaxe der Erde, also thatsichlich eine Schwankung der Erdaxe 
im Erdinneren enthalten ist. Es sind dies, worauf ausdriicklich hingewiesen sei, 
jedoch nicht, wie Herr Folie sagt, Nutationsglieder; denn mit Pracession und Nu- 
tation zusammen bezeichnet man ja die Schwankungen der Erdaxe im Raum; wihrend hier 
solche im Erdinneren in Frage stehen, die Herr Folie falschlich der Axe im Raum zuschreibt. 
[Vergl. Astr. Vierteljahrsschr., 31. Jahrg. (1896), 5.293, sowie 35. Jahrg. (1900), S. 332. | 

Indem wir der Kiirze halber hier nur eine niherungsweise Abschitzung vyornehmen 
wollen, deren Endergebniss indess numerisch nicht betrichtlich vom Resultat der strengen 
Rechnung abweicht, lassen wir wieder Glieder vom Range der Excentricitiét der Mond- 
bahn weg, betrachten letztere also als Kreisbahn. Analytisch besagt das, dass wir: 


l= n't + Io 
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setzen, wo n’, die mittlere Mondbewegung, circa gleich 1/,, der Rotationsgeschwindigkeit 
der Erde und 7, die Mondlinge zu einer bestimmten Zeit ist; ferner wollen wir die 
Mondbreite b, die 5° betrigt, Null setzen. Die rechten Seiten der Poisson’schen 
Gleichungen werden dann: 


1 OV 1 
Co siné Ow 5) Qsiné sin2(l, + v) 
ee aa 


1 
Cine ee Qcosé [1 — cos2 (lo + n't — y)]. 


Sehen wir auch noch von der kleinen Grésse w ab, so hat man noch einfacher: 


ue ede : Q sin € sin (21) + 2 n't) 
Ca siné ow 
1 OV oo) 


1 
Casne 0& 2 Q cos é |1 — cos(21, + 2n't)] 


Als Integrale der Euler’schen Gleichungen bei Kinwirkung der Sonnen- und Mond- 
anziehung, wie sie die Lage der instantanen Drehaxe 4 der Erde gegen das mit der 
Erde fest verbundene Hauptaxensystem &,7,€, also die Lagenanderung der Rotations- 
axe im Erdkérper bestimmten, fanden wir nun (s. 8. 161) die Formen: 

p = fooskht — gsinit 
q = fsinit + geosit, 


wobei sich f und g durch Integration der Gleichungen: 


= = + neosdt + msinit 
a == — nsindt + mecosiat 


ergaben, in denen n und m die folgende Bedeutung hatten: 
sing OV cosy OV 


Vea 


A sine ow AL NOe 
mates cosp OV ! sing OV 
ae Asiné ov Am Tos 


Multiplicirt man jetzt beziiglich einerseits die erste Gleichung mit + cosdAt, die zweite 
mit + sinAt und andererseits mit —sinAt und + cosdt und addirt beide Male, so 
ergiebt sich: 


af _—-—- sién(p + At) OV cos(p + ath ev 
dt  <Asine OW A O€ 
dg __—-—s cos(p + AthOV . sin(p+athav 
i ae Asine ow % A oe 


In das Argument der trigonometrischen Functionen dieser Ausdriicke lisst sich jetzt 
aber leicht die Rotationsgeschwindigkeit @ der Erde um ihre momentane Drehaxe ein- 
fiihren mit Hiilfe der friiher abgeleiteten Gleichung: 

ep + (ee eater on 

dt A dt 
Die strenge Integration derselben, die schwierig sein wiirde, da ¢ mit der Zeit ver- 
dnderlich ist, gestaltet sich fiir wunseren Zweck indess einfach, wenn man bedenkt, dass 
das zweite Glied der rechten Seite @ gegeniiber offenbar ganz vernachlissigt werden 
kann, da y in einem Jahre circa 50” betrigt, in einem Tage also verschwindend klein 
ist, wahrend die Rotationsgeschwindigkeit der Erde in einem Tage 360° = 2a aus- 
macht. Integrirt folgt also sofort: 


— WI — 


C 
At + Sie A cot + Ys 
oder einfach: 
At i p=—ot+ y, 


indem: 
Cc 299 1 
a 300°" 
gesetzt werden kann. Somit erhilt man: 
eee ec eh Oy 
ah — Asiné Ow Y Gee 7) 
dg ___—scos(mt + y) OV 4 sin(at + y) OV 
Ta Asine 6p A oe 


In diesen Ausdriicken kinnte man jetzt die Differentialquotienten des Potentiales 
auf Grund der Gleichungen (70) unmittelbar cinsetzen und streng integriren. Da wir 
es hier aber bloss auf eine Ueberschlagsrechnung absehen, so kénnen wir im Aregu- 
ment der trigonometrischen Functionen, welche in den rechten Seiten von (70) auf- 
treten, 2n't vernachliissigen, indem die Periode des Sinus und Cosinus von 21, + 2n't 
etwa einen halben Monat betrigt und da n’ = 27, 


—_ 


Le i circa 


3 ; : : a : 
ist. Ebenso unterscheidet sich wo + nm’ vom Mittelwerth w bloss um 97 cirea seines 


Werthes, da: : ry 360 
pee) eee a 
ist; auch die Schiefe der Ekliptik andert sich im Jahrhundert nur wenig. Man wird 
also schon eine gute Naherung erhalten, wenn man yon den Gleichungen folgender 
Form ausgeht: 
1 Cao 
Asine Ob = DA 
4 oo ae Q sin € cos € sin I 
Auf Grund dieser Gleichungen ergeben unsere Differentialgleichungen fiir f und g 
unmittelbar das folgende Integrationsresultat: 


Q sin & sin 21, 


(71) 


S=ht o Q sin sin 21, cos (@t+-y)+ M Q sin € cosé.sinl; sin(wt + y) | 
2 
et ee . Cane. ae ie) 

we oe Q sin € sin 21, sin(@ t+y)+ yi Q sin € cosé.sinl? cos(@t + ) 


In diesen Relationen entsprechen die Gréssen fy und g dem strengen Euler’schen 
Cyklus, die zweiten Glieder vom Argument (wf -+ y) aber, welche die tiglichen 
Schwankungen des Erdkérpers gegen seine Rotationsaxe, d. h. eine Axenschwankung im 
Erdinneren darstellen, geben die Abweichung vom Euler’schen Cyklus in Folge der 
Sonnen- und Mondanziehung. Diese Schwankungen der astronomisch bestimmten 
geographischen Breite, welche natiirlich durch die Beobachtungen nie  constatirt 
werden kénnen und die eben Herr Folie als Nutation bezeichnet, d. h. filschlich der 
Axe im Raum zugeschrieben hat, sind aber so unbedeutend, d. h. die zweiten Glieder 
unserer Ausdriicke fiir f und g sind so verschwindend klein, dass man von ihnen ganz 
absehen kanu. Mithin wird der Kuler’sche Cyklus durch die Sonnen- und Mond- 
anziehung thatsiichlich nicht in einer in Betracht kommenden Weise geindert und aus 


Klinkerfues, ‘I'heoretische Astronomie, 93 
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diesem Grunde konnte eben die Pricessionstheorie, wie es im Vorhergehenden geschehen 
ist, unabhingig vom Euler’schen Cyklus entwickelt werden, eine Trennung, die, wie 
gesagt, erst die Lisung der Probleme der Axenschwankung im Innern und im Raume 
fiir die Erde erméglicht. 

Dass die genannten Glieder in letzteren Gleichungen fiir f und g als geniigend 
klein vernachlissigt werden diirfen und deshalb das Problem, wie angegeben, behandelt 
werden konnte, erhellt in folgender Weise. Setzt man zur Abkiirzung: 

wf + eid 
= Q sine sinl) = m = mM sin lo, 
so wird: 
f = fo + m(cosly cosx + cosé sinly sina) 
9 = 9 — m(cosly sinx — cosé sinly cos x) 

Es gentigt ersichtlich die Behandlung des ersten Ausdruckes. Da der Maximal- 

werth vom absoluten Werthe eines Ausdruckes der Form: 
| asina + bcos | maz =| a2 + 0 


ist, so ist in f der Maximalwerth der zweiten Glieder gleich: 


m | cos 1? — cos & sinl? = my ¥Y. 
Es wachst nun aber Y fortwihrend, wenn man J) von 0 bis 2 wachsen lasst, denn der 


Ausdruck: 


2 
oe = 2sinly cosly {1 — 2 sinl? sin e?} 
4 

ist positiv zwischen 7) = 0 und Jy = 7 weil 2siné? immer <1 ist (indem _€ circa 
239.5). Daher ist: 

(Wo Xmas == My COs 6 = - Q sin € cos &, 
was mit Hinblick auf die numerischen Werthe einige Hundertstel Secunden bedeutet. 
Es ist nimlich numerisch gentigend genau, wo Sonne = ©, Erde = 6, Mond — 
Masse = MM, mittlere Entfernung = r bezeichnet: 

3k2m C—A OC—A es 1 
ir a G = 300 circa, @ = 2%, Mo = 320000 Ms, ece go ae 


Nach Hansen’s ,Darlegung“, 8.177, ist ferner fiir den Mond: 


> 


loy “6 = 7,4034757 also: “8 = [2,5965243] = 394,933 8; 
ey UAL 


1 

rane 

Daher ergiebt sich auf Grund dieser Werthe als Maximalbetrag fiir die Sonne beziig- 
lich 0",04, fiir den Mond 0",08, in Summa also als Maximalabweichung 0,12. Die 
Abweichung der Erdaxenschwankung im Erdinnern vom Euler’schen Cyklus in Folge 
der anziehenden Wirkung der Sonne und des Mondes auf das abgeplattete Erdsphiiroid 


wird also, da der Winkel der instantanen Drehaxe mit der Haupttrigheitsaxe § nach 
Gleichung (15) in Abtheilung I dieses Capitels: 


Ve+ @ 
@ 


oder, da rs die Lingeneinheit, in runder Zahl: rg = 


siny = 


ist, in maximum: 
N19. 4/6 
0) A272 


= 0,019 72 = 0,026 


Sti es oe 


betragen, oder bei genauer Rechnung, wenn man die im Vorhergehenden der Einfach- 
heit und Kiirze halber gemachten Vernachliissigungen nicht zulisst: 0,019, Das ist 
aber in der That eine nicht in Betracht kommende Grosse. 


II. Der Einfluss der Bewegung der Aequinoctien auf die Coordinaten 
und die Bahnlage der Himmelskérper. 


A. Die Pricession. 


Die im Vorhergehenden theoretisch abgeleitete Bewegung der Erdaxe oder des 
Erdaquators in Folge der Anziehung yon Sonne wnd Mond auf das Erdellipsoid hat. zur 
Folge, dass die Lingen und Breiten, resp. die Rectascensionen und Declinationen 
der Sterne im Laufe der Zeit gewisse Verinderungen erleiden. Wir wollen im Folgenden 
zunaichst nur den sicularen Theil dieser Erscheinung betrachten. Sei also (Fig. 37) E,% 

Fig. 37. 
see 


die Ekliptik einer bestimmten Ausgangsepoche, z b, fiir das Jahr 1750,0 oder 1850,0. 
Sei ferner A, die Lage des mittleren Aequators zu dieser Zeit und A, seine Lage 
¢ Jahre spiter. Dann wiirde fiir die erstere Epoche die Linge des Sternes S gleich 
VY, C sein, wihrend sie fiir die letztere /’}C wire, da der Friihlingspunkt von Y, nach 
F suriickgewichen wire. 

Hierzu kommt aber, wie im Vorhergehenden gleichfalls schon erwahnt, noch 
eine zweite Lageniinderung: die scheinbare Sonnenbahn (d. i. die wirkliche Erdbahn) 
wird durch die Anziehung der Planeten auf die Erde im Laufe der Zeit derart ver- 
schoben, dass die Sonne am Himmel eine mit zahlreichen kleinen Unregelmissigkeiten 

23 * 


~~ 


a2 iso) 


behaftete Bahn beschreibt. In Folge dessen wiirde cine wahre Ekliptik (d. h. ein 
erosster Kreis, welcher durch zwei unendlich nahe Lagen der Sonne hindurchginge oder 
die Somnenbahn osculirt) schon im Laufe eines Jahres eine ganze Reihe sehr schnell 
wechselnder Lagen annehmen. Da andererseits die Beobachtungen stets aquatoreale 
Coordinaten geben und die Ekliptik nur fiir theoretische Fragen in Betracht kommt, so 
hat man es vorgezogen, eine ,mittlere Ekliptik* einzufiihren, welche fiir ihre Epoche 
die Sonnenbahn insoweit vollstindig darstellt, als sie durch die von den Planetenstérungen 
herriihrenden Sticularglieder bedingt ist. Die kleinen Unregelmissigkeiten der 
Sonnenbewegung, welche von den periodischen Stérungen der Erde durch die Planeten 
hervorgerufen werden, lisst man dann ganz einfach in die Breite der Sonne gegen die 
betreffende zu Grunde gelegte Ekliptik eimgehen. (Dabei werden in den Astronomischen 
Jahrbiichern die Breiten der Sonne fiir jeden Tag des Jahres, im Berliner Jahrbuche 
fiir mittleren Berliner Mittag, bezogen auf das mittlere Aequinoctitm des Jahresanfanges 
gegeben.) Diese kleinen Gréssen verdanken also ciner doppelten Ursache ihre Ent- 
stehung: erstens dem Umstande, dass die mittlere Ekliptik fiir den betreffenden Tag 
des Jahres nicht mit der mittleren Ekliptik zu Jahresanfang zusammenfallt; zweitens den 
periodischen Stérungen der Erde durch die Planeten. 

Diese mittlere Lage der Sonnenbahn, die also im Laufe der Zeit sich verschiebt, 
wiirde mithin, wenn sie sich zur Ausgangsepoche in e394, befand, nach der Zeit ¢ in 
die Lage e9F, gelangt sein. In Folge dessen liegt der Frithlingspunkt zur Zeit ¢ in 
VY, und die Linge des Sternes ist in Wirklichkeit Y.C,;.. Die Gesammtheit beider 
Erscheinungen fasst man, wie gesagt, allgemein unter dem Namen Pricession zusanimen. 
Das Stiick 7,, um welches in Folge der Anziehung von Sonne und Mond der Aequator 
auf der festen Ekliptik 99H, zuriickgewichen, ist die Lunisolarpracession, fiir die 
wir eine numerische Entwickelung bereits erhalten haben. Fiir das_ kleine, Stiick a, 
welches die beiden Ekliptiken auf dem beweglichen Aequator ausschneiden, die 
»Pricession durch die Planeten“, werden wir den numerischen Werth noch ab- 
leiten. Die Winkel ¢, und é sind die Neigungen beziiglich der festen und der 
beweglichen Ekliptik gegen den beweglichen Aequator. 


Man denkt sich nun ferner einen Punkt D construirt, indem man das Stiick 939, 
von 9 aus auf 09 Ey abtrigt, so dass also oD = e9V1 wird. Das so erhaltene Stiick 7 
ist die sogenannte ,allgemeine Pricession", die wichtigste dieser Gréssen. Das Stiick 
V1ie9 setzt man gewohnlich gleich 180° — II, Da die Zahlungsrichtung der Lingen YL, 
resp. VW 9H, ist, so ergiebt sich, dass e9 der niedersteigende Knoten der beweg- 
lichen Ekliptik auf der festen ist. Demnach ist IT die ,Linge des aufsteigen- 

= 5S 
a c ata ‘ aer rweoallie Vi-14 ik « pt y,) RI oe sary le 
den Knotens der beweglichen Ekliptik auf der festen*, gezihlt auf der festen 
Ekliptik von Y, aus gegen £3 x endlich ist die gegenseitige Neigung der festen und 
der beweglichen EKkliptik. 

Die von Laplace in der Mécanique céleste fiir die Aenderungen des Aequators 
und der Ekliptik gegebenen allgemeinen Ausdriicke hat Bessel nach Potenzen der 
Zeit entwickelt und so die folgenden numerischen Werthe abeeleitet. Es be- 
deutet dabei: 

1 die allgemeine Pricession, 
1, die Lunisolarpriicession, 
10 WF) ] ) ’ . wel ‘1-14 ~ . ‘ - des (PD 
é, (lie Schiefe der festen Ekliptik gegen den Jeweiligen Aequator, 
éy die Schiefe der beweglichen ,mittleren Ekliptik* gegen den je- 


weiligen Aequator, d. i. die sogenannte »mittlere Schiefe der 


Ekliptik®, 
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I, Nach Bessel ist die jihrliche Lunisolarpricession fiir die Zeit 1750 4+ ¢: 
l 
a = 50",37572 — 0”,000243589 t. 


Als Aenderung in der Zeit 1750 bis 1750 -++ ¢ selbst erbiilt er: 
1, = 50",37572t — 0",0001217945 22, 


d. i. also das Bogenstiick der festen Ekliptik zwischen den beiden Aequatorlagen von 
1750 und 1750 + 4 


Fiir die jihrliche allgemeine Priicession giebt Bessel den Werth: 
l 
- = 50",21129 + 0,0002442966t 


und fiir die Aenderung selbst in der Zeit von 1750 bis 1750 + ¢: 
1 = 50",21129¢ + 0”,0001221483 #2. 
Das ist also das Bogenstiick der beweglichen Ekliptik zwischen den beiden 
Aequatorlagen fiir 1750 und 1750 + ¢; und dabei versteht man, um es nochmals 


hervorzuheben, unter dieser Ekliptik nicht die wahre, sondern, wie eingehend aus- 
einandergesetzt, die mittlere Ekliptik. 


Ferner giebt Bessel den Winkel zwischen dem Aequator und der festen 
Ekliptik zu: 
& == 23928'18",0 + 0”,0000098423 #2, 
hingegen den Winkel zwischen dem Aequator und der mittleren Ekliptik, d. h. die 
mittlere Schiefe der Ekliptik, zu: 


& == 23°28'18",0 — 0",48368¢ — 0”,00000272295 22, 
so dass also: 


ae = + 0/,000019 68466 t 
d 
oe ae. 0.48368 =e 0',000005 4459 t 


Neben diesen Bessel’schen Werthen fiir 1750,0: 

L = 50%,21129% + 0,0001221483 72 
50",37572¢ — 0”,0001217945 ¢ | 
239 28/18",0 + 0,0000098423 # ‘ie 
&) == 23928/18",0 — 0”,48368¢t — 0”,000002 72295 t? | 


ll Il 


(74) 


hat man noch die folgenden, unter etwas anderen Voraussetzungen abgeleiteten: 


Il. Nach Peters fiir 1750,0: 


1 = 50",21484¢ + 0”,0001134 ¢2 

l, == 50",37572¢ — 0",000108 4 12 cea 
&, == 23928'17",9 + 0%,000007 35 22 

& == 23928'17",9 — 0",4738t — 0”,000001 40 7? | 


Il. Nach Oppolzer fiir 1850,0: 
1 = 50",23465¢ + 0”,00011290 ¢? | 
1, == 50",36924¢ — 0”,00010888 7? een ae 
&, == 23927'31",83 + 0”,00000713 #2 
g, == 28927'81",88 — 0",47593t — tects” | 


Dabei wird ¢ in tropischen Jahren gezihlt; der Anfang eines tropischen Jahres 
ist bekanntlich, wenn die mittlere Liinge der Sonne vermehrt um den constanten Theil 


— 
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der Aberration (— 20,47), bezogen auf das augenblicklich stattfindende mittlere Aequi- 
noctium, den Werth 280° hat. Auf diesen Jahresanfang (der vom Normalmeridian 
der Jahrbiicher unabhingig ist) bezichen sich also die ,mittleren Aequinoctien zu 
Jahresanfang“, d. h. z B. der mittlere Aequator und die mittlere Ekliptik 1890,0. 

Aehnlich, wie man nach der raumlichen Lage der Fundamentalebenen zwischen 
geocentrischen und heliocentrischen Orten unterscheidet, unterscheidet man nach der 
zeitlichen Lage der Fundamentalebenen, zwischen mittlerem, wahrem und schein- 
barem Ort. Der mittlere Ort bezicht sich auf die momentane, beziiglich der Sacular- 
stérungen (Priicession) corrigirte Lage der Fundamentalebenen; der wahre Ort bezieht 
sich auf die beziiglich der siicularen und periodischen Stérungen (Pricession und Nutation) 
corrigirte Lage der Fundamentalebenen; der scheinbare Ort ist der, welcher durch die 
Aberration bedingt ist. 

Welche der obigen Werthe der Rechnung zu Grunde zu legen sind, bleibt dem Gut- 
diinken des Rechners iiberlassen. Die Meinungen iiber ihre Giite sind verschieden, man 
iiberzeugt sich aber, dass die gegenscitigen Abweichungen im Laufe langer Zeitraume 
recht merkbar werden. Herr Dr. Anding hat gelegentlich vorgeschlagen, an der Pra- 
cessionsconstante eine Correction anzubringen und diese letztere zusammen mit den 
Bahnelementen zu bestimmen. Vielleicht kénnten auf diesem Wege kleine Unregelmissig- 
keiten von lange beobachteten periodischen Kometen erklart werden. 

Um noch fiir die Pracession durch die Planeten, a, einen numerischen Werth 
mu erhalten, hat man nach Figur 37: 


sina _ (sin 180 — I — 1) 
sin sin & 


Daraus folgt, dass a ein Winkel von der Gréssenordnung von a ist. Man kann daher 
setzen: 
asiné, = xsin(180 — IT — 1) = asin(II + 1). 
Auf Grund der von Oppolzer aus Leverrier’s Sonnentafeln unter Zugrundelegung der 
Leverrier’schen Planetenmassen abgeleiteten Gleichungen: 
tga sin IT = + 0",05841¢ + 000001964 ¢2 
tga cos II = — 0",47593¢ + 0”,00000568 ¢? 


— wobei wir die mit den dritten Potenzen der Zeit fortschreitenden Terme ihrer 
Kleinheit wegen weglassen, ebenso wie die von den neueren Werthen der Planeten- 
massen herriihrenden Verbesserungen dieser Formeln vernachlissigt werden kénnen — 
findet man: 
asiné, = (+ 0,05841¢ + 0”,00001964 t2) cosl 

+ (— 0",47594¢ + 0”,000005 68 #2) sin 7. 
In dieser Formel kann man aber, in Anbetracht der Kleinheit von a: 

COs tesa und sinl = 1 
setzen. Ferner ist es hier véllig gleichgiiltig, nach welcher Autoritit man den Werth 
von / nimmt.* Wahlt man 7 nach Oppolzer (¢ in tropischen Jahren yon 1850,0 ab 
gerechnet) und ersetzt ¢, durch seinen ersten Term: 23°27'31'583, so ergiebt sich: 

a= + 0"14673¢ — 0",00024186 #2 

in fast volliger Uebereinstimmung mit Oppolzer. Auf Grund der Bessel’schen 
Werthe findet Briinnow fiir 1750,0: 


gee OF 170 96 5a 0,000 2660393 ¢ ) 
und ( 
da ( 


a= 0.17926 — 0",0005320786¢ mn) 
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Fiir die Gréssen a und I] schliesslich ergeben sich aus Fig. 37 unter Zugrunde- 
: alan a eect TT in Ss ; = y 
legung der Bessel’schen Werthe nach einer kleinen Rechnung die Ausdriicke fiir 1750,0: 
IT = 171°36'10" — 5" 21% 


x = 0",48892¢ — 0,0000030715 42 | . 
a7 = HN48892 — 0",000006 14301 


Mit Hiilfe dieser Werthe lassen sich jetzt die Aenderungen der Sternérter in 
Folge der Pricession unmittelbar bestimmen. Zuniichst berechnen wir den Einfluss 


‘s 9Q 
‘) ¢ 
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der Priicession auf die Linge und Breite eines Gestirnes. Dazu denken wir uns auf 
das sphirische Dreieck zwischen dem Sterne und den beiden Polen der festen und 
der beweglichen Ekliptik (Fig. 38) die Grundformeln der sphirischen Trigonometrie: 


cosa == cosbcosc + sinbsinccos A 
sinasin B = sinbsin aA 
sinacos B = cosbsine — sinbcosccos A 


angewendet, in denen a, b, ¢ die drei Seiten und A, B, C die drei sphirischen Winkel 
bezeichnen. Seien dann A und # die Linge und Breite eines Sternes beziiglich der 
wahren Ekliptik 1750 + ¢, Z und B aber beziiglich der festen Ekliptik von 1750, 
so ergiebt die Anwendung obiger Formeln auf das genannte Dreieck auf Grund bei- 
stehender Figur, die Alles besagt, sofort: 

cos Bcos(A — II — 1) = cos Beos(L — It) 

cos B sin(A — IT — 1) = cos Bsin(L — Il) cosa + sin Bsinx 

sin B = — cos B sin(L — II) sina + sin Beosa. 


Das sind die strengen Formeln, aus denen 4 und # folgen, ausgedriickt durch 1, B und 
die Aenderungen des Coordinatensystemes IJ, 2, 1. Dieselben sind aber nur néthig, wenn 
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man die Reductionen fiir sehr grosse Zeitriume auszufiihren hat. Sonst erhalt man 
kiirzer, mit Hinblick auf die bekannten Differentialformeln der sphirischen Trigonometrie: 


da — cosCdb + cosBde + sinbsnCdA 
colgada + cotg Bad B = cotgbdb + cotgAdA 
snadB — sin db — cosasinBdc — sinbcosCd A 
dA = — coscdB — cosbdC — sinbsinCda 
aus demselben Fundamentaldreieck P,P,S, indem man bei der Differentiation B und L 
als constant betrachtet, so dass ihre Differentiale Null sind: 


ae i 
ieee aoe — OP + xtgBsin(d— 1) _ rae ae 


ap d Il 
aT = + meos(a IT — 1) Tc sin(A — IT — ie oa . 


, Nee teat ee d II ee 
Setzt man jetzt im Coéfficienten von —— beziiglich: 


dt 
dt 
dn dx 
und bedenkt, dass ri und folglich auch ¢ — ae kleine Winkel sind, so dass man fiir 
dx da se OEE. Pe aa da 
i ai beziiglich sim (! = und fiir ae beziiglich cos (* a) at setzen kann, so er- 


geben sich fiir die jahrlichen Aenderungen der Lingen und Breiten der 
Sterne durch die Pracession folgende allgemeine Formeln: 


dh dl d Il dx 
ees ata ae | 
dt dt dt 
wobei unter Zugrundelegung der Bessel’schen Werthe numerisch: 
l 
oo — 048892 — 000000614304 
i = 171 36 10! — be 21% 
LIT 
ae = = 171°36'10" — 10",42¢ 
LIT 
iiae i + 1 = 17193610" + 39,794 = 


zu setzen ist. 


Wichtiger als die Veriinderungen in Linge und Breite sind diejenigen in 
Rectascension und Declination, welche bei Entnahme von Vergleichssternen aus 
Katalogen berechnet werden miissen. Wir bezeichnen wieder mit DZ und B die Linge 
und Breite eines Sternes, bezogen auf die feste Ekliptik HZ, und den festen Aequator 
A, fiir 1750; mit @ und 0 aber die Rectascension und Declination beziiglich des 
beweglichen Aequators A, und des wahren Aequinoctiums fiir die Zeit 1750 + ¢ 

Mo 2¢ ‘a ay ¢ ‘ ar iatea Ay tonr di , = 
(Fig. 39). Es sind dann auf Grund beistehender Figur, die Alles besagt, die Coordinaten 
3 4 . . 5 = < 
des Sternes S, wenn man sich ihn auf einer Kugel vom Radius 1 denkt, in Bezue auf 
S oS 
. 144° . : id x : = = my [ae ay -s 
die Ekliptik von 1750 und den Schnittpunkt des beweglichen Aequators fiir 1750 + ¢ 
mit der festen Ekliptik von 1750: 
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cos Bcos(L + 1) 
cos B sin(L + 1,) 
sin B. 


Dagegen sind die Sterncoordinaten beziiglich des wahren Acquators und eben genannten 


Schnittpunktes: . 
cos 0 cos(%@ + a) 
cos 0 sin(a@ -- a) 
sin 0. 


Die Grundformeln der sphiirischen Trigonometrie ergeben daher wnmittelbar: 
cos 0 cos(% + a) = cos Beos(L + 1,) 
cos 0 sin(w + a) = cosBsin(L + 1,) cose, — sin Bsine, 
sind = cos Bsin(L + 1) sine, + sin Bos &. 


Fig. 39, 


Wendet man wieder die DifferentialformelIn an, indem man LZ und B als constant 
betrachtet, so erhalt man einfacher: 
d(a + a) = [cose, + sine, tgdsin(a + a)|dl, — cos(m + a)tgddy 
dd = cos(a + a)sinée,dl, + sin(a + a)da. 
Die jahrlichen Aenderungen der Rectascension und Declination in Folge der Pricession 


sind also gegeben durch: 


dt l : Q 11 ; ll 1 

a aca —~ + (cose, + sine, ig 0 sina) = -+ (asin & 7 -— 7h) tg 0 Cos &% 
do COS SIN E sa (asi LE ae “) sin % 

— = ost — — 31) aoe) SE: SN 0 

dt dt : fy dt ‘ 


oder, da auf Grund der numerischen Werthe, wie sie im Vorhergehenden nach Bessel 
angegeben wurden: 


oe 000000224714 
dt at 


eine zu vernachlissigende Grésse ist: 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 


(SIM Ey 
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a =— a + (cos &, + sin é, tg 0 sina) a 
eu COS 0 sin & ae 
Aiaake * at 
Setzt man jetzt zur Abkiirzung noch: 
C08 &, es ie = 
dt dt 
SiN &, a — 1 
dt ? 


so erhilt man als definitive Formeln zur Berechnung der jahrlichen Pricession fiir 
die Zeit 1750 + #: 


=i + ntydsine | 

1 Le Sect ee ee ere 
ap = NCOs & ey 
vie 


wobei unter Zugrundelegung der Bessel’schen Werthe numerisch: 
m == 46",02824 + 0',000308 6450 (¢ — 1750) | , i) eee 
n = 20",06442 — 0”,000097 0204 (¢ — 1750) J : 
ist. Sind also % und 6 fiir 1750 + ¢ gegeben, so findet man o und 0’ fir 1750 + ¢ 
durch Integration letzterer Differentialquotienten zwischen den Grenzen 1750 + ¢ und 
1750 + ¢. Indem o und 9, die Integrationsconstanten, ergiebt sich nach dem Taylor’- 
schen Satze: 


;— dt Pp caayes alk do J 2 \ a3 ce 3 

Oe eee ap ire). Sea aes Ae Slee te aR oa 
. ao 7, hwo 1 43d : 

eae Te arent: ACam mC a 


Die zweiten Differentialquotienten in diesen Ausdriicken werden: 


= “ . a tg 0 sina + m sin u aS oer of aye ee (m + ntg 0 sino) 
= — - cos & — aan (m + ntg 0 sinc) 

oder: 

oe = SCTE AM ag Oa pee sate = x a Hs, 

a = — augaes 8198 — scengg sine + a ee 


Diese Gréssen, die sehr klein sind, geben die Sternkataloge, weil die vielen Nullen die 
Ucbersichtlichkeit beeintrichtigen, mit 100 multiplicirt, ud man nennt sie das ,zweite 
Glied der Pricession“, oder auch die ,Sicularvariation® oder ,,variatio saecularis“, 
im Gegensatze zum ersten Gliede, das die ,jihrliche Pricession® oder ,variatio 
annua“ darstellt, Ks ist also: 


i] . 
Aa ree t’ — t)? — , 
om == & -+ variatio annua (’ — t) + ( 300 ~~ variatio saecularis 
oder: 
! ath f aes * | t’ chess t . ° . ! 
C—O jee annua +- 300 variatio saecularis > (t’ — f) 
~ 
analog: , (82) 
- ER vi aa : 
Clea \ variatio annua -}- ~ 3007 varlatio saecularis @¢— | 
= 


ae 


Zum Schluss wollen wir noch den Einfluss der Pricession auf die Bahnlage eines 
Himmelskérpers im Anschlusse an Watson betrachten, d. h. wir wollen die Formeln 
ableiten, mittelst deren man die Elemente von der Kkliptik zu einer bestimmten Epoche 
¢ umrechnen kann auf eine andere Epoche f,. Bezeichnen dazu m,, 8, und i, die Ele- 
mente, welche die Lage der Bahn’ im Raume bestimmen, wenn sie sich auf den 
Aequator als Fundamentalebene bezieht, und sei @, die Winkeldistanz zwischen dem 
aufsteigenden Knoten der Bahn auf der Ekliptik und ihrem aufsteigenden Knoten auf 
dem Aequator, die positiv geziihlt werde vom Aequator in der Richtung der Bewegung, 


dann ist: = 
w, = w— $3 + 88, + w. 


Wendet man jetzt die Gauss’schen Analogien auf das sphiirische Dreieck an, welches 
vom Schnitte der drei Ebenen der Bahn, der Ekliptik und des Aequators mit der 
Himmelskugel gebildet wird (Fig. 40), so ergiebt sich: 


cos 1/, ty sin 1/9 ($2, + @) = sin1/, 8 cos'/, (i — 2€) 
COS 1/y 4, COS 1/g (S31 + Wo) = cos 1/y 3 cos*/,(i + €) 83 
sin 1/, a, sin 1/ (52; — @o) = sin'/, 83 sin1/,(@ — e)( 9 7 7 (83) 
sin 1/4, cos Vy (82, — @o) = cos Hy 83 sin 1/y (i+ é) 


Um nun das Problem, die Elemente beziiglich der Ekliptik vom Datum ¢ auf die 
Ekliptik eines anderen Datums ¢, zu reduciren, zu lésen, sei IT wieder die Linge des 
absteigenden Knotens der Ekliptik zur Zeit ¢ und ¢,, a der Winkel, den die Ebenen 
der beiden Ekliptiken mit einander bilden; dann hat man offenbar in den letzteren 
Gleichungen an Stelle von &3 beziiglich 62 — IZ zu setzen, und, damit $2, vom Friihlings- 
punkte aus gezihlt werde, 62, — JI an Stelle von {2, zu schreiben. Schliesslich ist ¢ 
durch 2 zu ersetzen und 4@, welches die Verinderung von @ im Zeitintervall t, — t 
in Folge der Lageninderung der Ekliptik reprisentirt, an Stelle von a) zu setzen. 
So erhalt man 

cos 1/5 i, sin 1/,(8, — IT + 4o) = sin1/, (63 — II) cos1/,(i — 2) 
cos "W/o i, cos (88, — IT + 4a) = cos1/,(83 — I) cos3/,(i + 2) 
sin 1/9 i, sin ¥/, (8, — I — 4a) = sin*/, (63 — I1)sin1/,(4 — =) 
sin ¥/y 4, cos 1/, ($3, — I — Ao) = cos'/,(63 — I) sin'/,(¢ + 2) 

Diese Gleichungen erméglichen es, falls 7 und a bekannt sind, &,, 7, und Ja, 
welche die Lage der Bahn beziiglich der Ekliptik, die der Zeit ¢, entspricht, angeben, 
genau zu bestimmen. Die Lingen werden sich dabei jedoch noch auf das mittlere Aequi- 
noctium beziehen, von dem wir annehmen, dass es zum Datum ¢ gehért. Damit sich 
dieselben auf das mittlere Aequinoctium der Epoche f¢, beziehen, muss noch der Betrag 
der Pricession in Linge wihrend der Zeit t, — ¢ addirt werden. Wenn indess, wie 
zumeist, die Veriinderungen der Elemente nicht bemerkenswerth gross sind, so ist es 
nicht ndthig, die strengen Formeln anzuwenden, vielmehr kann man fiir diesen Fall 
andere ableiten, die geniigend genau und viel bequemer in der Anwendung sind. Zu- 
nichst folgt aus dem sphiirischen Dreieck, welches durch den Schnitt der Bahnebene 
und der Ebene der beiden Ekliptiken mit der Himmelskugel gebildet wird: 


(84) 


sin a cos(S4 — II) = — cosi, sini + sini, cosicosda, 
woraus sich leicht ergiebt: 
sin (i, — i) = sinmcos(S4 — IL) + 2sini, cosisin}/, 40°. 

Ferner ist: ai 

sin 4@ sini, = sina sin(S — IL), 
also: paar d 

P sin ($3 — IT) 
sn 4 Oo == sn % ——-—_—__——— : 
sin 1 


24 
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Weiter folgt aus demselben Dreieck* 


sin 4 cos i, == — cos(S& — T1)sin(&%, — TH) + sin(8 — H)cos(8, — I) cosz, 
woraus sich: 

sin (8, — &) = — sindecosi, — 2sin(S& — IT) cos(S2, — I) sin'/, x, 
oder: 
sin(Q, — 8%) = — sinmsin(S& — I) cotgi, — 2sin(S& — I) cos(88, — I1) sin '/, x? 


ergiebt. Schliesslich ist: 

UM, — % = $3, — $8 + Jo. 
Da nun x sehr klein ist, ergeben diese Gleichungen, wenn wir noch die Pracession in Linge 
addiren, damit die Langen auf das mittlere Aequinoctium des Datums 4 reducirt werden: 


cy 


[ 


@, 


i See tne 
sini 
2 

i, = 71 + mcos(S — I) + ee! sin 2% 

dl : : mu? (85) 

8%, = 2+ (tt, — 4) i — msin(S4 — IT) cotgi, — 1/4 - sin 2 (83 — I) 

72 
m = a+ (4 — \o + wsin(S3 — IT) tg3/s%, — 1/4 — sin2(Q — ID) 
w 
; . ; be scat 
in denen die allgemeine Pricession dé bekannt und w = 206264"8 ist. Da es sich 
hier um kleine Gréssen handelt, kann 7 an Stelle von 7, gesetzt werden. 

Ist die Bewegung retrograd, so ist in den Gleichungen fiir 4@, i, und 2, 180 — i 
an Stelle von 7, und 180 — % an Stelle von #4, zu schreiben; 2, dagegen wird in 
diesem Falle: 

a erases m2 
=a + (th — t) 4 —_— — H sin (82 - IT) tg1/5%, — 1/4— sin 2 (8 Ze IT). 
w 


In den meisten Fallen sind die letzten Glieder der Ausdriicke fiir 7, 0, und 7, 
von der zweiten Ordnung und kénnen daher vernachlissigt werden. Fiihren wir diese 
Vernachlissigung, die also fiir die meisten Fille der Praxis ausreichende Resultate 
liefert, ein, so erhalten wir auf Grund letzterer Gleichungen, wenn wir die Oppolzer’- 
schen Werthe, die sich auf das Aequinoctium 1850,0 beziehen, einfiihren, die folgenden 
Rechenformeln, denen wir gleich noch die, in analoger Weise fiir den Aequator sich 
ergebenden Ausdriicke der Vollstiindigkeit halber zur Seite stellen‘): 


*) cf. Oppolzer, Bahnrechnung I, 8. 82, 1. Auflage. 
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Ekliptik: 
$3, = 8&) +U+ cotg im sin($& — IL) 
%, = HM + 1 — tgt/,insin(& — I) 
4, = t) — ae0s(& — TI), 


wobei 
3 ahs a ee 
Tl = 1739012" + 32"847 (+ oe 1850) . (86) 
x See 47950 — 0",000006 24 (- cr - — 1850) Co 
i= = 450" 93465 + 0”,000225 76 (" s az 1850) Gur) 
Aequator: 
&, = 8) + m — cotgi' ncos(8' + p) 
x == t + m + tg Yi ncos(s’ + p) 
i = it — nsin(Q! + p), 
wobei 93", 
n= aime — 0,000086 64 = — 18: 50) (i — ty) 


m = \40" 05938 + 0',000283 84 (42 * eae 1850)} (t, — to) 


Diese Formeln reichen selbst bei den kleinsten bis jetzt bekannten Neigungen fiir 
entfernte Epochen aus. Wir erliutern sie noch durch ein kurzes Beispiel, das wir Oppol- 
zer’s Werk entnehmen. Es sollen die Elemente des Planeten (64) Agelina vom mittleren 
Aequinoctium 1860,0 auf das von 1870,0 iibertragen werden. Die Elemente fiir 1860 sind: 

€y == 123° 83’ 10.57 
Si s=-311° 4°°48",73 
poe, 21h 10 Ol" 85, 
Gehen wir nach dem ersten Rechenschema zuerst vor, so wird: 
t= Via? 4 1b" 
a == 4",794 loga = 0,68070 


¢ == 8 29" 380 
a — If == 188° 0S’ tg 3/, 7% — 8,06505 
cos( $2, — 11) = 9,87114, Ax, = — 0,087 
sin (S69 — I1) = 9,82543 Alm, == 8 22",343 
cos ($49 — Il) = 0,55184, di, = + 38",563 
cotg iy == 1,63383 1, Cotg tg == 1,333 
x sin (9 — I1) = 0,50613 {ar sin (q — ID}? = 1,012 
AR, = + 2 18",026 sin 1” = 4,686 
cotg i; == 3,268 og dt aa L081 
cotg i2 + 1/, = 3,268 Ai, = + 0,001 
x sin ($8) — II) cos (839 — 1) = 1,058, 44 == 3,064 
sin 1” = 4,686 
log 4 8,,, == 9,012, 
4 83, = — 0%,102 


4% = +10! 40",304 


= 19 — 


Nach dem zweiten Rechenschema findet man, wenn geniherte Werthe von d& und di 


bekannt sind: 


j= 1919 586 x = 4",794 
== Srl lOe eo. b= "87 360 
11 = 1730 8! 25" log x — 0,68070 
Qiea Wes 1380) eda! cotg i —= 1,63368 AX = + 10' 40",308 
sin ($3 — IT) = 9,82527 m sin( $8 — II) = 0,50597 an 2>-- 8! 22,343 
cos ($4 — I) = 9,87127, tg 1/4 = 8,06522 
ncos( 53 — IT) = 0,55197, 4 8, == + Y 17,928 
Ai = + 3",564 An, = — 0,037 


Man berechnet jetzt nur Elementensysteme fiir den Anfang eines Jahres und bringt, 
um die wahren Oerter zu erhalten, die Correctionen f, g, sin(G + @) ohne Aber- 
rationsglieder an (cf. C. Gemeinsame Beriicksichtigung der Pracession, Nutation und 
Aberration). 


B. Die Nutation. 


Die von der Sonnen- und Mondanziehung herriihrenden periodischen Glieder, 
welche in unseren friiheren theoretischen Entwickelungen die Bewegungen des Aequators 
charakterisirten, traten dort in w und in Zé auf. Nimmt man aus y die periodischen 
Glieder, welche die Luni-Solar-Nutation in Linge reprasentiren, gesondert heraus, und 
bezeichnet sie mit JA, die Luni-Solar-Nutation in Schiefe aber mit Zé, so ergeben 
sich nach Peters fiir JA und Ze in Bezug auf das Aequinoctium 1800 folgende 
Werthe: ‘ 

Ah = — 17",2405 sin 8&6 + 0",2078 sin 2 63 —0",2041 sin 2 + 0',0677 sin (C— I’) 


— 1",2692 sin2 © + 01279 sin(© —T) 
— 0",0213 sin(©O +I) (88) 


de = + 9",2231 cos $3 —- 0",0897 cos 2 3 + 0",0886 cos 2 € 
+ 0",5509 cos 2 © + 0",0093 cos(Q + IT) 
Und fiir das Jahr 1900: ; 


Ah = — 17",2577 sin 3 + 0",2078 sin 2 64 —0",2041 sin 2 ( + 0",0677 sin (C—I') 
— 1%,2693 sin 2 © + 0",1275 sin(©@ —I) 
— 0",0213 sin(© +I) e 


4de= + 92240 cos 83 — 0",0896 cos 2 &3 + 0",0885 cos 2 
+ 0",5506 cos 2 © + 0",0092 cos(© + I) 


In diesen Ausdriicken bedeutet, entsprechend der friiheren allgemeinen Theorie, $2 die 
Linge des aufsteigenden Knotens der Mondbahn auf der Ekliptik, © die wahre Linge 
der Sonne in der Ekliptik, d. hb. ihr Abstand yom Widderpunkte, (€ die wahre Ent- 
fernung des Mondes vom Friihlingspunkte, bezogen auf die Ekliptik, I” die Linge des 
Perihels der Sonne und I’ das Perigiitum der Mondbahn. Die Werthe dieser simmt- 
lichen Gréssen kénnen aber aus den Sonnen- und Mondtafeln abgeleitet werden und 
somit kann man 4A und 4é selbst wirklich berechnen. Aus den Ausdriicken fiir 7A und 
Mé ersieht man, dass die Nutation im Hauptbetrag von der Lage der Mondknoten auf 
der Ekhptik abhinet, und da diese in cirea 19 Jahren eimmal von 0 bis 360° wechseln, 
so betrigt die Periode der Nutation eben diese Anzahl yon Jahren. 


— 19 — 


Nach Oppolzer hingegen wird, indem die Sicularelieder in den Ausdriicken von 
8. 175 wegfallen, und die periodischen Glieder beim Uehergang auf die wahre Ekliptik 
ungedndert bleiben fiir das Jahr 1850: 


4h = —17"7274 sin 2% + 0,209 sin 2 & + 0,015 sin(C—2 60 +20—2 co’) 

+ 0,068 sin C+ 0,011 sin (C + 2@ 4 2 82) 

— 0,204 sin (2 € + 2 @ + 2 2) — 0",026 sin (3 € + 20 +2 2) 

— 0,034 sin (2 € + 2@ + 82) + 0,012 sin (2© +20/+ 8) 

+ 0",127 sin © —1",263 sin(2 © +20! + 2 8) 

— 0,049 sin (3 © + 20! + 2 8) + 0",021 sin(© +20 + 2 82) 
wae == 9",236 cos 2 —0",090 cos 2 84 + 0,089 cos (2 C + 2@ +2 2) 

+ 0",011 cos (3. € + 2@ 4 2 8) + 0,018 cos(2C + 2@ + 8) 

+ 0",548 cos (2© + 20! + 2 8) + 0",021 cos(B3OQ +20! + 22) 


wobei die Buchstaben die auf $. 175 angegebene Bedeutung haben. 
Um nun den Einfluss der Nutation auf die Rectascension und Declination eines 


Gestimes zu ermitteln, hat man wieder nach Taylor: 
da d? a a? 6 


o! We et Be 4 SE oe SE ge + 
ee he td ee ee ge + 282 Dee 
ie 


In diesen Gleichungen kommen aber rechts je nur die beiden ersten Glieder in Betracht, 
da die folgenden numerisch verschwindende Werthe ergeben. Um die ersten Differential- 
quotienten, deren Kenntniss also allein néthig ist, zu bestimmen, erhilt man zunichst 
auf Grund der Gleichungen: 


cos0 cos% == cos B cosa 
cos0 sin == cosB sind cose — sinB siné 
sind = cosB sind sine + sin B cosé 
durch Differentiation, indem dB = 0 ist, da die Nutation auf die Breite keinen Ein- 
fluss hat: - 
cos8 sin'ada + cosa sinddd = cosB sindda 
cos cosuada — sina sind dd = cosB cosh cosedd — (cosB sind sine + sinB cose)deé 


cos ddd = cos B cosd sinedda + (cos B sind cose — sinB sine)de. 


Da aber aus der zweiten und dritten Gleichung des urspriinglichen Systemes: 


cos B sind = cosd sine cose + sind sine 
folet, so wird: 
cos0 sinada + cosa sinddd = (cosd sina cose + sind sine)da 
cos 0 cosa dd — sina sinddd = cosd cosa cosedd — sinddé 
dO = cosa sinedda + sinade. 


Aus diesen Gleichungen ergeben sich die gesuchten Werthe der betreffenden Differential- 


quotienten unmittelbar: 


peel he a 
dt do 


a OSE + sine sinatgd ay Oe sin € 
do& do ; 

eet eee 
re cos atg 0 ae 7) 


Substituirt man diese Ausdriicke in die anfiingliche Taylor’sche Entwickelung, indem 
man von den Gliedern zweiter Ordnung absicht, setzt fiir die mittlere Schiefe der 
Ekliptik 1800,0 beziiglich ¢ == 23° 27’ 54”,2, sowie fiir JA und 4é die mitgetheilten 
Peter’schen Werthe, so erhiilt man fiir das Aequinoctium 1800 vyollstandig strenge 
in Gliedern erster Ordnung: 


do — « — «o — — 15",8148 sin £3 —[6",8650 sin 2 sina + 9”,2231 cos 2 cos a] tgd 
+ 01902 sin2 84 + [0",0825 sin2 82 sina + 0,0897 cos2 82 cosa} tg 0 
— 11642 sin2 © —[0",5054 sin2 © sina + 0",5509 cos2 © cosa] tg d 
— 0",1872 sin 2 ( —[0",0813 sin 2 C sin & + 0",0886 cos 2 ( cos a] tg 0 
— 0",0195 sin(© + I) 
— [0",0085 sin(© + I)sina + 0",0093 cos(© + I) cosa] tgd 
+ [0",0621 + 0”,0270 sin a tg 0] sin(( — I") 
+ [0",1173 + 0”,0509 sin atg d]sin(© — I) (90) 
dd = 0' — 0 = — 6",8650 sin 23 cosa + 9",2231 cos 83 sina 
+ 00825 sin 2 82 cosa — 0',0897 cos2 82 sina 
— 05054 sin2 © cosa + 0',5509 cos 2 © sin a 
— 0",0813 sin2( cosa + 0”,0886 cos2 € sina 
— 0",0085 sin(© + I) cosa + 0,0093 cos(© + I) sine 
+ 0",0270 cos % sin(( — I") 
+ 0",0509 cosa sin(©@ — I) 


Dabei bezeichnen die Glieder mit den Argumenten $3 und € die Lunarnutation, 
diejenigen mit den Argumenten © die Solarnutation, ganz analog, wie wir zwischen 
einer Lunarpracession und Solarpricession unterschieden, je nach den vom 
Monde und den von der Sonnenwirkung herriihrenden Gliedern. 

Die Gréissen da und dd sind mit der Zeit verinderlich, da sich die Schiefe der 
Ekliptik mit der Zeit indert und die Coéfficienten von dA und dé selbst sicularen 
Verinderungen unterworfen sind. Diese Aenderungen sind indess so klein, dass sie nur 
in den gréssten Gliedern hervortreten. Fiir 1900 sind diese griéssten Glieder nach 
Oppolzer: 


do = — 15",8321 sin $4 — [68683 sin 8 sine + 92240 cos Q cos a|tg 0 
dd = —_ 6"8683 sin 2 cosa + 9'2240 cos 88 sina. 


Die in der allgemeinen Theorie erwihnte geometrische Bedeutung der Nutation 
folgt, indem man bloss die Hauptglieder der Ausdriicke fiir 42 und 4¢ ins Auge fasst. 

Aus der friither gegebenen Figur erhellt, dass der wahre Pol des Aequators vom 
mittleren um 4é abweicht, und zwar in einer durch den Winkel 4A bestimmten Rich- 
tung. Ks sind also die rechtwinkligen Coordinaten des wahren Ortes vom Pole des 
Aequators in Bezug auf ein durch den mittleren Ort dieses Poles gelegtes rechtwinkliges 
Axenkreuz beziiglich: 
dé 


y= sine JA. 


x 


Durch Elimination von 8% ergiebt sich die Gleichung einer Ellipse, der sogenannten 
»Nutationsellipse®: 


=e ae 


a? 4 y? 1 
(9",236)2 ' (17,274 sine)?” 


welche der wahre Pol des Aequators in Folee der Nutation um den mittleren beschreibt. 


C. Gemeinsame Beriicksichtigung der Pricession, Nutation und Aberration. 


Ehe wir die allgemeinen Formeln geben, welche die Pricession, Nutation 
und Aberration in sich vereinigen, die auch das Berliner Jahrbuch den Tafeln fiir 
die Bessel’schen Constanten vorausschickt, wollen wir allgemein den Process 
charakterisiren, den der Beobachter, beziiglich Rechner yorzunehmen hat, welchen klar 
mu halten von der grissten Wichtigkeit fiir die folgenden Ausfiihrungen. ist. 

Es sieht ja der Beobachter alle Objecte da, wo sie wirklich zu stehen scheinen, 
also an ihren scheinbaren Orten, die von allen Fehlerquellen entstellt werden, und 
vergleicht nun die Stellung des Kometen oder Planeten, den er beobachtet, mit der- 
jenigen eines Sternes, was auf doppelte Weise, entweder mittelst Meridiankreis oder 
mittelst Refractor geschehen kann. 

Der Meridiankreisbeobachter entnimmt die scheinbareStellung des oder der zum 
Vergleiche dienenden Fundamentalsterne dem Jahrbuche, fiigt, von einigen kleinen 
Correctionen abgesehen, die mit dem Instrumente gemessenen scheinbaren Coordinaten- 
differenzen .Komet minus Fundamentalstern* in Rectascension und Declination zu 
der scheinbaren Stellung des als Vergleichsstern dienenden Fundamentalsternes hinzu 
und erhalt so die scheinbare Stellung des beobachteten Kometen. Er giebt die Beob- 
achtungszeit (in diesem Falle die Durchgangszeit des Kometen durch den Meridian) an, 
und corrigirt die Declination wegen Refraction. Die tigliche Aberration wird 
dabei immer vernachlissigt. 

Der Refractorbeobachter misst die scheinbare Differenz: Komet minus 
Katalogstern in Rectascension und Declination. Der Katalog giebt die mittlere 
Stellung des Sternes z B. fiir das Jahr 1856,0, wihrend die Beobachtung etwa im 
Jahre 1898 gemacht werde. Zunichst bestimmt daher der Beobachter durch An- 
bringung der Pricession die mittlere Stellung des Vergleichssternes zu Anfang des 
Beobachtungsjahres 1898,0. Er berechnet hierauf mittelst gewisser Grdssen, a, b, ¢, d 
und A, B, C, D (der noch zu besprechenden Bessel’schen Constanten), oder mittelst 
anderer Gréssen, f, 9, h, G, H, die in den folgenden allgemeinen Formeln dieses Capitels 
auftreten werden und die Priicession, die Nutation, sowie die Fixsternaberration enthalten, 
den scheinbaren Ort des Vergleichssternes. Addirt er darauf zu der so erhaltenen 
scheinbaren Stellung des Vergleichssternes die gemessenen Coordinatendifferenzen (die er 
schon wegen Refraction corrigirt hat), so erhilt er den scheinbaren Ort des 
Kometen zur Beobachtungszeit. Der so erhaltene scheinbare Ort enthalt noch die 
Parallaxe, welche aber der Beobachter nicht berechnen kann, da er die Entfernung, 4, 
des beobachteten Kometen oder Planeten von der Erde nicht kennt. Daher giebt er nur in 
beiden Coordinatenrichtungen (Rectascension und Declination) ,,Parallaxe multiplicirt: mit 
dM“, d. i. also die Grésse, die man durch 4 dividiren muss, um die Parallaxe z B. in 
Rectascension zu erhalten, also diejenige Grésse, die zur scheinbaren Rectascension hinzu- 
gefiigt werden muss, um den eigentlichen scheinbaren Ort (befreit von Parallaxe) 
zu erhalten. 

Der Bahnrechner thut gut, diese Rechnungen (mit Ausnahme der Berechnung der 
Refraction, die man eben als richtig voraussetzt) zu verificiren. Mierauf berechnet er 
die Parallaxe, wobei natiirlich ein Naherungswerth fiir die Entfernung 4 gegeben sein 
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muss, indem er entweder die vom Beobachter gegebenen Parallaxenfactoren durch 4 
dividirt, oder diese selbst neu berechnet. Ferner geht der Bahnrechner, da der Beob- 
achter meist die Beobachtungszeit in mittlerer Ortszeit giebt, durch Anbringung der 
Lingendifferenz auf den Normalmeridian, z B. den von Berlin, itiber und erhalt also 
die der Beobachtungszeit entsprechende mittlere Berliner Ortszeit. Hierauf verwandelt 
er die seit dem mittleren Berliner Mittag verflossene Zeit in Bruchtheile des Tages und 
sagt nun: die Beobachtung fand statt z. B.: 1898 Juli 84635... Von dieser Zeit 
zieht er dann noch die Aberrations- oder Lichtzeit ab (indem 4 ja als bekannt an- 
genommen wurde) und erhiilt so schliesslich die reducirte Beobachtungszeit. Der schein- 
bare Ort des Kometen zur Beobachtungszeit ist nun gleich dem wahren Orte 
des Kometen zur reducirten Beobachtungszeit. Jetzt sind zwei Falle méglich. 

Erstens kann es sein, dass der Bahnrechner die Beobachtung mit einer Ephe- 
meride vergleichen will, die als solche stets wahre Orte giebt, denn man berechnet 
sie wie folgt. Das Elementensystem und also auch die Gauss’schen Constanten 
beziehen sich immer auf das mittlere Aequinoctium des Jahresanfanges. Daher 
berechnet man zunichst mit Hiilfe der rechtwinkligen Aequatorealcoordinaten der Sonne 
(die sich auf dasselbe Aequinoctium beziehen), « und 0 bezogen auf das mittlere 
Aequinoctium des Jahresanfanges. Hieran bringt man dann die Pricession 
(vom Jahresanfange, etwa 1890, bis zum betreffenden Tage), sowie die Nutation, unter 
Weglassung der Aberration an, mittelst der folgenden Formeln: 


Capp — Gm =f + gsin (G4 + «)tgd 
Sapp — Om = gcos (G + @), 

in denen @%», und 0, das mittlere « und 6 z B. fiir 1890,0 bedeuten, die sogleich ab- 
geleitet werden sollen. Die so corrigirten « und 0 bilden die Ephemeride und die von 
dieser gegebenen Orte beziehen sich also auf das augenblicklich stattfindende 
wahre Aequinoctium, d. h. auf die wahre Lage von Aequator beziiglich Ekliptik 
und enthalten keinerlei Aberrationsglieder. Und da der scheinbare Ort zur Zeit der 
Beobachtung gleich ist dem wahren zur reducirten Beobachtungszeit und die Ephemeride 
wahre Orte giebt, so entnimmt man, um die Beobachtung mit der Ephemeride zu ver- 
gleichen, einfach derselben interpolatorisch « und 0 fiir die reducirte Beobachtungs- 
zeit. Zieht man diese Gréssen von dem scheinbaren @% und 0 fiir die Beobachtungszeit 
ab, so erhilt man unmittelbar die Correctionen der betreffenden Ephemeride in « und 0. 

Zweitens kann es sein, dass die Beobachtung zur Bestimmung yon Bahnelementen 
(die sich auf das mittlere Aequinoctium des Jahresanfanges beziehen) verwendet werden 
sol. Was man hat, ist der wahre Ort fiir die reducirte Beobachtungszeit, befreit von 
Aberration. Diesen aber, der sich auf das momentane wahre Aequinoctium bezieht, kann 
man nicht brauchen, da sich die Klemente auf das mittlere Aequinoctium des Jahresanfanges 
bezichen sollen. Vielmehr braucht man den mittleren Ort (d. h. den Ort, der sich auf 
das mittlere Aequinoctium des Jahresanfanges bezicht). Man berechnet daher wieder 
die Pricession und Nutation unter Weglassung der Aberrationsglieder von der Beob- 
achtungszeit bis zum Jahresanfang mittelst obiger Formeln, zieht diese Correetionen 
vom wahren Orte ab, da man ja vom wahren Ort auf den mittleren iiberechen will 
(wihrend das Berliner Jahrbuch diese Correctionen im umgekehrten Sinne giebt), und 
legt dann den so erhaltenen, auf das mittlere Aequinoctium des Jahresanfanges bezogenen 
Ort, zusammen mit der reducirten Beobachtungszeit, der Bahnbestimmung zu Grunde. — 
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Um jetzt zum Schluss die Correctionen fiir Pricession, Nutation und Aber- 
ration in Rectascension und Declination allgemein fiir Sterne in Gesammt- 
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formeln zu beriicksichtigen, hat man, wenn & und 0! die scheinbare Rectascension und 
Declination zur Zeit t, welch’ letztere wieder vom Anfange des Beobachtungsjahres an 
gezahlt und in Bruchtheilen desselben ausgedriickt wird, # und 0 dagegen die mittleren 
Aequatorealcoordinaten fiir den Jahresanfang, « und w' die Kigenbewegung des Sternes 
in Rectascension und Declination in cinem Jahre bedeutet, die der Zeit proportional ist, 
unmittelbar durch Vereinigung der in der bisherigen Darstellung entwickelten Formeln: 


ow —a = +t[m-+ ntgd sina] + cw 
— [15",8148 + 68650 tg 0 sina] sin 2 
9"2231 tg 0 cos a cos 2 
+ [01902 + 0”,0822tgd sin w] sind 2 
 O0",0896 tgd cose cos2 Q 
— {11642 + 05054 tg 0 sina] sin2 © 
— 0",5509tgd cos « cos 2© 
[O",1173 4- 0",0509 tg 0d sina] sin(©@ — I) 
— [00195 + 0",0085 tgd sina] sin(© + L) 
-— 0,0093 tg 0 cosa cos(© + LT) 
— 20,492 cose secd cosa cos© peor (9) 
— 20,492 secd sina sin © 


0’ — 0 — tneosa + tw’ 
— 67,8650 cosa sin 8 +. 9",2231 sina cos Q 
+ 0",0822 cosa sin2 8 — 0",0896 sine cos2 2 
— 0",5054 cosa sin2 © + 0",5509 sina cos2 © 
+ 0",0509 cosa sin(©Q — I) 
— 0",0085 cosa sin(© + I’) + 0",0093 sina cos(© + I) 
+ 20",492 [sina sind cose — cos0 siné| cos © 
— 20,492 cosa sind sin® 


In diesen Ausdriicken repriasentirt das erste Glied die Correction in Pracession, das 
zweite in Eigenbewegung, die beiden letzten in Aberration, die iibrigen aber in 
Lunarnutation und Solarnutation. Man sieht unmittelbar, dass die einen Glieder 
nur von der Zeit und von den Coordinaten der Sonne und des Mondes ©, @ 8, I, I’ 
abhingen. Diese Glieder, die also unabhingig von den Coordinaten « und 0 des Sternes 
sind, kénnen mithin fiir sich und dann fiir jeden einzelnen Stern berechnet werden; 
wihrend andere Glieder in « — @ und 0’ — 0 nur von den Coordinaten des beob- 
achteten Sternes abhaingen, aber auf Jahre hinaus fiir ihn Constante sind. Die ersten 
dieser Gréssen, die im Berliner Jahrbuche mit A, B, C, D bezeichnet sind, weisen, wie man 
sich iiberzeugt, fiir jedes neue Jahr starke Verinderungen auf, wahrend die andere Glieder- 
gruppe, die mit a, b, ¢, d in Rectascension und mit a, b', ¢, d' in Declination bezciehnes 
wird, fiir jeden Stern beziiglich fast die gleichen Werthe in jedem neuen Jahre zeigt. 

Diese neun, in den astronomischen Jahrbiichern enthaltenen Gréssen, durch die 
man der Miihe iiberhoben wird, die Reduction yom scheinbaren Orte auf den mittleren 
und umgekehrt selbst numerisch im Einzelnen auszufiihren, heissen die Bessel’schen 
Constanten, weil sie durch Bessel in seinen 'Tabulae Regiomontanae berechnet 
worden sind. Dieselben haben folgende Form '): 


1) Die durch die Pariser Fundamentalsternconferenz adoptirten numerischen Werthe siehe 
S. 210. 


to 
or 
* 


am + ntgd sina 


b = tg 9 cosa 
c — sec0 cos % 
d — sec sina 
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a’ = nese 

b' = — sina 

c! = tgecos0 — sind sina 
ad’ = sind cosa 


A=t— wsin® + u,5in2Q — usin2O©Q + uwsin(O — I) 

— usin(©O + I) (92) 
B = — 9",2231 cos 8& -+ 0,0896 cos 2 & — 0",5509 cos 2 © 
— 0,0093 cos(© + T) 


C = — 20",492 cos é cos © 
D = — 20,492 sin © 
E = — vsin& + vo, sin2& — wy%sin2© + vsin(© — I) 
— usin(© + TI) 
indem zur Abkiirzung die Zahlenwerthe in den Formeln fiir « — « und 0’ — 0: 
6",8650 = nu 15,8148 — muy = v% 
0",0822 = nu 0”,1902 — mu, = 4, 
0",5054 — nu, 1",1642 — mu. = 
0",0509 = nu, 0",1173 — mu; — »v; 
0”,0085 = nu, 0”,1195 — mu, = y 


gesetzt sind, wodurch sich diese Formeln selbst unmittelbar wie 


folgt schreiben: 


a — a4 = [t — wsinQ + uw sin22 — uysin2© + uw sin(© — I) 

— usin(© + I)|[m + ntgd sina] 

— [9",2231 cos 84 — 0”,0896 cos 2 8& + 0",5509 cos2 © 

+ 0”,0093 cos(© + I)]tg 0 cosa 

— 20,492 cos € cos © cos a sec 0 
20,492 sin © sina sec 0 


+ tu 


v sin 8& + 2, sin2 8 — v,sin2© + vs sin(© — T) 
— y%sin(O + T) 


’ — 0 = [t — wsin & + wsin2 2& — wsin2© 

+ uz sin(Q — I) — wsin(O + T)]ncosa 

+ [9",2231 cos & — 0”,0896 cos2 8 +.°0",5509 cos2© 

+ 0”,0093 cos(©O + I)] sine 

— 20",492 cos € cos © [tg écosd — sind sina] 
— 20",492 sin © sin 0 cos a 


+ ty 


(93) 


Die Beriicksichtigung der Correction in Priicession, Nutation und Aberration 
geschieht daher in héchst einfacher Weise durch folgende definitive Rechenformeln: 


a —o== Aa + Bb + Ce + Dad + tu + E\ 


oo — 0 = Aa’ + Bo' + Cc + Dd + cy 


es el 


in denen a,b, c,d und a’, b’, c', d’ bloss vom Sternorte und der Schiefe der Ekliptik, A, B, 
C, D, H dagegen yon Sonne und Mond abhiingen, also reine Functionen der Zeit sind 
und eben daher in die im Jahrbuche gegebenen Tafeln, welche die Zeit als Argument 


enthalten, gebracht werden kénnen. 


Simmtliche Gréssen in obiger Formel entlehnt man 


uso nur einfach dem Jahrbuche, wodurch man der ganzen, sonst sehr betrichtlichen 
Die Glieder Aa + Bb und Aad’ + Bb’ rihren 


Arbeit mit einem Male iiberhoben ist. 
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dabei, um es noch einmal hervorzuheben, bloss von der Praicession und Nutation, 
die Glieder Ce + Dd und Cc! + Dd! von der Aberration, die Glieder tu und tw’ 
von der Kigenbewegung her; F liegt unter 1/,," und wird meist vernachlassigt. 

An Stelle dieser schon héchst einfachen Rechenformeln, die besonders gecignet 
sind, wenn man eine Ephemeride eines Sternes fiir lingere Zeit zu berechnen und sehr 
viele Beobachtungen desselben Sternes zu reduciren hat, kann man sich, wenn man 
die Reduction nur fiir einen einzelnen Tag sucht, mit Vortheil anderer bedienen, die 
man wie folgt erhilt. 

Bei der Reduction eines Ortes eines Sternes vom mittleren Aequinoctium fiir ein 
gegebenes Datum ¢ auf das wahre Aequinoctium des Datums ?¢ kann zuniichst die 
Berechnung der Correctionen fiir Pracession und Nutation gleichzeitig erfolgen. Setzt 
man namlich in den Gleichungen, welche die Summe dieser Correctionen reprisentiren: 

4a =mt + Adcose + (nt + Adsine)sinutgd — AEcosutgd 
AG om (nt + Adsiné) cosa + desing, 
beziiglich: 
mt + Ahcose = f 
mt + disine = gsinG 
— dé == COs Gs 
so ist der Einfluss in Pricession und Nutation unmittelbar gegeben durch die Relationen: 
4a,=f + gsin(G + ia (95) 
40, = gcos(G + a) : 
wobei man die Gréssen f, g, G@ wieder unmittelbar dem Jahrbuche entlehnt, welches 
ihre Werthe in Intervallen von einem Tage giebt. Dabei wird der Anfang des Jahres 
stets von dem Momente ab gerechnet, wo die mittlere Linge der Sonne — 20,47 (dem 
constanten Theil der Aberration) gleich 280° ist. 
Ebenso lassen sich die Formeln fiir die Aberration leicht wie folgt umschreiben: 
4a, = hsin(H + «@)secd | 
A060, = heos(H + a) sind + icosdJo 
wobei 7, h und H gleichfalls wieder den astronomischen Ephemeriden des Jahrbuches 
direct entnommen werden. Als definitive Rechenformeln, welche die Correctionen wegen 
Pricession, Nutation und Aberration in sich vereinigen, hat man an Stelle der eben 
erwahnten daher auch die folgenden: 
oe —a—f + gsin(G + a)tgd + hsin(H + @)secd + tu | 
6’ — 0 = geos(G + «) + heos(l + «) sind + icosd + cu | 
wobei w und uw’ die Eigenbewegungen des Fixsternes bezeichnen. 

Die Formeln (97) kann man, um auf die allgemeinen Bemerkungen von §. 193 
und 194 zuriickzukommen, natiirlich auch zur Berechnung des Totaleffectes der Pracession 
und Nutation bei Kometen und kleinen Planeten verwenden. Erwihnt sei noch, 
dass das Berliner astronomische Jahrbuch auch fiir die Reduction vom nichsten Jahr- 
-zehntanfang die Gréssen f, g, G in viertigigen Intervallen giebt. — 

Fiir polnahe Sterne geniigen indess die Formeln (97) uicht, da die Vernachlassigung 
der héheren Glieder nicht mehr statthaft ist. Fabritius hat fiir diesen Fall in den 
Astronomischen Nachrichten Bd. 87, S. 113 und 129 einfache Formeln zur strengen Re- 
duction angegeben. Seien Ja und 46 die nach (97) berechneten Reductionen auf den 


scheinbaren Ort, so findet man die definitiven Reductionen aus den Formeln: 
AO. 


: eee SF es 
ep = Fae vo —dt= 4s — cotg Dig > (a — a) da. - (97a) 


(96) 


(97) 
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Zum Schluss dieser Vorlesung geben wir fiir die Berechnung der Pracession und 
mx Erliuterung der Fundamentalformeln der ersten Abtheilung das folgende nume- 
rische Beispiel nach Watson, welches fiir den allgemeinen bei Berechnung des 
geocentrischen Ortes einzuschlagenden Gang der Rechnung vorbildlich ist. Es sollen die 
geocentrische Rectascension und Declination des Planeten Eurynome @ fiir mittlere 
Mitternacht Washington 1865, 24. Februar bestimmt werden, wenn die Elemente der 
Bahn die folgenden sind: 

Epoche — 1864, 10. Januar, Greenwich m. Zt., 


MM ==" 19 29"A0" 91 

of ee AE ON) as) (Os, : : 

Q — 206 42 40 13 Kkliptik und mittleres 
i= 4 36 50 rf Aequinoctium 1864,0 
ga 11 15 515,02 


loga = 0,388 1319 

logw = 2,967 8088 

wu = -928",557 45 
Wenn eine Reihe von Oertern berechnet werden soll, so miissen zunichst die in den 
Ausdriicken fiir die Coordinaten enthaltenen Gauss’schen Constanten berechnet werden, 
und wiewohl im vorliegenden Falle nur eine einzige Position zu berechnen ist, so wollen 
wir doch, weil dieser Process typisch ist, in der That so verfahren. 7 
Da die Elemente a, 2 und i sich auf die Ekliptik und das mittlere Aequinoctium 
von 1864,0 beziehen, so miissen wir sic zuerst auf die Ekliptik und das mittlere Aequi- 


noctium von 1865,0 umrechnen. Bei dieser Reduction haben wir ¢ = 1864,0 und 
i’ = 1865,0 zu setzen und erhalten so nach den fiir die Pricession entwickelten Formeln: 
= — 50",239, IT = 35205141", x = 0'4882. ; 
Durch Substitution dieser Werthe in die Gleichungen: 
Ti ee 
sini 
Aw? 
4, = t+ meos(S& — TH) + 1/4 = sin 2% 


dl m2 
8, = 60 + (t, — 2) is x sin(&& — Il) cotgi, — = sin2(& — II) 


, i 2 
m =m + (h — 1) 5 + msin(Q — Mtg — ¥ — sin2(Q — Il) 


~ 


ergiebt sich: 
4 —i= di= — 0"40, JQ = + 53"61, da = + 50"29 
und mithin sind die Elemente, welche die Lage der Bahn beziiglich der Ekliptik 1865,0 


besti ne 
sen’ gy = 440211 23",89, 2 = 206043" 83",74, 7 = 4° 36/50",11. 


Die mittlere Schiefe der Kkliptik fiir denselben Zeitpunkt ergiebt der Nautical 
Imanac zu: 20 ¢ ‘ 
Almanac € == 23097’ 24.03. 
Die Gauss’schen Constanten fiir den Aequator ergeben sich jetzt nach dem Friiheren 
aus den Formeln: 


coigA = —igScost; gh = mal 
iif Be ee I 


ig $3 cos Ey COS & 
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cost sin (FE, E 
wip 0 — 884 sy + 8) 
tg $2 cos Hy sin & 
; cos $2 i sin 82 Cos & 
mea ——;3 nb = ——_— 
sin A sin B 


a sin 82 sine 
sine == ———_-.- 
sin C 
Dabei ist also der Winkel FP) definirt durch die Gleichungen: 
Sint = @) sin By 
+ cosicos & = @) cos E, 
und stets kleiner als 180°; der Quadrant, in welchem er zu nehmen, ist direet durch das 
Vorzeichen von 
tgt 
gk = x — 
g 0 = COs $2 
bestimmt. Die Werthe von sina, sinb und sine sind stets positiv und daher miissen 
die Winkel A, B und C mit Riicksicht auf den Quadranten, in welchem jeder liegt, 
so genommen werden, dass sin A und cos 8, sin B und sin $4 und sinC und sin $2 das 
gleiche Vorzeichen haben. Daraus ergiebt sich: 
A == 296939’ 57,07. logsina = 9,9997156 
B= 205 55 27 14 = logsinb = 9,9748254 
C = 212 32.17 74 = logsine = 9,522219 2, 
wobei die Controlformel fiir die richtige Berechnung der Constanten: 
sinb sine sin (C — B) 
sina cos A 
logtgi = 8,9068875 
ergiebt, ein Werth, der mit dem aus # direct abgeleiteten Werthe 8,9068876  iiber- 


einstimmt. 
Zunichst miissen nun r und w bestimmt werden. Das Datum 1865 Februar 24,5 
? ? 


gt = 


mittlere Zeit Washington, durch Anbringung des Lingenunterschiedes 5% 8™ 118.2 auf 
den Meridian von Greenwich bezogen, wird 1865, Februar 24,714018 m. Zt. Greenwich. 
Die vom Zeitpunkte, fiir den die mittlere Anomalie gegeben ist, bis zu dem Datum, 
fiir welches der geocentrische Ort gesucht ist, verstrichene Zeit, ist also 420,714018 Tage. 
Multiplicirt man die mittlere tigliche Bewegung 928",55745 mit dieser Anzahl von 
Tagen und addirt das Resultat zu dem gegebenen Werthe von M, so folgt die mittlere 
Anomalie fiir den gesuchten Ort: 
M = 1°29'40",21 + 108°30'57",14 == 110° 0' 37,35. 

Die excentrische Anomalie KH wird jetzt aus der Gleichung: 

M = EF — esmE 
gefunden, wobei der Werth von e in Bogensecunden auszudriicken ist. Fiir EKurynome 
hat man: 

logsin p = loge = 9,2907754. 

Der Werth von e wird also in Bogensecunden: 

loge == 4,605 2005. 
Nun ergiebt aber die analytische Auflésung der Kepler’schen Gleichung nach La- 
grange’s Umkehrungsformel die Gleichung: 


E=M + esinM + '/,c%sin2M +.--- 
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Dieselbe ergiebt als Naherungswerth von 4: 
deel OP a o24, 
indem der Werth von e%, ausgedriickt in Secunden: 


loge? = 3,895976 


ist. Uiermit wird: 
M, — E i esin Ky — 110° 6’ 50”. 
Danach erhalt man: 


Meas 372",7 
Bip, == <= aks = 339" Te 
es 1 — ecos EK, 1,097 as 


was in zweiter Naherung fiir den Werth von E: 


Eos = V9" 4a Aa 
ergiebt. Hieraus folgt: 
Me, = 110 0367598 
und damit: 
es i : 
j, === = + 0,34, 
ates r 1,097 : : 


Man erhilt somit in dritter Annaherung fiir den Werth von EF: 
E = 119° 43 44".64, 
wonach keine weitere Correction erforderlich ist, da dieser Werth die Gleichung zwischen 
M und F erfiillt. 
Um r und v zu finden, hat man nach dem Friiheren (cf. vierte Vorlesung) die 


Gleichungen : 
Yr sin*/.v = Ya(1 + e) sin1/, E 
Vr cost/gv = Ya(1 — e) cos3/y E. 


Die Werthe der ersten Factoren der rechten Seite dieser Gleichungen sind: 


log Ya(1 + e) = 0,2328104 

log Ya(1 — e) = 0,1468741. 
Somit folegt: 

== 129°3" 5052 
logr = 0,428 2854 
Indem: 
iia at — 8 = 197987 49! ,58 
wird: 
Ui Vv “+ Ley 3269 41’ 40",10. 

Die heliocentrischen Coordinaten in Bezug auf den Aequator als Fundamentalebene 
nehmen jetzt auf Grund der Gleichungen: 


2 = rsinasin(A + wu) 
y = rsinbsin(B + u) 
2 = rsincsin(C + wu) 


fiir Kurynome folgende Werthe an: 


x —= — 2,6611270 
y = + 0,8250277 
2 = + 0,0119486. 


Der Nautical Almanac oder das Berliner Jahrbuch giebt aber als Aequatoreal-Coor- 
dinaten der Sonne fiir 1865, Februar 24,5 m. Zt. Washington, bezogen auf das mittlere 
Aequinoctium und den mittleren Aequator des Jahresanfanges:: 
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X = + 0,9094557 


Y = — 0,3599298 
Z = — 0,1561751. 


Schliesslich sind die geocentrische Rectascension, Declination und Entfernung durch 
folgende Relationen bestimmt: 


mt Malt 
ee gs 
ae e+ 
io as ica 
g vo eh he! gE COS 
se ee 
sind 


Die erste Form der Gleichung fiir {gd wird dabei angewandt, wenn sina > cosa ist. 
Der Werth von 4 muss stets positiv sein; 0 ist kleiner als + 90°; das Minuszeichen 
bezeichnet siidliche Declinationen. So folgt: 


w= 1819 §/29"99 
d= — 4949/9156 
log4 =  0,2450054. 


Um jetzt noch « und 0 auf das wahre Aequinoctium und den wahren 
Aequator Februar 24,5 zu reduciren, entnehmen wir dem Nautical Almanac oder dem 
Berliner Jahrbuche: 


y= + 16780 
logg = 1,0168 
G == 45°16" 


und substituiren diese Werthe in die friiheren Gleichungen: 
4a4=f + gsin(G + «) tgd 
40 = gos (G + «@), 
Au = + 1742 
BO PAF 
ergiebt. Mithin ist der geocentrische Ort, bezogen auf das wahre Aequinoctium und 
Aequator des Datums: 


wodurech sich: 


a —= 181° 8'46",71 
&—— 4949/9873 
log 4 =. 0,2450054. 


Ist nur ein einzelner Ort gesucht, so gelangt man etwas rascher zum Ziele, wenn 


man 7 aus: 
r =a(l — ecos E) 
berechnet und v — EF aus: 


sin '/y (v — EF) = y: sin /, p sin I. 


So erhalt man in Uebereinstimmung mit den eben gefundenen Werthen fiir den frag- 


lichen Ort der Eurynome: 
logr = 0,4282852 
yu—E= 9920 5,92 
pS 128" 3° 50"56. 
Die Probe auf die Rechnung kann mittelst der Formel: 


sin, (v + FE) = / cos */y gp sin EF 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 26 
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gemacht werden. Im Falle der eben gefundenen Werthe hat man: 
I/,(v + FE) = 124° 23’ 47",60, 
also: 
log sin1/,(v + E) = 9,9165316, 
wihrend die rechte Seite der Gleichung auch: 
log sin}/,.(v + EF) = 9,9165316 
wird. 
Bei der Berechnung eines einzelnen Ortes ist es ebenfalls wieder ein nur wenig 
kiirzeres Verfahren, erst die heliocentrische Linge und Breite auf Grund der Gleichungen: 
ig(l — 8) = + tgucosi 
tgb = + tgisin(l — 8) 
zu berechnen, dann die geocentrische Linge und Breite mittelst der Gleichungen: 
4 cos Bcos(A — ©) = reosbcos(i — ©) + R 
4 cos Bsin(A — ©) = reosbsin(l — ©) 


A sin B = rsmd 
za bestimmen und hierauf die geocentrische Linge und Breite auf Grund der Relationen: 
cos(N + €) 
= ——_—_ igh 

le cos N 9 

ig0 = tg(N + 28) sina, 
wobel: tg B 

way sink 


ist, in Rectascension und Declination zu verwandeln. 

Die Berechnung des geocentrischen Ortes in Bezug auf die Ekliptik gleicht in 
jeder Hinsicht derjenigen, bei welcher der Aequator als Fundamentalebene angenommen 
wird und bedarf keiner weiteren Auseinandersetzung. 


Die Berechnung des geocentrischen oder heliocentrischen Ortes im Falle einer 
parabolischen oder hyperbolischen Bahn weicht von dem im_ vorhergehenden 
Beispiele angegebenen Verfahren nur in der Art der Berechnung von r und v ab. 

Um zunichst den Fall der parabolischen Bewegung numerisch zu illustriren, 
sei t — JT = 175,364 Tage, logg — 9,9650486 und r und v seien zu bestimmen. 
Zuerst berechnen wir m aus: 


Co 
m = qe? 
wobei nach dem Friiheren (s. fiinfte Vorlesung): 
Cy = 9,9601277 


ist. Danach folgt: 
logm = 0,0125548. 
Hierauf findet man M aus: 
M = mt — T), 
was: 
log M == 1,8897187 
ergiebt. Mittelst dieses Werthes ergiebt sich nach Tafel VI: 
vo = 799 56'57""26. 
Schliesslich ergiebt sich r aus: 
as vi 
cost 1/,u 
Zu: 


logy == 0,1961120. 
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Fiir den Fall der hyperbolischen Bewegung, wo p = a(e?—1) und a = pcoty p, 
sel gegeben: t — T = 65,41236 Tage, » = 37° 35’ 0",0, loge = 0,1010188 und 
loga = 0,6020600. Um r und v zu finden, berechnen wir zuniichst N aus: 

Ak ae 
N= ane (t — A 
wobei: 


logA = 9,637 7843, 
und erhalten: 


log N = 8,785 9356 
N = 0,061085 14. 
Der Werth von F ergiebt sich jetzt aus der Gleichung: 


N = edtg F — logtg (45° + I/, F). 


Indem wir # = 30° annehmen, gewinnen wir einen geniiherten Werth von F aus: 
‘ N + log tg 60° 
ig fk, = ———|——_, 
ea 


wodureh sich: 
F = 28° 40! 23” 
und folglich: 
WN, = 0072678 
ergiebt. 
Die auf den letzteren Werth yon F' anzuwendende Correction berechnet man aus 
der Gleichung: 
(N — ,) cos F? . 
A(e — cosF,) 


AF, = 
wobei s = 206264",8 ist und erhilt so: 
AF, = 4,6097 (N — N,)s = — 8°3'43"0. 
Hierdurch erhilt man in zweiter Annaherung fir I’: 
F, = 26°36! 40",0. 
Der entsprechende Werth von J ist: 


N, = 0,0617653 
und folglich: 
a == 5159 (NV — N;)s == 12 9"4. 


Die dritte Naiherung ergiebt mithin: 
Fy ==. 25°24" 30".6, 
Schliesslich folgt durch Fortsetzung der Operation: 
F = 25°24! 27,74, 


ein Werth, der keiner weiteren Correction bedarf. 


Um YT 7 finden, hat man: 
( ) 
COs F : 


logr = 0,2008544 


wodurch sich: 


ergiebt. Hierauf folgt v aus: 
tg3/,v = cotg3/apty1/,F 


» = 67°3'0",0. 


VANGs 


Sollen hingegen mehrere Oerter gefunden werden, so empfiehlt es sich, v und r mittelst 


folgender Gleichungen zu berechnen: 
26 * 
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Soe IE ( 
Vale + 1) sin fo F 


/ 
Vrs, C= : 
y cos I 


a eee 

la(e — 1 : 

ee) cos 5 FE. 
cos Jt 


Treas Were 
YY COS /9t —= 


Fiir die gegebenen Werthe von @ und e hat man: 
ya(e + 1) = 0,4782649 
ya(e — 1) = 0,010082 9 


und erhalt hieraus: aan 
w= 679259 92 


logr = 0,200 854 5. 


Zusammenstellung. 


I. Pracession. 
A. Allgemeine Werthe!): 
Bedeutet: 
1 die jihrliche allgemeine Pricession, 
1, die jihrliche lunisolare Priacession, 
a die jahrliche Pricession durch die Planeten, 
€, die Schiefe der festen Ekliptik gegen den jeweiligen Aequator, 
é die Schiefe der mittleren (in Folge der Siicularstérungen beweglichen) 
Ekliptik gegen den jeweiligen Aequator, dann ist: 


1. Nach Bessel fiir 1750,0: 
iE == 50% 211297—--— 07,000122 14532 
Ly ==. D0" 37072 ¢. —-0", 000121 7945 7 
a = 0",17926¢ — 0",000 2660393 #2 
€, = 23928’ 18",0 + 0”,000009 8423 #2 
& == 23928! 18”,0 — 0",48368 ¢ — 0”,000002 722 95 #2. 


2. Nach Peters fir 1750,0: 
= 50",21484¢ + 00001134 #2 
h == 50",37572¢ — 0”,0001084 t? 
a = 0",17229¢ — 0’,0002660398 t 
€, —= 23° 28’ 17,9 + 0",00000735 #2 
& == 230 28 17,9 — 0,4738¢ — 0",000001 40 #2 
3. Nach Nyrén fiir 1800,0: 
1 = 50”,1882¢ + 0”,000113 33 #2 
1, = 50",3269¢ — 0”,00010824 #2. 
4, Nach Oppolzer fiir 1850,0: 


1 = 50",23465¢ + 0”,00011288 #2 
1, = 50",36924¢ — 0”,00010881 ¢? 
a = 0'14673¢ — 00009418623 


& == 23°27'31",24 + 0”,000007 19 #2 

& == 28927'31",24 — 0",.47593 ¢ — 0.000001 49 #2. 
1) In den Formeln 1. bis 4. bedeutet ¢ den seit dem angegebenen Anfangsjahre, z. B. 1750,0 
his zur Beobachtungszeit vertlossenen Zeitraum, daher ¢, die Schiefe der Ekliptik 1750,0 gegen den 
Aequator zur Zeit t, z. B. 1897,0, In den Formeln 5. hingegen, wo t und ¢, auftreten, bedeutet , die 
Schiefe der Ekliptik zur Zeit ¢, gegen den Aequator zur Zeit t; diese Formeln sind also allgemeiner. 


 —— 


5. Nach Harkness fiir 1850,0 (Mittel aus verschiedenen Autorititen) : 


1 = [50",23622 + 0”,00022044 (f, — 1850)] (t—t,) + 0”,00011022 (t —t,)? 
l, == [50",35715 + 0”,00004943 (¢, — 1850)] (¢ — t) — 0",000 106 69 (t —t,)? 
a = [ 0",13183 — 0,000 18655 (tj — 1850)] (t— f.) — 0",000 23652 (t —t,)? 
& = 230 27! 31",47 — 0",46654 (t — 1850) — 0",00000073 (ty — 1850)? 


-+- 000000641 (t — ty)? 
&, == 23° 27' 31",47 — 0",46654 (tf — 1850) — 0",000000 73 (f, — 1850)? 
— [0",46654 ++ 0,000 001 46 (t, — 1850)] (t— t) —0”,00000073 (¢t — t))?. 
6. Der Werth der Constanten der Lunisolarpricession, d. h. der Pricessions- 
constanten P ist fiir das Aequinoctium 1800,0 nach: 


Struve 
Autoritiit Laplace Bessel und Hansen |Leverrier| Nyrén | Harkness 
Peters 
Besti | 
Se ES vane 1826 1841 1852 1856 1870 1889 
jahr J 
P |4-50",29034 lp 50”,87826 |} 50",3798| + 50",35598| + 50’,36888|-+ 50”,3269| + 50”,35468 
i 


B. Einfluss der Pracession auf die Coordinaten der Himmelskérper. 
a) Auf Linge und Breite?): 


di dl all dx 
ae a tg B eos (A — 1 —1 — oa Vee 
dp dil ax * 
——. = —_ Sh |) = Ss ——. 

; sin (3 l dt t) dt 


Dabei ist: 

1. Nach Bessel fiir 1750,0: 
x — 0",48892¢ — 0”,0000030715 #2 
iT = 1719.36 10” — 5Y,21¢. 

2. Nach Peters fiir 1750,0: 
x = 0",4776¢ — 0”,000003 445 #2 
II = 172° 45' 32” — 8", 504¢. 

3. Nach Oppolzer fir 1850,0: 
x = 0",47950 t — 0",000008 25 ¢2 
IT = 173° 0’ 12” — 8",683¢ 

4. Nach Harkness fiir 1850,0: 
x = 0",46949¢ — 0”,000003 45 t? 
IT = 173° 34! 55” — 8",791 ¢. 


1) In diesen Formeln beziehen sich J, 7 und I auf die feste Ekliptik, z. B. von 1750 und die- 
jenige zu der Zeit, wo man die Verinderung betrachtet (d. h. zur Zeit, welche der Linge 2 ent- 
spricht). Praktisch wiirde man wie folgt verfahren: man will die Coordinaten 4, und By war Zeit ty 
umformen in diejenigen zur Zeit t,, in 4, und f,; hierzu setzt man mit Hilfe eines geniherten 
I eC nd rarer et a ‘ 

Dye be? 2 2 


und “f fiir die Epoche act te Kine analoge Bemerkung gilt be- 

aes! 

dt er: = 

auf den Schnitt der Ekliptik zur Epoche ¢, mit derjenigen zur Mpoche 4. MU in Formel C. ist 
: dul 

gleich dem Ausdruck WM +- / + re dt. 


Werthes von 4, und #, einfach in obigen Formeln 4 = 


A 
oder 1850; so erhielte man a 


ziiglich der Formeln b) fir ae und In den Formeln ©. hingegen beziehen sich 7, a und I 


=o ogee +22 


b) Auf Rectascension und Declination: 
do 


: dd 
Fm + tg d sino ag 008 


Dabei ist 4): 
1. Nach Bessel fiir 1750,0: 


m = 46",02824 + 0”,0003086450 ¢ 
n == 20",06442 — 0”,0000970204 t. 


2. Nach Peters fiir 1800,0: 
m = 46",0623 + 0”,0002849¢ 
nm == 20,0607 — 0”,0000863¢. 
3. Nach Nyrén fir 1800,0: 


m = 46",0138 + 0”,00028453¢ - 

n = 20,0397 — 0”,000086 20. 
4. Nach Oppolzer fi 1850,0: 

m == 46”,05931 + 0”,00028391 ¢ 

n = 20",05150 — 0”,00008669 ¢. 
5. Nach Harkness fiir 1850,0: 

m = 46",06315 + 0',000277 23 ¢ 

nm = 20",04661 — 0’,00008494 ¢. 


C. Einfluss der Pricession auf die Bahnlage der Himmelskérper?). 
a) Ekliptik. 
8, = &y + 14+ cotgiax sin(8& — I) 
q, = tm + 1— tg3/,insin(& — I) 
= i — woos (8 — Il), 
wobei z. B. nach Oppolzer): 
Il = 1739 0! 12” + 32/869 pa = 1850) 


ees 0”,47950 — 0”,000006 5088 a2 1850)} (i — 8) 


— {20",25405 + 0,000225 80 (C4 z 1850)} Gs 


zu setzen, welche Werthe man nach Gutdiinken aber auch nach einer der anderen an- 
gefiihrten Autorititen annehmen kann. 


b) Aequator. 
8!) == 2'y + m — cotg i'n cos (8 + p) 
mw, == my + m + tg'/,7' ncos(Q! + p) 
‘= ¢, —nsin (8 + p), 


*) Im Berliner astronomischen Jahrbuch werden alljéhrlich in den ,,Hilfstafeln® die Grdssen m 
und n gegeben, und zwar fiir das laufende Jahr ¢ die Grisse m(¢ — t,) in Zeitsecunden, sowie 
lg[n(t — t,)] in Zeitsecunden und Bogensecunden, wobei t, die Epoche der wichtigsten Kataloge ist 
und die Newcomb’sche Pricessionsconstante zu Grunde liegt. Ausserdem werden dort Hilfsgréssen 
und Formeln zur Uebertragung mittlerer Polsternérter von der Mpoche t, der wichtigsten Sterncataloge 
auf das Aequinoctium des Anfangs des laufenden Jahres gegeben. 

*) Siehe Anmerkung 58. 204, 

*) Siehe Lehrbuch zur Bahnbestimmung, 2. Auflage, 8. 209, 


wobei wieder nach Oppolzer: 


A. 


p = 28",029 (t, — t) 


n= 120705150 — 0",00008669 (5 — 18! 0) (4; — %) 


n= 16",05931 + 0,000 283 91 (i — 18 50) (t, — to). 


bo 


II. Nutation, 
Allgemeine Werthe. 
Bezeichnet JA die Nutation in Linge und 4¢ die Nutation in Schiefe, so ist bis 
auf Glieder erster Ordnung: 
1. Nach Peters’): 
a) fiir die Epoche 1800,0: 
4k = — 17,2405 sin &3 + 0",2073 sin 2 8 — 0",2041 sin 2 € 
+ 0",0677 sin (C —I") — 12692 sin 2 © 
+ 0",1279 sin(© —I) — 0",0213 sin(© + T); 
de = + 9",2231 cos 84 — 0",0897 cos 2 8% + 0.0886 cos 2 
+ 0.5509 cos2© + 0",00983 cos(© +I); 
b) fiir die Epoche 1900,0; 
Ak = — 17",257T sin & + 0",20738 sin 2 63 — 0",2041 sin 2 € 
2x 0",0677 sin (( —I") — 1",2693 sin 2 © 
+ 01275 sin(© —I) — 0",0213 sin(© +1); 
Ae =-+ 9!,2240 cosS3 — 00896 cos 2 83 + 0",0885 cos 2 ¢ 
+ 0",5506 cos2 © + 0",0092 cos(© + I). 
2. Nach Nyrén?): 
a) fiir die Epoche 1800,0: 
4h = — 17",2649 sin 23 + 02065 sin 2 53 — 0",2046 sin 2 
+ 0",0678 sin(( —I") — 1",2588 sin 2 © 
+ 0",1266 sin(©O —I) — 0",0211 sin(© +I); 
Ae = + 92360 cos 84 — 0.0893 cos 2 63 + 0",0888 cos 2 ( 
+ 0",5463 cos2 © + 0",0092 cos(© +I); 
b) fiir die Epoche 1900,0: 
Ah = — 17,2824 sin 84 + 0",2066 sin 2 8% — 0",2047 sin 2 € 
| 0",0678 sin (( —I’) — 1”,2590 sin 2 © 
+ 0/1263 sin(@ —I) — 04,0211 sin(O + TF); 
de =-+ 9.2370 cos 84 — 0",0893 cos 2 4 + 0,0888 cos 2 
+ 0%,5460 cos2@© + 0",0092 cos(© + I). 
3. Nach Oppolzer fiir die Epoche 1850,0 (in zweiter Niherung, wenn man 
bis zu Gliedern vom Range 0,01 incl. geht): 


1) ef. Peters Abhandlung: ,Numerus constans Nutationis ...“ Ex scriptis Academiae Scien- 


tiarum Imperialis Petropolitanae. Petropoli 1842. 


lung: 


2) Die Nyrén’schen Werthe sind als die vollkommneren zu betrachten. cf. Nyrén’s Abhand- 
,»Bestimmung der Nutation der Hrdaxe*, Mém. de l’Acad. imp. des sciences de St. Peters- 


bourg, Tom. XIX, 2, 1871. 
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Ah = — 17" 274 sin & + 0",209 sin 2 83 + 0,068 sin 2 C 

+ 0,011 sin(C + 2+ 2 8) + 0"015 sin(€—20 + 2@— 20’) 

— 0,204 sin (2 + 20 + 2 &) — 0",026 sin (BC + 2@ + 22) 

— 0,084 sin(2C+2a@+ 8) + 0",012sin(2© + 2 co! + $2) 
4+ 0" 1297 sin © — 1,263 sin(2© + 2! + 2 8) 
— 0,049 sin(3 © + 20! + 2 2) +021 ae + 2 wo! + 283); 
Ae = +. 9",236 cos & —0",090 cos 2 83 + 0,089 cos(2€ 4+ 2@ + 2 $2) 
+ 0",011 cos(3C + 2@+4 2 8) + 0,018 cos(2€ + 2@ + $2) 
0,548 cos(2@ + 20’ + 2 £2) + 0,021 cos (3© +20! + 28). 


Fiigt man zu diesen letzteren Werthen die gleichzeitig statthabenden Pra- 
cessionswerthe hinzu, niimlich zu 4d beziiglich 50,3703 t— 0,000 108 88 #? 
und zu Zé beziiglich ¢, + 0”,00000713¢t, so erhalt man die Ausdriicke 
fiir die Gesammtpricession und -nutation in Linge, ~, und in Schiefe, € 


4. Der Werth der Nutationsconstanten NV ist nach: 


Peters... oO) 60a: re eae Oe 
IN ya Ole 0 ae Oe A 
Harkness (Mitel) . Out et oe (O23 se Oe OLL 


B. Einfluss der Nutation auf die Coordinaten der Himmelskérper und 
zwar auf Rectascension und Declination. 
a’ —o = (cose + sine sinatgd).§ 44 — cosutgd . dé 
0’ —d = cosa sine. 4A + sinaZe. 
Bei Einfiihrung der numerischen Werthe von 44 und 4é wird bis auf Glieder 
erster Ordnung: 
1. Nach Peters: 
a) fiir die Epoche 1800,0: ; 
do = o! —o% = — 15"8148 sin Ss — [6",8650 sin 8 sina 
+ 9,223] cos 8 cosa]tgd 
+ 01902 sin2 8 + [0”,0825 sin2 Q sine 
0" 0897 cos 2.82 cosa] tg d 
1”,1642 sin2 EQ — ae 5054 sin2 © sina 
: "5509 cos2 © cosa] tgd 
O" "1872 sin2© — Fria sin2© sine 
O/O886 cos2€ cosa] tgd 


O#.0795 CS 452) 
— [00085 sin(@ + DP) sin & + 0,0093 cos(© +) cosa }tgd 
[00621 + 0",0270 sina tg dO] sin (C — I") 
[O",1173 -- 0",0509 sina tg dO] sin (© —T); 


dd = 0’ — 0 = — 6",8650 sin 8 cosa + 9",2231 cos Q sina 

+ 0",0825 sin 2 8& cosa — 0",0897 cos2 2 sine 

— 05054 sin2 © cose + 0',5509 cos2 © sine 

— 0',0813 sin2© cosa + 00886 cos2 € sine 

— 0",0085 sin(© +I) cos % + 0',0093 cos(O + TL) sing 
+ 0",0270 cos % sin(( — I’) 
+ 0",0509 cosa sin(@ — I); 
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b) fiir die Epoche 1900,0: 

a! — & = —15",8321 sin 84 —[6",8683 sin Q sina + 9",2240cos 8 cosa|tgd 
Pe eee sin 3 2 + [0.0822 sin 2 8 sina +- 0",0895 cos 2 $2 cos «| tg 0 
— 1%1644 sin2© — [0.5052 sin 2. © sina 4 0',5506 cos 2 © cos «| tg 0 

" 7 ¢ ee y a oe . 4 

— eee sin2€ — [0",0812 sin2© sina + 0",0885 cos2© cosa|tgd 
— 0",0195 sin(© + I) 
— [0",0085 sin(© + I) sina + 0,0092 cos(©@ + I) cosa 
+ [0",0621 + 0”,0270 sina tgO| sin (( — I’) 

, + LO Alte + 0",0507 sina tgd| sin (© — I) 

0’ — 0 = — 6",8683 sin 83 cosa + 9",2240 cos 8 sine 
+ 00822 sin 2 § cosa — 0",0895 cos2 8 sina 
— 0.5052 sin2 © cosa + 0.5506 cos2 © sina 

O",0812 sin2© cosa + O',0885 cos2C sina 

— paves sin(© + I) cosw + 0",0092 cos (© + I) sina 
+ 0%,0270 sin(C — I”) cos a 
+ 00507 sin(@Q — I) cos a. 


ty 0 


2. Nach Nyrén: 
a) fiir die Epoche 1800,0: 
a! — ow = —15",8371 sin 2 — [68747 sin 8 sina + 9",2360cos 84 cosa]tgd 
4+ 01894 sin 2 + [0",0822 sin 2 2 sina + 0,0893 cos 2 82 cos «| tg 0 
— 1",1548 sin2 © — [0",5012 sin2© sina + 0",5463 cos 2© cos a] tg d 
: ~ wae “4 re z ee sin2© sina + 0",0888 cos2€ cosa]|tg 0 
— [0",0084 sin(© + I) sinw + 0",0092 cos(© + I) cosa] tg 
+ [0”,0622 + 0",0270 sina tgd] sin (C — I") 
+ [0”,1161 + 0”,0504 sina tgd] sin (© — I); 
— 6",8747 sin 8 cosa + 9",2360 cos 8 sine 
+ 0",0822 sin 2 83 cosa — 0",0893 cos2 83 sina 
— 0",5012 sin2 © cosa + 0",5463 cos2© sina 
0",0815 sin2 © cosa + 0",0888 cos2( sina 
— 0",0084 sin(© + I) cosa + 0",0092 cos(© + I) sina 
+ 0",0270 sin (C — I") cosa 
+ 0",0504 sin(© — I) cosa; 
b) fiir die Epoche 1900,0: 
ou! — & — —15",8548 sin 84 —[6",8781 sin 2 sina + 9',2370 cos $4 cos a|tgd 
4+ 01895 sin2 Q + [0",0822 sin 2 Q sina + 0",0893 cos 2 82 cos «| tg 0 
— 1",1550 sin2@ —[0",5011 sin2 © sina + 0",5460 cos 2© cosu|tgd 
— ("1878 sin2( —[0",0815 sin2C sina + 0",0888 cos2€ cosa|tgd 
— 0",0194 sin(©O 4+ I) 
— [0",0084 sin(@ + I’) sina + 0”,0092 cos (© + I) cosa] tgd 
+ [0",0622 + 0",0270 sina tg d] sin (C — I”) 
+ [0",1158 + 0”,0503 sine tgd] sin (O — TI); 
6’ — 6 = — 6",8781 sin 8 cosa + 9",2370 cos 83 sina 
+ 0",0822 sin 2 84 cosa — 00893 cos 2 82 sin 
— 0",5011 sin2 © cosa + 0",5460 cos2 © sino 
— 0"0815 sin2€ cosa + 0",0888 cos2© sino 
oo. 0'",0084 sin(© f I’) COS + 0.0092 cos (© | I’) Sin O 
+ 0",0270 sin(( — I) cosa 
4+ 0!,0508 sin(© — I) cos a. 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 


bo 
—~I 
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III. Gesammtformeln fiir Pricession, Nutation und Aberration. 
o=ataAt+oB+eC+dD+etp + YF) 
O—-O0+aAt+ VB ¢C+tdD+ ctw 
wobei also « und 0! die scheinbare Rectascension und Declination, « und 0 hingegen 
die mittlere zu Jahresanfang bezeichnen; oder: 
ao —a —f+ gsin(G + a) tgd + hsin (H + @) secd + tw 
0’ — 0 = goos (G+ a) + heos (H + «) sind + icosd + tw’, 
wobei die Constanten a, b, ¢, d; a’, b', ¢, d'; A, B, C, D3 fig, hs G, H (deren Bedeutung 
im Vorhergehenden ausfiihrlich dargethan) einfach dem Berliner Jahrbuche, oder einem 
anderen astronomischen Jahrbuche zu entnehmen sind. 


Dureh die Pariser Fundamentalsternconferenz (1896) adoptirte Werthe. 


1. Pricessionsconstante fiir die Epoche 1850.0 . . . . 50",2453 + 0”,0002225¢ 
2. Nutationsconstante iy Se Tints dw gtadee ees 9,210 
3. Mittlere Schiefe der Ekliptik fiir die Epoche 1901,0 DE iy ogee ee Bs: 
mit der jihrlichen Verinderung im Betrage von 0,468 
4. Nutation in Linge 4Z und in Schiefe Jo 2): 
AL = — 17",236 sin & + 0,209 sin 2 83 —1",257 sin 2 + 0,110 sin (ZL + 75°83) 
0,049 sin(3 L + 78°,7). 
Aw = + 9,210 cos 4 —0",090 cos 2 83 + 0,546 cos 2 — 0",009 cos (LL — 78°,7 
+ 0",021 cos (3 L + 78°,7). 


Kurzperiodische Glieder der Nutation in Linge und Schiefe: 


dL =— 0",204sin2© + 07,067 sing, — 0,034 sin (2( — 8) 
xe OL O12 sin (2 C— 1) een 0',026 sin (2 « =. hh) aa 0',006 sin 2 (C = L) 
+ 0",015 sin[2(C — L) — 4]; 

do —-+ 0",088cos2¢ + 0,018 cos(2(€ — 2%) — 0",005 cos (2€ — gi) 
+ 0”,01lcos (2€ + 9). 


5. Bessel’sche Constanten: 

A = — 20",47 cos @ cos © B= — 20",47 sin © 

C = t — 0",34218 sin 8 + 0",00415 sin2 & 
— 0',02496 sin 2 — 0",00097 sin(3 L + 78°,7) 
+ 000218 sin(L + 7593) + 0”,00024 sin(2L — Q) 
— 0,00405 sin2€ + 0',00024 sin(2€ — gy) 
— 0”,00052 sin(2€ + g,) + 0”,00133 sing, 
+ 0",00012 sin 2(( — L) + 0",00030 sin[2 (( — L) — gy] 
— 000068 sin (2€ — 8). 

D = — 9",210 cos £4 + 0",090 cos 2 3 — 0,546 cos 2 L 
— 0",021 cos (8 L + 78°,7) + 0,009 cos (LZ — 7897) + 0",007 cos (2 L— &) 
— 0,088 cos2€ + 0,005 cos (2€ — gy) — 0",011 cos (2€ + g,) 
— 0,018 cos(2 € — 82). 


E = — 0",043 sin 8 + 0”,001 sin2 3 — 0,003 sin 2 L 

a = 15 cose secd a’ = tg cosd — sina sind 
b = 1/1, sina secd b' = cosa sind 

¢ = 3807235 + 1833645 sina tgd oc! == 20 0467 cose 

d = 4/15 cosa tgd d’ = —sina. 


*) Siehe unter Pariser Fundamentalsternconferenz 5. 
2 AK . 1 ‘) . 7 a 
) In 4, und 5. bedeutet: ©) die wahre Linge der Sonne, L die mittlere Linge der Sonne, 
@ die mittlere Liinge des Mondes, {2 die Linge des aufsteigenden Mondknotens , g, die mittlere 
Anomalie des Mondes, w die Schiefe der Ekliptik zur Zeit t. 


— 211 — 


Finfzehnte Vorlesung. 


Vollstiindiges Beispiel zum Vergleich einer Beobachtung mit einem 
Elementensysteme. 


Um eine Beobachtung mit einem Elementensysteme zu vergleichen, kann man fiir 
die reducirte Beobachtungszeit (Beobachtungszeit minus Aberrationszeit) aus einem 
astronomischen Jahrbuche die Sonnencoordinaten interpoliren, die heliocentrischen Coordi- 
naten des Objectes berechnen u. s. w., wie im Vorhergehenden auseinandergesetzt 
worden ist. Sobald man aber eine gewisse Zahl von Beobachtungen mit einem Elementen- 
systeme zu vergleichen hat, empfiehlt es sich immer, sofort eine Ephemeride zu he- 
rechnen. Die so entstehende Vermehrung der Arbeit wird durch Erhéhung der Sicher- 
heit und Erleichterung des Vergleiches von Beobachtungen mit dem Klementensysteme 
reichlich wieder eingebracht. Der erste Schritt zur Berechnung einer Ephemeride ist 
die Ermittelung der Gauss’schen Constanten. Fir den Kometen 1890 III, bezogen auf 
die mittlere Ekliptik 1890,0 (fiir den Anfang des tropischen Jahres)!), lag das folgende 
parabolische Elementensystem vor: 

¢ == 63° 18% 25"80 
$3 > 14° -20'"31",60 
a = 85° 42’ 50”,90 
lg q = 9,8834086 
7 == Juli 8.60136 
(Periheldurchgangszeit bezogen auf den Normalmeridian von Berlin). 
Die mittlere Schiefe der Ekliptik war fiir 1890,0 nach dem Berliner Jahrbuche: 
Se 238 27" 12",79: 
Wir stellen zunichst die zur Anwendung kommenden, im Vorhergehenden abgeleiteten 


Formeln zusammen: 


asin A == cos §3 

acos A = — sin 8 cost 
n sin N = sini 

ncos N = cos §& cost 
bsin B = sin 83 cosé 
bcos B = ncos(N + @) 
csin C = sin 823 sin€ 


ccos C = nsin(N + 2) 


besin (Cc — B) 
acos A 


Controle: tyi = 


woraus von Neuem 7. Ferner: 


1) Das tropische Jahr beginnt in dem Augenblicke, in welchem die mittlere Linge der Sonne 
minus 20,47 (dem constanten Theile der Aberration) gleich 280° ist, bezogen auf das in demselben 
Augenblicke stattfindende mittlere Aequinoctium. Mit Hiilfe der in den Jahrbiichern gegebenen 
Bessel’schen Hiilfsgréssen geht man also vom wahren Aequinoctium der Beobachtungszeit auf das 
mittlere zu Anfang des tropischen Jahres ther. 

27% 


212 
A +. 
15) 
C+ 


ra sin (A! + v) 
rb sin (B’ + v) 
re sin (C’ + 0). 


Die Rechnung gestaltet sich jetzt wie folgt: 


COS & 9,962 5507 
sin &2 9,393 945 6 
SINE Wah Retote a 
Cost 9,652 455 1 
cos $2 9,986 249 38 
ay), 1 
sim) 4 | 99971542 
COs 


— sin $3 cost 


9,046 400 7, 


Qe SEAPP 7 
wall 


Fal SOM: ais’ 7 
Iga | 9,989 095 1 
cos A | 9,057 30516, 
sini | 9,951 057 2 
" | 9,953 762 8 
cos 
cos $4 cosi | 9,638 704 4 
NW | 64° 1’ 40",00 
e | 230 27! 19'.79 
Nes ee Te 28 rao 79 
cos (N + «) | 86429087 


VW 


sin (N + 2€) 


Man erhalt somit fiir die heliocentrischen Coordinaten des Kometen 1890 Ill, be- 


9,997 294 4 
9,999 580 3 


zogen auf den mittleren Aequator 1890,0: 


') Wenn aus zwei Gleichungen von der Form: 


a und A zu bestimmen sind, so bildet man zuniichst durch Subtraction lgtg A und bestimmt hieraus 
A. Man ermittelt hieraut a, indem man ly sin A resp. ly cos A yon dem grésseren der beiden Werthe 
lg (asin A) oder lg (a cos A) abzicht, damit die unvermeidliche Unsicherheit yon A die Bestimmung 


sin $2 cos & 


9,356 496 3 


°” B | 9.992 1246 
C08 
ncos(N + €) | 8,640 203 1 
BY) 799 “TOV 62 
ig | 93643717 
OG — B | —730 97! 17,95 
sin(C — B) | 9,981 625 7, 
be | 9,363 377 2 
sin 83 sine | 8,993 834 7 
"” o | 9.997 869 2 
COS 
nsin(N + €) | 9,996 8747 
C | 59 40! 15",67 
lge 


9,999 005 5 


besin(C — B) | 


acos A 


9,345 002 9, 


9,046 400 7, 


tgi | 0,298 6022 

t | 63% Ie! 237.s2 
A!’ | 1820 15’ 5817 
B’ | 164° 50’ = 8""52 
ca! Q]0 Oat 6",57 


asin A = cos § 
a cos A = — sin Q cost 


von @ 80 wenig wie moglich beeinflusst. Diese Operation schreiben wir symbolisch : 


asin A 
sin 

A 
cos 
acos A 


| ae 


% = r [9,989095 1] sin (182° 15’ 58,17 + 0) 
y = r [9,864 3717] sin (164° 50’ 8",52 + v) 
2 = r [9,999 0055] sin (919 23’ 6.57 + v) 


Mit Hilfe von Additions- und Subtractionslogarithmen findet man: 


a2 + b2 + c2 = [0,301 0300] = 2,000 000 0. 
Die Controlgleichung : 
a@cos2A + b%cos2B + c2cos2C = 0 
ergiebt, wenn man den positiven und den negativen Theil gleichsetzt: 
[9,989 445 4] = [9,989 445 6] 
also eine geniigende Uebereinstimmung. 

Hierdurch ist die Rechnung in hinreichender Weise controlirt. Man kénnte auch 

noch die Controlgleichung: 
asin2A + 02 sin2B + c2sin2C = 0 
heranziehen. 

Andererseits kann man als Controle zunichst das gegebene Elementensystem auf 
den Aequator umformen. Man gewinnt so die fiir viele Zwecke niitzlichen Aquatorealen 
Elemente und kann aus ihnen in einfacher Weise die Gauss’schen Constanten herleiten, 
Durch alle diese Controlen wird zwar die Richtigkeit der Gauss’schen Constanten 
gepriift, aber nicht das zu Grunde liegende Elementensystem. 

Um dieses letztere zu priifen, bleibt weiter nichts tibrig, als es mit Beobachtungen 
zu vergleichen. Hierzu wahlt man am besten Beobachtungen, welche nicht als Grund- 
lage zur Berechnung der Bahn gedient haben, denn das Elementensystem enthalt natiir- 
lich die Fehler der zu seimer Bestimmung dienenden Beobachtungen. Ein Elementen- 
system, welches zu einer definitiven Bahnbestimmung verwendet werden soll, muss die 
Oerter des Objectes auf 5”, allerhéchstens 10” genau darstellen. Ist das nicht der Fall, 
so ist zu befiirchten, dass die an den Bahnelementen anzubringenden Verbesserungen 
nicht mehr als unendlich klein von der ersten Ordnung betrachtet werden kénnen, die 
spiter fiir die Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate unentbehrliche Voraus- 
setzung. 

Handelt es sich nur darum, eine Aufsuchungsephemeride zu berechnen (d. h. eine 
Ephemeride, welche die Orte nur auf cirea 1’ geben soll, um dem Beobachter die Auf- 
findung des Objectes zu erleichtern), so kann man sich eventuell mit weniger guten 
Darstellungen begniigen. Aber auch hierbei sollten die Beobachtungen immer bis auf 
allerhéchstens 20” dargestellt werden. Ist die Abweichung der berechneten Elemente 
yon den wirklichen zu gross, so kann die Darstellung der Oerter im Laufe der Zeit 
yon der Wirklichkeit derartig abweichen, dass der Beobachter das Object  schliesslich 
nicht mehr auffinden kann. 

Wir gehen nun dazu iiber, mit Hilfe der Gauss’schen Constanten eine Ephemeride 
zu berechnen. Wir wollen die scheinbare Stellung des Kometen von zwei zu zwei 
Tagen fiir Berliner Mitternacht erhalten, von Juli 14,5 beginnend, und ordnen die Rech- 
nung wie folet an: 


1890 ¢ Juli 14,5 Juli 16,5 Juli 18,5 
i= Tf 51 9864 7°,89864 9° 89864 
M {8,049 459 10,778 718 TaD07 90 
v}) + 12° 12’ 207,20 | + 16° 14’ 52,07 | + 20° 12’ 36,95 
yy + 6 6! 10%,10 | + 8° 7 267,04 | + 10° 6! 18,48 
[cos ¥/, v?] 9,995 063 6 9,991 239 6 9,986 420 4 
[| 9,888 345 0 9,892 169 0 9,896 988 2 
A’ + v 194° 28’ 18’',37 198° 30! 50,24 20228 3atale 
B+ yp (yg OF Bisa eH aye OMe) 1852) 2) 45 = 
C’ + v MOBY Bia APT 107° 37' 58!,64 Th’ Bee AB YCs 
[sin (A' + v)] 9,397 771 4n 9,501 792 5n 9,582 408 On 
[r a] 9,877 440 1 9,881 264 1 9,886 083 3 
fe 9,275 211 5n 9,383 056 6n 9,468 491 38n 
ay — 0,188 456 7 — 0,241 5776 — 0,294 097 5 
a — 0,386 957 9 — 0,417 999 8 — 0,448 567 8 
[sin (B! + v)] 8,712 783 6 8,276 679 3n 8,944 259 On 
[rb] 9,252 7167 9,256 5407 9,261 359 9 
[y] 7,965 500 3 7,533 220 On 8,205 619 8n 
y + 0,009 236 8 — 0,003 4137 — 0,016 055 4 
4 4 0,862 2528 + 0,849 8495 + 0,836 482 6 
[sin (C! + v)] 9,987 665 7 9,979 1005 9,968 392 3 
ie | 9,887 350 5 9,891 1745 9,895 993 7 
[2] 9,875 016 2 9,870 275 0 9,864 386 0 
2 + 0,749 922 2 +. 0,741 7798 + 0,731 789 2 
Z + 0,374 086 9 + 0,368 707 0 + 0,362 908 7 
SSS A — 0,575 414.6 — 0,659 577 4 — 0,742 665 3 
n=yt+yY + 0,871 489 1 + 0,846 435 8 + 0,820 427 2 
C=247Z7 + 1,124009 1 + 1,110 4868 + 1,094 6979 
[1] = [e sine cos 0| 9,940 261 9 9,927 594 0 9,914 040 0 
sin 
E «| 9,921 430 1 9,896 962 8 9,870 033 6 
[=] = [e cos « cos d} 9,759 980 On 9,819 265 8n 9,870 793 In 
[c] = [e sin 0] 0,050 769 8 0,045 513 4 0,039 294.3 
Scare 
ke | 9,864 867 4 9,856 798 6 9,851 828 2 
[eo cos 0 | 0,018 831 8 0,030 631 2 0,044 006 4 
Gr Ban) QT! 3472 Lee 347° 6! 
Mittleres « in Bogenmaass 123° 26! 7!) bb 1279 "55! 87/686 132° 9° 704 
DG = f as gsin(G + 2 hg + 14/27 + 14/39 4 es 
Wahiee « in Acsenmastc SH | gE toy aes) 1979 5B! 52!,25 132° Oss Bie? 
Wahres « in Zeit Sh 13m 458,455 8h 81m 438,483 Sh 48m 378,435 
Pirtilavesre + 47° 6! 17",54 459 58! 53/740 + 44° 41! 21" 04 
4d = gcos (G + a) — 1,57 — 1,94 — 2!'29 
Watwen hs 4479 15,97 + 45° 58’ 51,46 | +. 44° 41 18,75 
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1890 Juli 14,5 Juli 16,5 Juli 18,5 
lo] 0,185 902 4 0,188 714.8 0,192 178 2 
Aberrationszeit in Tagen 04,008 854 9 04,008 912 4 04,008 983 8 
G + « LOPS os! DP 4 119° 15! 
————_ ————_ — | 
|| 
[cos ( a «)| | 9,5520n 9,6295n 9,6890n 
fg] 0,6437 0,6572 0,6701 
[sin (G + «)] 9,9705 9,9565 9,9408 
[tg J 0,0319 0,0149 9,9953 
[gsin(G@ + «) tg d] 0,6461 0,6286 0,6062 
gsin(G + atgd + 4,43 + 4!",25 + 4,04 
‘a + 9,84 + 10,14 + 10",44 
— — _|| = - == = a = 
lg cos (G oo «)| | 0,1957n 0,2867n 0,3591n 


Bei der Berechnung von WM ist es zu empfehlen, nur den ersten und letzten Werth 
logarithmisch zu berechnen, die zwischenliegenden aber nach einander durch Addition 
einer constanten Wenn man auf diese Weise den letzten’ Werth 
so sind alle zwischenliegenden controlirt. 


Groésse abzuleiten. 


wiederfindet, Wir bezeichnen die Loga- 
rithmen einer Grésse durch eckige Klammern. Die Sonnencoordinaten X, Y, Z, sowie die 
Gréssen f, g und G entnimmt man ohne Interpolation dem Berliner Jahrbuche, wo dieselben 
fiir mittlere Berliner Mitternacht jedes Tages gegeben sind. Die schliesslich gefundenen 


wahren Coordinaten enthalten daher Pricession und Nutation, nicht aber die Aberration. 


Durch Fortsetzung obiger Ephemeride wurden folgende Werthe fiir « und 0 gefunden: 


Datum | Wahres « Wahres d Aberrationszeit 1g e 
sah. 145... 3 8h 13m 458,455 | 4+ 47° 6! 15",97 04,008 854 9 0,18590 
SGD ian ors 8 31 43 ,483 45 58 51 46 0 ,008 912 4 0,18871 
185... | 8 48 37 ,485 44 41 18 ,75 0 ,008 983 8 0,19218 
200 ee 9 4 24 ,593 43 15 20 ,84 0 ,009 068 4 0,19625 
1: rr 9 19 5 ,019 41 42 39 ,02 0 ,009 165 6 0,20088 
24,5 9 32 40 ,796 40 4 48 ,18 0 ,009 2747 0,20602 
26,5 | 9 45 15 ,385 38 23 14 ,41 0 ,009 394 9 0,21161 
DED eit) || 0a 0." 08 ,0D6 36 39 13 ,38 0 ,009 525 4 0,21760 
30,5 10 7 38 ,459 34 53 49 ,89 0 ,009 665 4. 022394. 
August 1,5 | 10 17 36. ,3825 33 7 58 ,54 0 ,009 814 2 023057 
3,5 | 10 26 651 ,247 31 22 24 ,15 0 ,009 9708 0,23745 
5,5 . | 10 35 27 589 29 37 42 ,88 0 ,010 134.6 0,24453 
| 


Die Differenzreihen dieser Gréssen verlaufen zu regelmissig, als dass Rechenfehler 
in der Ephemeride zu vermuthen wiiren. Die Aberrationszeit wire auf fiinf Decimalen 
genau geniigend. Der Komet bewegt sich nun in Rectascension tiglich um cirea 7™, 
in Declination um 1° weiter, d. h. in 0,00001 Tagen um 0%,0042 in Reetascension und 
0,04, d. s. zu vernachlissigende Gréssen. Um ganz sicher zu gehen, wollen wir indessen 
den Aberrationszeiten bestehen lassen. In % und 0 machen 
Um 


poliren wir zweimal in die Mitte und erhalten so, nachdem wir schliesslich alle Gréssen 


noch die sechste Stelle in 


sich noch siebente Differenzreihen fiihlbar. diesem Uebelstande abzuhelfen, inter- 


auf eine gecignete Stellenzahl abgektirzt haben: 
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a 


Hpoche Wahres « 1. Differenz 2. Differenz | 3. Differenz Wahres 0 
a ee eee 
EEO) Ail, WEY 6 4 uo 8h 48m 387s ,44 Pree be + 44° 41’ 188 

Loe ee 8 52 40 ,5b3 i . bs Me |, = 20 ; 44 20 32 6 
19:5 >. J) 8 Ben cages shal ee : ae yt y 43 59 16 45 
4 68 
SOON yn 09) Oe asda Ges e ie AD +r ; 43 37 32,1 
O05. . 41 O 4 8h 69 a ae ee ‘ 43 15 20,8 
Toe od 9 8 10,90 = : a ie dh 5 = : 42 52 44 4 
Sibe te eG. dl. 6e06 bee ‘1 = Aerd : 42 29 44 48 
20... 9 1B 81,08 Jags 1 iy S24 08 il ; 42 6 22.0 
Oo Gone a 9 19 5 ,02 “egies Diaries — 4,05 41 42 39 0 
‘ +138 293,89 1-5 Y 
S90. 2 St TO. ead 8d. 91 — 4 00 41 18 36,7 
4+ 3 25 89 : 45 
Beit: wy {eeekd 96 Me EOO etal Cree : 40 54 16 ,6 
DAcOre ae eee 9 29 22,74 e 4 ae e — 8 ,88 oe 40 29 40 0 
245. ...i 9 82 40,80 se ma EBs 40 4 48 ,2 
OPO inten 3 9 35 55 ,02 gy : e a 3), 95 2 ; 39 39 42 5 
O55. 9 30 “3.49 | © ae (eae or 39 14 24 2 
+ 3 6 376 | + 9 
26,0 . 9 42 12 25 eee eee ; 38 48 54 4 
26,5 . 9 45 15 ,39 er fe e ; 38 23 14 (4 
97,0 . 9 48 14 ,96 ie ; a io — 3 48 ey 87 57 25 2 
97,5 . 9 51 11 05 Seal 37 31 28 0 


Die Oerter fiir Juli 14,5 und 16,5 in der urspriinglichen Ephemeride haben uns 
nur dazu gedient, die zu Anfang der Ephemeride fiir die Interpolation in .die Mitte 
néthigen Differenzreihen zu liefern. Der Sicherheit halber ist es immer zu empfehlen, 
in der, der Interpolation in die Mitte zu Grunde zu legenden Ephemeride am Anfange 
und Ende zwei oder drei Epochen mehr zu berechnen, als das strenge genommen 
néthig wire. 

Wir wollen jetzt eine Beobachtung von Herrn Coggia in Marseille, dem Ent- 
decker des Kometen, mit obiger Ephemeride vergleichen. Dazu wihlen wir die Beob- 
achtung vom 22. Juli. Dieselbe ist in den Astronomischen Nachrichten Nr. 2982, 
8. 91 bis 92 in folgender Form mitgetheilt: 


ae Ee eae hs or os, ee eri! | 
Juli “Marseille 4AR SDP |\Cp| AR app | lgpt Dpapp \lgp4 Esed: a. 1. app*)| * 
‘ | | | | | 
22 || 9h 26m 9s |— 2m 16s ,93/— 6/ 37/3) 6,5 |9b 18m 25s a 9,692 |48° 12’ 42/782 | 0,838n/— 0s ,68 —5!,1) 5 
| | | | 
| | | | 


d. h. der Beobachter hat den Kometen am 22. Juli um 9" 26™ 9s mittlerer Marseiller 
Ortszeit beobachtet. Er verglich ihn mit dem Stern (*) 5 und fand im Sinne Komet 
minus Stern fiir die Reetascensionsdifferens : 

4A RK: —2™ 168,93 (durch sechs Vergleichungen vergl. Cp) 
und als Differenz der Poldistanzen: 

ADP: —' 37,3 (durch fiinf Vergleichungen siehe (p). 
(Der Beobachter giebt also, wie das zum T 
Declinationen.) 


heil geschieht, Poldistanzen an Stelle yon 


') d. h. Reduetio ad loeum apparentem. 


1. Differenz 2. Differenz | 3. Differenz | Aberrationszeit | 1. Differenz lg @ 1. Differenz 
<==: SSSA SS Temes sme ae (Oe ee) (Oe ( 
04,008984. 
— 20 46,2 } ,00898 4. 90 0,1922 5,6 
91 161 — 29,9 9004 0,1981 
; ay + 1,6 + 20 + 10 
21 444 — 28,3 9024 0,1941 
‘a = — 26,9 nin 9046 pes 0,1952 ee 
— 22 11,3 ma + 1,8 : + 29 staat ae 
CS a BT 9068 0,1963 
a re + 14 9092 5 0,1974 eee 
—23 01 | ret b 1,5 : + 24 : 4. 11 
ee on’ — 22,2 : 9116 0,1985 
2 22,3 e-3 t+ 1,5 : + 24 ae 12 
ae — 20,7 9140 0,1997 
43,0 - | 1.4 + 26 + 12 
aoe — 19,8 9166 0,2009 
_ ; pag + 1,5 + 26 + 12 
i 203 — 17,8 x 9192 5 0,2021 
— 2% ; ss + 1,3 4 97 + 138 
eee oo) 16S ee 9219 0,2034 
— 24 366 | i L 1,8 + 27 + 13 
cS eve (i). = 182 9246 0,2047 
—2 518 | ae + 29 + 13 
a — 13,9 9275 0,2060 
—25 6,7 + 1,3 +s 29 +14 
ae — 12,6 9304 0,2074 
— 25 183 2 + 11 -++ 29 + 14 
ae — 11,5 er 9333 S 0,2088 ae 
ee. fey — 10,2 | vr 9364 eo 0,2102 ai 
a a9 es 9395 a 0,2116 as 
— 25 49,2 4. 19 + 32 + 15 
ea ine BO 9427 ee 0,2131 He 
. = 9459 Si (,2146 15 


Nun giebt er im Folgenden die Stellungen seiner Vergleichssterne; wir entnehmen 
daraus das, was sich auf den Stern (5) bezieht: 


* | Grosse 


AR 1890,0 | D P 1890,0 | Autoritat 


7,8 | gh 20m 428 85 | 48° 19! 25!",2 | W,, 9,389 

| 

Der Beobachter hat also im zweiten Weiss’schen Kataloge seinen Stern in der 
neunten Stunde (der Katalog ist nach den Stunden in Rectascension geordnet) unter 
Nummer 389 gefunden, mit der Angabe, dass er 7,8ter Grésse ist, hat hierauf die 
angegebene Stellung durch Anbringung’ der Pricession auf das mittlere Aequinoctium 
1890,0 reducirt, und so als Rectascension 9% 20™ 425,85, als Poldistanz 489 19’ 25’,2 
gefunden. Er hat dann mit Hiilfe eines Jahrbuches die Reduction auf den scheinbaren 
Ort fiir diesen Stern berechnet, und so: 

Red. a. 1. a: — 0*,68 in Rectascension und —5",l in Poldistanz 


erhalten (diese Gréssen enthalten also Priicession vom Jahresanfange bis zur Zeit der 
Beobachtung, sowie Nutation und Aberration). Der scheinbare Ort des Vergleichssternes 


mur Zeit der Beobachtung ware demnach: 


9h 20™ 42817 in Rectascension und 48° 19’ 20,1 in Poldistanz. 


Diese Grissen giebt der Beobachter aber nicht erst, sondern sogleich durch Hinzufiigung 
der Differenzen Komet minus Stern: 


AAR = — 27 16493 
und: 
APY = — 6 $73, 
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die schcinbare Stellung des Kometen zur Zeit der Beobachtung: 
ARapp = 9» 18m 258,24 
D p app = 48° 12! 428. 
Schliesslich giebt er noch die Parallaxenfactoren: 
In Reetascension: lgp 4 = [98,692] 
In Poldistanz: lgp 4 = [0",838,]. 
Wollte man sich auf diese Angaben allein stiitzen, so kénnte man die Parallaxe mit 
dem Werthe log@ = log 4 = 0,2007 (nach obiger Ephemeride) berechnen und wiirde 
so fiir Reetascension und Poldistanz die folgenden Parallaxencorrectionen erhalten: 
da — + 08,31 aDy a — AB. 
Diese Correctionen hiitte man dann den obigen Werthen fiir die scheinbare Rectascension 
und Poldistanz hinzuzufiigen und wiirde so erhalten: 
AR app = 9 15" 25200 
Dp app = 48° 12’ 38,5 
oder fiir die scheinbare Declination: 
OSS A LA Is: 


Diese Werthe kénnte man dann nach Reduction auf das mittlere Aequinoctium zu 


Jahresanfang einer vorliufigen Bahnbestimmung zu Grunde legen. 

Soll aber die Beobachtung zur Bestimmung einer definitiven Bahn herangezogen 
werden, so empfiehlt es sich, simmtliche Angaben des Beobachters von Neuem zu 
berechnen. 

Wir beginnen mit der Neubestimmung der Stellung des Vergleichssternes: 

Seien % und 0) die Coordinaten des Sternes fiir den Anfang des Katalogjahres 4), 
w, und 0, diejenigen fiir den Anfang des Beobachtungsjahres. 

Man hat dann mit hinreichender Genauigkeit: 


0 0 
Oy —— hy =m (— ty) WG, ty)tg — = 2 sin a = | 


; a, + | 
0, — 0) = n (t; — to) cos cas | 


Das Berliner astronomische Jahrbuch giebt nun fiir das laufende Jahr, das wir hier 
mit ¢, bezeichnen, die Gréssen m(t, — ty) in Zeitsecunden, ferner: 
; ‘i mM 
Ig[n(t, — tH) § und Ig[n(t, — to)]’, 
wobei f) die Epoche der wichtigsten Kataloge ist. Diese Angaben beruhen, wie schon 
erwibnt, auf Zugrundelegung der Newecomb’schen Pricessionsconstante. 
9 ‘ A aprartic T ay 1 . Fico Q ; 
Hat man derartige Werthe nicht zur Verfiigung, so muss man sich m und n nach 
. Aes oe rr 7 2 a i ay ae ‘ . 
den im Capitel iiber Pricession gegebenen Vorschriften selbst berechnen. 
Die Grdssen m% und 09 sind also durch den Katalog gegeben, und man hat hieraus 
durch successive Anniherung « und 0, zu bestimmen. 
y. Fy cf ‘ 10 ne sher raurAP y : 
Zunichst kann man sich einen Nitherungswerth von «, und 0, verschaffen, indem 
man setzt: 


ey i, —t 
— « ye © © 1 0 } } } — 
CeO | vatiatio annua -- —5--— variatio saecularis (t, to) 


200 
wobei man die yariatio annua und die variatio saecularis fir 
aus dem Kataloge entnimmt. 


‘i . . t ‘ait ty . . 
6, —o= { variatio annua + - variatio ssccularis | (44 — 4), 


beide Coordinaten 

Da diese letzteren Angaben jedoch auf verschiedenen 
. > ive ] a Coga] ’ Q\<« . i } 

Werthen fiir die Priivessionsconstante beruben und zum Theil auch Versehen enthalten 
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kénnen, so thut man gut, die so erhaltenen e, und 0, nur als erste Anniherung zu 
betrachten. Man berechnet dann mit ihnen 


Oh) 0, 
~ sins ° und 


0, + 9) 
a 
und hieraus mit Formel (I) einen verbesserten Werth von o, und Oy, 

Weichen die so erhaltenen Werthe von o und 0, merklich yon den aus den 
Katalogen hergeleiteten ab, so controlirt man die Rechnung durch nochmalige An- 
wendung der Formel (1). 


Wir erhielten so fiir obigen Stern nach verschiedenen Katalogen: 


| Laas es Miter Jahr 
Autoritat | Grosse  Beobachtungen es « 1890,0 d 1890,0 

| Beobachtung 

d c d 
Piss... = a 1796,2 17962 | 9h 20m 498,59 | 4.419 40! 32/79 
1) ne’) 129 VE a es 7.8 1 1 |= _— 9 20 42 ,93 +41 40 34 ,7 
PRE BOS rg! ook oe | 7,8 2 2 1867,2 1867,2 9 20) 42,443 +41 40 28 0 
AG fem | 78 2 2 1869,7 1869,7| 9 20 42,32 | +41 40 28,9 


Mierzu sei Folgendes bemerkt. Der wegen seines Alters zum Zwecke der Be- 
stimmung von Eigenbewegungen wichtige Katalog von Lalande (ZI) enthilt in seiner 
urspriinglichen, englischen Bearbeitung gewisse Ungenauigkeiten. Seine simmtlichen 
Sterne sind indess in Paris neu beobachtet worden und gleichzeitig hat man die 
alten Beobachtungen neu reducirt. Der Pariser Katalog, welcher unseren Stern als 
Nr. 11628 enthalt, giebt gleichzeitig die Differenz Paris minus Lalande. Auf 
diese Weise wurde die erste Stellung P — Zl 18562 erhalten. Fiir den Katalog W, 
ist die Zeit der Beobachtung im Texte selbst nicht angegeben; sie liegt aber jedenfalls 
in der Nahe des Katalogjahres 1825. 

Die letzte Stellung ist schliesslich dem Kataloge der Astronomischen Gesellschaft 
(Zone yon Bonn) entnommen. Diese Beobachtungen scheinen ein allmiiliges Abnehmen 
der Rectascension und Declination anzudeuten. Sie sind aber viel zu wenig zahlreich, 
um etwa eine Eigenbewegung bestimmen zu kénnen, zumal die beiden alteren Beob- 
achtungen unter sich schlecht iibereinstimmen. Da die Zahl der Einzelbestimmungen 
fiir die beiden neueren Angaben dieselbe ist, so nehmen wir aus ihnen einfach das Mittel: 

a == 9» 20™ 42°38 0 = + 41° 40’ 28".5. 

Eine kleine Eigenbewegung des Sternes kénnte dieses Resultat iibrigens nicht sehr 
beeinflussen, da der Zeitraum zwischen den Katalogbeobachtungen (im Mittel 1868,5) 
und 1890 noch nicht allzu bedeutend ist. 

Der Rest der Reduction gestaltet sich wie folgt: 


1. Berechnung der reducirten Beobachtungszeit. 


T, = mittlere Zeit Marseille. . .. . 9: 26% :98 
Lange von Berlin in Zeit!). . . . . «© | + 32™ 08,3 
T, = mittlere Zeit Berlin. . . . . . 2 Date ORS 
Fd agen. ek kw ke Juli 22,415 386 
PRGTIAIONEZGLE GAA), gt asa ce Sa 0,009 162 
Reducirte Beobachtungszeit. ot, Ae tor Juli 22,406 224 


1) Nach dem Berliner Jahrbuche. 
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2. Berechnung der Sternzeit des Beobachtungsortes. 


2°) 1, ++ Acceleration 734) . . = = HPA aca: Wh 
Sternzeit im mittleren Berliner Mittag 2) Sa ON TS 


ine) Biles in oa cal aes 17® QS eA 
oder aber: 

2>) 7, + Acceleration 7; . . . . : Oe AZ 
Sternzeit im mittleren Berliner Mittag 

=- Correction ®)'2) 2. ¢ aaah) aay Se 0) 49 


SG is ks ne = ee 172 28™ 248 


3. Berechnung der Parallaxen. 


Ga 17? 238" > 248 (9 Factor d 0”) | 0,7787 
aapp| 9 18 25 2, 2 sin(y — 0) 9,9905 
cosec Y 0,0618 
§ —«a in Bogenmaass | 122° 30! | 
sec(9 — a) | 0,2698, 2, | 9,6847 
tg p’*) | 9,9714 lg 4 | 0,2007 


: BSF | 0,8310 
tgy | 0,412, 


y | 119° 51! lg dos — 94840 
o| 41 47 lg dd" 0,6303 
y—d| 78° 4! dor | + 0°31 


— : = do" ae 4" 3 
lg Factor das) | 9,6334 


2, } sin(f) — a) 9,9260 
sec 0 0,1275 


Die beiden Parallaxenfactoren 2, und 2, miissen nahezu mit den yon den Beob- 
achtern gegebenen tibereinstimmen. 


") Unter Acceleration von 7’ verstehen wir die Grésse, die man zu JT hinzufiigen miisste, um 
es in Sternzeit zu verwandeln (nach ‘Tafel ILa). 

*) Nach dem Berliner Jahrbuche. 

*) Diese Correction findet sich im Berliner Jahrbuche unter der Rubrik: Sternzeit im mittleren 
Mittag weniger Sternzeit im mittleren Berliner Mittag. 

*) y’ ist die geocentrische Breite des Beobachtungsortes nach dem Berliner Jahrbuche. 

®) Mierbei ist: 

71 @ cos g! 
15 
Setzt man mit dem Berliner Jahrbuche fiir Marseille g’ = + 43° 7’ und lg @ = 9,9993 (in Kinheiten 

des Aequatorealhalbmessers) und schliesslich a = 8,802, so erhalt man obige Werthe. 


Factor das = , Factor dd" = no sin q’. 
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4. Reduction des Sternes auf den scheinbaren Ort?). 


0 | + 41° 41’ i |  0,6086 
- cos 0 9,8732 


G 346° 43! 


2) 140 11 f’ | 4 11",08 
H 152 10 gsin(G + a)igd | + 3 ,52 
a aera son ¥ hsin(H + «) secd | — 24 ,81 
o+ H| 292 21 = = du! | — 10",26 
tg) | 9,9995 goos(G + «) | — 2" 97 
sin(G + a) |  9,9029 hoos(H + «)sind | + 5 07 
g 0,6943 icoso | + 3 ,03 
cos(G + «@) 9,778) 
: S=—dd|+ 5" 14 
secd | 01268 da | —- 0%68 
sin (HT + «) 9,9661,, 
h | 1,3018 
cos(H + a) 9,5801 
sind 9,8228 


Auch diese Gréssen miissen nahezu mit den yom Beobachter gegebenen tibereinstimmen. 


5. Vergleich der Beobachtung mit der Ephemeride. 


0. 0 

« 1890,0 | 9" 20m 42538 4 Alo 40! 98", 

Red. a. lL. app — 0 ,68 + 5,1 

Scheinbare Stellung des « ge 208 41°70 + 41° 40! 33'"6 
ime 120416298 + 6 37".32) 

SF app LE Bs ore ay + 41° 47’ 10,9 

Parallaxe + 0 ,3l + 4 43 

Wahrer Ort des ¥ zur redu | 9h 18™ 958.08 4 410 47" 159 

cirten Beobachtungszeit |_ 
& nach Ephemeride *) be 9 18-2620 +41 47 74 
i= — — _ — = ~ 
Correction der Ephemeride | — 0812 + 78 


Demnach wiire also nach dieser Beobachtung an obige Ephemeride in Rectascension 

eine Correction von —0*,12, in Declination von 78 anzubringen. Die letztere ist 
«} 9 ’ oS 

etwas stark; doch zeigten andere in der Niihe legende Beobachtungen cine bessere 


Uebereinstimmung. 


1) Die Gréssen g, G ete. sind dem Berliner Jahrbuche interpolatorisch entnommen. Gewohn- 
lich begniigt man sich indess bei derartigen Reductionen, bei denen nicht die ausserste Genauigkeit 
erreicht werden soll, die Bessel’schen Constanten einfach fiir Berliner Mitternacht anzunehmen, 
obgleich die Beobachtung streng genommen nicht zu dieser Zeit stattfand. 

2) Das Zeichen dieser Grisse wurde geiindert, weil der Beobachter die Differenz in Poldistanz 
giebt, wir aber die in Declination brauchen. 

8) Diese Grosse ist aus der Ephemeride durch Interpolation mit der reducirten Beob- 
achtungszeit: Juli 22,406 224 erhalten worden. 


Zweite Abtheilung. 


Die Berechnung von Bahnen aus gegebenen 
Beobachtungen. 


Sechszehnte Vorlesung, 


Berechnung einer Kreisbahn. 


Von den Problemen, welche sich mit der Bestimmung der Bahnelemente aus 
gegebenen geocentrischen Beobachtungen beschiftigen, ist das der Berechnung einer 
Kreisbahn, welche sich an zwei vollstiindige geocentrische Oerter anschliesst, das leich- 
teste, und obwohl mit der Annahme, dass die Excentricitiit e gleich Null sei, die Strenge 
verletzt wird, doch bei Planeten nicht ohne praktische Bedeutung. Vor der Entdeckung 
der kleinen Planeten zwischen Mars und Jupiter und der dadurch veranlassten Eimfithrung 
der Gauss’schen Methoden in die Astronomie war es sogar der einzige Weg, den man 
zur Ermittelung der Bahnelemente kannte, zuerst die Annahme e = 0 zu machen und 
das gefundene Resultat durch kleine Correctionen mehr und mehr zu verbessern. Die 
Bahnen aller alteren und grésseren Planeten mit Einschluss des im Jahre 1781 von 
Wilhelm Herschel entdeckten Uranus sind auf diese Weise gefunden worden; die- 
selbe konnte sogar noch bei Gelegenheit der Auffindung des Neptun gute Dienste 
leisten. Auch fiir die kleinen Planeten, deren Bahnen bekanntlich im Durchschnitt viel 
excentrischer sind, als die der grésseren, wird man sich recht gut einer auf eine Kreisbahn 
gegriindeten Ephemeride bedienen kénnen, wenn es bloss darauf ankommt, einen solchen 
neu entdeckten Himmelskérper auf einige Wochen zu verfolgen; es ist dann angenehm, 
dass man zu dem Zwecke nicht eine dritte Beobachtung abzuwarten hat, und doch 
schon Einiges iiber den Lauf erfihrt, z B. vor Allem, ob die Neigung der Bahnebene 
gegen die Kkliptik gross oder gering ist, in welchem letzteren Falle nachher bei der 
Bestimmung der elliptischen Elemente anders verfahren werden muss, als wenn sie gross 
ist; die Berechnung der Kreisbahn eignet sich daher sehr gut zum Sondiren der Neigung, 
auf welches Geschift Gauss aus dem eben vorliufig angedeuteten Grunde grosses 
Gewicht legte. 

Handelt es sich dagegen darum, einen kleinen Planeten nach Monate lang an- 
dauernder Unsichtbarkeit wieder aufzufinden, so wird das nach einer Kreisbahn- 
Kphemeride fast nmiemals gelingen, weil deren Fehler anfangs schwach, dann immer 
stiirker und stiirker anwachsen. Es bedarf, wenn eine solehe Periode der Unsichtbarkeit 
im Anzuge ist, durchaus einer mit aller Sorgfalt und ohne die Hypothese e = 0 dureh- 
gefithrten Rechnung, wie sie in den folgenden Abschnitten gezeigt werden soll. Fiir 
Kometenbahnen vollends wiirde jene Annahme durchaus unzulissig sein. 
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Es ist hier der Ort, den Leser noch mit cinigen Verhiiltnissen des Planetenlaufes 
bekannt zu machen, welche bei Untersuchungen dieser Art von Bedeutung sind. Hat 
ein Planet dieselbe geocentrische Linge, wie die Sonne, so sagt man, der Planet sei in 
Conjunction; dabei wird noch weiter unterschieden, ob derselbe jenseits oder diesseits 
der Sonne stehe. Das Letztere nennt man die untere, das Erstere obere Conjunction, 
Die untere Conjunction bringt, wenn mit dieser Gleichheit der geocentrischen Lingen 
von Planet und Sonne zugleich ein geringer Unterschied der Breiten, kleiner als der 
Halbmesser der Sonnenscheibe, verbunden ist, einen Voriibergang des Planeten vor der 
Sonnenscheibe. Von den bis jetzt bekannten Planeten kénnen nur Mercur und Venus, 
die sogenannten unteren Planeten, eine untere Conjunction haben; alle iibrigen, wie 
Mars, die kleinen Planeten, Jupiter, Saturn, Uranus und Neptun, haben nur die obere 
Conjunction und sind schon lingere Zeit yor und nach derselben fiir unsere Instrumente 
unsichtbar wegen der Nihe der Sonne, deren Strahlen sie gleichsam verdecken. Die 
giinstigste Zeit fiir ihre Sichtbarkeit und demnach auch fiir die Beobachtungen ist ihre 
sogenannte Opposition, d. h. die Zeit, zu welcher ihre geocentrische Linge um 180° 
von der der Sonne verschieden ist. Sie culminiren dann um Mitternacht, sind also die 
ganze Nacht oder doch einen grossen Theil derselben hindurch iiber dem Horizonte 
und ausserdem der Erde am niichsten. Die Figuren 41, 42 und 43, in welchen § die 


Fig. 41. Fig. 42. Fig. 43. 
Va by ek se ae A: 
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Sonne, 7 die Erde, P einen Planeten vorstellen, versinnlichen nach der Reihe die obere 
Conjunction, die untere und die Opposition der Planeten. Die Richtung der Bewegung 
in der kreisférmig angenommenen Bahn ist mit einem Pfeil angedeutet, zum leichteren 
Verstindniss des Folgenden. 

Wir wissen schon aus Vorlesung Vier, dass die Winkelbewegung eines Planeten 
in kreisférmiger Bahn desto grésser ist, je kleiner der Halbmesser a derselben, da sich 


k eer 
ja die mittlere tagliche Bewegung durch “i ausdriickt. Nun erhilt man die lineare 


Bewegung des Planeten oder seinen in der Zeiteinheit zuriickgelegten Weg offenbar, 
wenn man jene Winkelbewegung mit a multiplicirt; in der Kreisbahn driickt sich dem- 


nach die lineare Geschwindigkeit durch bid aus. Hiernach ist auch die lineare Ge- 
"i 
schwindigkeit in der Kreisbahn um so kleiner, je grésser a oder der Halbmesser der 
Bahn ist. Die Geschwindigkeit der Erde iibertrifft also die des in Opposition befind- 
lichen Planeten; ist nun in Fig. 43 noch Z”’ ein Ort der Erde kurze Zeit nach der 
Opposition, P’ der entsprechende Ort des Planeten, so ist die Richtung in Linge, in 
welcher der Planet gesehen wird, d. h. die Projection der Verbindungslinie zwischen 
Erde und Planet auf der Ekliptik von 7’P in T’ P' tibergegangen, hat also, da 77” > PP, 
eine riickgiingige Bewegung gemacht. Man sieht hieraus, dass zur Zeit der Opposition 
die geocentrischen Lingen abnehmen, der Planet daher sich in dem Theile des unendlich 
entfernten Fixsternhimmels, auf welchen er sich fiir unser Auge projicirt, in einem Sinne 
gegen die Sterne zu bewegen scheint, welcher seiner wahren Bewegung entgegengesetzt 


SS 


ist; der Planet ist dann riickliufig. Dasselbe ist auch bei unteren Conjunctionen der 
Fall, bei den oberen dagegen ist es umgekehrt, denn bei den letzteren wirkt die Erd- 
bewegung der Planetenbewegung in ihrem Bestreben, die geocentrischen Lingen zu 
vergrossern, nicht entgegen, sondern triigt noch sélbst dazu bei; in den oberen Con- 
junctionen wird deshalb schnelles Wachsen der geocentrischen Langen stattfinden. Offen- 
bar miissen Zu- und Abnahme allmilig in einander iibergehen, es muss einige Zeit vor 
der Opposition sowohl wie einige Zeit nachher einen Zeitpunkt geben, wo weder Ab- 
nahme noch Zunahme der geocentrischen Linge stattfindet und der Planet seinen Ort 
unter den Fixsternen beinahe gar nicht zu dndern scheint. Es sind dies die Zeiten des 
sogenannten Stationirwerdens des Planeten; die Bewegungen der Erde und des 
Planecten stehen dann in einem solchen Verhiiltniss zu einander, dass die Verbindungs- 
linie beider Kérper fiir eine kurze Zeit sich parallel bleibt. 

Nach diesen Bemerkungen kénnen wir uns leicht von den Hauptziigen in dem 
geocentrischen Laufe der oberen Planeten (die vorliufig mehr als die unteren unsere 
Aufmerksamkeit in Anspruch nehmen) Rechenschaft ablegen. Ein Asteroid z. B., um 
die Opposition herum vorziiglich sichtbar, und deshalb auch meistens nahe bei derselben 
entdeckt, riickt, wie die Sternbilder, in welchen es aufzusuchen ist, immer friiher und 
frither, zuerst nach Mitternacht, darauf gegen Mitternacht, endlich schon in der Abend- 
dimmerung untergehend, wihrend zuletzt sein Abstand von der Erde rasch zunimmt, 
der Periode seiner Unsichtbarkeit entgegen. Nach lingerer Zeit, bei den meisten von 
diesen Gestirnen nach mehr als Jahresfrist, kommt der Planet in einer ganz anderen 
Gegend des Sternhimmels in der Morgendimmerung wieder zum Vorschein, indem er 
einige Stunden vor der Sonne aufgeht. Immer mehr in den Nachthimmel hineinriickend, 
dabei wegen seiner Annaiherung zur Erde fortwahrend an Licht zunehmend, wird der 
Planet stationir, kommt in Opposition, wird zum zweiten Male stationir, verschwindet am 
Abendhimmel u. s. f. Diesen Verlauf vom Auftauchen in der Morgendimmerung bis 
zum Verschwinden am Abendhimmel pflegt man eine Erscheinung des Planeten 
zu nennen. 

Die oben erklarten Grundziige in der Erscheinung eines oberen Planeten sich zu 
vergegenwartigen, ist bei vielen Gelegenheiten niitzlich, ja fast nothwendig, weswegen 
sie denn auch in diesen einleitenden Bemerkungen ausfiihrlich vorzutragen waren. 


Siebenzehnte Vorlesung., 
Formeln zu der Berechnung einer Kreisbahn. 


7 : ; ‘ Tee : 

Es wurde schon in voriger Vorlesung beiliiufig bemerkt, dass man fiir die Be- 
stimmung einer Kreisbahn nur zwei vollstindige Beobachtungen, welche zwei Lingen 
und zwei Breiten, also vier von einander unabhingige Daten, enthalten, néothig hat; 
denn die Anzahl der zu bestimmenden Unbekannten betrigt ebenfalls nur vier: 8 oder 
die Linge ae aufsteigenden Knotens, ¢ oder die Neigung der Bahn, a oder der Halb- 
messer der Bahn, endlich, weil man wissen muss, in welchem Punkte seiner Bahn der 
ee ‘ 
Planet zu einer gegebenen Epoche sich befunden hat, das Argument der Breite fiir 


jene Zeit, d. h. der Winkelabstand yom aufsteigenden Knoten, in der Bahnebene gezihlt- 
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Wir bezeichnen die letztere Grésse, welche hier an die Stelle von dem x — 2 + v 
der allgemeinen Formeln tritt, wieder mit w. 

Wir beginnen hier mit einer Methode, welche an die riumliche Phantasie des 
Lesers nur geringe Anforderungen stellt, aus den Gleichungen der Vorlesungen des 
Abschnittes I. mit Leichtigkeit entwickelt werden kann, und die auch an Bequemlichkeit 
kaum hinter den spiter mitzutheilenden zuriicksteht. 

Es seien 4 und 4’ die geocentrischen Liingen des Gestirnes zu den Beobachtungs- 
zeiten ¢t und ¢’, B und pf’ die geocentrischen Breiten, © und ©’ die Lingen der Sonne 
um dieselbe Zeit, 2 und R’ die beiden zugehdrigen Radienvectoren oder Abstiinde der 
Erde von der Sonne, so lassen sich nach den Fundamentalformeln des Abschnittes I. 
die heliocentrischen Polarcoordinaten des Gestirnes, r,7, 6 in der ersten Beobachtung 
oder zur Zeit t, und 7’, U’, b' in der zweiten Beobachtung oder zur Zeit ¢/, durch die ent- 
sprechenden geocentrischen Coordinaten @, A, B und Q 2’, B' wie folgt ausdriicken: 

r cosb cos! = 0 cos B cosA — R cos © 
r cosb sinl = e cosB sind — R sin® 
r sind =o smB 
r’ cos b' cos’ = 0! cos B' cos 1’ — R' cos ©! 
r’ cosb' sin = o! cos B' sin A’! — R' sin ©! 
r’ sind! = o'sin f’. 

Wegen der Voraussetzung einer Kreisbahn ist r’ = r. Man sieht ferner, dass die 
Kenntniss von einer der Unbekannten in diesen beiden Systemen von Gleichungen, die 
Kenntniss von @ zum Beispiel, sogleich auch die iibrigen, r, b, 1, b’, ’ und 9’ liefern 
wiirde. Denn man findet, wenn man die drei ersten Gleichungen addirt, nachdem man 
auf beiden Seiten in das Quadrat erhoben: 


r2 — 0? — 2RecosB(cosdcos© + sindsin©) + R\ (1) 
= 0? — 2RoecsPcos(A— ©) + R? ey ue ae Y 
und ebenso aus den drei anderen: 
x? o'2 — 2 R' 0’ cos B' (cos 4’ cos ©! + sind sin ©’) + R) Sa Eee 
o'2 — 2 RP’ 0'cos B' cos (A’ — ©') + R”? | 
Die Grésse cos B cos(A— ©) in der Gleichung (1) giebt sich durch eine sehr leichte 
Betrachtung als der Cosinus des Winkels zu erkennen, den an der Erde die Richtung 


ll ll 


nach dem Planeten und die nach der Sonne mit einander bilden. Um dies zu erkennen, 

Fig. 44. braucht man sich nur mit Fig. 44 das Dreieck Sonne, 

p Erde, Planet zur Zeit der Beobachtung zu vergegen- 

ey wiirtigen; bedeutet S die Sonne, 7 die Erde, P den 

es 'Planeten, E einen in der Verlingerung von ST 
22 of gelegenen Punkt, so ist: 


ieee ff " §Pi=— SP + TPi— 287. TP. csPTS 


T oder 


\ 


r? = R24 02+ 2Rocosy . .. (3) 


wenn wir den Winkel PTE, der bei vollstindigen Beobachtungen immer bekannt wird 
und in den Rechnungen dieser Art eine grosse Rolle spielt, mit y bezeichnen. Analo 
haben wir fiir die andere Beobachtung: 


ao 
5 


eee hae OF Un Oey 1. we Ss ww (4) 
Daher ergiebt sich durch Vergleich dieser Gleichungen mit (1) und (2) 
cos ¥ = — cos cos(A —@©) 
cos 7 = — cos B’ cos (A' — ©"). 
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Wir kénnen nun mit Leichtigkeit priifen, ob ein bestimmter Werth von @ der 
Bewegungsbedingung in einer Kreisbahn geniigt, d. h. ob der von den beiden gleichen 
Radienvectoren + des Planeten eingeschlossene Bogen, wie wir ihn aus 


De den uns bekannt werdenden Gréssen 1, b, U’ und 6b’ finden, gleich 


k k 
ah (t' — t) oder a (t' — t) 


Lf wird, wie es die Bewegung in einer Kreisbahn erfordert. Die zur Be- 
rechnung dieses Winkels, der in den praktischen Anwendungen immer 
recht klein sein wird, und daher sich nicht scharf durch den Cosinus 
bestimmen lisst, aus 1, b, I’, b’ geeigneten Formeln ergeben sich mit 
Hiilfe der Fig. 45. 

In dem sphiarischen Dreieck NPP’ ist N der Nordpol der Ekliptik, P der 
heliocentrische Ort des Planeten auf der Sphare in der ersten, P’ der in der zweiten 

Beobachtung, also 


P 


Seite NP . — 90° — p 
rs Nee: — 90° — p! 
Winkel PNP’) . . =? —t2L 


Nach einer bekannten Fundamentalformel hat man: 
cos PP’ = cosNP.cosNP’ + sinNP. sin NP’. cos PNP! 
= sinbsinb' + cosbcosv' cos (' — 1). 
Um die Gleichung fiir kleine Werthe von PP’ brauchbarer zu machen, kann man 
setzen : 
sind sind! = sinb sind’ [cos 1/,(U' — 1)? + sin}/, (1 — 1)?| 
cos b cos b' cos (l' — 1) = cosbcosb' [cos 1/, (Il! — 1)? — sin }/, (l' — 1), 
wodurch zunachst: } 
cos P P' = cos(b' — b) cos 1/,(U' — 1)? — cos(b’ + b) sin ¥/, (Uv — 1)? 
erhalten wird. Subtrahirt man diese Gleichung nun noch von der Gleichung: 
1 = cos}/, ( — 1)? + sin'/,(U — 0) 
so findet man: 
sin '/y PP’? = sin 1/y (b! — b)? cos 1/, (' — 1)? + eos 1/, (b' + b)2 sin 1/,(U — 12 (5) 
und es muss nun nach dem Vorhergehenden, um die Bewegungsgesetze in der Kreis- 
bahn zu befriedigen, 


PP — + ('—) 4g Ag, Aha 


werden. Durch Versuche wird man meistens mit Leichtigkeit den Werth von @ und 
entsprechend die r, b, 1, b’, I’ finden, welche der Bedingung geniigen. Denkt man sich 
diejenigen Werthe von @, welche man auf diese Kigenschaft priift, als Abscissen auf 
einer Axe aufgetragen, die zugehérigen Werthe von PP’, wie sie aus der Gleichung (6) 
sich ergeben, als die Ordinaten, anderentheils aber auch die Werthe von am (' — t) 
als Ordinaten aufgetragen, so entstehen zwei Curven, welche durch ihren Schnittpunkt 
den Werth von @, welcher der zu erfiillenden Bedingung geniigt, angeben. Voraus- 
gesetzt, dass tiberhaupt der Anschluss der Beobachtungen an die Kreisbahn méglich ist 
(was bei einigermaassen grossem Zeitintervall der beiden Beobachtungen keineswegs 
immer der Fall ist), miissen die beiden Curven eine die andere schneiden und es ist 
leicht einzusehen, dass die Abscisse des Schnittpunktes das gesuchte @ ist. Mittelst 
dieser geometrischen Betrachtung und dem darauf gebauten graphischen Verfahren kann 
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man zunachst einen sehr hohen Grad von Anniherung an die Wahrheit erreichen, und 
dann nach der bekannten Regel vom sogenannten falschen Satze (regula falsi), welcher 
annimmt, dass die Fehler einer Hypothese iiber eine zu ermittelnde Unbekannte [im 
gegenwirtigen Falle der Unterschied zwischen dem Ergebniss der Gleichungen (5) 
und (6)]|, sich verhalten, wie die Correectionen, deren die entsprechenden angenommenen 
Werthe der Unbekannten bediirfen, den definitiven Werth von @ interpoliren. Gesetzt, 
es sei fiir eine gewisse Annahme von @: @ = @Q , der Unterschied des Ergebnisses 
von (5) und (6) gleich p, fiir eine andere Annahme von @ dagegen: @ = 0 + 4a, 
sei der Unterschied aus jenen Gleichungen p + 4p, ferner 9, + £ der wahre Werth 
von Q, so hat man die Proportion: 

40 : Ap = gE : Ps 
und 
p4e 


0 = Qo + 3 = Qo + Ap 


wird der wahre Werth von @ sein. Dieser Ausdruck fiir die Verbesserung setzt voraus, 
dass € schon sehr klein sei; um zu sehen, ob diese letztere Bedingung in hinreichendem 
Grade erfiillt war, wird man den verbesserten Werth von @ substituiren, und wenn cr 
noch nicht ganz geniigt, das angegebene Verfahren wiederholen. Ist auf solche Weise @ 
und dann r, b, 1, b', U bestimmt worden, so findet man die Argumente der Breite wu 
und w', welche zu den beiden Beobachtungszeiten gehéren, sowie die Elemente $2 und 7 
aus folgenden im Abschnitte I. entwickelten Formeln: 


smb = sini sinu 
. i) aes! . . . ! 
sin b' = sind sinw 
tg (1 — 83) = cosi tgu 
tg (U — 8) = cosi tgw'. 
Indem man einmal die beiden ersten dieser Gleichungen zu einander addirt, das andere 


Mal yon einander subtrahirt, erhalt man 


sini sin1/, (wl + u) cos */s (uw! —u) = sin3/, (b' + b) cos 1/, (b'—b)| (7) 
sini cos1/,(u' + uw) sin 1/, (uw! —u) = cos 1/5 (b' + b) sin }/, (b'—b)| 
: k ; 
woraus sich, da wu’ — w bekannt und gleich oe (’ — t) ist, sowohl @ als auch w und w' 


ergeben. Die Substitution in die beiden letzten der vier obigen Gleichungen, wobei 
dann wieder zu beriicksichtigen, dass 1 — $8 mit uw, ebenso I! — 8’ mit w in dem- 
selben Quadranten liegen muss, liefert zwei Werthe von $2; letztere miissen offen- 
bar mit einander sehr nahe iibereinstimmen, wenn die Rechnung in allen Theilen fiir 
richtig gelten soll. Zur vollstindigen Controle der Rechnung ist immer sehr rathsam, zu 
priifen, ob die bei der Bahnbestimmung zu Grunde liegenden Beobachtungen durch die 


gefundenen Elemente auch wirklich dargestellt werden. 


Achtzehnte Vorlesung. 
Modification der Formeln der letzten Vorlesung. 


Die eben gegebenen Formeln haben noch eine Unbequemlichkeit, die sich auf 
ziemlich einfache Weise vermeiden lisst; sie erfordern nimlich fiir jeden Versuch, den 
man iiber den Werth von @ anstellt, auch die Berechnung von }, J, b',v. Da nun die 
Kenntniss dieser letzteren Gréssen von keinem weiteren Nutzen ist, so lange man nicht 
den definitiven Werth von @ ermittelt hat, erscheint es zweckmissig, dieselben aus der 
Rechnung fiir die Versuche ganz zu eliminiren. Ziemlich bequem gestalten sich diese 
Formeln, wenn man fiir @ und r eine andere Unbekannte einfiihrt, und zwar in folgen- 
der Weise: Nennen wir in Fig. 44 den Winkel an P, d. bh. am Planeten, in der ersten 
Beobachtung 2, in der zweiten ¢ (wobei nur noch vor der Verwechselung mit der 
heliocentrischen Coordinate z und ¢’ gewarnt werden muss), so wird: 


sin x 
| ome aaa 
sing 
Older ! 
ioe Ki’ sin 
sin z! 
R sin (y—2) 
a Sin & 
,__ Rsin(y’ — 2’) 
= sing! 
Es ist nun r = 7’, also besteht zwischen zg und ¢’ die Gleichung: 
Rsiny — R'siny' 
sing sine’ 
oder: 
sin 2" R sing! 
sine R siny 


! 
und es ist daher 2’ aus g immer leicht zu berechnen. Das Verhiiltniss os wird aus- 
gedriickt durch: 
0 sin z R' sin(y'— 2’) siny sin(y'— 2’) 
@ = sina’ Rsin(y— 2) siny’ sin(y — 2) 


Fiihren wir auf kurze Zeit wieder die rechtwinkligen heliocentrischen Coordinaten 
des Planeten, und zwar mit 2, y, ¢ fitr die erste, mit a’, y', 2’ fiir die zweite Beobachtung 
ein, sind ferner X, Y, Z, X', Y', Z' die zugehérigen Coordinaten der Erde und bedeutet % 
die zu dem heliocentrischen Bogen des Planeten gehérige Sehne, so wird noch: 
wu == (x! — aw)? + (y'— y)2 + (e'— 2)? = vr? 4 o'? — Qa! + yy! + 22’) 

‘= 2r? — 2(@cosBcosd + X) (0! cos B'cosa' + X’) 
— 2(@cosBsind + Y) (0'cos p' sina’ + Y') 
- 2(@ sinB + Z) (0'sinB! + Z’). 

Bei dem Auflésen dieser Parenthesen erkennt man, dass der Factor, mit welehem 

der Ausdruck — 2 0' in dem entwickelten Producte multiplicirt erscheint, niimlich: 


cos B cos B' cos A cos A’ 4- cos B cos B' sin Asin A! + sin B sin Bl 


— $95 — 


nichts Anderes ist, als der Cosinus des zwischen den beiden geocentrischen Oertern, 
auf welche die Richtungen von @ und @! zielen, gelegenen Bogens eines erdssten 
Kreises, d. h. des villig hvkannten Abstandes der beiden geocentrischen Oerter auf der 
Sphire. Ersetzt man auch X, Y, Z, X', Y’, Z’ durch die entsprechenden Polarcoordinaten 
der Erde, so erscheint in dem genannten Product die Grisse — 2R o’ mit einem Factor 
multiplicirt, welchen wir leicht als Cosinus des Bogens zwischen dem zweiten geocentri- 
schen Orte und dem ersten heliocentrischen Erdorte erkennen, analog ist —2 R’o@ mit 
dem Cosinus des Bogens zwischen dem ersten geocentrischen Orte und dem zweiten 
heliocentrischen Erdorte multiplicirt. Endlich ist: 
XX'+ YY'+ ZZ' = RR cos(O'— ©), 
wenn wieder © und ©’ die Liingen der Sonne vorstellen; also ist auch der Ausdruck 
—2RR' des genannten Productes mit dem Cosinus des Winkels multiplicirt, welchen 
die Richtungen von R und R’ mit einander bilden. 
Bezeichnet man nun der Kiirze halber: 


mit (R R’) den Cosinus des Winkels zwischen den Richtungen von R und R' 


! 
” (Rk Q ) ” ” ” ” ” ” ” ” Rh ” Q 
/ / 
” (R Q) ” ” ” ” ” ” ” ” tt ” Q 
( oO F) , 
” S Q ” >] % ” oP] ” ” ” Q ” Q 
so erhalt man, da auch x2 —= 2r2 — 2r?cos(u! — u): 


a rcos(u'—u) = (RR)RR + (Ro')Ro'+ Hoe)Vot(oo)ed’. - - & 
oder: 
(pee n Re. cp \ ke ry 99 
608 (6 —u) = (EB R)——- + (Ro) + (B a) + (ee!) 
Alles auf der rechten Seite dieser Gleichung wird bekannt, wenn man den Winkel ¢ 
kennt oder tiber den Werth desselben eine Hypothese macht; die Werthe von (RP), 
(R 9’), (R' 0), (@ 9’) werden vorher, d. h. vor Anstellung der Versuche tiber z, von denen 
sie unabhingig sind, berechnet, immer unter Anwendung der Grundformel der spharischen 
Trigonometrie, welche aus zwei Seiten und dem eingeschlossenen Winkel den Cosinus 
der dritten Seite liefert. Es wird demnach, wenn wir unter Z und L’ die Lingen der 
Erde oder die Gréssen © + 180°, ©’ + 180° verstehen: 
(RR) = cos(L/ — L) = cos(©' — ©) 
(R 0') = cos f' cos (A’ — L) = — cos B’ cos (A’ — ©) 
(R' 0) = cosBcos(A — L') = — cos Bcos(A — ©') 
(9 0') = sinBsin B' + cos B cos ' cos(A' — A). 

Die Giiltigkeit der Gleichung (4) erstreckt sich auch noch auf den Fall, wo die 
beiden Radienvectoren, welche den Winkel (v/ — w) einschliessen, nicht gleich sind. 
Allgemeiner demnach kann man sie schreiben, wenn wir die abktirzende Bezeichnung 
der Cosinus auch auf cos(u’ — u) ausdehnen, wobei dann cos(u’ — u) = (rr’), 

(rv!) rr’ = (RR) RR + (Ro') Ro’ + (He) Be + (ee) ee’ - - - &) 

Diese dem Gedichtniss sich leicht eimprigende Formel ist auch fiir emige unserer 
spiteren Untersuchungen yon Bedeutung. 

In unserem speciellen Falle soll nun wieder das aus Gleichung (5) oder (4) hervor- 
k(t’ — t) 

yl 
kleiner Winkel, dass seine Bestimmung durch den Cosinus mangelhaft ausfallen wird. 

Tst nun durch Versuche in der in voriger Vorlesung beschriebenen Weise ein Werth 
des Winkels zg, von welchem alle iibrigen Unbekannten auf der rechten Seite der 


sein. Fast immer ist dies in den Anwendungen ein so 


gehende (u! — u) = 
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Gleichung (4) wie 2’, 0, 0’, r abhingen, gefunden, so kann man endlich die helio- 
centrischen Polarcoordinaten J, b, U/, b! berechnen und daraus die Elemente, wie friher 
vorgetragen, bestimmen, 

Es erscheint kaum néthig, hier zu bemerken, dass der Gleichung (4) unmittelbar 
die Gestalt einer Relation zwischen den Winkeln am Planeten z und ¢’ und bekannten 
Gréssen gegeben werden kann, wihrend ¢ und ¢’ noch ausserdem durch die Gleichung: 

Reiny FB smy 
sing  —_ sine’ 


mit einander verbunden sind. Bei der Einfachheit dieser letzteren Relation verhalt sich 
die Bestimmung des richtigen Werthes von ¢ in praktischer Hinsicht fast ebenso, als 
hitte man in der Gleichung (4) nur die eine Unbekannte ¢. 

In doppelter Hinsicht scheint die eben entwickelte Methode, aus zwei vollstandigen 
Beobachtungen die Elemente einer Kreisbahn zu finden, den Vorzug vor derjenigen der 
vorigen Vorlesung geltend machen zu kénnen. LEinestheils braucht man bei den Versuchen 
nicht allzu weit auszuholen, weil eine sogenannte Finalgleichung vorhanden ist; anderen- 
theils lisst sich diese Methode mit grisserer Leichtigkeit als die anderen dem Coor- 
dinatensysteme des Aequators anpassen. Wir werden die meisten Methoden zu Bahn- 
berechnungen so anlegen, dass am Schlusse der Rechnung unmittelbar die zur Berech- 
nung der Ephemeride néthigen Gauss’schen Constanten und fast zugleich mit ihnen 
auch die Elemente, bezogen auf die Ekliptik, erhalten werden. Die verhaltnissmissig 
grosse Einfachheit und Kiirze jener Methoden, welche vorzugsweise durch die jetzige, 
viel vollstindigere Einrichtung der astronomischen Jahrbiicher!) erméglicht wird, lassen 
in den Formeln der Bahnberechnung den Gebrauch der Rectascension und Declination, 
statt der Lingen und Breiten, wegen der vielen, bei einer scharferen Rechnung auf- 
tretenden, lastigen Anforderungen (als da besonders sind die Verwandlung der be- 
obachteten Rectascensionen und Declinationen in Linge und Breite, die weit gréssere 
Complication in der Beriicksichtigung der Parallaxe und der Aberration, anderer wich- 
tiger Umstiinde vorliufig nicht zu gedenken) als das Bequemere erscheinen. 

Aus diesen Griinden erscheint es zweckmissig, unsere Methode fiir Berechnung 
einer Kreisbahn ebenfalls noch fiir das System des Aequators zu geben. Dabei sehen 
wir hier noch vorliufig von allen den kleinen Correctionen ab, welche eine scharfe 
Rechnung erforderlich machen wiirde, obwohl dieselben gerade fiir dieses Coordinaten- 
system alles Lastige und Ermiidende verlieren, d. h. wir vernachlissigen noch Parallaxe 
und Aberration, ebenso die Bewegung des Aequinoctiums von einer Beobachtung bis 
zur anderen, indem wir die Oerter auf das scheinbare Aequinoctium des Tages, an 
welchem sie angestellt sind, bezichen. Wir diirfen das hier um so mehr, als ja doch 
immer die Voraussetzung der Kreishahn in praktischer Hinsicht einen Fehler in 
sich schliesst. 


*) Das verbreitetste astronomische Jahrbuch ist das englische, dessen vollstindiger Titel lautet: 
»The Nautical Almanac and Astronomical Ephemeris for the year... for the Meridian of the Royal 
Observatory at Greenwich. Published by order of the lords commissioners of the admiralty. London: 
printed for Her Majesty’s Stationery Office by Darling & Son, LTD., 1 — 3, Great. St. Thomas 
Apostle K. C. Price two shillings and six pence.“ Kin Appendix dazu enthilt Ephemeriden yon 
kleinen Planeten. Doch ist in letzterer Beziehung das Berliner Jahrbuch vollstandiger. Dasselbe 
erscheint jetzt unter dem Titel: Berliner Astronomisches Jahrbuch mit Angaben fiir die Oppositionen 
der Planeten (1) = (674) fiir 1910. Herausgegeben von dem Rechen- Institute der Kéniglichen 
Sternwarte Zu Berlin. Kerd, Diimmier’s Verlagsbuchhandlung.* Empfehlenswerth ist auéh das in 
Washington erscheinende Jahrbuch: ,,The American Ephemeris and Nautical Almanac“ und die in 
Joy} y per <1 | | ay" rece a1 
Paris von dem Bureau des longitudes herausgegebene »Connaissance des temps ou des mouyements 
célestes 4 Pusage des astronomes et des navigateurs.“ 
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Ks seien also: 
t,t’ die Beobachtungszciten, 
%, % die Rectascensionen, 
0, 0’ die Deeclinationen, 
A, A’ die Rectascensionen der Sonne, 
D, D' die Deelinationen der Sonne, 
R, R' die Radienvectoren der Sonne oder der Erde. 
Die Sonnenérter, sowie R und R’, finden sich in jedem Jahrbuche angegeben. 
Man berechne nun unter Benutzung der Zech’schen Tafeln fiir Summen- und Differenz- 
logarithmen: 


(Roe) = cosy = — sin Dsind — cos Dcos 6 cos (a — A) 
(R’ 9') = cosy’ = — sin D! sind’ — cos D' cos 0' cos (au! — A’) 
(Roe') = — sin Dsind! — cos D cos 0' cos(u — A) 

(Re) == — sin D' sind — cos D' cos 0 cos (a — A’) 


(RR) = sin DsinD' + cos Dcos D' cos(A' — A) 
(9 Q') = sind sind’ + cosd cos 0! cos(%! — a). 
Es ist dann ferner, wenn der yom Planeten aus gesehene Winkelabstand zwischen 
Erde und Sonne in der ersten Beobachtung mit z, in der zweiten mit 2’ bezeichnet wird, 


Rsiny  R'siny' 


sing sine! 
__ Rsin (y — 2) 
ee sin 2 
eS R' sin (4! — 2’) 
sin 2! 


und es muss nun durch Versuche derjenige Werth des Winkels z bestimmt werden, 
welcher den aus der Gleichune: 


5 a, : , aay 
COs (w' = u) — (RR) ei added r (Ro’) sing sin (% z’) 


SIN Y SiINY, 


sin y sin y' 


,_, sina’ sin(y — 2) » sin(y — 2) sin(y’ — 2’) 
R 

saan ith, sin y siny' + (ee) sin y sin y' 

oder: ; 
cos(u’ — u) sing sing! = (RR) sing sine’ + (Ro')sing sin(y’ — 2’) 

+ (Kho) sing’ sin(y — z) + (@0') sin(y — 2) sin(y'— 2’) 

3 k iit =r . . 
von wu — uw mit dem von ee iibereinstimmend macht. 


Neunzehnte Vorlesung. 


Directe Berechnung der Gauss’schen Constanten aus den 
heliocentrischen Coordinaten fiir den Aequator. 


Wir wollen nun gleich hier fiir alle zukiinftigen Falle die Vorschrift entwickeln, 
nach welcher man aus sechs heliocentrischen Coordinaten fiir den Aequator, welches 
auch die Gestalt der Bahn sei, die Gauss’schen Constanten fiir den Aequator findet. 
Nach der zehnten Vorlesung hat man: 


ar sin(A + 2 fv) Sa Sar sins Pw 
ar'sn(A + a—Q4+v)=a¢ =—ar'sn(s + Vv’) 
br sin(B bf OQ 8) = orien) Alaa 
br! sin(B + x — 2 4+ v') = x = br sin(@B’ + v') 
er sm(C + a — & +v) =e =crem(C + v) 
cr’ sin(C 7 Sy) a= 2 ealeriemieae pa) 


worin v und v! die wahren Anomalien in beiden Beobachtungen bedeuten und A’ fiir 
die Constante A + 2 — &, B’ fir B 4+ 2 — 8, C’ fir C + a — & gesetzt ist. 
Verbindet man von diesen Gleichungen die erste mit der zweiten, die dritte mit der 
vierten, die fiinfte mit der sechsten, einmal durch Addition, das andere Mal durch Sub- 
traction, so erhalt man folgende zur Bestimmung von a, A’, b, B’, ¢, C’ aus den Coor- 
dinaten geeignete Formeln: 


asin[A' + 1/,(v' + v)| = Is = + 7) sec 3/,(v' — v) 
acos[A’ + 1/,(v' + v)| = }/ (5 — =) cosec }/y (vw! — v) 
bsin B+ You’ + vy] = te (4 + 4) se lo! — v) 
(2) 
boos [Bi + Yi(v + v)] = tp (4 — 4) cosee fs (v' — ») 
i zg! zg : 
esin[C’ + Y/,(u' + v)] = Vo (5 7 a) sec 1/,(v' — v) 


coos LO! + va(v" + v)] = (5 — *) cose (vo! — v) 


In allen Fallen der Anwendung ist v und v’ bekannt; hier, d. h. bei der Kreisbahn, ist 
die Grésse v' — v gleich wv’ — uw, und offenbar die Lage des Perihels willkiilich zu 
wihlen; daher ist es erlaubt, das Perihel in die Mitte der beiden dargestellten Beobachtungen 
fallen zu lassen. Es wird hierdurch v' = — v, oder 1/.(v + v’) = 0. Auf diese 
Weise kommt man sehr schnell zu allen fiir die Berechnung einer Ephemeride néthigen 
Gréssen, und ohne dass man auf die auf die Ekliptik bezogenen Elemente zuriick- 
zugehen hatte. 

Um aber auch $3 und i zu finden, geniigt eine leichte Betrachtung. Nach dem 
ofter angewandten Satze von der Transformation der Coordinaten driickt sich die auf 
die Kkliptik bezogene g-Coordinate durch die y und ¢ fiir den Aequator in der Form: 

— ysiné + 2C08E 
oder: 
er cos ésin(C’ + v) — brsinesin(B’ + v) 
aus, worin € die Schiefe der Ekliptik vorstellt. Um den Abstand des vom Perihel 
zu finden, kommt es also nur darauf an, denjenigen Werth yon v zu bestimmen, 
welcher die Grisse: 
ccosésin(C’ + v) — bsinesin(B’ + v) 


wu Null macht; dieser Werth, mit entgegengesetztem Zeichen genommen, ist immer 
gleich a — %. (Der aufsteigende Knoten ist vom niedersteigenden leicht dadurch zu 
unterscheiden, dass bei dem ersteren die g-Coordinate beziiglich der Ekliptik bei 
wachsendem v positiv wird, bei letzterem negativ.) 

Man hat hiernach: 
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sin[B’ + (2 — x)| € cos & 


Bae ih = all bans 


sin[B' + (& — x)] + sin[C’ + (2 —-m)] _ ccose + bine 
sin[ B’ + (53 — x)] — sin[C’ + (Q —x)]  ccose + dsine 


oder endlich 2 = tgq gesetzt, 


oder: 


tg {1/. (B' C') — (x — 8 Pd Hava 1/,(B’ — C!' 
9{*/,(B' + C') ( )} cos (€ + 4) tg '/o(B Cl), trig 5 4B) 
Bei unserer speciellen Lage des Perihels, wie wir es zur Vereinfachung der 
Formeln bei der Kreisbahn annehmen durften, ist offenbar die Griésse 7 —  identisch 


mit dem Abstande des Planeten vom aufsteigenden Knoten fiir die in die Mitte der 
beiden Beobachtungen fallende Zeit des Perihels. 

Man hat nun ferner allgemein aus den Formeln der zehnten Vorlesung zur Be- 
rechnung der Gauss’schen Constanten 


cos $4 = asin A = asin[A'’ — (x — &)] 
— sin 8 cosi = acosA = acos[A' — (x — 351] 
sin 84 cosé = bsinB = bsin[B’ — (x — Q)]f{° °° °° (4) 
sin 2 sine = csinC = csin[C' — (a — ol 
woraus sich, unter Benutzung zweier dieser Gleichungen zur Controle, & und i mit 
Leichtigkeit ergeben. 


ZAwanzigste Vorlesung. 
Rechnungsbeispiel ftir Harmonia. 


Es sollen nun die vorhergehenden Vorschriften dazu angewendet werden, eine Kreis- 
bahn aus den folgenden geocentrischen Oertern der Harmonia: 


Mittl. Berl. Zeit 
1864 Sept. GbOse os 2 29° 8% 85 d == + 0°48’ 4”, 
” COD oe yo i ee 19° BO’ 27 Ab oo = 0 1/29" 6, 


welche auf den Aequator bezogen sind, zu berechnen. Schlagen wir in den Jahrbiichern 
noch die Rectascensionen der Sonne fiir dieselben Zeiten, A und A’, deren Declinationen 
D und PD’ und die logR und logR’ auf, so erhalten wir: 


A = 179°14'39",9, D — + 0°19/39",0, logR == 0,0013202, 
Al = 186°27'21",75, D! — — 2947'35",4, log R' = 0,0003442. 


Die Formeln der achtzehnten Vorlesung geben dann folgende Rechnung !): 


1) Ks ist in den Rechnungsbeispielen einfach sin D fiir log sin D, cos D fiir log cos D u. 8. w. 
geschrieben. Die Rechnung ist zu einem Theile mit siebenstelligen Logarithmen durchgefiihrt worden, 
um wenigstens fiir diesen Zweck den Cosinussen kleiner Bogen dennoch hinreichende Genauigkeit fir 
die Bestimmung des Bogens zu geben. Kine Umformung der Grundgleichung wiirde mehr Un- 
bequemlichkeiten verursachen, als es der zeitweilige Gebrauch solcher Tafeln thut. 
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sin D 
sin D' 


sin D 
sin 0! 


sin D! 
sin 0 


sin D! 
sin 0’ 


ll Il 


6.444888 5, 


5,9026724 


4,394.9692 


7,757 0863 
8,6878022,, 


7,757 0863 
8,145 586 1 


7,757 0863 
6,6378829 


8,687 8022, 
8,145 586 1 


6,833 3883, 


8,6878022,, 
6,637 8829 


~ 6,825 685 1, 


234 


x 


cos D = 99999929 
cos D' = 9,9994838 
cos (A' — A) = 9,9965507 
9,9960274 
6,444888 5p 
Differenz . . . 3,5511389 
LOOM ae ene 0,0001221 
log (RR!) = 9,995 9053 
cos D = 9,9999929 
cos 0 = 9,9999576 
cos (A — «) = 9,9664222, 
9,9663727» 
5,9026724 
Difterces @eeeoes 00.” 
Lechner ce kats 0,000 0375 
log (Ro) = 9,966 3352 
4 — 22°16'9",9 
cos D == 9,9999929 
cos 0' = 0,0000000 
cos (A — a’) = 9,9713133, 
9,9713062, 
4,3949692 
Differenz . . ; 5,576 337 0 
Leia 0,0000012 
log (Ro') = 9,9713050 
cos D’ = 9,9994838 
cos 0 == 9,9999576 
cos(A’ — 0) — 9,9848833, 
9,9843247,. 
6,833 388 3, 
Differenz . . . 3,1509364 
LEC yi oe 0,000 306 6 
log (RQ) = 9,9846313 
cos D' = 9,9994838 
cos 0' —= 0,0000000 
cos (A’ — a’) = 9,9880401,, 
9,987 5239,, 
5,325 6851, 
Differenz . . . 46618388 — 
BORD 606th 0,000 0095 
log (R’ 9’) = 9,9875334 


13039'46"] 


2 


sin 0’ — 6,6378829 cos 6' = 0,0000000 
sin 0 == 81455861 cos 0 == 9,9999576 
4,783 4690 cos (a — a) = 9,9998210 


9,999 7786 
4,783 4690 


Differenz . . . 5,2163096 
VAC tiene 0,000 0026 
log (e @') = 9,9997812 


Wir erhalten also: 


RR / 
log - LAD , = 1,0440158 ~— log wt) a = 1,0194155 
Sin X sin x sin ¥ sin ¥, 
R' ! 
log oh Os. — 1,0827418 tog 2°) — 10478917, 
sin x sin y sin x sin ¥ 
und fiir die Fundamentalgleichung (4) der achtzehnten Vorlesung die Form: 
k(t! — 
cos(v' — v) = cos wll taste = (1,0440158) sing sine’ 


rie 


+ (1,0194155) sin zg sin (y’ — 2!) + (1,0327418) sin(y — 2) sine’ 
+ (1,0478917) sin(y — 2) sin(y’ — 2), 
wobei die eingeschlossenen Zahlen schon die Logarithmen der Zablenfactoren vorstellen. 
Eine Probe mit dem Werthe r = 2,3 (als einem der kleinsten, der bei einem 
Asteroid zwischen Jupiter und Mars nach der Erfahrung zu erwarten steht und demnach 
also einer Art von Grenze fiir die Versuche entsprechend) fiihrt auf die folgenden Zahlen: 


log R sin y = 9,5799162 log RI sin y! = 9,38736377 
log 2,3 —= 0,3617278 log 2,3 = 0,3617278 
sing = 9,2181884 sing’ = 9,0119099 

2 == 9°30! 46”.06 gr 8 53" D740 
1,0440158 1,0194155 
log sing —= 9,2181884 log sing = 9,2181884 
log sin z' = 9,0119099 — log sin (y’ — 2’) = 9,1306071 
9,2741141 9,368 2110 

numerus = 0,187981 08 0,233 459 20 
1,0327418 1,0478917 


log sin(y — 2) = 9,3440191 log sin(y —- 2) = 9,3440191 
log sin z' = 9,0119099 log sin (y' — 2’) = 9,1306071 
9,388 6708 9,5225179 
numerus —= 0,24472074 0,333 056 49 
cos(v' — v) = cos(w’ — u) = 0,18798108 + 0,23345920 + 0,24472074 
+ 0,33305649 = 0,99921751; v’ — v = 2916/1",1. 


eh pee 
Es ist aber see, fiir diese Hypothese gleich 2°15'37",76, also der Fehler der- 


selben gleich 2916/1”,1 — 2°15'37",76 = 23”,34. Macht man den zweiten Versuch mit 
einem um fiinf Einheiten der dritten Stelle vergrésserten Werthe von logr oder, was 
dasselbe ist, mit um ebensoviel verminderten Werthen von logsing und log sing’, so 
erhalt man durch eine Rechnung von derselben Art wv! — u = v' — v = 2913/1857; 
k(t — ; we are: 
a) = 2013'18",43, als Fehler der Hypothese + 0,27. Die fiinf Kinheiten der 
rie 


30* 


sn ARG 


dritten Stelle des Logarithmus haben demnach den Fehler der Hypothese um — 23,07 
geiindert, eine solche Einheit wird also darauf einen Einfluss von — 4”,61 haben. Man 
wird daraus ohne Miihe schliessen, dass logr = 0,366757 sehr nahe der richtige Werth 
sein wird, welchen wir, ohne unseren Zweck zu verfehlen, als definitiven annehmen 
kénnen. Es entsprechen demselben fiir @ und 0! : loge = 0,135864, log 9’ = 0,127842. 
Die bekannten Vorschriften geben dann: 
== 2,275101 yy = 0487526 2 = 0,01538) 
wo’ == 2,255862 y' = 0,567980 2’ = 0,049352 
Wie schon bemerkt wurde, kann man die Formeln (2) der neunzehnten Vorlesung 
bei der Kreisbahn so zur Anwendung bringen, dass man das ganz willkiirliche Perihel 
in die Mitte der beiden Beobachtungen verlegt, wobei dann das gleich nachher zu 
findende x — 8% mit dem Argumente der Breite fiir jene Epoche identisch wird. 
Ausserdem ist noch, weil 7’ = r ist, ar, br, cr constant, daher man bei der Kreisbahn 
einfacher: 
2arsin A’ = (2 + x) sec1/,(v' — v) 
2arcos A! = (a — x) cosec}/,(v' — v) 
Unf: We 
schreiben kann. Da fiir den definitiven Werth von zg oder von r: 
U 
te — 2013/17,62 
ist, also 1/,(v’ — v) = 1°6'38",81, so findet man durch leichte Rechnung: 
logar == .0,365414.° A’ == "1029217 868 
log br = 0,330654 ~~ B! 14 16 18,81 
log er = 9,967648 C' = . 1 56 13,330 
mit welchen Gréssen wir sofort eine Ephemeride berechnen kénnten. Denn bezeichnen 
wir fiir irgend eine Zeit den vom Planeten seit jener Epoche des Perihels zuriick- 


| 


gelegten Bogen oder das Product von 7h mit der Zeit durch w, so werden die helio- 


centrischen Coordinaten des Planeten allgemein durch: 

x = arsin(A’ + w) 

y = br sin(B’ + w) 

ze =crsin(C’ + w) 
gegeben sein. Mit diesen brauchte man nur auf bekannte Art die Sonnencoordinaten 
aus den Jahrbiichern zu verbinden, um den zugehérigen geocentrischen Ort zu finden. 

Hs bediirfte za dem Berechnen der Ephemeride, wie in den &hnlichen Fallen, 

welche der Leser spater kennen lernen wird, noch nicht einmal der Ermittelung des 
Argumentes der Breite, indem A’ schon gleich A + a2 — 8, B' = B+ a — Q, 
C= 0+ 2 — &. Da es aber ein Interesse hat, auch die auf die Ekliptik bezogenen 
Elemente zu finden, so machen wir noch von den Formeln (3) und (4) der neunzehnten 
Vorlesung Gebrauch. Wird die Schiefe der Ekliptik oder € gleich 23°27'14",8, aus 
den Jahrbtichern fiir 1864 entnommen, so ist 


l br 
t9q = - — ~ = tg 66° 33! 46,8, 
also: 
£— g = — 4806 82"0 
e+q—= 9001 1”6, 
und wir erhalten: 


it (BEC) — (eR) = 9088 OO TT 
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oder: 


a — §3 = Arg. der Breite = 27795919", 88, 
zum Sept. 25,5 gehdrig, hieraus: 
A= A’ — (x — &) = 184° 21’ 48,80 
& = 94920' 584 
So, 4°31°0"0, 


Diese Genauigkeit geniigt, um zu beurtheilen, ob die Kleinheit yon i vielleicht 
nothigt, bei der Berechnung einer elliptischen Bahn die Bestimmung aus drei voll- 
stindigen Beobachtungen, welches die bequemere ist, zu verlassen. 


EHinundzwanzigste Vorlesung. 


Die Gauss’sche Methode zur Berechnung einer Kreisbahn’). 


; Das Verfahren von Gauss, an zwei vollstindige Beobachtungen eines Planeten 
cine Kreisbahn anzuschliessen, gewiahrt fiir die Ekliptik eine sehr bequeme Rechnung. 
Wir beginnen damit, uns die Lage der Bahnebene gegen die Ekliptik, sowie die 
Bedingungen der Aufgabe, noch auf cine andere Art in Fig. 46 zu versinnlichen. 
Es sei EC der die Ekliptik vorstellende grésste Kreis der Himmelskugel, 7’ und 
T’ seien die Oerter der Erde auf derselben, d. b. diejenigen Punkte der Sphire, auf 
welche die Radienvectoren der Erde in den beiden Beobachtungen gerichtet sind. Durch 
jede yollstandige Beobachtung wird die Ktichtung oder eine Gerade, auf welcher der 


Fig. 46. 


ih. 


Planet sich zur Zeit der Beobachtung befinden muss, vollig bekannt, demnach auch die 
Lage der Ebene, welche durch diese Gerade und den Radius vector der Erde in der- 
selben Beobachtung gelegt werden kann. Diese Ebenen fiir die erste und die zweite 
Beobachtung werden in der Figur durch die gréssten Kreise 7D und T'D, welche sich 
in D schneiden, vorgestellt. Es sei $4. PP'O die Bahnebene des Planeten, in der $3 der 
aufsteigende Knoten, in der Ekliptik, P und P' die heliocentrischen Oerter des Planeten 
in beiden Beobachtungen scien. Die geocentrischen Oecrter in der Fig. 46 mit JJ und II’ 
bezeichnet, fallen offenbar ebenfalls in die gréssten Kreise 7’) und T’ D. Man kann 
ferner noch leicht bemerken, dass der Bogen TP nichts Anderes ist, als der Winkel, 


1) Der Verfasser verdankt diese Methode den mindlichen Mittheilungen von Gauss, bei 
Gelegenheit eines Auftrages zur Untersuchung der Bahn der Kunomia. 
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welchen der Radius vector des Planeten mit dem Radius vector der Erde in der ersten 
Beobachtung bildet, 7’ P’ dasselbe fiir die zweite Beobachtung. Diese beiden Bogen 
sind nicht von vornherein gegeben, dagegen die Bogen 7/1 und 7'II’, d. h. die Winkel, 
welchen an der Erde die Beobachtungsrichtungen mit den Verlingerungen der Radien- 
vectoren der Erde in beiden Beobachtungen bilden; diese beiden Winkel sind demnach 
identisch mit den Bogen, welche wir in den vorhergehenden Beobachtungen mit ¥ und x 
bezeichneten und auch hier wieder der Ktirze wegen so bezeichnen wollen. Stellen 
auch jetzt wieder z und g’ die Winkel am Planeten im Dreieck: Sonne, Erde, Planet fiir 
die Beobachtungszeiten ¢ und ?¢’ vor, so ist nach dem Vorhergehenden: 

ETE! Ss fe 

T! pl — y zg! 

Dl ey 

DT ey 

Der Kiirze halber bezeichnen wir auch noch die sphirischen Winkel 7D 7" mit 

é, DTC mit y, DT'C mit y’. Legen wir noch durch II und II' die Bogen IA und 
IT' A’ senkrecht zur Ekliptik, so ist, wenn: 


i, 4’ die geocentrischen Liangen des Planeten, 
p, pos Breiten ,, 
LT, L' ,, Lingen der Erde bedeuten, 
| a eB, 
ge Nig amy Os 


PP] 


il A == B 
(RAE — Be 
also nach den Formeln rechtwinkliger spharischer Dreiecke: 
tg B 
BE Gino B) ) 
Gap sin B (2) 


Die friiher aufgestellte Formel fiir x: 
cosy = cos Bcos(A — L) 
kann zur Controle der Rechnung dienen. Fiir einen eben entdeckten, noch in der Nihe 
seiner Opposition befindlichen Planeten pflegt der Winkel y nicht gross zu sein, weshalb 
seine Bestimmung durch (1) und (2) der anderen vorzuziehen ist. 
Bei der zweiten Beobachtung hat man analog: 


tg B 
toy =—= sin (al — L) . . . . ‘ . . ‘ ° . (3) 
is / 
sma = ee, (4) 
siny 
Nach der Berechnung von y und y’ kann man sofort zur Auflisung des Dreiecks 
TDT", d. h. zur Bestimmung der beiden Seiten 7D, T'D wd des Winkels TDT’ 
oder é€, aus den Winkeln y, (180° — y’) und der dazwischen liegenden Seite 77’ oder 
L' — L schreiten. Die Gauss’schen Dreiecksformeln liefern hier die Gleichungen : 


sin 1/,é.sin/o(TD + T/D) = sin/,(Li — L)sinYa(y' + y). . . (5) 
sin Y/yé.c0s '/,(2D + I'D) = cos/,(Li — L)sin'/e(y' — y). . . (6) 
cos '/y €. sin '/,(2D — I'D) = sin1/,(L' — L)cosYo(y' + y). . . (7) 
608 1/,&.cos "/4(TD — I'D) = cos\/,(L' — L)cos'Yo(y’ — y). . . (8) 
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Hat man diese Vorbereitungsrechnungen beendigt, so erhilt man fiir jede ILypo- 
these iiber den Werth von r oder den Abstand des Planeten von der Sonne sofort die 
Bogen DP und DP’, aus denen man dann in Verbindung mit dem von ihnen ein- 
geschlossenen Winkel ¢ die Seite PP’ des Dreiecks PDP’, d. h. den heliocentrischen 


. Lip ee 
Bogen PP’, welcher, wenn die Hypothese’ richtig ist, gleich Bee sein soll, 
pte 
bestimmen kann. Denn ein Blick auf die Fig. 46 zeigt, dass: 
i OT ee eS DT ee) ee QB) 
DR Sap? PT = pT —Y— rr). 6... 010) 
wihrend nach dem Friiheren: 
: R sin 
die == Se 
: 
, R' sin x! 
sing! —= Sd 


i - 
wobei wieder R und RF’ die Radien vectoren der Erde vorstellen. 
Setzen wir der Kiirze halber: 
Wiikel DP O = %, 
a 7A ol Wa 


so haben wir wieder nach den Gauss’schen trigonometrischen Formeln: 


sin 1/5 PP’ sin3/,(n' + 7) = sin'/,esin1/,.(DP + DP’). . ... (Al) 
cos 1/, PP' sin 1/.(y4' — 7) = sin}/,ecos'/,(DP + DP’). . .. . (12) 
sin 1/, PP! cos'/.(y' + 4) = cos'/,esin'/,(DP — DP’). . . . . (13) 
cos 1/, PP’ cos 4 (y' — ) = cos 1/,écost/,(DP — DP’). .. «= « (14) 


‘und 9 sich ergeben. Die beiden letzteren Gréssen 4 und 7’ gewinnen 


aus denen PP’, 7 
erst Interesse, wenn man den definitiven Werth von » gefunden hat, weshalb es vor- 
theilhaft ist, dieselben aus den Versuchen zu eliminiren. Man addire zu dem Zwecke 
die Gleichungen (11) und (13), nachdem man auf beiden Seiten in das Quadrat erhoben 
hat, wodurch sich ergiebt: 

sin 1/, PP’? = sin1/, &?sin1/.(DP + DP’)? + cos), &sin1/,(DP — DP')?. . (15) 
(wihrend kaum néthig scheint, zu bemerken, dass sich der Exponent 2 nicht auf die 
in Klammern stehenden Bogen, sondern auf das Quadriren des Sinus bezieht). 

Hat man die definitive Lésung gefunden, so rechnet man nach den Formeln (9) 
bis (12), so dass auch y und 9’ bekannt werden. Wieder ein Blick auf Fig. 46 zeigt 
uns, wie die drei Elemente £2, 7 und der Abstand vom Knoten bei der ersten Be- 
obachtung oder das Argument der Breite w durch Auflisung des Dreiecks PS37T zu 
finden sind. Jn diesem ist offenbar: 

Winkel P27 — i = Neigung der Bahnebene zur Ekliptik, 
BP == a 
QT = (L— $2), 
und da auch Winkel $3 PT — 4, 
PTSL = 180° — y, 
ps ie —— i 2, 
so ist nach den Dreiecksformeln : 


sin nisin Wy[u + (LL — 8)] = sin'/y(y — z)sin'(y + 9). . . (16) 
sin 1/,icos4/o[u + (L — )] = cost/,(y — 2)sinYo(y — my). . . (17) 
C08 1/4 sin Y/y[u — (L — )] = sin%/a(y — e)cost/o(y + 1) - + + (18) 


C08 1/4cos Yy[u — (L — 8&)] = cos lfa(y — 2) cos '/a(y — my) - + - (19) 


Zur Controle der Rechnung dient die Uebereinstimmung des 7 oder der Neigung, 
wie sie aus (14) und (15) und aus sin}/,i folgt, mit der aus (16) und (17) und 
aus cos 1/, 1. 

Zu weiterer Sicherung der Richtigkeit kann man noch das Dreieck $3 P’ 7" zur 
Bestimmung der Elemente verwenden. 

Man hat danach auch: 


sin Ygisin V/y[ul + (L' — 2)] = sin'/y (7! — e)sin Ya (y' + 0!) - - (9) 
sin ¥/y icos Y/y [ul + (L' — $8)] = cosy (4! — 2')sin3fo(y'— 7’) . . (21) 
cos Wy isin Yy[ul — (Li — 8)] = sin4/,(y' — 2')cost/,(y’ + ny’) . - (22) 
C08 Yy i cos fy [ul — (L' — 8)] = cos3/y(y' — 2')c0s1/y(y' — n!) . . (23) 


Das Argument der Breite in der zweiten Beobachtung, w, muss noch der Be- 


k i — + 2 : : : 
dingung geniigen, dass wu’ — uw = PP! = Atom) wird, wie es immer der Fall sein 
§ Ye 


wird, wenn die Rechnung vorher in allen Theilen scharf gefiihrt worden ist. 


Zweiundzwanzigste Vorlesung. 


Rechnungsbeispiel fiir die Gauss’sche Methode zur Bestimmung 
einer Kreisbahn. 


Auf die in der zwanzigsten Vorlesung gegebenen Oerter der Harmonia wollen wir 
jetzt die Gauss’schen Vorschriften aus der vorigen Vorlesung zur Anwendung bringen, 
nachdem wir sie, wie in der neunten Vorlesung gelehrt wurde, in Liinge und Breite 
verwandelt haben. Der Werth von ¢ oder der Schiefe der Ekliptik findet sich in den 
astronomischen Jahrbiichern fiir die Beobachtungszeiten zu 23°27'14'.8 angegeben. Dic 
Verwandlung des ersten geocentrischen Ortes in Linge und Breite gestaltet sich dann 
wie folet: 


% == 21020 8"8 d = + 0°48'4",2 
log sina —= 9,563 802 log sin(M + &) = 9,969367 
log cos0 = 9,999958 log m = 9,564076 
logmsin M = 9,563 760 log Rat == 0.005872 
” cos B 


log sind = logmcos M — 8.145586 log sin A = 95a o1o 


logtg M = 1,418174 A == - 2099! 26/5 
M = 87° 48' 48".9 Controle der Verwandlung 
log sin M —= 9,999684 log cos &% = 9,968720 
logm == 9,)64076 log cos 0 ==> .9,999958 
& == 29927' 148 log cos 0 cos &% = 9,968 678 | 
logeos(M + ¢€) = 9,559578, log cos & == O07 2050) 
log sin B = 9,123654.,, log cos B ==9996128 
B =—7°38! 29" log cos Bcosk = —= 9,968678 
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Durch dieselbe Verwandlung erhalt man fiir die zweite Beobachtung: 
A me 18°19! 29",7 


osx — 744! 26" 1. 
Ferner wird: 


1864, Sept. 21,5: LZ == 359°10'37",1 logR = 0,001320 


Sept. 29,5: LZ’ = 7° 1'55",8 log R’ = 0,000844 
und nach Formel (1) und (2) der einundzwanzigsten Vorlesung: 
logigB .... 9,127527,, log sin B —= 9,123665, 
logsin(A — L).... 9,553942 logsiny == 9,545 069,, 
logtgy «... 9,573585, log siny == 9,578596 
== — 20°82) 12",2 Tess 22° 16°10" 0 


log cos B = 9,996128 

log cos (A — L) — 9,970208 
9,966 336 

log cosy == 9,966 335. 


Durch eine Rechnung dieser Art fiir den zweiten geocentrischen Ort wird nach 
Formel (3) und (4): 


y’ = — 34° 45'56",9 Y= ie oo a0, 
und da: 
V/,(L' — L) = 3955! 39",35 
Vo(y + y) = — 279389! 41.55 
Wy(y' — vy) = — 7° 6'52",35, 


so wird die weitere Rechnung fiir ¢, 7D und Z’D nach der Formel (5) bis (8) die 
folgende: 

sin 3/,(L' — L) = 8,835664 sin 1/,(L’ — L)sin1/.(y' + y) = 8,502265, 

cos 1/,(L' — L) = 9,998979 — cos 1/.(L' — L) sin 1/.(y' — y) = 9,091887,, 

sin}/,(y' + y) = 9,666601, sin 1/.(L' — L)cos1/)(y' + y) = 8,782994 

cos 1/.(y’ + vy) = 9,947330  —cos1/,(L' — L) cos 1/9 (y' — y) = 9,995622 

sin /,(y' — 7) = 9,092908, tg 1/,(DT + DT’) = 9,410378 

cos ¥/(p' — y) = 9,996643 1/,(DT + DT") = 194925! 38",07 

sin 1/,é¢ = 9,105803. 


In Betreff des Quadranten, in welchem 1/,(DZ + DZ") und ¥/,(DT — DT") zu 
nehmen sind, kann man sich an die Regel halten, dass 1/,€ im ersten Quadranten liegen 
soll, also sim1/,@ und cos1/,é positiv werden miissen. 


Es wird ferner: 
tg}1/,(DT — DT’) = 8,787372 
1/.(DT — DT") = 3°30! 25",65 
cos 1/,€ = 9,996 436. 
Eine Controle der Auflésung des Dreiecks besteht darin, dass sin'/) € und cos 1/, & 
einander entsprechend gefunden werden; dies ist hier der Fall. Man erhilt 
Vee 7°19! 487.41 
DP == 197 06 3,12 
DT' = 190 55 12,42. 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 3] 
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Hiermit sind die Vorbereitungsrechnungen erledigt. Macht man nun einen Ver- 
such mit der Hypothese: 


aes 
so ergiebt sich fiir z und ¢’ die Rechnung: 
log R = 0,001 320 log R' = 0,000344 
sin y — 9,578596 siny! = 9,373285 
log — — 9,638272 log — — 9638272 
tae 9218186 sine’ — 9,011901 
z == 9°30'46",0 2, == 6°93 DI0 
y — 2 = 12945'24",0 yi — ef = 7945'48"1 
und nach (9) und (10) DP = DP = DT'—(y'— #2) 
DT—(y—2) = 185°10'39",7 == 183°9' 24.3. 


Da es wahrscheinlich, dass die Hypothese nicht gleich geniigen wird, also die 
Gréssen 7 und y/ in den Gleichungen (11) bis (14) vorliufig ohne Bedeutung sind, 
kommt zunichst Formel (15) zur Anwendung: 

sin 1/) € = 9,105 803 cos */, € = 9,996 436 

sin 1/) (DP + DP') = 8,861 341, sin 1/,(DP— DE") = 8,246379 

7,967144, 8,242815 
< 2 = 5,934288 < 2 = 6,485 630 
5,934 288 


Differenz . . 0,551342 
Zech ... . 0,107539 
6,593 169 
x< 1/, —— sin WY, a 8,296584 
1/, PP! = 10 813".55 
Pp! = 2°16'7"10. 
logk(t' — t) ist, wie in der zwanzigsten Vorlesung, gleich 4,453096, also log k(t! —t) 
—4/,logr = 4453096 — 0,542592 — 3,910504, 


es 
> 3 = SISTe 14. == oly sr 74, 


und demnach: 


k(t!—t) 


rite 


PP’ | 2936. 


Fiihrt man die Rechnung fiir eine Hypothese, worin logr um fiinf Einheiten der 
dritten Stelle grésser als in der vorigen, d. h. gleich 0,366728 angenommen wird, so 
erhalt man: 

k(t —t 
Pp’ —- ( 3 ) = — 2"31. 
ra 

Die Aenderung yon fiinf Einheiten in der dritten Stelle des Logarithmus von r 
hat demnach eine Aenderung von 31,67 in jener Differenz bewirkt, eine solche Einheit 
bringt also eine Aenderung von 6”,83 hervor. Um den Fehler yon — 2",31 zu beseitigen, 
wird man den entsprechenden Werth von logr um 0,000277 verkleinern, also 

logr = 0,366363 r = 2,324679 1) 
*) In der zwanzigsten Vorlesung wurde log7 = 0,366757 gefunden; der Unterschied gegen den 


obigen Werth rithrt daher, dass 0’ — v in der 20. Vorlesung durch den Cosinus nur auf einige 
Secunden genau berechnet werden konnte. 
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setzen miissen, welches Letztere wir ohne Bedenken als definitive Lésung behandeln 
kénnen. Es werden daher die definitiven Werthe von z und 2’: 
a == 9°24'39".13 
# = 5°60 10”,78. 
Dadurch wird: 
DP = 186% 4/3285 
D P'= 183° 5/ 38”,10 
\/,(DP + DP) = 184° 5! 547 
V/4(DP— DP’) =  059' 27",37, 
auf welche Zahlen nun die Formeln (11) bis (14) in folgender Rechnung zur Anwen- 
dung kommen: 
sin1/,(DP + DP’) = 8852686, — sin 1/. PP’ sin 1/y(y' + 4) = 7,958489, 
cos 1/,(DP + DP’) = 9,998895, — sin '/, PP’ cos1/,(y' + 1) = 82343837 
sin 1/,(D P — DP’) = 8,237901 cos 1/, PP’ sin 1/, (y’ — yn) = 9,104698,, 
cos 1/,(D P — D-P') = 9,999935 cos 1/y PP’ cos 1/) (y' — yn) = 9,996371 


sin 1/, & = 9.105603 
COs V5 & = 9,996 436 


Es ergiebt sich (ohne Zweideutigkeit, weil sin!/, PP’ und cos'/, PP! positiv wer- 
den muss): 


VWo(y! + 9) = — 27955! 0,59 
1/4 (y' — n) = — 7°18’ 46,00 
n = —— 20936! 14.59 
m' == — 35°13! 46.59 
1), PP = 1° 6/44",24 
CE = 29 13/ 28".48 

/ 
: =) = 20 13/ 28,50, 


ferner wird die Rechnung der Gleichungen (16) bis (19) der vorigen Vorlesung in 
folgender Weise erledigt: 


o(y + 9) = — 20° 84! 13",39 

ae aap ae Oe LD 

(4 — 2) —= 6° 25! 45,43 
sin '/,(y + ny) = 9,545750,, sin isin '/,[u + (L — §)] = 8584879, 
cos3/,(y + 4) = 9,971388 sin 1/y i cos 1/y[u + (L — $)| = 6,766302 
sin 1/,(y — n) — 6,769042 C08 1/y isin Uy [uw — (L — 83)] = 9,020517 


cos ¥/y(y — n) = 0,000000 cos 1/. 1 cos 1/.[w — (L — &2)| = 9,997260 
sin /4(y — 2) = 9,049129 
cos 1/,(y — 2) == 9,997 260 


also: 
1/y[u + (L — 8 3)] = 270°51’ 0",67 
1/,[u — (L — 8)] = 6° -1 20,94 
oe == 2015’ 187.28 
oder: 
uw == 276952! 21",61 
i — Sh. == 2649 40"39"73 
und also: 
§& = 94°20'57".37 
i— 4°30 36,56. 


Zur Controle berechnet man endlich w’, $3 und i auch aus (20) bis (23) auf die- 


selbe Art und erhialt: 
uw’ = 2799 5'50",28 


6&6 == 94920'57",20 
i= 4°30/36",52, 
es ist demnach hier vw — «4 = 2°18'28",67, nahe mit dem Friheren iibereinstimmend, 


die stattfindende Abweichung von 0”,17 wird durch die Abweichung in §2 bei der 
geringen Neigung so gut wie vollstindig aufgehoben und unwirksam gemacht. 

Nach Dr. Powalky, welcher die Bahn der Harmonia auf das Sorgfaltigste 
bestimmt hat, ist 63 = 93° 35’ 58",8, 4 = 4° 15/54",8. 

Zum Schluss dieser Abtheilung sei noch auf die Unméglichkeit einer Kreis- 
bahn hingewiesen, wenn gewisse Umstiinde eintreten. Wie schon auf S. 222 gesagt 
wurde, ist die Annahme einer Kreisbahn fiir stark excentrische Babnen unzulassig. Dass 
aber auch fiir Bahnen mit schwacher Excentricitét keine Kreisbahn existiren kann, wenn 
die geocentrische Bewegung in Breite gewisse Grenzen iiberschreitet, hat Tisserand 
im Bull. astron. T. XU, p. 53, 1895, bewiesen. Setzt man in der Gleichung (4), 8. 229, 

r? cos (w’ — u) = (RR') RR + (Re') Ro! + He) Re + (ee')ee, 
die aus den Gleichungen (3) und (4), 8.225, folgenden Werthe fiir @ und 9’ ein, namlich: 


QO = yr? — R2 sin? y — Reosy 


o' = Yr? — R’? sin? y’ — R' cosy’, 


und setzt 
| wu — u=k?t — t)r—*s, 
so folgt: 
ge oman (RR) RR + (Ro) BV r? — R2sin2y’ — R'cosy'| 
i = o sin? y’ — R'cosy j 


+ (R’e) Rk’ ty r2 — R2sin2y — Roos x} 


[ee ee 
+ (00') {¥'r? — R2sin24 — Roos} {¥r? — R’? sin? y! — R' cos y'}. 


In dieser transcendenten Gleichung kommen nur die trigonometrischen Functionen 
der Seiten und Diagonalen des Vierecks zwischen den beiden Planeten und den beiden 
Erdértern vor. Nimmt man die Erdbahn als Kreisbahn an mit dem Radius 1, so muss 
r = 1 die der Erdbahn entsprechende Wurzel der Gleichung sein. Setzt man voraus, 
dass ’ — ¢ klein ist und dass der Planet in der Nahe der Opposition und zugleich in 
der Nahe der Ekliptik steht, setzt man ferner R = R' = 1 und beriicksichtigt in der Ent- 
wickelung der Gleichung nur die ersten Potenzen der Bogen, so findet man, dass bei 
einer, gewisse Grenzen tiberschreitenden Bewegung in Breite, r imaginir wird, also eine 
Kreisbahn unmdglich ist. Wegen Einzelheiten muss auf die citirte Abhandlung ver- 
wiesen werden. 


Dritte Abtheilung. 


Die Bestimmung der parabolischen Bahnen von 
Kometen. 


Dreiundzwanzigste Vorlesung. 


Kinleitende Bemerkungen tiber die Kometenbahnen. Wiedererkennen 
friiher erschienener Kometen. 


Die in der zweiten Abtheilung vorgetragenen Methoden zur Berechnung einer 
Kreisbahn, welche gelegentlich der Entdeckung neuer Planeten schitzbare Dienste leisten 
kénnen (obgleich sie im Allgemeinen nicht erméglichen wiirden, einen solchen Himmels- 
kérper nach seinem zweiten Stationirwerden und Unsichtbarwerden in der Abend- 
dimmerung in einer nachstfolgenden Erscheinung zwischen unzihligen Sternen desselben 
Aussehens wieder aufzusuchen), erweisen sich giinzlich unbrauchbar bei den Kometen, 
emer ihrer physischen Erscheinung nach noch immer sehr rathselhaften Classe von 
Gestirnen, die nach Keppler’s Ausdrucksweise zahlreicher ist, als die Fische im Ocean. 
Ihre Bahnen vertreten den Grenzfall der Ellipse, wo dieselbe zur Parabel iibergeht, so 
ausserordentlich nahe, dass selbst aus langeren Beobachtungsreihen eine Abweichung nur 
in den selteneren Fallen festzustellen ist. Es kann daher immer ohne alles Bedenken, 
bis die Beobachtungen mit Entschiedenheit eine Abweichung von der Parabel und dass 
der Komet zu den sogenannten periodischen gehért, verrathen, die Excentricitét e = 1, 
also der Excentricitatswinkel g — 90° gesetzt werden, womit, wie dem Leser aus der 
ersten Abtheilung bekannt, die Bewegung in der Parabel ausgedriickt wird. Somit 
bleiben noch die folgenden fiinf Elemente zu bestimmen iibrig: 

T die Epoche des Perihels, 

zx die Linge des Perihels, 

$3 die Linge des aufsteigenden Knotens, 

i die Neigung der Bahn gegen die Ekliptik, 

q der Abstand von der Sonne im Perihel; 
es sind daher auch fiinf von einander unabhiingige Data néthig, wie sie z B. in zwei 
volistiindigen Beobachtungen und einer unvyollstiindigen, in drei Rectascensionen und 
zwei Declinationen oder drei Liingen und zwei Breiten enthalten sind. Die gebriuch- 
lichste Methode fiir solche Rechnungen wendet, aus Griinden, welche der Leser weiter 
unten kennen lernen wird, drei vollstindige Beobachtungen, d. h. drei geocentrische 
Langen und Breiten an, worin nach dem eben Gesagten ein iiberfliissiges Datum ent- 
halten ist. 
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Wir haben in den obigen fiinf Elementen zwar nur eine einzige Unbekannte mehr 
als bei der Kreisbahn, aber dieser Umstand war geniigend, die Berechnung einer para- 
bolischen Bahn, nicht bloss fiir das Zeitalter Newton’s, welcher zuerst die parabolische 
Natur der Kometenbahnen verkiindete, sondern noch fiir fast das ganze vorige Jahr- 
hundert zu einer ausserordentlich schwierigen und zeitraubenden Aufgabe zu machen. 
Als problema longe difficillimum bezeichnet sie Newton, und obgleich er selbst und seine 
Nachfolger, die grossen Mathematiker des 18. Jahrhunderts, unter Anderen A. Lambert, 
Euler, Legendre, Laplace, Lésungen des Problems gegeben haben, so geniigte doch 
keine darunter dem praktischen Bediirfniss. Erst die im Jahre 1796 von Olbers 
erfundene Methode, deren Darstellung einen wichtigen Theil dieses Werkes bilden wird, 
besiegte auf iiberraschend einfache Art alle Schwierigkeiten. Bevor wir zur Aus- 
einandersetzung von Principien iibergehen, welche mit besonderer Leichtigkeit auf die 
Olbers’sche Methode fiihren, erscheint es zweckmiissig, noch Kiniges tiber das praktische 
Bediirfniss, welchem die Kometenberechnung zu geniigen hat, zu sagen. 

Ein nichstliegender Zweck bei solcher Bahnbestimmung ist, wie bei allen anderen 
Untersuchungen dieser Art, die Ableitung einer Ephemeride, durch welche man den 
Lauf des Kometen und seine Helligkeit (soweit dieselbe von reflectirtem Sonnenlicht 
herriihrt und sich nach bekannten Gesetzen richtet) in den Hauptziigen fiir den ganzen 
Verlauf der Erscheinung voraussehen kann. Es ist dies um so wiinschenswerther, als 
gerade der geocentrische Lauf der Kometen viel zu verwickelt und reich an Wendungen 
ist, als dass man ihn ohne Ephemeride auch nur einigermaassen beurtheilen kénnte?). 

Es ist gar nicht selten, dass ein Komet gegen die Zeit seines Perihels durch die 
Anniherung an die Sonne und weil er nur bei Tage iiber dem Horizont ist, unsichtbar 
wird, nach dem Perihel aber mit zuweilen ginzlich veriindertem Glanze und Aussehen 
wieder auftaucht, wie dies unter vielen bei den beriihmten Kometen der Jahre 1770 
und 1811 der Fall war. 

Ein anderes wichtiges Interesse bietet die Vergleichung der Elemente eines neu 
erscheinenden Kometen mit denen friiher berechneter, weil sie den besten Anhalt bei 
der Beantwortung der Frage liefert, ob der neue Komet mit einem anderen identisch 
sel. Ein Verzeichniss der Bahnelemente aller bekannten Kometen, bis in die neueste 
Zeit fortgefiihrt, findet man in mehreren Biichern, die sich mit den Kometen niher 
beschiftigen 2). 

Je grésser die Uebereinstimmung von zwei Elementensystemen ist (wobei natiirlich 
das Element 7 oder die Perihelzeit nicht in Betracht kommt), desto grésser ist auch 
die Wahrscheinlichkeit der Identitat der Kometen. Hier wird also die Berechnung des 
ganzen Hlementensystems erfordert. Wenn es hingegen nur darauf ankommt, zu wissen, 


*) Gauss sagt daher in der Stelle der Vorrede der Theoria motus corporum coelestium, wo 
Newton’s Entdeckung, dass die Kometen sich in Parabeln bewegen, besprochen wird: Cometaeque 
usque ad illum diem semper indomiti, vel si devicti videbantur mox seditiosi et rebelles, frena sibi 
injici passi, atque ex hostibus hospites redditi, iter suum in tramitibus a calculo delineatis pro- 
sequuti sunt etc. ete. 

*) So in der dritten Ausgabe der hier schon oft citirten Olbers’schen Abhandlung: ,Dr. Wil- 
helm Olbers’ Abhandlung iiber die leichteste und bequemste Methode, die Bahn eines Kometen zu 
bereehnen. Mit Berichtigung und Erweiterung der Tafeln im Jahre 1847 von Neuem herausgegeben 
von J. . Hneke, Director der Berliner Sternwarte. Dritte Ausgabe, vermehrt mit einem Anhange, 
die l’ortsetzung und Ergiinzung des Kometenverzeichnisses bis zum Jahre 1864 enthaltend. roe 
Dr. J. G. Galle, Professor der Astronomie und Director der Sternwarte in Breslau. Mit dem Bild- 
nisse von Olbers und einer Figurentafel. Leipzig, Voigt u. Giinther 1864. Schliesslich: ,, Verzeichnis 
der Elemente der bisher berechneten Kometenbahnen nebst Anmerkungen und Literaturnachweisen 
neu bearbeitet, ergiinzt und fortgesetzt bis zum Jahre 1894 von Dr. J,G. Galle, Geh. Hepkoumeste il, 
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ob ein eben entdeckter Komet mit einem, dessen Wiederkehr ins Perihel ungefahr um 
dieselbe Zeit erwartet wird, identisch sein kénne, so reicht dazu schon eine einzige voll- 
standige Beobachtung und das Verfahren der folgenden Vorlesung aus. Es versteht 
sich iibrigens noch von selbst, dass die Bahn eines Kometen, welcher von Zeit zu Zeit 
in sein Perihel zuriickkehrt, elliptisch sein miisse, wie denn ja der Satz, dass die Kometen- 
bahnen Parabeln seien, nicht in aller Strenge gelten kann. 


Vierundzwanzigste Vorlesung. 


Kriterium aus einer yollstiindigen Beobachtung eines neu erschienenen 
Kometen, ob derselbe mit einem erwarteten identisch sein kann. 


Jede vollstiindige Beobachtung liefert auch die Lage einer geraden Linie, in wel- 
cher der Himmelskérper zur Zeit der Beobachtung sich befinden muss, vollstiindig; die 
Lage der Bahnebene eines erwarteten Kometen ist gleichfalls durch dessen Knoten und 
Neigung gegeben, also auch der Punkt des Raumes, in welchem jene Gesichtslinie die 
Bahnebene schneidet. Soll nun die Vermuthung, dass die Beobachtung dem erwarteten 
Kometen angehdrt, einige Festigkeit erhalten und nicht gleich ganz zu widerlegen sein, so 
ist vor allen Dingen néthig, dass der genannte Schnittpunkt nicht bloss in die Bahn- 
ebene, sondern auch in die Bahnlinie des erwarteten Kérpers falle. Hierin besteht das 

Fig. 47. einfache Princip des Krite- 
ae riums, welchem sich nun 


a leicht die folgende Formel 


a | ae geben lasst. 

ae a Es sei wieder, in Er- 
a va innerung der einundzwanzig- 
B a T go sten Vorlesung der zweiten 
ie — . Abtheilung in Fig. 47 EC 
die Ekliptik, £2 der aufsteigende Knoten der Bahn des erwarteten Kometen, 7 der Ort 
der Erde, ZT (= der Winkel, welchen der Radius vector R der Erde mit dem Radius 
vector r des Kometen macht, ferner wieder der sphirische Winkel 09= TC = y, wie 
in der genannten Vorlesung. Bedeutet auch A die geocentrische Linge, 6 die Breite, 

welche die Beobachtung ergeben hat, LZ die Linge der Erde, so ist, wie friiher: 

tg B 
1 sin (A — 1) 
sin B 


oh ain 


und: COS Vf = O08 p COS (A == L). 


Der spharische Winkel (<= £2 7 ist offenbar gleich 4; wir haben demnach durch 
Auflésen des Dreiecks 9= 2 7' nach den Gauss’schen Formeln, wenn 8 (= = u 
= Argument der Breite, T 0= = 4 — 4, Winkel 8 0 T— y gesetzt wird: 

sin Wy sin /,(u + 4 — 2) = sin1/,(L — 8) sino (y 4+ 4) 
sin 1/o7 cos /y(u + 4 — 2) = cost/y(L — %) sin 'Yo(y—i)l |... (A) 
cos 1/, 4 sin 1/.[u —(y — 2)] = sin 1/, (LL — 88) cos 4/o(y + | 
cos ¥/, 9 cos 1/2 [u —(y4 — 2)] = cos 1/, (LL — $d) cos 4/9 (y — %), 


=) Gog ee 


Nachdem aus diesen Formeln die Gréssen u und 2, d. h. das Argument der Breite 
und derjenige Winkel, welcher am Kometen von den Richtungen nach der Sonne und 
nach der Erde gebildet, bestimmt worden, ergiebt sich die wahre Anomalie v des 
Kometen auf doppelte Weise, denn einmal ist: 


ae? eng __ Rsing 
~ cos'j,v2 sine 
oder: 
5 q sing 
COs 1/4 U> = at 
/s sin y 


wenn qg den bekannten Perihelabstand des erwarteten Kometen vorstellt, anderentheils 


aber auch: 
xa—S +v=—u 


oder: 
Ui ——— (x a &3), 
wobei x — S& dem Elementensystem desselben Gestirnes zu entnehmen ist. Beide 
Werthe von v miissen tibereinstimmen, es muss also die Gleichung: 
q Sin & 
COSY 5 te ee : 
/al ( ) | sin x 


ganz oder doch sehr nahe erfiillt sein, wenn die Méglichkeit und sogar Wahrscheinlich- 
keit, dass die Beobachtung dem erwarteten Kometen angehére, bestehen bleiben soll. 

Bei Bahnen von kiirzerer Umlaufszeit kann es zuweilen erforderlich sein, den Aus- 
druck von r in der Ellipse zu wahlen. Man berechnet in solchem Falle: 


= 
CPi iS = - tg 4/o[u — (x — &)] 


und es muss dann: 
gsinz 
R sin x 


cos 4 [u — (a — $&)]? = Gis Ys BPs kc ee 


sein. 
Erstes Rechnungsbeispiel. 


Man erwartete im Jahre 1835 den Halley’schen Kometen zuriick; gesetzt, man 
ware tiber die Zeit seines Periheldurchganges sehr unsicher gewesen, so wire die Frage 
aufzuwerfen und zu beantworten gewesen, ob folgende von Bessel in Kénigsberg 
angestellte Beobachtung: 

Aug. 25: 14*44'19" mittl. Zeit Rectase. = 86°17'7",7 Decl. = + 24°2'56",8 
sich auf den Halley’schen Kometen beziehen kann. | 

Verwandelt man den Ort in Linge und Breite und auf Berliner Zeit, indem 
man den Meridianunterschied zwischen der Kénigsberger und der Berliner Sternwarte: 
0" 28' 24” von der Beobachtungszeit subtrahirt, so wird der zu priifende Ort: 

Aug. 25: 14"15'55"” oder Aug. 25,594387: 2 == 86°36'30",6, B = + 0°37'51",6. 
Fiir diese Zeit findet man die (mit Aberration behaftete) Linge der Sonne aus dem 
Berliner Jahrbuche fiir 1835 gleich 152° 4'36".4, also die Linge der Erde: 

L = 332°4' 36,4, log R = 0,004406. 

Den Einfluss der Aberration kénnen wir noch bei einer Rechnung, wie die gegen- 
wartige, vernachlissigen, zumal der Einfluss der durch die Planeten erlittenen Stérungen 
viel bedeutender ist. 

Die weitere Rechnung ergiebt: 

y =  0°41'36",9 
4 = 114 31 28 0. 
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Nach der sehr sorgfiiltigen Bahnbestimmung von Rosenberger war fiir die Er- 
scheinung des Halley’schen Kometen in 1759 8 —= 53950!27" w—Q = 110939159" 


ye ale ] ” - ee ¥ ws . Ga : ; ; ais . 
@ = 162°36'52", wobei zu beriicksichtigen, dass das Aequinoctium das mittlere yom 
13. Marz 1759 ist. Fiir die Erscheinung von 1835 (genauer fiir die Zeit des Perihels 


lod 


und das mittlere Aequinoctium des 7. November) giebt Rosenberger jene Grissen 
wie folgt an: 
== 6691121" 4 
v7 — $ = 110 40 22 7 
= 162 16 85 5, 


und diese Werthe wollen wir daher bei Beantwortung der uns gestellten Frage zu 
Grunde legen. 
Es wird demnach 1/, (y + #1) = 81°29'6",2, 1/. (y — i) = — 80047'29",3, 
/y(Z — &) = 138° 26'37".5 und die Gleichungen (A) ergeben: 
V/y[u + (4 — 2)] = 221936’ 56 
Valu — (y — 2)| 140 38 26,3 
wu 7 day Oe Ra LA 


Il fl Wl ll 


y—e 80 67 39.5 
z 33 33 48",7. 
Den Gleichungen (A) geniigen zwar auch Werthe von w und (y¥ — 2), welche um 


_ 180° grésser sind; diese letzteren werden indessen durch die Betrachtung ausgeschlossen, 
dass der Komet nothwendig bei nérdlicher geocentrischer Breite auch nérdliche helio- 
centrische Breite gehabt haben, mit anderen Worten: dass w<( 180° gewesen sein muss; 
desgleichen ist y — ¢ als Winkel in einem ebenen Dreieck in diese Grenzen 0° — 180° 
eingeschlossen, und es bleibt somit nur die angegebene Lésung iibrig. Bei dem 
Halley’schen Kometen ist noch ferner: 

e = 0,967684 
(Od a=" 9, hoon. 
und da nach dem Vorhergehenden : 


V/,[u — (a — &2)| 


I 


VWyu == — 539 42'55",4, 
so wird: 
1/y EH = 9°54'6",0 
log cos 1/,[u — (a — $2)|® = 9,544344 
gsiné LG's 
——— 608 1), E? = 9,533034. 
Bei dieser Uebereinstimmung der rechten und linken Seite der Gleichung (B) konnte 
die Identitit des von Bessel beobachteten Kometen mit dem Halley’schen schon nach 
der einen Beobachtung als sehr wahrscheinlich gelten. 


Zweites Rechnungsbeispiel. 


Die Bahnen der Kometen von 1264 und 1556 zeigen einige Aehnlichkeit mit ein- 
ander; man hat aus den allerdings nicht sehr sicheren Beobachtungen gefunden, fiir den 
Kometen von 1264: 

m — $4 == 275945'0", £3 = 178°45'0", ¢ = 30° 25'0", logqg = 9,61364, 
bezogen auf das mittlere Aequinoctium von 1264,0 und fiir den von 1556: 

m — S$ == 262949'6", 64 = 176029’ 6", ¢ = 36'39'12", logqg = 9,78254, 
bezogen auf das mittlere Aequinoctium von 1556,0. 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 


es) 
bo 


Waren die beiden Kometen identisch, so durfte man die Wiederkehr im Jahre 
1848, und mit Beriicksichtigung des Umstandes, dass im gegenwartigen Falle die von 
den grossen Planeten verursachten Stérungen die Wiederkehr um einige Jahre ver- 
zogern mussten, gegen Mitte der 50er Jahre dieses Jahrhunderts erwarten. MKonnte nach 
einer einzigen, und zwar der folgenden Beobachtung: 1855, Juni 4, 10”30' mittlerer 
Gittinger Zeit, Rectasc. = 104920’, Decl. 36°30! zu urtheilen, ein am 3. Juni 1855 von 
Donati zu Florenz entdeckter Komet wohl der erwartete sein? 

Durch eine Transformation, wie die friihere, erhalten wir: 

Juni 4: 10%43'49" mittlerer Berliner Zeit = Juni 4,4471 A — 78°11'6” 
6 ==ee lester. 
Zur selbigen Zeit ist die Linge der Erde L = 253°38' 30" und log R = 0,00642. Die 
Berechnung von y und ¥ ergiebt: 


108° 5/42” 
165930! 587, 


! 


I 


he 
Zur Bestimmung der Quadranten, in welchen y und 4 liegen, tragt auch hier die 
Bemerkung bei, dass nicht nur 4¥<0 180° werden muss, sondern auch die Gleichung 


cosy —= cosBcos(A — L) erfiillt sein, also da cosB nothwendig positiv ist, cosy mit 
COs (A — L) gleiches Vorzeichen haben muss. Die Formeln (A) rechnen wir mit den 


Elementen von 1556 als den wahrscheinlich sicherer bestimmten, wobei wir indessen 
nicht vergessen diirfen, dass wir auf das Aequinoctium der Beobachtung angenihert 
reduciren miissen. Durch die Pricession seit 1556 wichst $§ um 4°10'30"; es ist also 
das reducirte $4 == 180939'36"; die sehr viel kleineren Aenderungen, welche auch 
mz — §& und 7 durch die Priacession erfahren, kénnen wir hier, ebenso wie die Nutation, 
vernachlissigen. Wir setzen demnach LZ — §§ = 72958'54"”, y + 4 = 144944'54", 
y — % == 71°26'30", 1/,(0 — 83) = 86929'27"; Yay + 4) = 7202997" 4, (y — a) 
= 35943'15", und erhalten dann aus den Formeln (A): 
Vel[u + GY — 2)] 50022 12" 
1/,[u — (4 — 2)] 15 25 24 
wu 65 47 36 
34 56 48 


tl Tl 


Y—#e 
also 
es NE) ERE a 


u — (% — 8) = 162 58 30 

Wo [uw — (w— $3)] == 81 29 15 
log cos ‘/gv2 = 8,34068 
G00 6 eG Ger. 


og =—— 
R sin y 


In diesem Falle zeigen sich die Zahlen, auf deren Vergleichung es ankommt, ginzlich 
verschieden; die Gleichung (B) ist nicht erfiillt und es konnte deshalb die Identitit des 
neu entdeckten Kometen mit dem von 1556 entschieden verneint werden. 


Finfundzwanzigste Vorlesung. 
Vorbereitende Bemerkungen zu der Methode yon Olbers. 


Fiir das Problem der Bahnbestimmung von Kometen, nicht weniger auch fiir die 
Planeten, ist die Bemerkung von der gréssten Wichtigkeit, dass der Aufgabe alle ihre 
Schwierigkeiten genommen sind, sobald man fiir zwei in Zeit hinreichend verschiedene 
Beobachtungen die Entfernungen der Himmelskérper von der Erde kennt. Denn aus 
diesen Gréssen, fiir die wir mit Beibehaltung der friitheren Bezeichnung wieder @ und 0” 
setzen, ergeben sich, wie schon in der zweiten Abtheilung ausfiihrlich gezeigt wurde, die 
beiden zugehérigen Radienyectoren r und r, die heliocentrischen Lingen und Breiten 


} ” " . : ‘ 2 ae 
a b, Ub", und der durch die heliocentrische Bewegung in dem Zeitintervall {' — ft 
y Nekoa ot 1 2 “0 ~ + M . C / 7 
zuriickgelegte Bogen, d. h. die Differenz der wahren Anomalien v! — v. Nun haben 
wir aber fiir die Parabel nach der fiinften Vorlesung: 
1 
—=cos/gu = —= 
Va ne 
1 


»1/ es 
= C08 1/g Uv! = 
Va \) 
oder, wenn wir diese Gleichungen einmal zu einander addiren, das andere Mal von ein- 
ander subtrahiren: 


Va 


——=-: sin'/,(v" + v) sin 1/4 (v" — v) = — — — 


2 1 
— - cos '/,(v" + v) cos /4(v" — v) = — + — 
ee 

1 

Vr 


demnach: 


1 Dike 1 1 
— - sin'/,(v" + v) = (= — ra cosec 1/4 (v"’ — v) 
Va Vr. Yr 
1 1 
" F 
| qd V yr 
Diese Gleichungen liefern den Perihelabstand q und die halbe Summe der wahren 
Anomalien 1/,(v'’ + v), welche letztere mit der schon bekannten Differenz 1/, (v'’ — v) 
verbunden, die beiden wahren Anomalien selbst giebt. Aus uv folgt mittelst der 
Barker’schen Tafel das zugehérige M, also auch der zeitliche Abstand der ersteren 
Beobachtung vom Perihel; auf dieselbe Art ergiebt vu" die Epoche des Perihels. 


are vy! —v 
+ Ty) sa /4( ) | 


Was die Elemente 83, 7 — 8, 7 betrifft, so hat man schon nach dem Friiheren: 
sinb = sinisin(v + 2 — 8) 
sin b" = sinisin (v" + a — 83), 
welche Gleichungen, addirt und subtrahirt, 7 und 2 — § finden lassen. Fir die Be- 


rechnung von $3 hat man: 
tg(l — 8) = cositg (v + © — 8) 
und auch: 
ig(' — 2) = cositg (v" + a — $2). 
Man ersieht hieraus, wie in Wirklichkeit die ganze Aufgabe, die fiinf Bahnelemente 
eines Kometen zu finden, darauf zuriickgefiihrt werden kann, die zwei Unbekannten @ 
32+ 
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und @” zu bestimmen, ganz ihnlich, wie bei der Kreisbahn die in ihr vorkommenden 
vier Elemente leicht zu berechnen waren, sobald man @ kannte. Im gegenwiartigen Falle 
haben wir eine Unbekannte mehr, als bei der Kreisbahn, und entsprechend auch eine 
Bedingungsgleichung mehr. Denn wihrend bei der Kreisbahn fiir das den beiden 
Beobachtungen geometrisch geniigende r die Bewegungsbedingung, oder, wie man ZU 
Pe A Ahan) ; a ee 
sagen pfleet, die phoronomische Bedingung at ieee gS erfiillen war, haben 
wir bei der Parabel erstlich der phoronomischen Bedingung fiir die Parabel aus der 
achten Vorlesung: 
(r + vr! + uw) — (r + vr"! — nye = 6k (t" — 2), 

worin * die beide Radienvectoren verbindende Sehne bedeutet, zu geniigen, zweitens 
aber auch noch von einer weiteren Beobachtung die eine Coordinate darzustellen. Die 
eben angefiihrte Gleichung ist uns schon unter dem Namen der Lambert’schen 
bekannt. 

Es stiinde uns somit der Weg offen, die beiden Abstiinde von der Erde @ und @” 
durch Versuche so zu bestimmen, dass sowohl der Lambert’schen Gleichung, als auch 
der einen Coordinate der Rectascension oder Declination, der Lange oder der Breite 
einer, am besten in die Mitte der Epochen ¢ und ¢” fallenden Beobachtung geniigt wird. 
Es ist dies auch in Wirklichkeit eine der empfehlenswerthesten Methoden fiir die Ver- 
besserung eines schon nahe bekannten Elementensystems; fiir den Fall jedoch, welchen 
wir hier zu behandeln haben, in welchem wir ginzliche Unkenntniss aller Bestimmungs- 
stiicke der Bahn voraussetzen, wiirde ein solches Tatonnement iiber zwei Unbekannte 
meistens eine erschreckend lange Rechnung verursachen. Dieser zu entgehen und die 
Versuche von ahnlicher Einfachheit, wie bei der Kreisbahn, zu haben, miissten wir wie 
dort eine Relation zwischen @ und e” haben, welche Alles auf die eine Unbekannte @ 


reducitt. 
Wir werden nun in der folgenden Vorlesung sehen, wie in Wirklichkeit das Ver- 
" 
hiltniss © unmittelbar durch die Data dreier vollstandiger Beobachtungen und die Zeit- 
intervalle mit geniigender Schirfe ausgedriickt werden kann; wir kénnen also dann aus @ 
allein die Gréssen 7, 1’, % berechnen und den Werth suchen, welcher dureh Befriedigung 
der Lambert’chen Gleichung sich als den richtigen zu erkennen giebt. 


Sechsundzwanzigste Vorlesung. 


Ableitung des Olbers’schen Ausdruckes fiir das Verhiiltniss von 
zwei Distanzen yon der Erde e und 0. 


Kine solche Vereinfachung der Bestimmung von noch ginzlich unbekannten Bahn- 
clementen, wie wir sie jetzt vornehmen wollen, wird durch eine in der Praxis regel- 
missig von der Natur gebotene Erleichterung ermoéglicht, die darin besteht, dass die 
der ersten Berechnung zu Grunde zu legenden Beobachtungen niemals durch sehr grosse 
Zcitintervalle von cinander getrennt sind. Es ist z B. erfahrungsmiissig selten, dass 


r Ree oy iat EE arses Pre? ee vane eye Y 
Inan gendthigt wire, das Zeitintervall zwischen zwei benachbarten Beobachtungen zur 
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Bahnbestimmung grésser als zehn Tage zu wihlen, obgleich meistens mit Nutzen fiir 
die zu erhaltende Naiherung ein grisseres angewendet werden kann. Der eben erwihnte 
Umstand nun erlaubt eine der einfachsten, angenihertsten und niitzlichsten unter den 
vielen nicht ganz strengen Voraussetzungen, zu denen man zur Abkiirzung dieser sonst 
sehr zeitraubenden Rechnungen zu greifen pflegt. 


Es sei in Fig. 48 S die Sonne, PP’ P” ein Stiick der Bahn irgend cines Himmels- 
k6érpers um die Sonne, mag dieselbe parabolisch oder elliptisch sein. SP oder r, SP’ 
oder 7’, SP” oder r” seien 
drei KRadienvectoren, ent- 
sprechend den Zeiten t,¢, ¢’; 


ride 
pe SS 
i hy ( der Durchschnitt des mitt- 


Fig. 48, 


aes leren dieser Radienvectoren 
mit der die Punkte P und 
P" verbindenden Sehne. Be- 
— trachten wir nun das Ver- 

= haltniss eines der von zwei 
- Radienvectoren und _ einer 


4 os p  Sehne gebildeten Dreiecke 


a : za dem ihm entsprechenden 


Seetor, so bemerken wir leicht, dass dasselbe fiir miissig grosse Zeiten immer der Ein- 
heit sehr nahe bleiben wird; wir diirfen uns daher erlauben, fiir das Verhiltniss: 
A SP’ pr 
ABP P 
das Verhaltniss der Sectoren: 
Sector SP’ Pp” 
ee te 
Sector SP’ P 
welches letztere aber bekanntlich gleich: 


t’—?# 
=i 


ist, zu setzen. Ausserdem haben aber die mit einander verglichenen Dreiecke SP’ P” 
und SP’ P die gemeinschaftliche Basis SP’; sie verhalten sich demnach wie QP" zu QP, 
woraus denn die fiir die Olbers’sche Methode fundamentale Bemerkung folgt, dass 
die Sehne zwischen den beiden dusseren Oertern sowohl bei den Kometen, als bei 
der Erde, vom mittleren Radius vector sehr nahe im Verhiltniss der Zwischenzeiten 
geschnitten werde. Es ist auch leicht zu erkennen, dass dies ganz besonders nahe der 
Fall sein wird, wenn die Zwischenzeiten gleich sind, d. h. t” —¢ = t' — t ist. 

Fiihren wir nun die Constrution der Fig. 48 noch einmal, sowohl fiir die drei 
Oerter eines Kometen in seiner Bahn C, C’, C”, als auch fiir die drei zugehérigen 
Oerter der Erde 7, 7’, Z"” durch, und verbinden den Schnittpunkt der Erdsehne 
zwischen dem ersten und dritten Orte Q mit dem entsprechenden q der Kometenbahn, 
Fig. 49, so lasst sich sogleich eine sehr wichtige Kigenschaft der Richtung dieser Ver- 
bindungslinie und der Lage einer Ebene, auf welcher sie senkrecht steht, nachweisen. 

Es ist nimlich klar, dass, wenn man sowohl die drei Punkte C, q, 0’ der Kometen- 
sehne, als auch die entsprechenden 7, Q, 7” der Erdsehne auf eine solche Ebene reeht- 
winklig projicitt, die Verbindungslinie Qq als Punkt erscheinen und folgende Figur 
entstehen wird (Fig. 50). 

In dieser sind nun aber, wenn man die oben gemachte Annahme, dass die Sehne 
der Erdbahn von dem mittleren Radius vector in demselhen Verhiltniss geschnitten 


ee IS ee 


werde, wie die Kometensehne, beibehialt, die Dreiecke Q@ 70 und Q 7" C" abnlich; denn 
es verhalt sich: 


QT": OT — G0": 00 


d. h. 


OD! 3 GO = OF x96, 


da durch eine solche Projection das Verhiltniss der projicirten Stiicke offenbar nicht 
ecindert wird, und ausserdem ist Winkel CQT = Winkel C" QT". 

Es ist also CZ parallel 7” CG", oder die auf diese Ebene projicirten Verbindungs- 
linien zwischen Erde und Komet fiir die erste und dritte Beobachtung sind sich dia- 
metral entgegengesetzt. Demnach wiirden die geocentrischen Oerter des Kometen in 
der ersten und dritten Beobachtung, wenn sie fiir cine solche Ebene als Fundamental- 
ebene transformirt wiirden, die beiden Langencoordinaten 180° von einander differirend 
ergeben. Diese auf eine andere Fundamentalebene als die Ekliptik bezogenen Lingen 


Fig. 49. Fig. 50. 
o Ue ‘ha 


ee 


Co! 4 
al 
ye 
eee | Oo 


wollen wir im Folgenden der Kiirze 
halber die Quasilingen, die zugehéri- 
gen JBreitencoordinaten die Quasi- 
breiten nennen. Die Richtung der 
Linie Qq in Fig. 49 ist der Pol 
einer solchen Fundamentalebene; er muss also, da die Quasiliingen der ersten und 
dritten Beobachtung um 180° verschieden sind, nothwendig auf einem den ersten und 
dritten geocentrischen Ort verbindenden griéssten Kreise der Sphire liegen. Die Rich- 
tung von @q liegt aber offenbar auch, da sie einen Punkt des Radius vectors der Erde 
in der zweiten Beobachtung, mit emem Punkte des entsprechenden Radius vectors des 
Kometen verbindet, in eimer durch diese beiden Radienvectoren, oder auch durch die 
arenes rm d mpl if j\s 4 k: -! rn 
Linien S7" und 7’ C' in Fig. 49 gelegten Ebene. Allen in diese Ebene fallenden 
a4 ye ) Q 10 € ay" ay We) ¥ } } 
Richtungen entspricht aber der durch den geocentrischen Ort und den Sonnenort in der 
yweite Re . sala pada Sia paneey \ a) on . . 
zweiten Beobachtung gelegte grésste Kreis der Sphiire. Die Richtung von Qq, d. h. 
ye Tay Wt € > g9lahbene ‘whe ale 1A rae . bs s ° : 
she Fol dex I undamentalebene, fiir welche die Fig. 50 in Bezichung auf die Projectionen 
giiltig ist, liegt also auf dem Durchschnitte zweier grisster Kreise, wovon der eine die 
gegebenen geocentrischen Oerter der ersten und dritten Beobachtung, der andere den 
zweiten geocentrischen Ort und den zugehérigen Sonnenort verbindet. Diese Richtune 
. . . a ; = 
is so 4 g mn: mke iv 5 yteres Gaeschi auscefihr : 
t also zu bestimmen; denken wir uns letzteres Geschiift ausgefiihrt, so haben wir 
aus Fig. 50; 


CL LL te a a 


worn CYT" und CT die Projectionen der Distanzen o” wd @ bedeuten. Bezcichnen 
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wir die Quasibreiten fiir diese Fundamentalebene mit (8) und (6”), so hat man 
OT — 0 cos (B), Cry? — o" cos (B”), 


demnach 
" ' t" oes U 
o-008 (0") = Fie oe (B), 
d. h, 


Q” _ cos(f) # —? , 
ee (2) 


Um zu einer einfachen Relation zwischen @” und @ zu gelangen, an der uns aus 
bekannten Griinden so viel gelegen ist, haben wir jetzt nur noch cos(B) und cos (6’) zu 


Fig. 51 entwickeln. Es sind diese Gréssen 
g. 51. 


ieee on auch die Sinus der Abstinde 
eet pars: des geocentrischen Ortes vom 


Se \ Pole der Fundamentalebene, oder 
i eee vom Durchschnitte der genannten 
q7~c' gréssten Kreise. In Fig. 51 

eT denken wir uns die drei geo- 
aan centrischen Oerter des Kometen 

Ret in C, 0',C" und den Sonnenort 

C der zweiten Beobachtung in § 

auf einen Himmelsglobus aufgetragen und die beiden gréssten Kreise durch C und C0", 


fo) 


S und C’ construirt; der Durchschnitt beider sei g. Dann ist: 


cos(B) __ sing 
cos (B") sing CO" 


Werden noch die Bogen grésster Kreise SC und SC" gezogen, so hat man ferner: 
smqC _ sinCSq 
snSC  smCq8S 
sing C"” _ sinO"Sq 
sin SC" —- sin O"qs’ 


also 
sing C sinSC sinCSq ; 
he a) rh oa SE. Hawt C2 a) 
sing C sinSC” sinc" Sq 


Die rechte Seite dieser Gleichung lasst sich unmittelbar durch die drei geocen- 
trischen Liingen und Breiten des Kometen 4, , 4’, B’, 2”, B” und durch die Linge der 
Sonne in der zweiten Beobachtung, ©’, ausdriicken. Bedeuten nimlich y, y’, py” die 
Winkel, welche die durch SC, SC’, SC” gelegten gréssten Kreise mit der Ekliptik 
bilden, so wird: 

Winkel CSg = »y' — y 
ss CO" Ba — yl" aioe y' 


sin CSq sin(y’ — vy) __ siny' cosy — cosy’ siny 
sinO" Sq sin(y” — y') sin" cosy’ — cosy" siny' 


Es ist aber nach Friiherem (cinundzwanzigste Vorlesung):, 


: spre sin B 
BC = SHC C= 
sin y 

sin B 

sing” = sin SC" = —; 
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+s 4 8 9B a tg B Be gb 
‘9? = sn (a — LD) sin [A — (O' + 180] sin (© — 4) 


ig B 

om, 

ies sin (©! — A’) 
” tg B" 


ea) 
Die Gleichung (3) geht dadurch in die folgende tiber: 


sing C sinB  siny"  siny' cosy — cosy’ siny 
sing CO" SF sin" siny  siny" cosy’ — cosy" siny! 
sinB  siny’ cotgy — cosy’ 
—~ ‘sin B" cosy’ — sin’ cotg y" 


sinB  cotgy — cotgy’ 
—~ “sinB”  cotg y’ — cotg y” 

cosB tg B’ sin (A — ©') — tg B sin (A’ — 0’) 
= “cos B" tg B” sin (a 0’) =e: tg B' sin (A" =a ee 


oder, wenn man der Kiirze halber: 


tg B’ a 
sin (A’ — ©) 


setzt, und endlich in der Gleichung (2) den hier fiir cal gefundenen Ausdruck 


cos (B") 


substituirt: 
Of a a ee ea oes 
o)}~=©6ChUu — t~— cosB" tg B” — msin (A” — ©') 


Es ergiebt sich hiernach zu jedem Werthe von @ sogleich das zugehérige @", also 
auch r und r” und die Sehne x, die einzigen Gréssen, welche in der Lambert’schen 
Gleichung ausser dem bekannten 6% (¢” — t) eine Rolle spielen, und es bleibt nur noch 
iibrig, sich fiir die iiber @ anzustellenden Versuche bequem einzurichten. 


Siebenundzwanzigste Vorlesung. 


Die Olbers’sche Methode zur Berechnung einer Kometenbahn 
in verschiedenen Formen. 


Der Schwerpunkt der Olbers’schen Methode liegt in der Gleichung (4), welche 
durch die Annahme erlangt wurde, dass die Sehne der Erdbahn zwischen dem ersten 
und dritten Orte vom zweiten Radius vector in demselben Verhiltnisse, wie bei dem 
Kometen, speciell in dem der Zeitintervalle t/ — ¢ und ¢' — ¢, geschnitten werde, was 
in den Fiillen praktischer Anwendung immer dusserst nahe richtig ist. Der weitere 
Gang der Operationen kann mannigfaltig modificirt werden. Eine der einfachsten und 
kunstlosesten Arten, die Versuche tiber 9 anzustellen, wiirde darin bestehen, dass man 
die heliocentrischen Coordinaten des Kometen, hier bezogen auf die Ekliptik, also, unter 
Anwendung fritherer Bezeichnung, die Ausdriicke: 
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x = ocosBcosk — ReosQ, a ==.0" tos.8" cos 1” —~ R cos ©)", 
¥Y = ocosBsindA — RsinO, y” = 0" cos B" sin A” — R" sin ©", 
£ = osin§, 2" = o" sin B", 


mt = (e" — a) + Uy" > Wt +(e" — 2) 
r2 — R2 a= o? + 2(Re) Ro, yt = RI? 1 ol” + OiReo a! a". 

worin die Symbole (Re) und (R’e") die in der achtzehnten Vorlesung angegebene 
Bedeutung haben, berechnete, und zur Probe fiir den Werth von 0 in die Gleichung: 

(r + r” + x) —(r + r” — »)* = Chit’ — 2) 
einsetzte. Man sieht iibrigens noch leicht ein, dass sich der Ausdruck fiir das Quadrat 
der Sehne x fiir alle Versuche auf die Form: 

“2? =—= A+ Bo + Co” + Doe? + Ege” + Fo” 
bringen lasst, welche, wenn man unter Benutzung der Gleichung (4) der vorigen Vorlesung: 

eo” = Me 
x — A+ (B+ OM)e+ (D+ EM + FIP) 
— A+ Blo + Ce 

iibergeht. Denkt man sich einen Versuch mit dem Werthe @ = 0 gemacht, so muss 
offenbar das entsprechende x? das Quadrat der Sehne der Erdbahn zwischen dem ersten 


und dritten Orte werden; also ist der Coéfficient A das Quadrat dieser Sehne. Auch 
die Coéfficienten B’ und OC’ enthalten nur gegebene Gréssen und kénnen daher vor den 


setzt, in: 


Versuchen berechnet werden. 
Die eben gegebene Form ist durchaus nicht unbequem und von Olbers selbst 
gewahlt worden Wir kénnen fiir die Versuche aber auch an die Gleichung (5) der 


achtzehnten Vorlesung, welche wir hier unter der Form: » 


(rr) rr” = (RR) RR" + Ro") Ro" + (RXe) Re + (9 0") 0” 
schreiben, ankniipfen. Da x2 = r? + 1? — 2(rr")rr", so erhalt man aus ihr: 
m2 — r? + 72 — 2 (RR") RR" — 2 (Ro"”) Ro" 
— 2 (Re) R’e — 2 90") e0", 
oder auch, da 
ro == RB + @? + 2 (Ro) Ro = BH + of + 2Ke cosy 
pit Rs 4 93 4 2 (R"9”) RY o” = RK”? + 9? + 2 RB" Q” cosy” 
“2 — R? + R’? — 2(RR") RR" + 2(Ro) Roe — 2 (Ro") Ro" 
+ 2 (R'9") Re” — 2 (BR 9) Re 
+ 0? + 0 — 2 (e0") e9". 

Die Summen der drei Glieder R? + RR’? — 2(RR")RR" geben sich hier un- 
mittelbar als das Quadrat der Erdsehne, welches wir im Folgenden mit g? bezeichnen 
wollen, zu erkennen. Die Summen oe? + 0”? — 2(¢e”)@ 0” entsprechen dem Quadrate 
einer Grésse, welche man die geocentrisch genommene Sehne des Kometen nennen 
kénnte, d. h. derjenigen, welche man erhalten wiirde, wenn man die Verbindungslinic 
zwischen Erde und Kometen bis zu einem Durchschnitte in der Erdsehne parallel ver- 
schébe. Bezeichnen wir diese Grésse mit s und setzen (@ 9”) = cos@, so wird: 

a? = 9? + 9”? — 20.0" 008m = 9? — 2¢0" + 0% + 20 0" 
— 200" cosm = (0” — @)? + 400" sin'/,@? = [(M — 1) 
+ 4M sin}/, w?| 0% 
Die Einfihrung des sin}/,@ ist fiir scharfe Rechnung nothwendig, wenn @ ein 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie, 33 
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kleiner Bogen ist; denn der cos wiirde sich hiufig fiir eine betrachtliche Aenderung 
des Beobachtungsmateriales fast ganz unempfindlich zeigen. 

Die Erdsehne g berechnen wir nach der Formel: 

g? = (RY — RY + 4BR" sin/,(O” — O/. 

Der Ausdruck fiir x? wird durch Einfiihrung von g und s: 

w— g + 3? + 2{(Ro)R — (RQ) R" + U[(R" 9") RY — (Ro") RI} oe. 

Der Coéfficient von @, auch in der Form: 

2[(Re) — M(Re")|R — 2[k" 9) — MRM" 9") R" 

zu schreiben, lisst sich nach den fiir (Re), (Re”) u. s. w. bekannten Formeln, ohne 
weitere Umformung mit hinreichender Schirfe berechnen; doch werden wir bald eine 
viel vortheilhaftere Transformation auch dieser Glieder kennen lernen. 


Achtundzwanzigste Vorlesung. 


Die Gauss’sche Umformung der Olbers’schen Methode. 


In den Formeln von Olbers und in der eleganten und héchst bequemen Modifica- 
tion, welche Gauss daran vorgenommen hat, bedeuten @ und 9” nicht die Distanzen selbst, 
sondern deren Projectionen auf die Ekliptik, die sogenannten curtirten Distanzen, nach 
unserer Bezeichnung demnach die Gréssen @cosfh und oe” cos". Aus diesem Grunde 
wollen wir ebenfalls wenigstens fiir die nichsten Untersuchungen unter @ und g” die 
curtirten Distanzen verstehen. 

Die genannte Modification erstreckt sich nicht auf den Olbers’schen Ausdruck 
fiir das Verhialtniss der beiden Distanzen, sondern nur auf die Berechnungsweise von %, 
yr und r’. Um fiir % einen Fig. 52. 

_bequemen Ausdruck zu ge- 
winnen, wird eine einfache 
Construction zu Hiilfe ge- 
zogen, auf die wir durch 
das Vorhergehende — schon 
vorbereitet’ sind. Wir ver- 
schieben (Fig. 52) die Ver- 
bindungslinie zwischen Erde 


und Komet in der ersten Be- 
obachtung, Z'C mit sich 
parallel auf der Krdsehne, 
bis sie durch den Erdort in 
der dritten Beobachtung ” 
geht, wobei wir ibre Linge 
ungeaindert lassen; oder, was 


dasselbe ist, wir tragen in 
C eine Linie, der Erdsehne 
parallel und gleich, also ebenfalls von der Linge g, auf. Die Coordinaten des auf diese 
Weise festgelegten Punktes wollen wir mit a, y, 2, den Punkt selbst mit €) bezeichnen, 
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Nach der Natur der eben ausgefiihrten Construction, weeen des Parallelismus und 
der Gleichheit der in C aufgetragenen Linge mit der Erdsehne, tibertreffen die recht- 


ty Cae A ie : ; : 
winkligen Coordinaten des Punktes cy die des Punktes @ um eben so viel, als die 


Coordinaten des dritten Erdortes 7” die des ersten 1 iibertreffen. Es. ist also, mit 
Beibehalttng friitherer Bezeichnung: 
Ly — 2 = R"cosL" — ReosL = Reos® — R" cos @" 
% — y¥ = R'sinL" — RsinL = RsinO©O — R" sino" 
& —& = 0. 
Setzt man demnach: 
2 — x = R'cosO©” — RoosO = g cos G 
Y¥ — ¥% = R'sin©”" — RsinO© = gsinG, 


so ist G die Linge des Punktes C von ¢ aus gesehen, oder, was wegen der Con- 
struction dasselbe ist,.die Liinge des ersten Erdortes, vom dritten aus gesehen, und g 
wieder die Sehne zwischen beiden. Bezeichnen wir hier mit @h dieselbe Grésse, welche 
wir in der vorigen Vorlesung s genannt haben, d. bh. den Abstand des Punktes ¢) von 


dem dritten Kometenorte C"” und setzen: 


a” — x = 0” cosa” — ocosh = ohcos§cosH 
y"” — yo = o" sind” — osind = ohcos€sinH 
ze” — 2 = 9" tgp" — etgB = ohsing, 


so bedeutet offenbar H die Liinge des 
Da 


deutung von 9 und 9”: 


Punktes OC”, von c aus gesehen, € die Breite 
) 0 g 


derselben Richtune. aber ausserdem, mit Riicksicht auf die hier stattfindende Be- 


on ft ty B'sin(d — O') — tg Bsin(’ — 0) 


t —t tg B"sin(a’ — ©') — tgp’ sin(a” — 0’) 
welche in der sechsundzwanzigsten Vorlesung abgeleitete Gleichung wir im Folgenden 
unter der Form: 


SOs 


o” = Me 
schreiben, so haben wir: 
Mo cosh" — ocosh = ohcos§ cos H 
Mo sink" — osink = ohcos§snH 
Motgp" — etgB = ohsin§. 


Da 9 aus diesen Gleichungen herausfallt, werden h, €, H vollig bekanute Gréssen. 


In dem allgemeinen Ausdrucke fiir %?: 


42 — (a! 


x)? + (y" 


. “1 " / 
eeben wir den Differenzen « 


gs es el Lo (a 20) 
FHS ys — ly — Hr) 
go — ze = 2! — & — (& — &%) 


wodureh der Ausdruck fiir *? wird: 


"t 
— 4, y" — y, @ 


UP se te a2), 

— g die Form: 
ohcos§cos H — geosG 
ohcos§ sin H — gsinG@ 
ohsin &, 


“2 = oh? + g? — 2gehcoscos(G — H). 


9 


Fiir 7? und 7’? erhalt 
gl? + ylf2 4 2!2, in welchen: 


man durch 


ge ==.0 cosh — KR co7® 
y¥ =0 sink — R 8n© 
2 -==.G-i08 


Bildung 


der Summen a? + y? + 2? und 
ott 
a” = e" cosa" — R" cos © 
. * cnt 
yl" — o'sind’ — R'sin© 


gil ae o" ty B", 
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die Ausdriicke: 
r? = o2seceB? + R? — 2Rocos(A — ©) 
v2 — M? 0? sec B'2? + RY? — 2M R" 9 cos(A" — ©"). 
Zu weiterer Abkiirzung fiihrt Gauss noch die Hiilfsgréssen p, W” und mittelst 
der Gleichungen: 


cosB cos(A — ©) = cosy 
cos B" cos(A"” — ©") = cosy" 
cos€cos (@ — H) = cosy 


ein; dann wird: 
r? = (osecB — Reosy)? + R?siny? 
2 — (Mo sec B" — R' cos")? + R'? sin”? 
x2 — (oh — gcosg)? + g?sin gy. 
Da es sich empfiehlt, fiir @ eine andere Unbekannte einzufiihren, so wird ferner: 


oh — gosyp = 4 


gesetzt. Man bestimmt also hierbei zunichst w, aus dessen Werthe sich:dann @ nach 
der Formel: 

=, u + gcos@ 

re 


ergicbt. 

Der Leser ist durch das Vorhergehende in Stand gesetzt, das folgende Schema in 
allen Theilen zu verstehen, welches Gauss fiir Anstellung der Versuche bei einer 
Kometenbahn (v. Zach’s monatliche Correspondenz, Bd. 28) aufstellt!). Bei der schon 
frither angegebenen, doch der Vollstiéndigkeit der Vorschrift wegen hier noch einmal 
zu wiederholenden Bedeutung der Zeichen, wobei: 

t, U, t” die drei Beobachtungszeiten, 
A, A’, A” die drei beobachteten geocentrischen Lingen, 
B, B', B" die drei geocentrischen Breiten, 
0, o” die curtirten Abstiinde des Kometen von der Erde, 
©, ©', ©” die drei Liingen der Sonne, 
R, R', R" die drei Radien vectoren der Erde 
vorstellen, berechne man: 


M = ees __'y B' sin(A — ©') — tg Bsin(V’ — 0’) 
t = tg B" sin (A ed 6’) ras tg Bl sin (A" = oD) 
2” cos (er ©O)— R= g cos (G =) 2) 


k" sin(O" — ©) — 
M — cos(a" — Ad) — 
sin (A" — A) — 
Mtg B" — tgB 
cos § cos (G — H) 
cos B cos(A — ©) 
cos B" cos (4" — ©") 


eo i ll 


1) Wir empfehlen dem Leser noch den vortrefflichen, 


von Kneke: 
astronomischen Jahrbuche fiir 1833, zum Studium. 


gsin(G — ©) 
hos §cos(H — 2") 
hos § sin(H — 2") 


hsin 
cos 
cosy 
cos wy" 


ce 


in vieler Beziehung lehrreichen 
»Ueber die Olbers’sche Methode zur Bestimmung der Kometenbahnen “im Berliner 


(1) 


Autsatz 


*) Diese Gleichung ist mit der vorher abgeleiteten 


e” cos @" — Reos@ = y cos G 
identisch, da man sich immer denken kann, alle Lingen wiirden yom ersten Sonnenorte an gezahlt. 
Kine ahnliche Bemerkung ist noch yon einigen anderen Gleichungen der Formeln (1) zu machen. 


gsin ~ —A 
Rsinw — 
2” sin pw" — Rl 
hcos B maa 
hos B" oral (1) 
M 
gcosgp — bReosy =o 
gceosp — b" R" cosy" = c" 


2 


Die Ausdriicke fiir 2, 72 und x2 werden dann: 


Wee ¢ : =) 4+ B? 
3 ze € as “y rn Ri 5 . ‘ é “i ‘ ‘ Fy . (2) 
x2 == y? + A? . 


und es muss noch wv so bestimmt werden, dass der aus denselben abzuleitende Werth von: 
(r 4. y'! 4 n)% a (r ee yl! =, x)", 

gleich 6k(t" — t) wird. Hat man dies durch in bekannter Weise anzustellende Ver- 

suche erreicht, so berechnet man: 


__ uw + goosg | 


ae = 6. 


Man kann nun sofort die heliocentrischen Lingen und Breiten des Kometen J, b, 

I’, b'’ bestimmen, wozu sich die aus den Fundamentalformeln des ersten Abschnittes 
leicht abzuleitenden Gleichungen: 

o cos(A — ©) — Fk 

o sin(A — ©) 


rcosb cos(l — ©) 
rcosb sin(l — ©) 


I 


o tg B —=rsind (4) 
oe” cos (A" — ©") R" = r" cosb" cos(u' — ©") 
o” sin (a" Le ©") — x cos h!! sin (1! viet @”) 


ry" sind" 


l 


0" ty p" 

sehr gut eignen. 
Es gewihrt hier eine erste Priifung der Rechnung, dass die durch die Auflésung 
der Gleichungen folgenden Werthe von r und r” mit den aus den Versuchen iiber w 
folgenden iibereinstimmen miissen. Der Komet ist rechtliutig, d. h. die Neigung der 
Bahnebene gegen die Ekliptik 7 ist im Folgenden im ersten Quadranten zu nehmen, wenn: 


I” — 1 positiv; 
im anderen Falle, wenn: 
’ — 1 negativ, 


ist der Komet riickliiufig, was, wie wir wissen, am cinfachsten dadurch beriicksichtigt 
wird, dass man 7 im zweiten Quadranten wiihlt und das Vorzeichen von (w — $2) 


geindert wird. 
642 und i berechnen sich aus den Gleichungen: 


2 A060 sl 


ty b == =f tg i sin (I — 2) 1) | 
5 5 
tg b"” — tgbcos(l' —1 Ps 8h Tel ou ace 
ri! — tgveosl —1) 59; gos 2) 
sin (U" — 1) 

Ueber den Quadranten von 1— 82 bleibt kein Zweifel, da tg i positiv werden muss, 
wenn 1 — 1 positiv, dagegen negativ, wenn 1’ — 1 negativ ist. Die erste der beiden 
eben genannten Gleichungen ist nichts Anderes, als die Auflésungsformel eines recht- 
winkligen sphirischen Dreiecks, in welchem 7 — $2 die eine Kathete, ¢ der ihr an- 


liegende Winkel, b die andere Kathete ist. Es besteht daher auch noch die Gleichung: 
tgb’ = + tgisin (l’ — 83), 

welche mit der ersteren verbunden, die zweite der in Rede stehenden Gleichungen giebt. 

Bequemer noch ist es, die beiden Gleichungen: 


igb = + tgisin (lL — 8) 
igo” = + tgisin (l’ — 82) 


durch Addition und Subtraction umzuformen, wodurch man fiir die Bestimmung von 7 
und 8 erhalt: 
+ tgisin [4/,(" + 1 — $2] 
1/, (tg b" + tg b) sec 1/, (U" — 1) | 
igs [/> (0 Bb 1) ve 2] Rc Myce, bey oc (6) 
1/) (tg b" — tgb) cosec 1/, (U' — 1) | 


| | 


Auch hier findet keine Zweideutigkeit der Lésung statt. 
Wir sind jetzt im Stande, die Argumente der Breite, »+(a— 8) und vo + (a— 82) 
mi berechnen, da nach uns bekannten Formeln: 


tg(t — 8 
wile -a@— 2) = A cos i 

" - a 
ty [ 0” == (x a $2) | is a = = 


und es bietet sich hier wieder eine Gelegenheit zur Priifung der Rechnung bis zu 
diesem Punkte. Der Werth von x? aus der Gleichune: 
ase Ms Retard ae < 
ne == 7? +t l® — Irv"! cos {lo + (e — &)] — [oe = GH — &)}} 
muss mit dem friiher gefundenen genau iibereinstimmen. 
Endlich haben wir noch, wie frither gezeigt, fiir die Bestimmung von 1/,(v" + 2), 


welches mit dem bekannten Werthe von 1/, (v’ — v) verbunden, die beiden wahren 
Anomalien und dann verglichen mit v — (x — 83) und ov” + (a — &), das Element 
az — & ergiebt, und fiir die Bestimmung des Perihelabstandes, die Formeln: 


1 ; l I 
Lest +) = ta (Ge — ob) ete" 099 
| a | yr | yl"! 


| l | 
= 608 Ya (0" + 9) = Yn (T= + zee) scot (o! — v) 
| y | , Yr" . / 


) Wo in diesen und den folgenden Formeln ein doppeltes Vorzeichen yorkommt, bezieht sich 
das obere auf rechtliufige Kometen, das untere aut riickliuhgee. 
*) In der Olbers’schen Abhandlung ist den Formeln: 


1 __ cos'/,v cotg */. (v" —v) _ cosec/ (vo! —v) sin 


eo Vee ee) Vin ioe 


der Vorzug gegeben. 


— 905° — 


Fir die Berechnung der Epoche des Perihels 7 mittelst des Perihels bedurfte es 
keiner besonderen Vorschrift, da sie dem Leser aus dem ersten Abschnitte schon hin- 
reichend bekannt ist. Es sei jedoch bemerkt, dass bei unserer Art, das i bei riick- 
laufigen Kometen zu zihlen, auch hier eine etwas listige Unterscheidung tberfliissig 
wird. Bei uns ist stets: 


T= t— Magen = t! — M" Gen, 


wobei M und M” die zu v und vo” nach der Barker’schen Tafel gehérenden mittleren 
Bewegungen und n einen festen Coéfficienten bedeutet, dessen Logarithmus — 0,0398723. 
Die Probe, dass die beiden Werthe von 7 iiberecinstimmen miissen, controlirt die 
? ? 
sorgfiltige Auflésung der Lambert’schen Gleichung. 


Neunundzwanzigste Vorlesung. 


Rechnungsbeispiel fiir die Gauss’sche Modification der 
Olbers’schen Methode. 


Nach Géttinger Beobachtungen vom 7., 14. und 21. April 1813 ist fiir den zweiten 
Kometen von 1813: 
ts" 7,00007 
t’ = 14,54694 
v” = 21,59931 


A, ==7271 16' 38" Dieses te Bee OY 
MN = 266 27 22 Bp’ = + 22 52 18 
A" = 256 48 8 BY = + 9 5312 
(y ==. 17 47.4) log == 0,00091 
©’ = 24 388 45 bk = 0,001L75 
OQ” ee Bl 31-25 log RY = 0,00260. 
Aus diesem Materiale ergeben sich: 

log M — 9,75799 log B — 9,98706 

G = 113°48'57” log B” = 9,86038 
logg — 9,38029 logb —= 9,75645 

He 109 549" log b” == 0,05028 

Gs> 4£ 13 $9 gcosgp == 0,17147 
log —= 9,81477 ec = 0,3136d 
log A = 9,22527 é’ = 0,95443 


In Beziehung auf h, £, H kann es vielleicht niitzlich sein, den Leser daran zu 
erinnern, dass h und cos§ nach ihrer im Friiheren gegebenen Definition stets positiv zu 
nehmen sind; hiermit ist denn auch der Quadrant von H véllig bestimmt. 

Machen wir den ersten Versuch mit w= 0,3, so stellt sich die Rechnung fiir 
denselben wie folgt: 
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logu — 9,47712 (u + 6) = 0,61365 u + of = 125448 
logu2? — 8,95424 log(wu + e) == 9,78793 log(wu + c”) = 0,09844 
1 

log A2 —= 845054 log = — 0,24355 log ar = 9,94972 
Differ. = 0,50370 0,03148 0,04816 
Zech — 0,11844 0,06296 0,09632 
log x2 — 9,07268 log B? = 9,97412 log B"? — 0,72076 
log a —= 9,50634 Differ. — 0,08884 Differ. — 0,37556 
% — 0,34382 Zech —= 0,25888 Zech = 0,15264 
logr? —= 0,32184 log r'? — 0,24896 
logr — 0,16092 logy” — 0,12448 
r — 1,44850 r” — 133193 

ry trl + «= 8,12425, r +r” — x = 2,43661 


(ry +r” + x) — (vr + r” — x)’ = 1,71883. 
Ks ist aber: 
log 6 = 0,77815 
logk = 8,23558 
log (t” — t) = 1,14765 
0,16138 — log numeri 1,45040. 


Die Hypothese wu = 0,3 zeigt hiernach in der Befriedigung der Lambert’schen 
Gleichung einen Fehler von 0,26843, um welche Grésse die linke Seite die rechte 
tibertrifft. 

Machen wir einen zweiten Versuch mit dem Werthe wu — 0,4, so finden wir auf 
die namliche Art: 

(ry +r” + 2% — (r + r” — x)e = 2,24869; 
diese Hypothese hat in demselben Sinne, wie vorhin, den Fehler 0,79829; da demnach 
die Aenderung von einer Einheit der ersten Stelle von w den Fehler um die Grésse 


0,52986 hat wachsen lassen, so werden wir den Werth wu — 0,3 um die Grésse 
Nomen - 0,1 oder 0,05066 
vermindern miissen, um der Wahrheit niher zu kommen; den dritten Versuch wiirden 
wir deshalb mit w — 0,24934 anstellen. Setzen wir die Versuche bis zur gréssten 
Scharfe fort, so erhalten wir als definitiven Werth 
wu == 0,24389, 


welchem entsprechen: 
logx = 9,47150 
logr = 0,13896 
logr”’ = 0,11068 


wu -+ g cos 


log 0 == log - i == 9,80366 
log 0” = logMo = 9,56165. 
Die heliocentrischen Coordinaten des Kometen werden: 
ecosk — Roos = 0,01418 — 0,95415 — — 0,93997 
esind — Rsin® = — 0,63614 — 0,30625 — — 0,94239 


e tg B = 0,35319 
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a” = 0"cos a" — R" cos@" — — 0,08321 — 0,85755 = — 0,94076 
y" = e" sind” — R"sin©” = — 0,385483 — 0,52599 — — 0,88082 
gl = o” tg B —_ 0,06352. 
Aus diesen Zahlen folgt durch eine uns schon hinlinglich bekannte Rechnung: 
oe 225° 4’ 25/ . i 223° 6/56” 
b= + 14:51 40 uv = + 2 4918 
logr = _ 013896 logr” = 0,11069. 


Diese Werthe von logr und logr” zeigen, dass die Rechnung bis auf die kleinen 
unvermeidlichen Unsicherheiten der letzten Stelle richtig gefiihrt worden ist. Da 
l” — 1 negativ ausfillt, giebt sich der Komet als riickliufig zu erkennen. Wir wenden 
deshalb zur Berechnung von §§ und i die Formeln (6) mit den unteren Zeichen an, 
welches folgende Rechnung giebt: 


logy —= 9,69897 log ¥/y — 9,69897 

log (tgb"” + tgb) — 9,49781 log (tgb” — tgb) = 9,33458 
log sec 1/, ('’ — 1) = 0,00006 log cosec 1/, (U’ — 1) = 1,76735, 
9.19684, 0,80090 


Die Auflésung muss so gewihlt werden, dass tgi negativ wird; man erhiilt: 


/,(U" + 1) — & = 181° 25! 32" 
'==- 3S .59- 5 
So) 42 40 8. 
Die Formeln (7) haben nur ein einfaches Vorzeichen, wenn wir bei retrograden Kometen 
fiir a — § seine Erginzung zu 360° nehmen. Sie ergeben: 
O .¢— 2 = 164° 56! 57" 1) 
vi + aw — & = LD) eee 
v' — v ==) 12) EE 85, 


womit: 
m2 = 2? + 2 — Arr''cos(v" — v) = 0,08771 
wird, wihrend der friiher erhaltene Werth die rechte Seite gleich 0,08770 liefert. Der 
Unterschied ist von keiner Bedeutung. 
Bei der nun folgenden Rechnung der Bestimmung von q, v und v” ist es immer 
za empfehlen, siebenstellige Logarithmen anzuwenden. 


log1/, = 9,6989700 log 1/, = 9,6989700 
log (7 = 7) — 84502743, 16g (= “a 7) == 0,2386775 
yr yr" Vr yr" 
log cosec 1/,(v" — v) = 1,2742750 log sec ¥/,(v"” — v) = 0,0006149 
94235193, 9,038. 2624. 
Aus diesen Zahlen folgt eindeutig, da g positiv werden muss: 
1/,(v" + v) = — 16°59! 49",09 
1/, (v’ + v) = — 33 59 88 18 
(ye) = 6 5 47 50 
gl a 970 58 81" 
v= — 40 5 26 
logo. 0,0846818. 


1) Wenn cosi negativ ist, liegt die Erginzung des Argumentes der Breite zu 360° mit 1 — 2 
immer in demselben Quadranten. 
Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 84 
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Wir hatten auch noch v + w — 8 = 164°56'57"; demnach wird: 
Whe = 205" 2) 23" 

Zu v = — 4095/26” gehort in der Barker’schen Tafel log M = 1,45605,; also 
wird — Mnq = 414971, die Zeit des Perihels = April (7,550 + 41,971), oder Mai 
19,521. Aus uv" folgt 7 —= Mai 19,519, nahe mit dem ersten Werthe stimmend, so 
dass wir 7 == 19,520 setzen kénnen. 

Am Schlusse stellen wir die einzelnen Resultate, welche wir erhalten haben, noch 
einmal zusammen: 


T = 1813 Mai 19,520 mittl. Berl. Zeit 
mg — § == 2059 2/28” 
§& = 42 40 8 
qe BS BI. <D 
logg = 0,08468, 
oder, wenn wir die andere Unterscheidung fiir riickliufige Kometen wahlen wollen: 
T = 1813 Mai 19,520 
a — §& == 154957’ 37" 
8 = 42 40 8 
a 81 0 55 
logqg == 0,08468 
Bewegung: Retrograd. 


| 


Dreissigste Vorlesung. 


Verschiedene Arten, die erste Hypothese fiir 9 oder wu bei der 
Olbers’schen Methode zu bilden. 


In dem eben gegebenen Rechnungsbeispiele haben wir bei dem ersten Versuche 
u — 0,3 angenommen, ohne davon Rechenschaft abzulegen, weshalb wir mit diesem 
Werthe beginnen. Die Olbers’sche Methode iiberlisst in der That die Bildung der 
ersten Hypothese dem praktischen Takte des Rechners, welcher uns in dem gegen- 
wirtigen Falle mit einem leichten Ueberschlage erkennen liess, dass der Werth yon u 
nicht viel grésser sein werde als 0,3 oder 0,4, weil wir sonst auf Entfernungen des 
Kometen von der Sonne gefiihrt werden, in denen diese Kérper fiir uns meistens nicht 
sichtbar sind. Es kommt jedoch zuweilen yor, dass man das Fehlen ciner bestimmten 
und festen Vorschrift in der Beziehung als eine Liicke in der Methode empfindet. 
Olbers selbst hat diesem Gegenstande noch eine besondere Abhandlung gewidmet, 
welche man in der zweiten und dritten Ausgabe des Olbers’schen Buches unter der 
Ueberschrift ,Ueber die zweckmissigste Art, bei Berechnung einer Kometenbahn die 
Versuche anzustellen* und in dem Berliner Astronom. Jahrbuche fiir 1833 mit abgedruckt 
findet. Ks wird darin gezeigt, wie aus einer geniihert richtigen Hypothese eine andere 


1 i] ijher 4} 1 ¢ saty. » a € oe ES E 

) Bei den ubergeneigten Bahnen retrograder Kometen ist, wie schon bemerkt wurde, das 
a — 2 der hier befolgten Zihlungsweise identisch mit — (a — §) der anderen Zahlungsweise 
von 7, wie man am leichtesten findet, wenn man sich den Uebergang von einer direecten zu einer 
retrograden Bahn bei 7 = 90° vorstellt, 
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noch mehr geniaherte gebildet werden kann, was den allerdings grossen Vortheil gewihrt, 
dass man sich nicht, wie bei den auf das Gerathewohl angestellten Versuchen, von der 
Wahrheit einmal wieder entfernen kann.  Beispielsweise begegnete uns das Letztere 
auch bei der Rechnung der neunundzwanzigsten Vorlesung, wo der dem zweiten Ver- 


5? 
suche zu Grunde gelegte Werth von u, wu = 0,4, fehlerhafter war, als der bei dem 
ersten Versuche angenommene u = 0,3. Im Wesentlichen besteht das von Olbers 


vorgeschlagene Verfahren darin, dass aus einem geniiherten Werthe von r + r” das 
nach der Lambert’schen Gleichung, also phoronomisch, entsprechende x bestimmt wird, 
woraus sich dann wieder durch rein geometrische Bedingungen r und r” finden. So 
lange man nicht die richtige Liésung besitzt, werden die beiden Summen von r + r”, 
nimlich diejenige, welche man durch die Substitution in der Lambert’schen Gleichung 
erhalt, und die geometrisch aus dem dieser Gleichung geniigenden Werthe der Sehne x 
abgeleitete, verschieden sein. Die Umformungen, welche wir unten fiir solche Zwecke 
mit der Lambert’schen Gleichung vornehmen werden, lassen uns auch erkennen, dass 
das aus derselben zu berechnende x fiir einen Fehler in der Annahme von r + r" viel 
empfindlicher ist, als das geometrisch aus r + r” zu bestimmende. Aus demselben 
Grunde wird das aus * geometrisch (d. h. hier immer ohne Zuziehung der Zeit) be- 
stimmte r + 7” der Wahrheit naher kommen, als das, von welchem man ausgegangen 
ist. Den so gefundenen genaueren Werth von r + r” substituirt man dann von Neuem 
in die Lambert’sche Gleichung, erhalt einen genaueren Werth von x, aus diesem aber- 
mals genauer r und #”’ u. s. w. 

Der Gewinn, welchen dieses Verfahren mit sich bringt, wiirde noch erheblich 
grésser sein, wenn man von vornherein den Werth von r + r’ genauer bestimmen 
kénnte. In der Bildung der ersten Hypothese wird indessen von Olbers noch Vieles 
dem praktischen Gefiihle des Rechners tiberlassen; es wird nur empfohlen, wenn der 
Coéfficient von @ in dem Ausdrucke fiir r? nahe Null ist, r + r” = 2 zu setzen, wenn 
er sehr stark negativ ausfallt, r + r” kleiner als 2, etwa = 1,5, und wenn er stark 
positiv wird, grésser als 2, etwa 2,5 zu wiahlen. 

In einer Zusammenstellung der Formeln fiir Berechnung einer Kometenbahn, 
welche sich im Anhange der Encke’schen Ausgabe von Olbers’ Abhandlung findet, 
wird in Betreff der Bildung der ersten Hypothese Folgendes bemerkt: ,Kennt man 
sonst keine Naherung fiir @ oder r oder r”’, wodurch uw genahert bekannt wiirde, so 


kann man ausgehen von: 
ee 2 | | <a ee 
eee a) 


ein Vorschlag, der offenbar darauf hinauskommt, * = 


4 ty 
41 
wegen des Divisors 41 etwas fremdartig ausschenden Naherungsformel wollen wir 


mu setzen. Zu dieser 


bemerken, dass 2 hier nur eine Abrundung fiir & y2 ist. Entwickelt man die Differenz 


(ry +r” + «J — (r + re" — x)% unter Voraussetzung eines sehr Kleinen Werthes 
yon %, dessen héhere Potenzen vernachlissigt werden kénnen, setzt man demnach: 

GH tao te + the + rien 

(r ty gee n)%% = (r An rh aes 3/9 (r 4 r\'% x, 
so geht die Lambert’sche Gleichung in die folgende: 


(r + rou = 2k (t" — 2) 
Wy —t 


re 


oder: 


34* 
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iiber. Setzt man hier, was Olbers als Mittelwerth vorschligt, r + r’ = 2, 80 
erhalt man: 

, qt! =a t 
In dem durehgefiihrten Rechnungsbeispiele wiirde danach logx = 9,53487 geworden 
sein, was von dem definitiv gefundenen logx = 9,47150 nicht gerade stark abweicht. 


Indessen kann es doch fiir manche Fille erwiinscht sein, gleich der ersten Hypothese 
mit Sicherheit einen hdheren Grad von Anniherung geben zu kénnen, ohne zu einer 
weitliufigen Rechnung genéthigt zu sein. Aus den fiir solchen Zweck in der nachsten 
Vorlesung anzustellenden Betrachtungen folgt dann auch mit Leichtigkeit der beriihmte 
Satz von Lambert iiber die Krimmung der geocentrischen Bahn eines Himmelskérpers, 
nach welchem man aus dieser Kriimmung entscheiden kann, ob derselbe der Sonne 
entfernter oder naher ist als die Erde. 


Kinunddreissigste Vorlesung. 


Vorbereitende Betrachtungen fiir den Lambert’schen Satz tber 
die Kriimmung des geocentrischen Laufes. 


Nach den Elementen der Attractionslehre, der wir einige Betrachtungen hier ent- 
lehnen miissen, kann man die Bewegung eines die Sonne in einem Kegelschnitte um- 
kreisenden Kérpers an jedem Punkte der Bahn als das Resultat einer in der Richtung 
der Tangente wirkenden 
Wurfgeschwindigkeit und 
einem nach der Sonne 
vermége deren Attraction 
gerichteten Fallen  an- 
sehen. Ist in Fig. 53 8 
die Sonne, PP’P" ein 
Theil des Kegelschnittes, 
wobei P, P’, P" der 
Reihe nach den Zeiten 
t, U, t’” entsprechen sollen, 
ferner TU die 'Tangente 
ice neo en =| ae 1 


VAVe 
gleich die Richtung, 
welche der K6rper ver- 
folgen wiirde, wenn im 
Punkte P’ zur Zeit t’ die 
Attraction der Sonne plitz- 


lich aufhdrte. Er wiirde dann seinen Weg gleichférmig mit derjenigen Geschwindigkeit 
azuriicklegen, welche er im Punkte P’ besass, und auf diese Weise zur Zeit ¢’ bis zu 
Ine , gga > / 4) 5 ay * . 

emem gewissen Punkte p der Tangente gelangen. Unter dem fortdauernden Hinflusse 
der Schwerkraft jedoch wird der Richtung von SP’ parallel mit beschleunigter Ge- 
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schwindigkeit in dem Zeitraume ¢” — ¢ das Stiick p P” durchfallen, so dass der Korper 
die nach der Sonne concave Bahn P’ P” verfolgt. Zichen wir noch durch den Punkt P” 
mit der Tangente parallel die Linie PQ”, wodurch Q”P’ parallel und gleich qP" wird. 
So lange nun das Zeitintervall t” — ¢’ an Grésse nicht diejenigen Grenzen iiberschreitet, 

Fig. 54, ’ welche wir bei diesen Unter- 
suchungen innchalten diirfen, 
sind die Veranderungen in der 
Intensitaét der beschleunigenden 
Kraft sehr gering; es ist dann 
erlaubt, diese Kraft wiihrend 
der ganzen Fallzeit gleich 


aoe my, af 
Sa 2a J (SP Pp) oder 72 
~ = = a ” / / 
cg ee, zu setzen, wobei C eine gleich 
i zu  bestimmende, von der 
— : ‘ 
53 Y/ Sonnenmasse abhiingende Con- 


ey stante vorstellt. Den durch- 

‘ fallenen Raum findet man be- 
kanntlich aus der beschleunigenden Kraft, indem man diese letztere mit dem halben 
Quadrate der Zeit multiplicirt; also hat man: 

Q'P' a ai (t” bs a t')?. 
Diese Formel muss aber offenbar auch noch ihre Giiltigkeit fiir die Bewegung 
in einer Kreisbahn vom Radius 1 behalten, in einer solchen wird: 
OP = 1— cok! — 2) = 1-1 — ee — oy +-- 4 

demnach: 


C(t’ — ty? 
2) 


“= 


2 
= = ce ha {')2 


oder: 
Ca i. 
Setzen wir zur Abkiirzung k(t’ —?t')—= 9, so wird daher in dem allgemeineren Falle: 
——— m2 
ag eee 
Ae es 2 r'? 


Ein Kérper, welcher nach der Fig. 53 die Bahn P’ P’ verfolgt hatte, wiirde in 
dem Zeitintervall t' — t nach P gelangen. Construirt man PQ und @ LP" gerade so, wie 
vorhin P’Q” und Q"P’, so wird daher nach denselben Betrachtungen : 
it’ —t) 3" 


LE eae eae es 


wenn wit zur Abkiirzung k(t’ — t) = 0” setzen. 
In Fig. 54 wiederholen wir die Construction von Q und Q" und zichen noch die 
Sehne PP”. Deren Durchschnitt mit SP’ sei Q’. 
Es entstehen wegen des Parallelismus von QP und Q’P" die thnlichen Dreicke 
PQQ und P" Q'Q", daher die Proportionen: 
ee oe Po Py Pos OP’ 


oder, da sich die letzteren Gréssen sehr nahe wie die Zeiten verhalten: 


O77 = 0": 4, 


— 270 + 
also auch, wenn wir k(t” — t) = ® setzen, wodurch ® = @ + & wird: 


OOF O00 OO a0" 26, 


d. h. nach dem Vorigen: 
gu o” (92 — gr gl (9 eet a") 
Ce OT ga oe 


Hieraus ergiebt sich dann weiter: 


ae. HR gv (# Wis o") 
TEM fae Bet kM Niwas: “9 ya 


oder endlich: , 
Oo 
PEG gg ae 


eine fiir viele Untersuchungen sehr wichtige Gleichung, weswegen wir sie mit dem 
besonderen Buchstaben (Q) bezeichnen. 


Zweiunddreissigste Vorlesung. 


Der Lambert’sche Satz von der geocentrischen Krtimmung. 


Lambert, von dessen wichtiger Gleichung tiber die Bewegung in der Parabel 
wir schon so haufigen Gebrauch gemacht haben, verdanken wir auch die Entdeckung 
einer sehr merkwiirdigen Eigenschaft des geocentrischen Laufes aller Gestirne, fiir 
welche die Sonne Centrlienene: ist, der folgenden namlich: 

Die Kriimmung des geocentrischen Laufes eines Planeten oder Kometen ist gegen 
den Ort der Sonne auf der Sphire concay, so lange die raumliche Entfernung des 
Kérpers von der Sonne die der Erde yon der Sonne nicht iibertrifft, im anderen Falle 
dagegen convex. 

Oder auch: 

Legt man durch den ersten und dritten von drei benachbarten geocentrischen 
Oertern eines Himmelskérpers einen gréssten Kreis, durch welchen die Kugel in zwei 
Hemisphiren getheilt wird, so liegen Fig. 55. 
der zweite geocentrische Ort und 
die Sonne auf verschiedener Hemi- 
sphire, so lange der Radius vector 
der Erde den des Gestirnes iiber- 
trifft; dieselben Oerter legen auf 
derselben Hemisphire, wenn der 
Radius vector des Gestirnes der 
gréssere ist. 

Mercur und Venus z B. kehren ¢ 
trotz aller Complication in ihrem 


geocentrischen Laufe der Sonne doch 
immer dic concave Seite zu, die oberen Plancten, Mars, die Asteroiden, Jupiter, Saturn, 
Uranus und Neptun stets die convexe Scite. Bei den Kometen geht die Convexitit gegen 
den Ort der Sonne in Concavitiit iiber, wenn sie der Sonne naiher kommen, als der Erde. 
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Wir wollen den eben ausgesprochenen Satz zuniichst beweisen und dann An- 
wendungen von demselben machen. 

In Fig. 55 zeichnen wir wieder, wie in Fig. 49 der 26. Vorlesung, das ebene 
Dreieck $7" C’ der zweiten Beobachtung und die Verbindungslinie Qq zwischen den 
Schnittpunkten der Sehnen mit dem mittleren Radius vector, die dort gebrauchte Be- 
zeichnung so weit hier unveriindert beibehaltend. Ist nun SO! > S87", d. h. r’ > RP, 
so ist nothwendig Winkel SQq > Winkel SZ’ C0’; denn wiiren beide Winkel einander 
gleich, so wiirde man die Proportion haben: 

Og sere se 0% 

Nach der Voraussetzung, dass 8 C’ > SZ", miisste also auch q C' > QT’ werden; 
dasselbe wiirde in noch héherem Grade stattfinden, wenn gar der Winkel SQq << 
Winkel S 7" C’ wire. Nun ist aber nach der Relation (Q) am Schlusse der 31. Vor- 


lesung: 


; ag" 
po aa 
ae oo! 
ion Fick 


also gq C' < QT", so lange 7” > R'. Demnach muss Winkel S Qq in der That grésser 
sein, als Winkel S 7’ C’, wenn kein Widerspruch mit den Bewegungsgesetzen entstehen 
soll; und es liegt 7” O' oder die Richtung des zweiten geocentrischen Ortes der Rich- 
tung 7’ S, d. h. dem Ort der Sonne in der zweiten Beobachtung, niher als die Rich- 
tung von Qq der letzteren Richtung liegt. Qgq zielt aber bekanntlich auf einen Punkt 
des durch den ersten und dritten geocentrischen Ort gelegten gréssten Kreises und es 
ist somit bewiesen, dass, wenn 7’ > Rk’, der zweite geocentrische Ort und der zweite 
Sonnenort auf einer und derselben von den beiden Hemisphiren liegen, in welche die 
Kugel durch jenen Kreis getheilt wird. 

Auf ganz dieselbe Art ist zu zeigen, dass, wenn 7’ < R’, dann nothwendig auch 
Winkel SQq < Winkel S 7’ C’ sein muss, weil sonst wieder ein mit der Gleichung (Q) 
der 31. Vorlesung unvereinbares Resultat erhalten werden wiirde. Es miissen also in 
diesem Falle der zweite geocentrische Ort und der zweite Sonnenort auf verschiedene 
Halbkugeln fallen. 


Dreiunddreissigste Vorlesung. 


Anwendung des Lambert’schen Kriteriums tiber die Entfernung 
eines Gestirns von der Sonne. 


Der in der 32. Vorlesung bewiesene Satz lasst sich offenbar auch umkehren, so 
dass aus der Kriimmung des geocentrischen Laufes eines Planeten oder Kometen ein 
Schluss, vorerst allgemeinerer Art, auf die Kntfernung des Koérpers von der Sonne zu 
ziehen ist. Ob nach der Seite der Sonne, d. h. nach derjenigen Richtung hin, nach 
welcher die Sonne weniger als 180° im gréssten Kreise absteht, die Kriimmuug concay 
oder convex ist, kann durch Construction auf einem Globus oder auf einer sorgfiltig 
gezeichneten Karte, in welche man die geocentrischen Oerter eintrigt, am Sichersten 
aber durch Rechnung ermittelt werden. 
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Nach der Bezeichnung in Fig. 51 der 26. Vorlesung und den darauf folgenden 
Gleichungen ist zu entscheiden, ob der Bogen Sq < oder grosser > SC’. Nennen wir 
Ay, Bo die geocentrische Linge und Breite des Punktes g, Gréssen, welche sich leicht 
finden lassen, so wird: 
sin Bo 
sin" 


sin Sq — 
R 
sin GR) 
sin y' 

tg (Ao — ©’) 

cos 

tg (4’ — 0’) | 


cos y' 


sin SC = 


oder auch: 


ig Sq = 
a (S) 
i. SC = 


Es wird sich demnach hauptsichlich darum handeln, 4) und By auf méglichst kurze 
Weise zu bestimmen. Bezeichnen wir die heliocentrischen rechtwinkligen Coordinaten 
des Schnittpunktes der Sehne des Himmelskérpers und seines zweiten Radius vector mit 
Lor Yor 20, die entsprechenden Gréssen bei der Erde mit X), Yo, Z und bedienen uns der 
Olbers’schen Annahme, dass beide Sehnen im Verhaltniss der Zwischenzeiten geschnitten 
werden, so haben wir: 


m= t 5 @ a) = Get ge 
A ee) ae. ) = ay { ay, 2 8: a 
ee ee 
nant fate fates fate 
a (eee 
pats atw na Sat s¢ fate 


Gleichungen, welche, wie gleich bemerkt werden mag, auch fiir andere Fundamental- 
ebenen, als die Ekliptik, ihre Giiltigkeit behalten, da durch rechtwinklige Projection auf 
irgend welche Ebene das Verhiltniss der Theilstiicke einer Geraden keine Aenderung 
erleidet. 


Ks besteht hiernach die Gleichung: 


, a ae /! ao fe F a ‘3 te / — yids —= TW 
ti hg ae rut 3 C ¥) gia Ascot) AC sion? A 
Ly — Xp ( — ft) (@— &) +  — ft) 
Substituiren wir, hier die Ekliptik als Fundamentalebene beibehaltend, fiir 2 — x, 
y — Y, v” — X", y" — Y" die dafiir bekannten Ausdriicke: 
e —X = 0 cosa 
Ye Gas Oh 
on X= 9 eas he Debs a 
em Yh = 0 A ee preee A 
worin noch @ und @” die curtirten Distanzen von der Erde in der ersten und dritten 
Beobachtung vorstellen, so erhalten wir: 
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(t" — t’) sind + M(t = £) sind” 
(t” —t') cosa + M(t’ — t) cosa” 
oder aber, wenn wir mit Riicksicht auf den Ausdruck fiir Mf in den Formeln (1) der 
28. Vorlesung: 


tg Ay = 


__ tg B’ sin(A — ©O') — tg B sin(a' =— ©) 


tg B" sina’ — ©C') — tg Bsin(’7— OT) (V) 
und: 
f’ — t! 
setzen ; 


sind + N sin A" : 
cos A + N cos LL IE Se are a Sa ~ 

Aus Gréssen also, welche auf dem Wege der Olbers’schen Methode liegen, kann 
A, auf die einfachste Weise berechnet werden. 

Es mag dann noch bemerkt werden, dass die Grésse tgy’ mit der Grésse m am 
Schlusse der 26. Vorlesung, deren Kinfiihrung Olbers zur Abkiirzung des Ausdruckes 
fiir MW empfiehlt, identisch ist. 

Man sieht aus dem Vorhergehenden, dass aus den Vorbereitungsgréssen fiir dic 


tg Ay —, 


Olbers’sche Methode Sq und SC’ mit leichter Miihe und zwar, ganz seltene Ausnahmen 
abgerechnet, nach den Formeln (V), (W), (X) und (S) zu finden sind. Findet sich 
dabei der Bogen SC’ < Sq, oder wenn SC’ grésser als 180° wire, 360°— S C' < 360° 
— Sq, so ist der beobachtete Himmelskérper in der zweiten Beobachtung von der 
Sonne entfernter als die Erde; im anderen Falle ist er niher. 

Ein Beispiel wird die Bequemlichkeit der Rechnung zeigen. 

Aus den Zahlen der 29. Vorlesung erhalten wir: 

logm = logtgy’ = log att oF a MES 

ee tS ors eeis. 
g B" — msin(A" — ©‘) 
woraus etwas abweichend, aber wegen der mit sechs Stellen gefiihrten Rechnung auch 


log N = log ; 


etwas genauer als im Friheren: 
log M = 9,757944 


sich ergiebt. Bis hierher haben wir nur Gréssen gebraucht, deren wir bei der Olbers’- 
schen Methode nothwendig bedurften. Es wird nun ferner: 

sink + Nsini” 
I cosh + Neos i" 
Ag 2 DEG" 2 52°55 


log tg Ay == 1.159989 


— eh Ce 
logigSq —= log ween 2) — 0,308152 


Bq = 248° 48/ 32/1, Abstand des Punktes q von der 
Sonne = 116° 11’ 27.9 
/ 
ig(4_ — ©) — 0,315 549 
cos Y 
So’ = 244° 11’ 36",3, Abstand des Punktes OC’ von der 
Sonne = 115° 48’ 23”,7. 


Der Quadrant von Sq ist stets derselbe, wie der von 4) — ©’, ebenso liegt SC’ 
mit 4’ — ©! in demselben Quadranten, wie schon bei verschiedenen Gelegenheiten cr- 
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logtg SC’ = log 
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wihnt wurde. Da nun also hier der Abstand des Punktes C’ von der Sonne kleimer 
als der der Richtung Qq ist, so ist ganz gewiss der Komet in der zweiten Beobachtung 
von der Sonne entfernter gewesen als die Erde. Dieses sichere Urtheil haben wir durch 


Nebenrechnung gewonnen. 


Vierunddreissigste Vorlesung. 


Bestimmung der Entfernung des Himmelskérpers yon der Sonne. 


Mit einem nur geringen Mehraufwande von Rechnung kann das oben angegebene 
Lambert’sche Kriterium zu einer wirklichen Bestimmung von r’ vervollkommnet werden. 
In den dahin fithrenden Betrachtungen wollen wir fiir den Bogen Sq, den kleinsten 
Abstand des Punktes gq von der Sonne, die Bezeichnung mit 7%, fiir das entsprechende 
SC’ das Zeichen y' einfiihren, wonach wir also haben: 


tg (Ay — ©! 

g%o = ne 
Ole =O) 
gy = cos 7" ¥ 


Ferner sei fiir die in Fig. 55 dargestellten ebenen Dreiecke Sg — rn, SC’ = r, 
SO = Ry, ST = Rk, Winkel SC’ 1" —-¢, dann haben wir 
eh Sie le R' sin y 
i — = 
Sin Z SiN Z 


aes Ry sin SQq wa Ry sin Xo 
~ sinfe— (SQq—SI7'C)| — sin(e + x’ — w)’ 


To 


also auch: 
oo" — Rsiny’ Ry sin Yo | 


U ! 
r=, = 7 Ce = — : : es 
a 4 2Qr’? sine sin (e + 4’ — yo) J (1) 
, ; R’ sin x! 
und wenn fiir r’ sein Werth =~” gesetzt wird: 
sin 2 
oo" sing? __—s R'siny! Ry sin Ao 9 
2 R’ siny'2  ——s sine sin(z + 4’ — yo) ke) 


Die Seiten dieser Gleichung sind von der Ordnung des Productes der kleinen 
Nie a8 ete ou uh ‘ a . Te say a K, . r Ae 
Grossen v und #", oder nach einem gebriiuchlichen Ausdrucke, kleine Gréssen der 
zweiten Ordnung. Man darf deshalb die rechte Seite der Gleichung mit einem Factor 
multipliciren, welcher von der Einheit um eine kleine Grésse zweiter Ordnung verschieden 
ist, da man dabei nur eine Grosse der vierten Ordnung vernachlassigt. Man multiplicire 
i, 
; 5 4 Yr . 
die rechte Seite mit dem Factor —, d. h. mit: 
Yo 
pl 54 U an os / 
hi sy sin(e + x Sy) 


Ry sin yy SIN & 


>) 
wodureh man erhilt: 


” ee, 5 is ; ‘ 
BO" sing? _——sRi* sing’? ~— sin (e + 4’ — yp) R' siny! 
C Dis A P as ° ace - m 
2 RK sin x’? Ly sin Yo sin z sine sing 
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: , ° ! ° . ° 
oder: ee ote. ated y + sin(e a % -— %) 2 B’3 sin x! 
DO" Ro sin Yo sin z oo" 
Setzt man zur Abkiirzung: 

R' sing! ; 

ea 

ey 

Ry sin Yo Be = ta) 4s 


so erhalt man: 
2a R’8 sin y'3 2b KR sin x’3 


sings’ = oa" . <7 y ae cotg z Soe) Ce “ie or ee ee (3) 
Wird cotyz = & gesetzt, so geht die Gleichung iiber in: 
a 2a R’3 sin y'3 2b KR sin yx’ 
(i - 34)-* =< aa 4 sk 5°, aaa, i ie (4) 


Hieraus ist sofort eine sehr einfache Construction fiir die reellen Lisungen dieser 
Gleichung zu erkennen. Man zeichne niimlich die durch die Gleichung: 


y= (1 4 2)-% 
vorgestellte Curve, was, da dieselbe keinen veriinderlichen Parameter enthalt, nur einmal 
fiir alle méglichen Fille zu geschehen braucht, und lege durch diese die der Gleichung: 
2a R’3 sin x" 2b KR sin y'3 
Y= — Se + Se 


entsprechende gerade Linie hindurch, deren Lage sich in jedem gegebenen Falle auf 
das Leichteste bestimmt. Die Abscissen der Schnittpunkte werden die Werthe von 
cotgz sein, welche die Gleichung (4) befriedigen. Die Ordinaten stellen sinz? vor. 

Die Curve besteht aus zwei von einander getrennten, zur Abscissenaxe symmetrisch 
liegenden und die letztere zur gemeinschaftlichen Asymptote habenden Zweigen; sie hat 
also nothwendig mindestens zwei Schnittpunkte mit jeder gegen die Abscissenaxe 
geneigten Geraden. Eine dieser reellen Lésungen entspricht sehr nahe der Erdbahn, 
liefert also r’ = R’, d. h. eg = 180° — 7’, da doch auch die Erde ein in den Gesichts- 
oder Beobachtungsrichtungen gelegener Himmelskérper ist, welcher bei seiner Bewegung 
die zu Grunde gelegten Gesetze befolgt. Die praktisch in Betracht kommende Lisung 
ist in den allermeisten Fallen leicht dadurch zu erkennen, dass bei ihr g zwar positiv, 
aber kleiner als 180° — 7’ ausfallen muss. In dem nicht seltenen Falle, wo mehr als 
eine Lisung dieser Bedingung geniigt, giebt es auch in der That mehr als eine Bahn, 
welche die gegebenen Beobachtungen darstellt, und es kénnen dann nur weitere Beob- 


achtungen entscheiden, welche Liésung man zu wahlen hat. 
U 


In den Ausdriicken fiir a und b kommt das Verhiltniss = vor. Nach der in Vor- 
0 
lesung 32 entwickelten Relation haben wit: 


R— Bh = OT =a, 


also: 
RI a gl 


= =] pel 
Ro A 2K" R, ’ 
wofiir wir unter Vernachlissigung von Gliedern héherer Ordnung: 
a gl 
1 a )) R's 


setzen dtirfen. 
85* 
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Fine fiir die Auflésung durch Rechnung und Verbesserung des durch Construction 
gefundenen Werthes von g bequeme Form der oben entwickelten Gleichung erhalt man, 
wenn man zwei Hiilfseréssen m und q einfiihrt. 


Macht man: 
CN Cosa 


— Nsind, 


So 


so geht die Gleichung (3) iiber in: 
BT kre rl 
Saisie — nsin(e + 4) 6 PP ee oy 
Durch eine einigermaassen sorgfiltige Construction kann meistens ¢ bis auf einen 
kleinen Bruchtheil eines Grades genau gefunden werden; nachher kann man die Glei- 
chung (5) unter der Form: 
PRR A yy: | 
log rarany = log[nsin(e + q)] 
durch Anwendung des schon bekannten Gauss’schen Kunstgriffes des logarithmischen 
Increments leicht so genau auflésen, wie man fiir néthig halt. 
Es ist somit: 
pol, sing 
Y Sine 


bekannt und nach Vorlesung 30 wird: 


2 z 
n= ee p= ea 


ein sebr geniherter Werth fiir die in der Zeit 1’ —¢ beschriebene Sehne sein. Das 
Ausgehen von demselben bei der Olbers’schen Art der Hypothesenbildung oder ein 
derselben im Wesentlichen gleich kommendes Verfahren, welches wir spaiter noch ent- 
wickeln wollen, fiihrt dann bald zu definitiven Werthen. . 


Es erschien zweckmissig, die obigen Vorschriften zur Bestimmung von 7’ zu ent- 


So 
wickeln, sowohl um zu zeigen, dass sich fiir die Bildung der ersten Hypothese ein gar 
nicht beschwerliches Verfahren angeben lisst, als auch, weil doch in einzelnen Fallen 
auch das practische Gefiihl des erfahrenen Rechners eine Zeit lang vergeblich nach einer 


brauchbaren Niherung suchen wiirde. 


Rechnungsbeispiel fiir die Bestimmung von ”. 
Am Schlusse der 33. Vorlesung fanden wir: 
360° — Sq = y% = 116°11'27",9 
360° — SC = 9 = 115948’ 49 


Da: 
logd = 9,083917 
log 9" = 9,080488 
log R' = 0,001 750 
a9” 
log iy = 0,804530, 
so ist: 
fog = = 0,008144 agree 
* Ro logn = 8,101179 
logb = 7,887213, oo" f 
fog == 8.004801 (09 Sars sin yi = 12994052, 


logtgq = 9,812412, 


— 21, — 


wonach denn die aufzulésende Gleichung heisst: 
(7,994 952) sine = (8,101179) sin (z — 32°59'87",4) 
(9,893 773) sin et = sin (¢ — 32959'37"4), 


Durch eine vierstellige Versuchsrechnung finden wir, dass ¢ zwischen 429 und 43° liegt. 


oder: 


Fiir ¢ = 42° hat man: Fiir ¢ = 43° hat man: 
log sin @ = 9,8255 log sin 2 = 9,8338 
4 log sing = 9,3020 4 log sine = 9,8352 
9,8938 9,8938 
9.1958 —— -9,9290 
log sin (42° — 32959’ 374) — 9,1946 log sin (43° — 82959'37",4) — 9,2399 
Differenz — + 0,0012 Differenz — — 0,0109 


Aus der regula falsi ergiebt sich als Verbesserung 4¢ von g in Minuten: 

7 Ps 0,0012-60 — 0,0012-60- 10000 a 12+ 60 Bait @! 

0,0121 0,0121- 10000 121 121 i 

Nennen wir die Verbesserung von g in Secunden # und entnehmen fiir jede Seite 

der Gleichung aus den Logarithmentafeln die Aenderung des Logarithmus in Einheiten 

der letzten Stelle, die der Aenderung von z um 1” entspricht, so ergiebt sich durch 
sechsstellige Rechnung: 


log sin 42° 6’0"” = 9,826351 + 2.34” 
A log sin 42° 60” = 9,305404 + 9,362 
9,893773 
9199177 + 9,36 ¢ 
Tog sin (42° 60” — 320 59’37".4) = 9,199387 + 13,13 ¢ 
Fiir die Correction z erhalten wir demnach die Bedingungsgleichung : 
9,199 177 4--9,86 4 == 9,199387 + 13,132 
— 3,772 = + 210 


eo — 56", 
z = 4296'0",0 — 55",7 — 4205'4"3 
R' “$4 4 
log r' = log ape — 0,12992. 


Da nun Tog = logk (t" —t) = 9,38323, so erhalten wir fiir die erste Hypothese 
bei logx den Naherungswerth: 


Cy 
log x = log 9" y2 — 9,468 78, 


in der 29. Vorlesung erhielten wir als definitiven Werth: 
log% = 9,47150. 

Die Kenntniss von r’ giebt uns sogar die Mittel an die Hand, @ und @” ohne die 
Vermittelung von * zu finden und darauf hin die ganze Bahnbestimmung zu vollenden. 
Wir wiirden aber damit ein wesentliches Stiick der Olbers’schen Methode, die Benutzung 
der Lambert’schen Gleichung, aufgeben, 

Da, wie wir in den vorhergehenden Entwickelungen gesehen haben, die erste 
Hypothese fiir die Versuche der Olbers’schen Methode, wenn man will, auf eine 
systematische und sichere Weise gebildet werden kann, so beschiftigen wir uns im 
Folgenden mit der Verbesserung der Hypothesen. Hierbei ist, wie schon bemerkt wurde, 
eine Transformation der Lambert’schen Gleichung fiir die Parabel von grossem Nutzen. 


Finfunddreissigste Vorlesung. 


Umformung der Lambert’schen Gleichung; Ausdruck fiir das Ver- 
haltniss des Sectors zum Dreieck bei der Parabel. 


Durch Einfiihrung der Hiilfsgrésse gp mittelst der Relation: 
% 
r +r" 
nimmt die Lambert’sche Gleichung fiir die Parabel eine Gestalt an, welche unseren 
Zwecken sehr forderlich ist. Dieselbe geht dadurch zunachst tiber in: 


6 k(t" — t) = (r + r'")\% [1 + cos (90° — q)] — [1 — cos (90° — )]} 
= Pe(p + rN (ens 45° — fo 9)? — sin (45° — 4h 9) 


Sin — 


oder, da: 
cos (45° — 1/, p)3 — sin (45° — 1/, p)8 
= {cos (45° — 1/,p) — sin(45° — 1/,y)} {1 + 1/, cos p} 
= 2cos45°. sin'/,.m(1 + 1/, cos) 
= Wesin'/,p(1 + 1/2 cos g), 
nm: 


3k(t’ — t) = 2sint/.p(1 + Yrcospy(y + re 2... . . 


Multiplicirt und dividirt man auf der rechten Seite mit cos!/, qm und bemerkt, dass: 


; : H 
2 sin 1/, p cos1/. p = sing = ag 
so erhalt man: 
2 + cos p 
6K(t" — t) = x(r Ms 
= ar $e ED 


oder nach x aufgeldst: 
3cos'/oq 2k(t" — t) 


== 5 a 08 @ frye o> 4G. ser cee et oe (2) 
Auf dieser Umformung beruht die Construction der Encke’schen Hiilfstafel fiir 
2k (t” — t) 


Auflésung der Lambert’schen Gleichung. Dieselbe giebt fiir das Argument +r 
r+ 9) 

3 cos } 3 cos \/. 

ee’ Bezeichnen wir diese Grisse — es welche in 

. ; Lat Oak 2 + cos p 

den Fallen der Praxis immer sehr nahe gleich 1 bleibt, mit dem Buchstaben u, so wird 

die Sehne aus der Formel: 


den Logarithmus von 


— Bk a) 
— (r + rh ad 
erhalten, Auf diese Weise reicht die in dem Anhange aufgenommene Tafel X aus, 


mit aller Bequemlichkeit x aus r + r” der Lambert’schen Gleichung gemiiss zu be- 
stimmen. 


Aus Gleichung (1) erhilt man noch, wenn man cos in 1 — 2sin1/, p2 umsetzt 
; ; : bes 
1 $ — 3/., amyl — 
sin 1/5 p /y sin gp = 3/, ayn ys 18) Re ae) 


=< O79 = 


eine cubische Gleichung, deren kleinste positive Wurzel den Bogen @ ergiebt. Hiermit 
i ; : ‘ . , k(t’ — t) 
ist dann zugleich der Weg gezeigt, auf welchem die Hiilfsgrésse w aus Gare 

= rt yr 
abgeleitet werden kann. 

Mittelst der Hiilfsgrésse g kann man auch das in vielen Rechnungen eine wichtige 
Rolle spielende Verhiltniss des parabolischen Sectors zum Dreieck zwischen denselben 
Radienvectoren auf eine sehr einfache Weise ausdriicken. 

Es sei J die doppelte Dreiecksfliche, also: 

4 = rr'sin(v"” — v) = Arr” sin}/,(v" — v) cos 1/.(v" — v), 
wenn wieder v und v” die wahren Anomalien von r und r” vorstellen. 


Bedeutet 2 den doppelten Sector, so kénnen wir folgende Entwickelung des Aus- 
druckes fiir 4 vornehmen: 


A = 2Yrr" sin 1/, (v" — v) rr” cos Vy (v" — v) 


yrr” sin 1/,(v" — v) = cos ¥/ sa Serer NT, (sin }/, v" cos 1/5 vu — cos 1/y vu" sin /y v) 
2 2 


= g(ig}/,v" — tg ¥/, v), 


wo qg den Perihelabstand bezeichnet. Ferner ist nach Vorlesung fiinf: 


2 ’ 
in 5 (tg Vy v""3 — tg gv) + (tg '/2u" — tg1/,v)¢q 

= q(tg}/.v" — tg/,v) (3/3 tg /.v"? + Vstg1/,v" tg /,v + 1/, tg 1/,v? + 1) 
= q (tg 1s vl — tg 3/9 v) {1/; (1 + tg3/s v!’2) = 1/; (1 + tg 5 v?) 


+ ¥,(1 + tg3/s vu" tg /p v)}. 


Da nun: 
qd 
leer eg ae a) 
f= tg = all + tho") 


cos3/,(v" —v) _ 1 
cos J, v" cos3/,v 


1 + tg'/,v"tg'/pu = rr" cos ',(v" — v), 


so erhalt man aus dem Vorhergehenden: 
Pg ae (tg 1/.v"' — tg }/,v) (r” + r + rr” cos 1/,(v" — v)) 
0 


A = 24 (tg 3/.v" — tg'Y.v) Yrr” cos 1/,(v" — v). 
Fir das Quadrat der Sehne haben wir aber den Ausdruck: 


m2 = 2 + 72 — Irv" cos(v" — v) 
= (9 4 rt — Arr! cos fy (v0 — 0) 


folglich: 
2 Yr r” cos V/,(v" — v) = V(r +7")? — #2 = (r” 4 1) cosy 
ee’ 1 
A Sosp " 3 
oder: 
ee ee 
A 3 cos ~ 


Obwohl diese Gleichung sich durch Einfachheit auszeichnet, kann sie doch meistens 
mit Vortheil durch eine Reihenentwickelung ersetzt werden, welche nach Potenzen von 
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" 
WAUisce (t =) fortliuft; denn der Winkel p ist nur selten unmittelbar gegeben. Wir wollen 


(r + r'\'r 
2k (t"” — t) a 


zur Abkiirzung die Grésse ee oder aoe welche auch zugleich das Argu- 


ment der vorhin erwihnten Encke’schen Hiilfstafel ist, mit dem Buchstaben v bezeichnen 
und dann die Wurzel der cubischen Gleichung (3), d. h. sin 1/, gp, in eine nach Potenzen 
der Grisse v fortlaufende Reihe zu entwickeln suchen. 

Die kleinste positive Wurzel der reducirten cubischen Gleichung: 


; 3/ 3V 
eo? — Wi ese SSS 

¢ 4 
existirt unter der Form: 


e—-Avt+t B+ Cw+ Drvt+..-., 


worin A, B, C, D u.s. w. Zahlenfactoren vorstellen, welche nach der bekannten Methode 
der unbestimmten Coéfficienten zu ermitteln sind. Substituirt man die fiir 2 angenommene 


Reihe in x? — 3/,a@ und ordnet nach Potenzen von v, so erhalt man: 
3 3B SONA ee 3D af 3v 
Sy py? + (4° — a -+ (84B — =) «4 SO ae 
das heisst: 
3A 
ray 5) an in 
3B 
Pango one 
3C 
= SS SS 3 
woe A 
3 
—=2 == — 3) AZ B 
3E 
a = SAB = ALG 
BS Sega eae 
3G re 
el Seeciee 3 BC — 3AC0* — 6ABD — 3A2E 
U. 8. W. 
also; 
A= /, E = "Nyy 
Joe) a) 
O= i, GS 
YY — I 


Man hat also fiir sin 1/.m den folgenden Ausdruck: 
sin "sp = Mav + Yio v8 + Vay + Iggv? + -- 
Das Verhiltniss des Dreiecks zum Sector hat man: 


4 ay Cb One scosp = ss 1 — 2Qsin1/, p? 

2 2+ csp 38 —(1—cosp)” 1 — %; sin 1, p? 

= (1 — 2sin3/, 2) (1 + 2%; sin 3/g p? + 4/y sin 1/5 pt +. 3/57 sin 1/, 8 
+ 18/s; sin Yo pS + +++) = 1 — 4/, sin 1/, m2? — 8/, sin 1/, pt 


Te eee ee 
— "S/a7 Si "a p> — 32/5, sin /. p> — -- 


— 21 — 


aq e e . . * . 
Substituirt man nun den Werth von sin1/,@ aus obiger Reihenentwickelung, so 
erhalt man nach leichten Reductionen: 


Say ge gy ee SU eH es Bey, Sehr eon, ee 1ioK 5 
; 1 /3v [gv g vo ——O8l ag V 91/1996 V1 119 9g VIF — Pag. ws () 


[x 


Nach dieser in allen praktischei Fiillen sehr schnell convergirenden Reihe ist im 
‘ : : : A oes 
Anhang die Tafel XI construirt worden, aus welcher der Werth von log >, der fiir viele 
—_ 
Rechnungen von grosser Bedeutung ist, mit dem Argumente: 


2k (t" — 2) 
(re) 


entnommen werden kann, 


Sechsunddreissigste Vorlesung. 


Systematische Verbesserung der Hypothesen in den Versuchen zur 
Olbers’schen Methode, durch ein Rechnungsbeispiel erliutert. 


Durch die vorhergehenden Entwickelungen haben wir uns die néthigen Hiilfsmittel 
verschafft, um ohne Unbequemlichkeit zu einem angenommenen oder gegebenen Werthe 
von r + r” die Sehne x zu berechnen, welche die Lambert’sche Gleichung befriedigt, 
und das schon friiher angegebene Verfahren der Verbesserung der Versuchswerthe der 
Olbers’schen Methode mit weniger Arbeit durchzufiihren. 

Ein Beispiel wird den Gang einer solchen Rechnung am besten erlautern. 

In der 34. Vorlesung ermittelten wir, dass der auf das Rechnungsbeispiel der 
29. Vorlesung beziigliche Werth von logx nahe gleich 9,46878 sein miisse. Wir hatten 
logr’ = 0,12992 gefunden; betrachten wir dies als Naherungswerth fiir log1,(r + r”), 
setzen demnach log(r + r”) = 0,43083, so wird: 

Beet ee HGH 18, 
(r + r)*2 (r +r)" 

Geht man mit diesem Werthe v = 0,10915 in die Encke’sche Miiilfstafel, so 

findet man: 
log uw = 0,000 22, 
und es ist nun: 


9 U 
log x == log ate = log[wv (x + r”)] = 9,46906. 


u2 = x2 — A? = (0,24187)?; wu = 0,24187. 
Mittelst der Ausdriicke: 


Ferner ist: 


findet man: 
logy == O88 17 
loge” s=O11178. 
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GBI 8 cas 


Demnach hat man viel geniherter fiir die folgende Hypothese: 


log (r + r”) = 0,426 21 
== 011091 

log u 0,000 22 

log% = 9,47139 

wu —= 0,24380, 


! 


woraus dann wicder genauer: 
logr == 0,13892 
lopr’ == 0,11067 
log (r -+ r'’) = 0,42605 
i OO 96 
log w = 0,000 22 
logx = 9,47144. 


Aus dem Gange der Zahlen, die wir fiir logx erhielten, namlich: 


ane 
9,46906 ie — 4 0.00233 
sit as Dit. — 0,00005 
Q ATA d ee a ee 

kénnen wir schliessen, dass der definitive Werth von log x = 947145 sein wird, 


welcher nur fiinf Einheiten der letzten Stelle von dem in der 29. Vorlesung gefundenen 
abweicht. 


Siebenunddreissigste Vorlesung. 


Verbesserung des nach dem Olbers’schen Princip gefundenen 


or : ae 
Werthes von —. Kunstgriff von Carlini. 


Q 


Erste Bahnbestimmungen von Kometen pflegt man im Allgemeinen nicht auf einen 
sehr hohen Grad von Schirfe anzulegen; man vernachlissigt auch meistens den Einfluss 
der Parallaxe und der Aberration, ohne die Gefahr, eine brauchbare Anniherung zu 
verfehlen. Nur in einzelnen Fallen kann diese Vernachlassigung fiir den Erfolg der 
Rechnung, welche aus nur wenige Tage umfassenden Beobachtungsmaterial schon die 
ganze Individualitat der von einem neuen Kometen beschriebenen Bahn im Wesentlichen 
verrathen soll, von grésserer Bedeutung, gewissermaassen verhiingnissvoll, werden. Es 
tritt dies hiufig dann ein, wenn der beschriebene geocentrische Bogen sehr klein ist, 
und dennoch eine Bahnbestimmung gewagt werden soll; in einem solchen Falle ist es 
rathsam, eine Form der Rechnung zu wihlen, welche die Beriicksichtigung von Aberration, 
Parallaxe und anderer kleiner Correctionen méglichst erleichtert, wie sie der Leser spiter 
kennen lernen wird. Hiervon abgesehen, ist aber die Olbers’sche Methode an und 
fiir sich, soweit dieselbe von der Voraussetzung Gebrauch macht, dass die Sehne der 
KXometenbahn und die der Erdbahn in gleichem Verhiltniss geschnitten werden, welche 
Annahme man auch wohl das Olbers’sche Princip zu nennen pflegt, keine ganz strenge. 
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Der dadurch begangene Fehler kann ebenfalls gewéhnlich vernachlissigt werden, he- 
sonders, wenn die Zwischenzeiten der Beobachtungen sich nicht sehr von der Gleichheit 
entfernen. Werden dagegen diese Intervalle sehr ungleich, oder ist die geocentrische 
Bewegung des Kometen so schwach, dass dadurch ein jeder sonst unschiidliche Fehler 


eine gréssere Bedeutung erlangt, so wird es néthig, auch den Olbers’schen Ausdruck 
" f 


fiir — oder M zu verbessern. Ziemlich einfach kann dies durch einen yon Carlini 


vorgeschlagenen Kunstgriff, auf welchen die folgenden Betrachtungen fiihren, erreicht 
werden. 

Es ist cinleuchtend, dass wir, um den Werth von J/ verbessern zu kénnen, auch 
ein Merkmal haben miissen, zu erkennen, dass derselbe der Verbesserung bedarf; dieses 
Merkmal liegt in der Art, wie die Beobachtungen dargestellt werden. Offenbar werden 
die fiusseren Beobachtungen nach den Rechnungen der Olbers’schen Methode stets 
volistindig dargestellt, wie fehlerhaft auch das angenommene M sein mége; damit aber 
auch die mittlere Beobachtung vollstiindig durch die Elemente wiedergegeben werde, 
dazu ist Zweierlei erforderlich: erstlich miissen die Beobachtungen selbst einer para- 
bolischen Bahn entsprechen, obwohl sie eine gegebene Grésse mehr enthalten, als die 
Parabel erfordert; zweitens darf die Voraussetzung, auf welcher die Herleitung des 
Olbers’schen AM beruht, nicht fehlerhaft sein. Ist diese zweite Bedingung vollstandig 
erfiillt, aber nicht die erstere, so werden weder die geocentrische Linge noch die Breite 
der mittleren Beobachtung dargestellt, doch ist alsdann der aus den Elementen zu be- 
rechnende Ort der zweiten Beobachtung noch cin Punkt jenes gréssten Kreises, welcher 
den beobachteten Ort mit dem Sonnenorte in der zweiten Beobachtung verbindet. Es 
wird also dann mit anderen Worten die Grisse: 


ete Di 
sin (A' — ©') 


durch das aus den Elementen zu berechnende 4’ und f’, welches wir zur Unterscheidung 


eS igy = 


im Folgenden mit 4,’ und £,)’ bezeichnen wollen, genau wiedergegeben werden miissen. 
Dass alsdann auch die Grésse M so dargestellt wird, wie sie bei der Rechnung zu 
Grunde gelegt wurde, die Elemente also a posteriori das angenommene JZ bestitigen, 
ist leicht einzusehen, weil in dem Ausdruck fiir die letztere Grésse 4’ und pf’, nur so 
weit sie in m enthalten sind, vorkommen. Ist dagegen das Olbers’sche Princip wirklich 
fehlerhaft, so wird sich das eben dadurch verrathen, dass der aus den Elementen be- 
rechnete Ort einem anderen durch den zweiten Sonnenort gelegten Kreise entspricht, 
als dem eben genannten, wonach denn also die zweite Beobachtung selbst in dem Falle, 
dass sie genau einer Parabel entsprache, nicht dargestellt werden kénnte. 

Diese Betrachtungen geben nun den von Carlini vorgeschlagenen Kunstgriff an 
die Hand, durch welchen man erreicht, dass nach einer zweiten Bestimmung der Elemente 
der durch den zweiten Sonnenort und den schliesslich berechneten Ort gehende groésste 
Kreis in Wirklichkeit auch sehr nahe durch den beobachteten Ort geht und folglich 
diesen darstellt, wenn derselbe einer Parabel entspricht. Man wird dies, wie leicht 
einzusehen, dadurch erreichen, dass man den bei der ersten Rechnung gefundenen 
Unterschied: 

—= OP = - aa = Beobachtune — Rechnung 
sin(a’ — ©’) sin (Ay) — ©’) s = 
als eine Correction betrachtet, welche an dem Werth: 

iy B 
sin (A! —- ©’) 


mm == 


36* 
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angebracht werden muss. Der verbesserte Werth von IM, welchen man bei der Wieder- 
holung der Bahnberechnung zu Grunde zu legen hat, wird also auf einfache Weise 
dadurch erhalten werden, dass man darin: 


tg p' tg B', 
Sige Ure = ae ay 2) 
an (a! : 6’) oF (4, 6+ = Beobachtung Rechnung 


mM = 


setzt. Kin Beispiel wird hinreichen, diese Vorschrift zu erlautern. 
Fiir den zweiten Kometen des Jahres 1813 fanden wir die Elemente: 


T = 1813, Mai 19,520 Berl. Zeit 
ax — § == 2059 2’ 23” 
$2 == 42 40" 38 
p= 2815905 
logg — 0,084.68. 
Die mittlere Beobachtung fiel auf April 14,5469; also ist # — VF = — 34,9731. 


ae ; Peet, ; 
Die mittlere tagliche Bewegung ist aE log motus medi diurni 9,83311. In die Bar- 
le 
ker’sche Tafel hat man demnach mit dem Logaritumus 9,83311 + log 34,9731, d. h. mit 
1,37684 einzugehen, um die wahre Anomalie v’ zu finden. Letztere ergiebt sich gleich 
é gro (saa | rd 2 
— 34°13'2", logr’ = log ao = 0,123 99. 
Das Argument der Breite w — 8 + v' wird demnach: 
205° 2! 23” — 349 13’ 2” — 170° 49! 21”. 
Setzen wir nach Formeln der Vorlesung Zehn: 


x’ = r'cos(x — S& + v’) 

y = r'cosisin(x — 2% + v') 
2 = r'sinisin(a — Q + v’) 
X' = R'cos(©' — 8) 


Y' = R’sin(©' — 82), 
so wird: 


o' cos (A) — 8&3) = a + X’ 
o' sin(’,) — &) = y 4+ ¥' 
o! tg fine eat 


Im gegenwartigen Falle werden wir auf foleende Zahlen gefiihrt: 


a’ == yr" cos (170949 21”) — — 1,31340 

y’ == ¥' cos (989 59’ 5”).sin'(170°49' 21”) = = 0,033 14 
ge == 9 sin (989 59"5") sin (170° 49" 21") == + 0.20959 
X= RB cos. 3419 58 BT S= =O Ob4 77 

Y' == RF’ sin 341° 58! 37" — — 031065 

Ny — & = 223° 47' 20" 

M5 = 266° 27' 30" 

By —= + 29952/ 98" 


Es sollte A’ == 266° 27/22", 6’ — + 22°52'18”" erhalten werden. 

Legt man nun auf diesen fiir eine erste Bahnbestimmung sehr wenig in Betracht 
kommenden Unterschied derartiges Gewicht, dass man die Bahnberechnung mit einem 
verbesserten MZ wiederholen will, so hat man zunichst die Grésse: 

tg By 
sin (A!) — Tou yk 
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welche hier gleich — 0,47865 gefunden wird, zu berechnen. Oben hatten wir! 


=f ___ — __ 0.47860 


erhalten. Bei der Wiederholung miisste deshalb: 
m = — 0,95720 + 0,47865 — — 0,47855 
angenommen und in die Formel: 


” oy \ f 
ue J Ps e.. ss (A = ©) — tg B 
( —t tgp m sin (A" — ©)') 
eingesetzt werden. Durch diese Substitution wird: 

log M = 9,75826 


und hat demnach gegen die erste Rechnung eine Correction von 0,00027 crlitien. 


Achtunddreissigste Vorlesung. 


Die Beriicksichtigung der Aberration, der Parallaxe und der 
Bewegung der Aequinoctien bei Bahnbestimmungen. 


Schon im ersten Abschnitte wurde bewiesen, dass in Folge der Aberration cin 
Himmelskérper unseres Sonnensystems bis auf eine in der Praxis véllig unmerkliche 
Grésse genau in derjenigen Richtung gesehen wird, welche zu der Zeit, als das unser 
Auge treffende Licht von dem Kérper ausging, die Richtung der Verbindungslinie 
zwischen ihm und der Erde war, dass man demgemiss, wenn man die Zeit der Beob- 
achtung um so viel vermindert, als das Licht néthig hat, den Weg zwischen den beiden 
Himmelskérpern zuriickzulegen, Alles so betrachten kann, als sei die Aberration des 
Lichtes gar nicht vorhanden. In der Regel wird nun bei ersten Bahnbestimmungen, 
auch wenn sie gar keine Riicksicht auf die Aberration nehmen, die Entfernung von der 
Erde hinreichend genau bekannt, um bei einer Wiederholung der Bahnbestimmung diese 
einfachste Methode in Anwendung bringen zu kénnen, und so kénnte man denn auch 
bei der ersten Bahnbestimmung selbst schon die ganze Rechnung mit wegen Aberration 
verbesserten Beobachtungszeiten wiederholen. Ein solches Verfahren wiirde aber die 
sehr fiihlbare Unbequemlichkeit mit sich fiihren, dass man fiir die verbesserten Zeiten 
auch die Erd- oder Sonnencoordinaten von Neuem bestimmen oder, den verdnderten 
Zeiten gemiss, ebenfalls corrigiren miisste, was zur weiteren Folge hatte, dass sogar 
unter den Gréssen der Vorbereitungsrechnungen nicht eine einzige Zahl ungeindert 
bliebe. Diesen Uebelstand kann man nun aber dadurch vermeiden, dass man die Beob- 
achtungsrichtungen von derjenigen Téiuschung, welche die Bewegung der Erde ver- 
ursacht, d. h. von der sogenannten Fixsternaberration befreit. Sind dann ft, t’, t” die 
Beobachtungszeiten, J, 4’, 4" die wirklichen (nicht curtirten) Distanzen des Gestirnes 
yon der Erde, so entsprechen diese yerbesserten Beobachtungen den Richtungen der 
Verbindungslinien zwischen den Erdértern der Zeiten t, t,t” mit den Planeten- oder 
Kometenértern der Zeiten ¢ — 498",5 4, t' — 4985 J’, t’ — 498",5 4". Da nun die 
Fixsternaberration im Gegensatze zu der Planetenaberration yon der Entfernung unab- 
hiingig ist, so findern sich weder die Sonnenérter, noch die beobachteten Oerter bei 
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solcher Behandlungsweise der Aberration, wenn nur immer den gefundenen Abstinden 
von der Erde gemiiss die Zeiten, welchen die heliocentrischen Coordinaten des beob- 
achteten Himmelskérpers entsprechen, verbessert werden. Schon im ersten Abschnitte . 
haben wir gesehen, dass die volle Wirkung der Fixsternaberration in einen durch die 
Richtung der Erdbewegung und die Richtung nach dem Stern gelegten gréssten Kreis 
fillt, und dass sie stets beide Richtungen um cine Grosse zu nihern strebt, welche dem 
Producte aus der Erdgeschwindigkeit mit dem Sinus des von beiden Richtungen ein- 
geschlossenen Winkels proportional ist. Bei der Aberration spielt also der Punkt am 
Himmel, auf den die Erdbewegung gerichtet ist, eine ganz ahnliche Rolle, als bei der 
Wirkung der Parallaxe Zenith oder Nadir des Beobachtungsortes, da die Parallaxe den 
Ort eines Gestirnes dem Nadir um eine Grisse zu nihern strebt, welche dem Producte 
aus der Horizontalparallaxe mit dem Sinus der Nadirdistanz proportional ist. 

Die Parallaxe kann schon bei einer ersten Bahnbestimmung und ohne alle Kenntniss 
der Abstiinde des Gestirnes von der Erde und der daraus folgenden Horizontalparallaxe 
in aller Strenge beriicksichtigt werden. Man braucht zu dem Zwecke nur anstatt der 
Coordinaten des Erdmittelpunktes die des Beobachtungsortes in die Rechnung einzufiihren. 
Die letzteren findet man offenbar dadurch, dass die auf den Erdmittelpunkt bezogenen 
Coordinaten des Beobachtungsortes zu den heliocentrischen des Erdmittelpunktes addirt 
werden. Wahlt man den Aequator zur Fundamentalebene, so nehmen die zu den Sonnen- 
coordinaten hinzuzufiigenden Gréssen sehr ecinfache Gestalt an, denn bezeichnet man init 
s die Sternzeit der Beobachtung, mit g die Polhéhe des Ortes und mit 2 die Sonnen- 
parallaxe in Secunden (nach den neuesten Bestimmungen zu 8,80 angenommen), mit X, 
Y, Z die unmittelbar den Jahrbiichern zu entnehmenden Sonnencoordinaten, so sind fiir 
die Bahnbestimmung die Gréssen: 


oG 
A ue: gees Rahs Gy 
Hols 
X ; 
i —= 206264,8 * €OS 09) yy (is) 
oe eae 
SaaS (SOIT eal 


als Sonnencoordinaten zu gebrauchen, um die Parallaxe von vornherein zu beriicksichtigen. 
Es ist nun aber noch leicht zu sehen, dass, wenn diese corrigirten rechtwinkligen Coor- 
dinaten der Sonne in Polarcoordinaten umgesetzt werden, z. B. in Rectascension und 
Declination, der durch die Sonnenparallaxe veriinderte Sonnenort erhalten wird. Auf die 
Parallaxe des zu berechnenden Himmelskirpers kann also in dreierlei Formen Riicksicht 
genommen werden: entweder corrigirt man die Sonnencoordinaten X, ¥Y, Z auf die oben 
angegebene Weise, oder die geocentrischen Oerter des Kometen (Planeten) mit der aus 
seiner Distanz 4 folgenden Parallaxe, oder man bringt an den Sonnenort den Effect der 
Sonnenparallaxe an. Im letzteren Falle muss jedoch auch R um eine yon dem Cosinus 
der Zenithdistanz der Sonne abhiingige Grosse vermindert werden, und zwar um den 
Betrag: 
sina . cos Zenithdistanz, 

wie sich leicht daraus ergiebt, dass die Sonne im Zenith dem Beobachtungsorte um den 
Erdhalbmesser, d. h. um sina, genithert ist. 

Bei einer scharfen Bahnbestimmung muss auch noch auf die Bewegung der Aequi- 
noctien von einer Beobachtung zur anderen Riicksicht genommen und auf ein festes 
Aequinoctium reducirt werden, wie wir in Vorlesung 14 gesehen haben. Man wihlt zu 
letzterem gewohnlich das mittlere Aequinoctium vom Anfange desjenigen Jahres, in 
welchem der Komet in sein Perihel kommt. Es ist bei den Astronomen vorwiegend 
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Gebrauch geblieben, den scheinbaren Ort der Beobachtungen, d. h. den mit der Nutation 
und der Fixsternaberration behafteten Ort anzugeben; die Reductionen demnach, welche 
ausser der fiir Parallaxe nach dem Vorhergehenden anzubringen, werden nichts Anderes 
sein als diejenigen Gréssen, welche man nach Angabe der astronomischen Jahrbiicher an 
den mittleren Ort fiir den Jahresanfang angegebenen Ort: anzubringen hat, um den 
scheinbaren zu erhalten, nur mit entgegengesetztem Zeichen. 

In Anbetracht des Umstandes, dass die weitaus grissere Zahl der Beobachtungen 
neuer Himmelskérper in der Form yon Messungen des Rectascensions- und Deeclinations- 
unterschiedes gegen einen sehr benachbarten Stern erhalten werden, dessen Reduction 
vom scheinbaren auf den mittleren Ort bis auf eine iiusserst kleine Grisse dieselbe sein 
wird, wie die des zu bestimmenden Gestirnes, wird man sich ausserordentlich hiufig 
erlauben diifen, der Rechnung ganz einfach diejenigen Positionen zu Grunde zu legen, 
welche durch Anbringung des beobachteten Rectascensions- und Declinationsunterschiedes 
an den mittleren Ort des Vergleichsternes erhalten werden. Nur, wenn der letztere 
nicht ganz benachbart war, wie wohl bei Meridianbeobachtungen vorzukommen pflegt, 
wird man zu einer Ausnahme genéthigt sein, d. h. die Reduction des Vergleichssternes 
und die des Beobachtungsobjectes verschieden setzen miissen. Die so behandelten Beob- 
achtungen geben, wenn man noch ausserdem auf angegebene Art die Parallaxe beriick- 
sichtigt, die Bahnelemente, bezogen auf das mittlere Aequinoctium des Jahresanfanges, 
also gerade das, was man haben will. Man kann dann sogar mit diesen festen Elementen 
die Ephemeride berechnen; nur muss man, wenn sie auf das Aequinoctium des Tages 
bezogen und auf die gewéhnliche, dem Leser schon bekannte Art mit den Beobachtungen 
vergleichbar sein soll, an die Oerter der Ephemeride noch die Reduction vom mittleren 
auf den scheinbaren Ort, wie ihn die Jahrbiicher geben, jedoch mit Ausschluss der 
Glieder fiir die Fixsternaberration, anbringen. 

Diese letztere Form der Ephemeridenrechnung, bei welcher man ein unverdnder- 
liches System Gauss’scher Constanten anwenden kann, empfiehlt sich vor dem friher 
erklirten durch gréssere Bequemlichkeit und Uebersichtlichkeit. 


Neununddreissigste Vorlesung. 


Die Olbers’sche Methode fiir den Aequator als Fundamentalebene 
umgeformt. 


Die jetzige Einrichtung der Jahrbiicher kommt, wie schon an anderer Stelle be- 
merkt wurde, dem Gebrauche des Aequators als Fundamentalebene so sehr entgegen, 
dass die Ekliptik einen grossen Theil ihrer Bequemlichkeit verloren hat. Wo die Ekliptik 
ohne Weiteres den Vortheil bietet, durch das Nullwerden der Z-Coordinate des Sonnen- 
-ortes die Formeln zu vereinfachen, scheint sich allerdings auch bei der jetzigen Kin- 
richtung der Jahrbiicher die Verwandlung der Beobachtungen in Linge und Breite noch 
zu lohnen. In Strenge besteht aber jener Vortheil fast niemals, wegen der Sonnenbreite, 
welche nach der positiven sowohl als der negativen Seite ganz nahe 1” erreichen kann, 
und ausserdem, wie wir wissen, wegen der Parallaxe. Nur wo man diese Correctionen 
vernachlissigen will, und dies ist allerdings bei ersten Bestimmungen in der Regel 
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erlaubt, diirfte sich die Ekliptik unbedingt empfehlen; fiir scharfe Rechnungen und die- 
jenigen besonderen Fille dagegen, wo schon auf die erste Bestimmung ein héherer 
Grad von Sorgfalt und Genauigkeit zu verwenden ist, scheint der Aequator als Funda- 
mentalebene mehr Aufmerksamkeit zu verdienen, als ihm bis jetzt, trotz der sehr zu 
seinen Gunsten verinderten Einrichtung der astronomischen Jahrbiicher, zu Theil ge- 
worden ist. Hierher ist besonders zu rechnen, dass die Jahrbiicher jetzt auch die Sonnen- 
coordinaten fiir das mittlere Aequinoctium des Jahresanfangs geben. 

Man kénnte vielleicht zu Gunsten der Ekliptik noch geltend machen, dass doch 
schliesslich die Bahnelemente auf diesclbe bezogen zu werden pflegen, wogegen wieder 
zu bemerken sein wiirde, dass man fiir den doch vorwiegend wichtigen Zweck der 
Ephemeridenberechnung der Gauss’schen Constanten fiir den Aequator bedarf, und 
dass es ebenso leicht ist, dic Elemente fiir die Ekliptik aus den Gauss’schen Con- 
stanten, wie diese aus jenen zu berechnen. Nur besteht hier auch noch fiir den Aequator 
der Vortheil, dass sich aus den Zahlen einer mit dieser Fundamentalebene ausgefiihrten 
Bahnbestimmung sofort auch die Gauss’schen Constanten ergeben, wihrend man im 
anderen Falle erst von den urspriinglich immer auf den Aequator bezogenen Beob- 
achtungen durch Verwandlung der Rectascensionen und Declinationen in Lingen und 
sreiten auf die Ekliptik und von dieser schliesslich wieder auf den Aequator zuriick- 
gehen muss. 

Aus den eben angefiihrten Griinden wollen wir denn die Ekliptik hier nicht in 
dem Grade bevorzugen, wie es in den meisten Schriften dieser Art zu geschehen pflegt, 
und demnach untersuchen, wie sich die Olbers’sche Methode fiir den Aequator als 


Fundamentalebene gestaltet. 
wr 


Die Hauptaufgabe wird hier darin bestehen, das Verhiltniss o oder das Olbers’sche 


M méglichst unmittelbar durch Rectascensionen und Declinationen auszudriicken, was wit 
aber jetzt auf eine andere und allgemeiner anwendbare Art thun wollen, als friiher. In 
der 26. Vorlesung kam es uns vor Allem darauf an, die Kenntniss jenes Verhiiltnisses 
als nahe und fast unmittelbare Folge des Olbers’schen Princips darzulegen. Zu unserem 
jetzigen Zwecke kénnen wir an die Bemerkung ankniipfen, dass fiir irgend drei Bogen 
A, B und C folgende identische Gleichungen: 

sin(B — A) sin C + sin(C — B)sin A + sin(A — C)sinB = 0 

sin(B — A) cos€ + sin(C — B)cos A + sin(A — C)cosB = 0 
existiren, wovyon man sich sehr leicht durch Auflésung der Mlammern tiberzeugt. Be- 
zeichnen wir nun die doppelte Dreiecksfliiche zwischen den Radienvectoren 7 und 1", 


d. h. die Grosse r'r" sin (v" — v') mit n, die doppelte Dreiecksfliche zwischen r und 1’, 
d. h. rr’ sin (v' — v) mit n”, rr" sin (v" — v) mit vn’, und beriicksichtigen, dass auf 
irgend welche durch die Sonne gelegte Fundamentalebene bezogen, die rechtwinkligen 
heliocentrischen Coordinaten x, y, 2, 2’, y', 2’, a", yl’, 2” durch die Formeln: 
a —=a'r sin(A’ + v) a’ = a'r sin(A' + v’) a! = a'r" sin(A’ + v") 
y=Ur sin(B’ + v) y' = d'r’ sin(B' + v’) y" = d' rr" sin (Bl + v") 


e=cr sin(C’ + v) e' = c'r' sin(C' + v’) Ns 


erhalten werden, so ist nach obigen Identitiiten: 


er" sin(C’ + v!’) 


no = ne + ng! 
n'y = ny + n'y!" 
n'a! == ne + nl el 
n nl! 
oder, wenn te ee c" mur Abkiirzung gesetzt werden: 


oo cx + cl x!" 


oes Wot ; 
yo =ecytcly Freee OE Re ot, Gi a ee) 
e = ce + cfg" 
y a \ *) . Oo 7 Ccye red . | J - 

Letztere Gleichungen bilden den Ausgangspunkt schr vieler hierher einschlagender 
Untetsnobungen, so auch der uns jetzt vorliegenden Aufgabe. Bedeuten nimlich «, o, 
a die drei beobachteten Rectascensionen, 0, 0’, 0 die Declinationen, X, Y, Z X', Y’ 

lo yh yi oot 4s Aer ; rs 
ZX", ¥", Z" die zugehirigen Sonnencoordinaten, aus denen das Verhiiltniss der fiir 
den Aequator curtirten Abstiinde @ und eo” gefunden werden soll, so haben wir zuniichst 
die bekannten Gleichuneen: 


' | rt 
yj -+- Jj 
; Sr g.te, 
x! | we J 
' vt 
s+ Zz er 
— == secon tg 0’ 
a’ + X a: 


oder, nach dem Obigen: 
cy 4 ey ae Y’ 


TO Wk oR ke) oe vse mee ce oe 
cx 4 cl gl! + xX g (2) 
Wt at 
cetee +Z ; 
gras ISCO LO Be Ge th AS ee 
cx + cla" + Xx!’ g (3) 
Driickt man hier nun noch a, #”, y, y", 2, 2” durch @ und @” aus, da: 
x = ocosa — X a = @” cos a!’ — X" 
oo 0 sin & ss Sie y" —= 0” sin ol! f- yu 


ait 


e=otgd—Z eS Ce — 2", 
so erhilt man aus (2) und (3) zwei Gleichungen zwischen @ und @”. Setzt man zur 
Abkiirzune: 


M = (X sinew’ — Y cosa’) . cosec(a’ — a) 
M' = (X' sinew’ — Y' cosa’) . cosec (a! — a’) 
M" = (X" sine’ — Y" cosa’) . cosec (a! — a’), 


so geht Gleichung (2) in die folgende iiber: 


in (a — a’) 
ff off —— Ae — We — i"! sin ( £.¢ -cllecrte bry Sieery me 
( @) ‘e c an (u!" Sie u) Cc O (4) 


Der Gleichung (3) kann man eine ganz analoge Gestalt geben; setzt man: 
N = X tgd’ — Z cosa 
N= xX tg 0! — Z’ cok of! 
NY" = X"tgd' — 2" cos'o’, 
so hat man: 

(cos a! tg 8" — cose! tg 0’) cl 9" = N' — Ne — N"c" — (cosa! tgd — cosatgd')co (5) 
Aus diesen beiden Gleichungen (4) und (5) kénnte man nun die Grosse ce eliminiren, 
; : ; : : ete a 10 n 
in der Weise, dass die daraus resultirende Gleichung nur das Verhiltniss = oder —, 

¢ n 
als einzigen nicht in aller Strenge bekannten Factor von @ enthielte. Erlaubten wir uns 
nun auch hier, dieses Verhiltniss der Dreiecksflichen fiir die Erde und fiir den Kometen 
gleich gross zu setzen, so kiimen wir auf einen fiir jede beliebige Mundamentalebene 
giiltigen und brauchbaren Ausdruck. Da nun aber hier die X, Y, Z u. s. w. wegen der 
in voriger Vorlesung angegebenen Beriicksichtigung der Parallaxe nicht mehr den Punkten 
einer Planetenbahn entsprechen, indem sie sich nicht auf den Erdmittelpunkt beziehen, 
so wiirden wir hier mit Anwendung des Olbers’schen Princips ohne Correction eine 
Inconsequenz begehen. Deshalb miissen wir, wenn sich die Beriicksichtigung der Parallaxe 
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und der Aberration vollstiindig lohnend zeigen soll, der Gleichung zwischen @ und 9” 
cine gréssere Genauigkeit geben, als in der Olbers’schen Annahme enthalten ist. 
Vorliufig aber machen wir hier von den Gleichungen (4) und (5) unmittelbar Ge- 
brauch; von der ersteren, wenn die Rectascension des Kometen sich stirker andert, als 
die Declination, von der letzteren, wenn das Gegentheil der Fall ist. Weiter unten 


werden wir aus (5) eine Gleichung ableiten, welche vollkommen streng den Olbers’schen 
" 


Ausdruck fiir als speciellen Fall enthilt. 


Um in den genannten Gleichungen c und ¢” auf eine vortheilhafte Weise aus- 
yudriicken, fiihren wir die Verhiiltnisse des Sectors zum Dreieck ein. 


: 5. 5 Dreieck 
Bezeichnet man das dem Zeitintervalle ¢’’—t entsprechende Verhiltniss Beas 
Ausschnitt 
mit 7, das dem Intervalle t/ —¢ entsprechende mit 7”, das fir ¢’ —t mit n’, so ist 
offenbar: 
1 == ie (bo 0) hp 
vw == kU —t) nl! Vp 
nm == h(t —t)y Vp, 
demnach: 
ee ee ee 
fetes 7! 9g! 1! 
Es ¢! —t nl" - gu n” 
ae t!! Tas t yy! an Gg! n! 
Hierdurch gehen die Gleichungen (4) und (5) in die folgenden iiber: 
ox! oy sin(a — al) d: 
(yen At We | 
One iM Oy!" M Oy" M sin (c.” = a!) ay" eek Sra a : : (6) 
PD yg oO: 
(cos o! tg 6! == 60S ao!’ ty 0”) o” — >} / a”! N 9 7 N" 


— (cos a! tg 0 — cos atg 0’) na - @ 


welche véllig streng sind, aber auch die nicht véllig bekannten Gréssen », 9/, 9" ent- 
halten. Aus unseren Entwickelungen in der 35. Vorlesung, speciell der Gleichung oder 
Dah on oa » (5 "A Wor age ; / . r 
Reihenentwickelung (5) geht hervor, dass 4 von r + r”, 9! von r + rv”, 4! von r + 2 
abhingig ist und sofort bekannt wird, sobald es diese Summen werden. Zu bemerken 
om re $ ahi Te ! - es . 
ist, dass die Verhiltnisse 7, 7’, 7’ nur um kleine Gréssen zweiter Ordnung von der 
Kinheit verschieden sind, durch welchen Umstand es erméglicht wird, wenn man will, 
das unten zu beschreibende Verfahren der successiven Verbesserung schon wiihrend 
der systematischen Versuche fiir die @ und @”, welche die Olbers’sche Methode vor- 
schreibt, durchzufiihren, im Gegensatze zu der Verbesserung des Olbers’schen M nach 
apayntuth A - ql a n ee 13s . . . . 
ausgefiihrter Bahnbestimmung. Zugleich erhilt man Gelegenheit, an die Zeiten die 
Verbesserung wegen der Aberration anzubringen. 
9q an a 1 ] > we) Fy Wie i] yy . © fi 
Dass die Gleichungen (6) und (7) iiberhaupt auch zur \ erbesserung des Olbers’- 
schen Verhiltnisses gut gebraucht werden kénnen, liegt auf der Hand; wir wollen es 
aber hier doch noch an dem friiher behandelten I des zweiten Kometen von 1813 
exléutern. Wo die beobachteten geocentrischen Liingen und Breiten gebraucht werden, 
wird zur Anwendung von (6) etwas einfacher: 
M = R£ sin(V — © ) cosec (A" — 2’) 
M' = R' sin (A' — ©') cosec (A — i’) 
age . ‘ 
M" = R" sin (A’ — ©") cosec (A" — 2’), 
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und wenn wir (7) anwenden wollen: 
N =R ig’ cos© 
N’' = R' tg B' cos! 
N"” = R" tg B' cos ©". 


Fir das in Rede stehende Beispiel gestaltet sich die Aufstellung der Gleichung (6) 
wie folet: 


Es wird: 
log M = 0,74555 
log M’ — 0,722.40 
log M'' = 0,69108 
sin (A —A 
2 ) — 9.69999, 


"9 sin (A"— Wt) 


Ferner ist nach friiher gefiihrter Rechnung: 


oi oA lle: 
r’ — 1,33042 
y = 1 29087: 


20 
da nun @ + ra = 0,057191, welche letztere Zahl fiir v in die Reihenentwickelung (5) 


der 35. Vorlesung gesetzt werden muss, um 9 zu erhalten, so ergiebt sich: 
9] = 0,99891, logyn = 9,99958, 
was auch der Tafel XI im Anhange entnommen werden kann. 
Ebenso findet sich: 
qf == 0.09587, log yn’ = 9,998 20, 
a == 0.99903, logy” == 9,99958, 
also, da: log — 9,08392, logd’ = 9,38323, log d” — 9,08049, 
logy = 9,08345 
log Oy! = 9,38143 
log #” yn" = 9,08007, 
wird die numerisch ausgedriickte Gleichung (6): 
o” — 0,04278 + 0,50509 . o. 


Wir hatten friiher gefunden, dass log@ sehr nahe gleich 9,80366 sei; nach der 
eben aufgestellten Relation gehért dazu: 


lon p'- == 9566130, 


also ist hiernach der verbesserte Logarithmus des Olbers’schen MZ = 9,75764. 

Die Uebercinstimmung der aus den Gleichungen (6) und (7) folgenden Relationen 
zwischen 9” und @ mit der nach der Carlini’schen Verbesserungsmethode folgenden 
ist davon abhingig, ob die Linge und die Breite der zweiten Beobachtung einer und 
derselben Parabel entsprechen. Wenn wir die Gleichung (7) zur Aufstellung jener 
Relation benutzen wollen, was hier in Anbetracht der grésseren Bewegung in Breite 
das Genauere ist, so bekommen wir: 

log N = 9,60476 
leg. N’ = 9,58541 
log N"” = 9,55840 
log (cos W tg B" — cosd" tg B') = 8,93215 
log (cos A’ tg B ~— cosdtg B') = 8,64061, 
37* 
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und endlich: 

o” = 0,03638 + 0,51504 0; 
dem Werthe logo = 9,80366 entspricht hiernach log 9 = 9,56122; folglich ergiebt 
sich aus Gleichung (5) der Logarithmus des Olbers’schen M = 9,75756?). 


" 
Nach dieser Abschweifung tiber die Verbesserung des Verhiltnisses ~~ kehren wit 


zu unserem Hauptthema, der strengen Bestimmung einer Kometenbahn aus drei voll- 
stiindigen Beobachtungen, welche in Rectascension und Declination gegeben sein sollen, 
zuriick. 

Es lasst sich zu dem Zwecke folgender Gang der Rechnung vorschlagen. 

Man macht zuerst eine Annahme tiber 9, welche dem Werthe r = 1 entspricht, 
setzt gleichzeitig fiir die Berechnung von y, 7’, 4” r = 1, 7’ = 1, r’ = 1, und be- 
stimmt das zu @ gehérige e” entweder nach der Formel (6) oder nach (7), je nachdem 
der Gebrauch der Rectascensionen, oder der der Declinationen eine gréssere Genauigkeit 
verspricht. Aus 9” ergiebt sich dann auf einfache Weise r” und nach der Encke’schen 
Hiilfstafel die zu @ und 09”, oder r und r” gehérige Sehne x. Darauf berechnet man 
die heliocentrische Bewegung (v’ — v), deren Cosinus wir in der 18. Vorlesung mit 
(rr) bezeichnet haben. Die Gleichungen (4) oder (5) der genannten Vorlesung, d. h. 
die Gleichung: 

(rr) rr! — (R R") RR" + (R 0”) Gn + (R” Q) Ro + (@ 0”) a) oO, 
mit Beibehaltung der dort eingefiihrten Bezeichnung geschrieben, liefert hier mit aller 
nur zu wiinschenden Scharfe das Product der Radienvectoren rr’, da das gegen die 
Anwendung derselben bei kleiner geocentrischer Bewegung geadusserte Bedenken jetzt 
wegfallt. Denn man kann nun nicht mehr, wie friiher der Fall war, das Beobachtungs- 
material merklich fndern, ohne auch auf das Resultat fiir rr” erheblich einzuwirken. 

Den so gefundenen Logarithmus des rr” zieht man von demjenigen, welcher der 
Hypothese fiir @ und @” entspricht, ab; die ganze Differenz betrachtet man als die an 
den angenommenen logr anzubringende Verbesserung. Sollte dieselbe zufalligerweise 
schon bei dem ersten Versuche klein ausfallen, so lohnt sich die Miihe, gleich auch r’ 
aus der Formel: 

y!2 — g!2 + y’? + g!2 = (cx + oe! "2 + (cy + ce!’ y") + (cz ao en"), 
und hieraus dann noch 9’ zu berechnen. Die drei Abstiinde von der Erde Q sec), 
o’ sec 0’, @" seco” dienen dann dazu, die Beobachtungszeiten wegen der Aberration zu 
corrigiren; die r, 7’, r” ergeben mit gesteigerter Schiirfe , 7’, 7!’ und erméglichen auch, 
eine genauere Relation zwischen @ und @” fiir die weiteren Versuche in Anwendung 
zu bringen. 

Zeigt sich hingegen der erste Versuch, indem sich aus Gleichung (5) der 18. Vor- 
lesung ein ganz anderes rr” ergiebt, als den zu Grunde gelegten Werthen entspricht, 
noch sehr von der Wahrheit entfernt, so wird man sich erlauben, die Correction wegen 
Aberration noch zu unterlassen, und fiir die eine Berechnung von 9, 9/,4", r! = 1/, (r+r”) 
zu setzen, Sollten die beiden Zwischenzeiten sich aber hierfiir zu weit von der Gleich- 
heit entfernen, so interpolire man 7 im Verhiltniss der Zwischenzeiten, setze demnach: 


a a 
ee y + er rv", 
Ui 


') Im Lerliner Jahrbuche von 1833 findet Encke nach ebenfalls beinahe strengen Formeln 
in diesem Valle einmal log M = 9,75863, ein anderes Mal log M = 9,75824, welcher letztere Werth 
mit dem nach der Carlini’schen Verbesserungsmethode gefundenen log M = 9,75826 fast ganz iiber- 
einkommt. Die Unterschiede sind bei einer mit fiinf Stellen gefiihrten Rechnung zu erwarten. 


Dieser letztere Ausdruck wird sich haufig auch wahrend der ganzen Rechnung 
vollstindig geniigend erweisen. 

Erscheint die Zweideutigkeit, welche der Bestimmung von @ aus r, oder von o” 
aus r” anhaftet, stérend, so wird man es vorziehen, die obige Gleichung (5) in Be- 
zichung auf @@” aufzulésen, und den dafiir gefundenen Werth mit dem Producte der 
angenommenen Werthe zu vergleichen. Im Uebrigen bleibt der Gang der Rechnung 
wie beschrieben wurde. Der Leser darf bei der Gleichung (5) aus Vorlesung 18 nicht 
tibersehen, dass darin g und @” die wirklichen, nicht curtirten Abstinde bedeuten. 

In den meisten Fiillen wird man bei der eben beschriebenen Art, bei welcher die 
Verbesserung des Olbers’schen Verhiiltnisses mit der Auflisung der Lambert’schen 
Gleichung vereinigt wird, ziemlich schnell definitive Werthe bekommen; iibrigens sind 
die Formeln dieser und der folgenden Vorlesung mehr fiir einen Noth- und Ausnahme- 
fall der Olbers’schen Methode geeignet, und ausserdem hier als Vorbereitungen zu 
einer weit yollkommeneren Form zu betrachten, 


Vierzigste Vorlesung. 


Zusammenstellung der Formeln fiir eine auf den Aequator zu 
beziehende Kometenbahnberechnung. 

Es seien: 

a, o, «' die zu den Zeiten f, t’, t gehdrigen, von der bekannten Reduction vom 
mittleren Aequinoctium des Jahresanfanges auf das scheinbare Aequinoctium wieder 
befreiten Rectascension, 0, 6’, 6” die auf eben solche Art behandelten Declinationen 
des Gestirns, X, Y, Z, X', Y’, Z, X", Y", Z" die zugehérigen, auf das mittlere Aequi- 
noctium des Jahresanfanges bezogenen, wegen der Lage des Beobachtungsortes ver- 
besserten Sonnencoordinaten. Um daraus die heliocentrischen Coordinaten des Gestirns, 
bezogen auf das genannte mittlere Aequinoctium, mit aller Scharfe zu finden, hat man 
nun zunichst folgende Vorbereitungsrechnungen, betreffend die Gréssen R?%, R, R'’?, 
(RR"), (Re"), (Re), (@ 0"), desgleichen cosy oder (Rg) und cosy" oder (R"Q") zu 
erledigen: 

R=—-M+y3 +z 
Re =X 4 ys 4 7’ 
Ria — Xa te yia 477i 
RR" (RR) = XX" 4-YY" +72" 
== R.(Ro") = X08 0" cosa” +- Ycos 0" sina” + Zsind" ee es G2 
— R".(R" 0) = X" cosd cose + Y" cosd sina + Z" sind 
(9.0) = sind sind” + cosd cosd" cos (cu! — a) 
—R.(Re) = — Reosy = Xcosd cosa + Yeosd sina + Z sin 9 
— R' (R" 0") = — RB" cosy” = X" cos 6" cos a” + Y" cos 6” sino! + Z! sin 0” 

Nachher berechne man, wenn die geocentrische Bewegung in Rectascension den 

grésseren Bogen umfasst, die Relation zwischen den auf den Aequator projicirten Ab- 


stinden 9 und 9”: 
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gly! on 
es ay" | 
iN: Ane aa) 
e| 


se Rei he Ager 


sin (o” — a’) 9 = M’ 


wobei , /, " die in der 39. Vorlesung erklirte Bedeutung haben, die Gréssen I, W’, mt" 
aber der Reihe nach durch die Gleichungen: 
M =(X sinew’ — Y cos ou 
M = (X! sina! — Y' cosa’)) - +--+ + + 2 +e = (3) 
MM" == (X" gino! —--Y¥" e080) 


definirt werden, und als nur Gegebenes enthaltend, in die Vorbereitungsrechnung mit 
aufzunehmen sind. 
Entspricht dagegen der Bewegung in Declination ein grésserer Bogen, so bediene 
man sich statt der Gleichung (2) der folgenden: 
Val 
(cos « tg 0” — cos ot!’ tg 0’) 0” = N' a — WN er | 
(4) 
— N" — (cos a’ tgd — cosatgd') si . o| 
worin die Gréssen: 
== 90 = 2 cies 
N= X! ig 0" = 2 cose 
N" = X"tg8' — 2" cosel 


ebenfalls schon in den Vorbereitungsrechnungen vollstandig zu bestimmen sind. 
Man mache nun iiber @ eine zweckmissig scheinende Hypothese und berechne: 


v2 = R2 + o?secd? + 2Rosecdcosy-+-+-+-+-++ *- (6) 


Dem hieraus folgenden Werthe von r setzt man zuerst auch 7’ und x” gleich, und mit 
diesen Werthen bestimme man auf die oben beschriebene Weise die Gréssen n, 9’ 4” 
in (2) oder (4). Man ist jetzt im Stande, das zu @ gehérige e” nach (2) oder (4) zu 
berechnen, aus welchem wiederum +” durch die Formel: 


ql? == Rl2 -\- 0"2 see 0's 4-2 BY 9! see Ocosy” saat 30% ose 


zu bestimmen ist. Es kommt darauf die Encke’sche Hiilfstafel fiir die Lambert’sche 
Gleichung in Anwendung, welche aus ® und r + r” die Sehne » liefert. Zur Priifung 
der Kichtigkeit des angenommenen Werthes von @ dient dann die Gleichung: 


(0 0”) @e' secd secd” = 1/,(r? + r/2 — x2) — (RR") RR" | 
— (R"0) Ro secd — (Re") Re" sec 0" J so Sa 
aus welcher 9 e@” tibereinstimmend mit den der Gleichung (2) oder (4) gemiiss an- 
genommenen Werthen von @ und @” sich ergeben miisste. Aus einem sich zeigenden 
Unterschiede leitet man auf die oben beschriebene Art ein verbessertes @ ab, um damit 
denselben Versuch zu wiederholen. 
Ist man durch die suecessiven Verbesserungen der Wahrheit schon sehr nahe ge- 
kommen, so berechnet man, wenn man sehr grosse Schirfe in die Bestimmung zu legen 
wiinscht, r’ aus der Gleichung: 


(8 n'r')? — [(9)? + a9" nn" | r2 + [(o” n!')2 + 99” n n"1 yl'2 — og" nn" x2 2 oe (9) 
Geniigt geringere Genauigkeit, so setzt man: 
or — Or +- SE To SP neta, een ee ee (10) 
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Aus r’ bestimmt man, wenn man der Rechnung die volle Schirfe bewahren will, 0’ 
unter Anwendung der Formel: 

g' sec 0’ = — R' cosy’ + Yr? — R2siny® «© - -. .. (1) 
wobei: 
— R'cosy' = X' cos 0' cosa! + Y'cosd! sina’ + Z' sind’, 

bei etwas geringeren Anspriichen an die Genauigkeit kann man auch hier einfacher: 
ee Get pats ore eo ken share acre | C12) 
mi setzen sich erlauben, was zugleich dazu dienen kann, im anderen Falle das Vor- 
zeichen der Wurzelgrésse in Gleichung (11) zu entscheiden. Die weitere Rechnung hat 
man dann mit den Zeiten: 
t — 4988.5 @ sec 0 t’ — 4988.5 @! sec 0! i” — 4988,5 9" sec 0” 
zu fiihren, um die Aberration zu beriicksichtigen; demgemiiss sind auch 9,0’, 9” zu andern, 

Zu bemerken ist dabei jedoch, dass die Gleichungen (10) und (12) nur brauchbar 
sind, solange die fiusseren Beobachtungen auf derselben Seite des Perihels liegen, un- 
brauchbar dagegen, wenn auf entgegengesetzten Seiten. 

Hat man die definitiven Werthe von @ und 0”, r und r” und aus x noch den 
heliocentrischen Bogen v’ — v gefunden, so berechnet man zunichst auf schon be- 
kannte Weise die Epoche des Perihels 7, den Radius vector des Perihels g, sowie die 
wahren Anomalien v und vw”. Diesem Geschifte kann man dann fast unmittelbar die 
Berechnung der Ephemeride folgen lassen, da sich, wie wir wissen, die heliocentrischen 
Coordinaten auf die Form: 

x = a'r sin(A' + v) 
y = v'r sin(B’ + v) 
~e=crsin(C + vc) 


. f x ¥\¥ Be 
bringen lassen, deren Constanten a’, b’, c, A’, B’, C’, sich deshalb aus —, —, —, 


oo Fae 
gi! yl" zg! : : 
re Qe rs und v! auf folgende Weise bestimmen: 
: gl! x 
a’ sin [A’ 1¢ 1s (v" +r v) | = "/, (= 15 =) sec 1/, (v” — v) 
! ' 1 ” Ng gti) oo 4e & 1 yaa 
a! cos [A! + ¥s (o" + 0)] = fy (27 — ©) cosee fy (v" — 0) 


" 
v! sin [B’ + 3, (v" + v)] = Yo (7 se aa see Y/, (v" — v) 
sea (18) 


yl! 
a _ £) cosec 1/, (v'"’ — v) 


a 
=| 
| 
= 


7 + £) see Y, (0 — ») 


2 
1 
v! cos [B’ + Y/p (0 + oJ] = "Vs 
@ sin [C! + ¥fy (o" + 

¥ 


e cos [C’ + VY, (v” cosec 1/, (v" — v) 


5S 

“~ 

| 

| 

ok 
Pe. 
aoe 

| 
Se SS 
ee 


Will man die Ephemeride, wie das in der Regel bei der ersten Berechnung eines 
Himmelskérpers zu sein pflegt, nur zum Zwecke des Aufsuchens und der Voraus- 
berechnung seiner Helligkeitsverhiltnisse (da nach der Erfahrung auch bei Kometen 
nahezu die Helligkeit dem Quadrate des Productes der Entfernungen von der Erde und 
von der Sonne sich umgekehbrt proportional zeigt) benutzen, so kann man auch die zu 
berechnenden Oerter simmtlich auf das mittlere Aequinoctium des Jahresanfanges be- 
ziehen. Ks sind dann also mit den heliocentrischen Coordinaten die Sonnencoordinaten, 
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bezogen auf dasselbe Aequinoctium, zu verbinden. Im anderen Falle, wenn die Ephe- 
meride auch zu scharfen Vergleichungen zwischen Rechnung und Beobachtung dienen 
soll, und dieses Geschaft auf die gewéhnliche Weise ausgefiihrt werden soll, hat man 
den berechneten mittleren Oertern noch die Reduction auf das wahre Aequinoctium des 
Beobachtungsmomentes hinzuzufiigen. Die Fixsternaberration hat man wegzulassen, da 
diese nachher bei der Vergleichung der Beobachtungen mit der Ephemeride in der uns 
bekannten anderen Art beriicksichtigt wird 1). 

Um endlich mit leichter Miihe auch die Elemente $2, 7 — & und 7, bezogen auf 
die Ekliptik, zu haben, braucht man nur die Gleichungen (8) und (9) der 19. Vorlesung 
in Anwendung zu bringen. Jene Gleichungen machen keinen Unterschied zwischen 
rechtliufigen und riickliufigen Kometen; man erhilt bei letzteren einfach einen im 
zweiten Quadranten liegenden Werth von i, und fiir 7 — $3 das §§ — mw der anderen 
Zahlungs- und Bezeichnungsweise riickliufiger Kometen; will man auf diese andere 
iibergehen, so hat man daher i in 180° —i, w— 8 in 360° — (a — 8) au ver- 
wandeln, und den Elementen noch das Zeichen R. oder Retrograd hinzuzufiigen. 

Da hier die Bezeichnung in einzelnen Stiicken von der in der 19. Vorlesung ab- 
weicht, und der Vollstindigkeit halber mégen hier jene Vorschriften zur Berechnung 
von w — &, 83, %4 noch einmal aufgefiihrt werden. Bedeutet ¢ die Schiefe der Ekliptik 
zur Epoche des gewihlten Aequinoctiums, so berechne man einen Hiilfswinkel y aus 
der Formel: 


iggy = ors 
dann hat man: 
ig (Bt + 0) — ( — 2)] = SY gt — CF). . 
cos $2 = a'sin[ A’ — (x — &)] : 

— sin 83 cosi = a'cos[.A' — (x — §)] | 
sin 8 = D'secé sin[B’ — (a — Q)| hase em 

= c' cosece sin| C' — (a — &8)] | 
In welchem Quadranten 7 — $i und § liegen, muss hier, da wir die geocentri- 


schen Breiten nicht unmittelbar haben, auf etwas andere Art, als in Vorlesung 19 ent- 
schieden werden, namlich dadurch, dass eine der beiden Gleichungen: 

v' cos[.B’ — (x — &)] = cos 8 cosi cose — sini sine 

c cos[ CO’ — (x — 8 )] = cos 8 cosi sine + sini cose 
zugezogen wird. Ist noch eine derselben befriedigt, so ist in (14) der Quadrant von 
a — & richtig gewahlt; im anderen Falle sind a — & und & um 180° zu iindern. 
Das auf solche Weise bestimmte System wird die Gauss’schen Constanten wiedergeben, 
daher die Beobachtungen darstellen, und man hat somit auch die Elemente, bezogen auf 
die Kkliptik und das mittlere Aequinoctium des Jahresanfanges. 


1 » , 7EIC on } 7 } 
) Nach der Bezeichnung des Berliner Jahrbuches hat man also an die mittleren Rectascensionen 
noch die Gréssen Aa, Bb, an die Declinationen die Grossen A a’, BU’ anzubringen. 


Hinundvierzigste Vorlesung. 


Rechnungsbeispiel zu Vorlesung Vierzig'’). 


Der Komet 1857. I]. wurde vom Herrn Professor Férster am Berliner Refractor 
wie folgt beobachtet: 


Mittlere Berliner Zeit Rectascension Declination 
1857. Juni 23. 125 56’ 53” 53° 6’ 63".4 + 40° 59’ 38.5 
21. 1 OO. a4 61 20: BI yl + 44 53 50,1 
Juli 2 bs ae at fears i Ww” 2's + 48 47 838. 


Wir fiihren zunichst an diesen Beobachtungen die Reduction vom scheinbaren 
Orte auf den mittleren aus, d. h. bezichen die Beobachtungen auf das mittlere Aequi- 
noctium des Jahres 1857,0, indem wir sie zugleich von der Fixsternaberration befreien. 
Die Jahrbiicher geben die dazu gehérigen Formeln und Zahlen. Dem Jahrbuche (hier 
dem Nautical Almanac) entnehmen wir auch noch die Sonnencoordinaten fiir die Beob- 
achtungszeiten und bringen daran zur Beriicksichtigung der Parallaxe die in der 38. Vor- 
lesung angegebenen, von der Sternzeit und Polhéhe des Beobachtungsortes abhiingigen 
Correctionen an, nimlich: 


ee bf 
an den X die Correction 2062648 COS ~ Coss 
Yy oan 
“ 2 — 5062648 COS M Sins 
1 . 
” Z ” ” ae 906 264,8 SUN P- 


Wir wollen diese leichten Reductionen hier nicht in das Einzelne durchfiihren, 
sondern gleich das auf solche Weise von fremdartigen Beimischungen befreite Material 
der Rechnung selbst hier anfiihren. 


t,t’ . . . . Juni 23,53950 Juni 27,53932 Juli 2,56085 


Dow, 4 53° 6! 51" 61° 20' 48” 779 9f 44" 
ao et geo 40 59 35 44 43 46 48 47 4 
eae — 0,04203 — 0,10958 — 0,19350 
(eS a 0,93183 0,92730 0,91569 
a 0,40432 0,40235 0,39731. 


Die Vorbereitungsrechnungen nach den Gleichungen (1) der vorigen Vorlesung 
ergeben nun nach (1): 


bes 1.03355 (R’'0) R” secd = — 0,96155 

Bg een 1,03377 (ee) sec 0 seco” = 1,90622 

Be 1,03378 (Re) R = Reosy = — 0,80873 

(RR") RR" = — 1,02204 (R! 0") B” = R" cosy" — — 0,85827, 
(Ro") R sec 6" = — 1,36029 


1) Da es hier bloss darauf ankommt, den Gang der Rechnung zu veranschaulichen, so wurde 
von einer Umrechnung des Beispieles mit den modernen Werthen der Sonnenparallaxe und Aber- 
rationszeit abgesehen, Anmerkung des Herausgebers der 2. Aullage. 
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und fiir den Fall einer scharfen Berechnung der Aberration: 


R' cosy’ = — 0,82396 
R siny’2?—= 0,35486. 


Von den Formeln (2) und (4) verdient offenbar hier die erstere bei der Auf- 
stellung der Relation zwischen @ und 09” den Vorzug, weil die Bewegung in Reet- 
ascension die in Declination bedeutend iibertrifft; berechnet man deshalb die 1, NM’, M", 
so erhalt man: 


M = — 0,48370 
M = — 0,54077 
mM" = — 0,60888, 
und jene Relation wird iiberhaupt: 
BO 7! an on 
0,27058 . 9” — — 0,54077 Ty! + 0,48370 Ol + 0,60888 + 0,14319 onl 0. 


Die Gleichungen (6) und (7) nehmen, in Zahlen ausgedriickt, folgende Gestalt an: 


r2 — 1,03355 — 2,142930 + 1,75529 02 
+2 — 1,03378 — 2,60520 0” + 2,30340 02, 


und die Gleichung (8) endlich wird: 
3,81244 . 90” — r2 4+ v2 — x2 — 2,04408 + 1,92310 9 + 2,72058 9”. 


Da hiermit die Vorbereitungsrechnungen beendigt sind, schreiten wir zu den Ver- 
suchen iiber 9g; ohne Gefahr, unser Ziel zu verfehlen, kénnten wir mit einem Werthe 
beginnen, der r — 1 entspricht. Die Grésse der negativen Coéfficienten von @ in dem 
Ausdrucke fiir r? lisst indessen vermuthen, dass r bedeutend kleiner als 1 ist; deshalb 
schatzen wir r — 0,75 und beginnen die Versuche mit 9 = 0,9. Mittelst der geschitzten 
Werthe von r +r", r +r’, r + 7, welche wir vorliufig bei der Berechnung von 
y, ', y” alle drei gleich 1,5 setzen, bekommen wir nach den nun bekannten Vor- 
schriften: 


logy == 9.99871 login = 893513 
logy’ = 9,99578 log Bn’ = 9,18663 
logy” =="9,09918 log 3’ n” = 8,83680. 


Um die Gleichung zwischen g und 9” zu verbessern, hat man jetzt die , 7’, 7” 
mit den Werthen r = 0,72574, r’ = 0,64809, r” = 0,55063 zu berechnen. Zu 9 = 0,9 
oder logo = 9,95424 gehért zufolge der Relation (2) log e” = 9,79022, aus (6) und (7) 
ergeben sich die zugehérigen r?2 und r'’2: 


72 == 0,52670 y = 0,72574 
72 == 0 30325 x” == 0.55067, 


Bestimmt man aus 9’ und (r + r”) die Sehne x mittelst der Lambert’schen 
Gleichung und Encke’s Hiilfstafel, so wird logx — 9,43970, x2? = 0,07575. Wird 
letzterer Werth auf der rechten Seite von Gleichung (8) substituirt, so erhalt man: 


(rr") rr” = 0,37582; 


wir wollen diesen aus Gleichung (8) hervorgehenden den geometrischen, den aus der 
Lambert’schen Gleichung zu bestimmenden, wenn man das derselben entsprechende x 
: : ae , a : , 

in die Formel (rr’) rr’ = 1/, (r? 4+ r/2 — x2) einsetzt, den phoronomischen Werth 
von (rr”) rr” nennen. Der letztere wird hier gleich 0,37710, Um die Fehler von 


= 969 ~ 


, ” . 
y,,% wu verbessern, berechnen wir zu dem r und r” der ersten Hypothese noch das 
yr’ nach der Formel: 


(8 9")? v2? = (Oy + 9" H") (Oy 12 + Oy") — On. Oy". w 
Diese Rechnung liefert uns: r’ = 0,64407; bestimmen wir jetzt aus den drei 
Radienvectoren von Neuem y, 7’, 7”, so erhalten wir: 


logn == 9,99744 logon = 8,93386 
logy’ — 9,99309 log © 4! — 9,18394 
log yn" = 9,99893 log ®"'n" = 8,83655. 


Dem Werthe von logg == 9,95424 entspricht nach Gleichung (2) demnach genauer der 
Werth: loge” = 9,80303; die weiteren Zahlen der zweiten Hypothese werden nun: 


fr? == 0,52670 ¢ == 072574 
elt — 0,30839 i 0,55533 
logx —= 9,43894 
“2 = 0,07548 
(rr") rr” geometr. = 0,38237 
(rr) rr” phoron. = 0,37980. 


Um der Wahrheit sich mehr zu nihern, miisste daher das Product rr”, welches 
dem angenommenen Werthe von @ und 9” entspricht, in dem Verhiltniss von 0,37980 
za 0,38240, oder das hypothetische r = 0,72574 im Verhiltniss von 10,37980 : 70,38240 
vergréssert werden. Es wiirde dies eine Vermehrung des 7 von 0,00248 erfordern, 
welchem Zuwachs von 7 nach der Relation: 

r2 — 1,03355 — 2,14293 0 + 1,75529 02, 
oder: 
r Ar = (1,75529 @ — 1,07146) A @ 
als Zuwachs von @ die Grisse 0,00354, als Zuwachs von log@ die Grésse 0,00171 ent- 
spricht. 

Bei der folgenden Hypothese nehmen wir demgemiss an: log@ = 9,95595; um 
mit grésserer Genauigkeit den entsprechenden Werth von logo” zu finden, verbessern 
wir mit den drei Radienvectoren der vorhergehenden Hypothese r= 0,72574, r’ = 0,64859, 
rv’ = 0,55533 die Werthe von logy, logy’, logy”. Die letzteren werden dadurch: 

logy == 9,99750, 
logy’ = 9,99316, 
logy” = 9,99894. 


log 0” wird gleich 9,80459, und die weiteren Zahlen der Rechnung ergeben sich 
wie folgt: 
r? = 0,530 32, r == 0,72822, 
r’2 == 0,309 15, yr” = 0,55601, 
logx = 9,43839, 
“2 = 0,075 30, 
(rr") rr” geometr. = 0,38411, 
(rr”) rr” phoron, = 0,38208. 

Das logo der Hypothese bediirfte diesmal der Verbesserung von 0,00131; um die 
Convergenz des Verbesserungsverfahrens zu erhdhen, nehmen wir an, dass die durch 
dasselbe zu erhaltenden einzelnen Correctionen eine geometrische Progression bilden; 
dieselbe wiirde hier mit den Gliedern: 


0,00171 + 0,00131 4+ .--- 
38* 
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1 : 
beginnen; ihr Exponent wiirde 0,77, ihre Summe gleich 0,001 71 - T0177’ also gleich 
b) 


0,00727 sein. Demgemiiss diirfen wir schliessen, dass log@ sehr nahe gleich 9,95424 
+ 0,00727 oder 9,96151 sein wird, was sich in der That bestatigt findet. 

Es ist deshalb jetzt die Verbesserung der Beobachtungszeiten wegen der Aberration 
vorzunehmen. Benutzen wir die 4, 1’, 7’ der vorhergehenden Hypothese, so finden wir, 
dass zu loge = 9,96151 ein log 9” — 9,80982 gehért, und dann wieder folgende drei 
Radienvectoren: 

y == 0,73658 
r’ = 0,656 64 
rf” == 0,55819. 


Aus dem r’ folgt der Abstand von der Erde in der zweiten Beobachtung gleich: 
— Rcosy + Yr? — R? sin 7’? oder gleich 0,82396 + 0,276 28. 

Die drei nicht curtirten Abstinde von der Erde, mit denen man die Aberrations- 
constante von 493,31) nach den gegebenen Vorschriften multipliciren soll, werden somit: 
1,21250 
1,100 24 
0,979 50, 
und die geforderten Verbesserungen der Beobachtungszeiten, in Tagen ausgedriickt, gleich: 
— 0,006 92 
— 0,006 28 
— 0,005 59. 

Man wird also fiir den Schluss der Rechnung die Beobachtungszeiten: 
Juni 23,53258 
Juni 27,533 04 
Juli 2,555 26, 


und die 9, 9’, 7”, tn, & 7’, Hy” noch einmal dementsprechend berechnen. 
Fir die folgende Hypothese wird mit Riicksicht hierauf: 


~ 


logn = 9,99757, logy — 8.93405, 
logy’ = 9,993.38, log ® ny’ = 918430, 
log n!” = 9,99898, log 8" n" — 8,83667. 


Fiihrt man die Versuche zu Ende?), so findet man endlich fiir logg die definitive 
Lésung: 

logo = 9,96102, 
und fiir log 0”: 

log 0” = 9,80809. 


Es entsprechen dieser Lésung die Radienvectoren: 


y == 0,73582, logr = 9,86677 
of =O. OO 7 Oo. logr” = 9,746 28 
42 = 0,074787. 
Zunichst berechnet man darauf den Bogen 1/, (v'’ — v) nach der Formel: 
4ryr" sin 1/,(v" — v)? = x2 — (r" — rv), 


") Siehe Anmerkung 8. 297. 
) Bei dem Schlusse der Versuche ist es, wenn man eine sehr grosse Genauigkeit in die Rech- 
nung legen will, vorzuziehen, den geometrischen Werth von x* aus der Gleichung (w! — x)? + (y" — y)* 
pI 55 ‘ : . : d) 
+ (e — 2)” zu suchen, um mit dem phoronomischen Werthe zu vergleichen; um so mehr, als die 
heliocentrischen Coordinaten doch spiiter berechnet werden miissen. 


= ar 


woraus sich: 
1/, (o” — v) = 99 18' 59",8 


ergiebt. 
Rechnet man darauf nach den Formeln (12) der 28. Vorlesung, so findet man noch: 
VU, (vo” + v) = — 40°21'45",8 
logg = 9,565 436 
oder: 
v = — 90° 2 30,9 
vo” = — 71 24 32 ,3, 


und hieraus mittelst der Barker’schen Tafel die Zeit des Perihels: 
T = 1857, Juli 17,99482 (Berl. Zeit). 
Die definitiven Werthe der heliocentrischen Coordinaten des Kometen waren fiir 
die erste Beobachtung: 


2 — 0,59073, y = — 0,20066, «¢ = 0,39015; 
fiir die zweite Beobachtung: 
a" — 0,33761, y” = — 0,28923, 2 = 0,33658; 
also werden die Grissen a’, A’, b', B’, ce, C' u. s. w. 
a’ = num. log. 9,97237, Dh — a 4 AS Ea 
b’ = num. log. 9,93412, BI = 96813245 
ce = num. log. 9,79078, GQ == 149 10 4h 


Hiermit ist nun alles fiir Berechnung einer Ephemeride Erforderliche bekannt.  Priift 
man, wie die zweite Beobachtung durch diese Constanten dargestellt wird, so ergiebt sich: 


Berechnete Rectascension —= 61° 20’ 50” 
Beobachtete > == 61 20 48 
Berechnete Declination — + 44 43 56 
Beobachtete == 44 43 46. 


” 

Die Rectascension wird so genau dargestellt, als es der Gebrauch der fiimfstelligen 
Tafeln erméglicht. Eine ebenso genaue Darstellung der Declination dagegen war, weil 
wir die Relation (2) angewandt, welche nur die Rectascensionen beriicksichtigt, nicht zu 
erwarten. 

Wollen wir nun noch die auf die Ekliptik bezogenen Elemente des Kometen kennen 
lernen, so haben wir, nach den Gleichungen (14) und (15) der 40. Vorlesung, mit dem 
Werthe ¢ = 23°27'37" fiir die Schiefe der Ekliptik zu der Epoche 1857,0: 

m — $4 = 134° 4’ 0” 
§§ = 23 48 42 
tie, VOT 6°D2, 


oder, nach anderer Bezeichnungsweise: 


mw — & == 225°56' 0! 
§& = 23 48 42 
f=) OB chs" 8. 


Oe 
vetrograd. 
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ZAweiundvierzigste Vorlesung. 


Die Gauss’sche Form der Olbers’schen Methode, auf den Aequator 
tibertragen. 


Wir haben absichtlich in den vorhergehenden Rechnungen aus bald zu errathenden 
Griinden von einer Umformung der Gleichung (4) keinen Gebrauch gemacht, durch 


1 ; ; 
welche die Grésse =, welche am meisten durch die Convergenz der Verbesserungen 
C 


verzégert wird, ganz aus der Relation verschwindet. Unsere Absicht war, den Leser 
schon an diesen Rechnungen erkennen zu lassen, wie man fiir den Fall, dass eine Beob- 
achtung wegen fehlender Declinationsbestimmung unvollstandig ware, doch nicht allzu 
miihsam zu einem scharfen Resultate gelangen kénnte. Diesem Falle widmen wir in 
der folgenden Vorlesung noch einige Betrachtungen; jetzt aber wollen wir zeigen, wie 
in dem Falle vollstindiger Beobachtungen fiir die Fundamentalebene des Aequators eine 
vollstindig strenge Gleichung zwischen @” und @, den auf diese Ebene curtirten Distanzen 
zu erhalten ist, in welcher als Unbekannte ausser @ und 9” selbst nur das Verhiltniss 


cs noch auftritt. Von diesem Verhaltnisse lasst sich nach den friiheren Entwickelungen 
c 


erkennen, dass es bis auf Grdéssen von der Ordnung des Productes der kleinen Zwischen- 


zeiten, d. h. bis auf Gréssen der zweiten Ordnung inclusive genau, gleich dem Verhiltniss 
U / 


t' —t 
dass eine solche Relation, wie wir sie zu entwickeln vorhaben, um die Genauigkeit des 
Olbers’schen M zu erreichen, die Kenntniss der 7, 7’, 1" nicht mehr erfordert. Sub- 
stituirt man aber bei einer Wiederholung der Rechnung die 7 und 7”, welche dann 
selbst bis auf Gréssen zweiter Ordnung inclusive bekannt sind, so erhalt man die Un- 
bekannten bis auf Gréssen vierter Ordnung genau; iiberhaupt steigert jede Wiederholung 
die Genauigkeit hier um zwei Ordnungen, und wenn die Zwischenzeiten gleich sind, 
sogar um drei Ordnungen. 

Dieses vorausgeschickt, bemerken wir, dass der Coéfficient N’ der Gleichung (4) 
im Gegensatze zu M' der Gleichung (2) von der Wahl der Anfangsrichtung in der 
Fundamentalebene abhangig erscheint, so dass es immer méglich sein wird, durch eine 
blosse Drehung des Coordinatensystems um die Z-Axe den Coéfficienten N’ und dem- 


o : 
der Zwischenzeiten oder 5M gesetzt werden kann. MHieraus geht noch hervor, 


1 ‘ : ‘ : 
nach auch N’ - oy zara Verschwinden zu bringen. Es sollen also jetzt die Rectascensionen 


von einem Meridian gerechnet werden, welchem nach der gewéhnlichen Zihlweise die 
Rectascension A’) entspricht, unter der Bedingung, dass: 
N' = X'tg0' cos A'y + Y' tg 0' sin A’) — Z' cos («’ — A) = 0 
wird. Die Auflésung dieser Bedingung ergiebt: 
X' tg 0° — Z! cos oi} 
yA, a Se Lon alee (1) 
Y' tg 0' — Z' sina 

*) Es mag hier vorliufig Erwihnung finden, dass nach dieser Gleichung A’, mit der Recta- 
scension (beziehungsweise der Liinge) der Pole eines gréssten Kreises identisch ist, welcher den 
zweiten geocentrischen Ort und den zugehdrigen Sonnenort verbindet. 


eos — 


Die Zweideutigkeit des Quadranten von A’) ist hier gleichgiiltig, da sie keinen 
Hinfluss hat. 
An die Stelle der Gleichung (4) kénnen wir daher jetzt die folgende setzen: 


, tg 0 cos (w' — A’,) — tg0’ cos (« — A‘) On 
=—= ] ; \ 7 ie oan O 
~~ tg 0’ cos (a"” — A 0) — tg" cos (aw — A) Oy 
tg 0’ (X" cos A’) + Y¥" sin Alo) — Z" cos (uw! — A’) | ee) 
tg 0' cos (ot! — A'y) — tg 0" cos (ce! — A’y) 

tg 0" (X cos A’) + Ysin A’ Zcos(%'—A',) Oy 

a | aay Y \/7 iia Seal STU PPT 

tg 0" cos (o% A'y) — tg 0" cos(a’ — A) =" 

welche Formel noch vollkommen streng ist. 


Nimmt man nun aber an, dass das Verhiltniss bei dem Kometen und bei der 


oy 
an" 
Erde gleichen Werth hat, was bis auf Gréssen zweiter Ordnung inclusive richtig ist, so 
muss die vorstehende Relation auch die Lisung der Erdbahn: @ = 0 und 0” = 0 mit 
einschliessen, was nur méglich ist, wenn sich auch das von @ freie Glied der rechten 
Seite auf Null reducirt. Man kann daher mit demselben Grade von Anniherung, den 
die Olbers’sche Methode besitzt, von der Gleichung: 

ee tg 0 cos(a’ — A'y) — tg’ cos(a — Ao) toe) (3) 

tg 0" cos (a — A',) — tg 0" cos (a! — A) tt —t re 

Gebrauch machen, bei welcher die Verwandlung der Beobachtungen in Linge und Breite 
nicht mehr verlangt wird. 

Gelingt es nun noch, die Gauss’sche Form, die Versuche anzustellen, auf den 
Aequator zu iibertragen, so werden wir zu einer Methode gelangen, welche grisste 
Bequemlichkeit mit grésster Schirfe vereinigen laisst. Wir erreichen unseren Zweck 
wenn wir setzen: 


X" — X = gcosy cos G 
Y" — Y = geosy smG 
Z"' — Z = gsiny, 
‘wobei, wie leicht ersichtlich, g die Erdsehne zwischen der ersten und dritten Beobachtung, 
G die Rectascension des ersten Erdortes, vom dritten aus gesehen, y die zugehdérige 
Declination bedeutet. 
Ferner setzen wir, analog den friiheren Entwickelungen in der 28, Vorlesung: 
M cos «&'' — cosa = heos € cos H 
M sin a" — sina = hoos § sin H 
Mig do" —tgd =hsin§, 
wodurch man fiir «2 oder (a — a)? + (y” — y)? + (¢” — 2)® folgenden Ausdruck 
erhalten wird: 
x2 — oth? — 2goh[siny sin€ + cosy cos cos (@ — H)| + 9? 
Bezeichnen wir den Winkelabstand des ersten geocentrischen Ortes des Kometen vom 
ersten Sonnenorte mit #, die entsprechende Grisse bei der dritten Beobachtung mit a, 


so haben wir: : 
Rosy = Xcosdcsa + Yeosdsinn + Zsind 


R" cos" = X"cos 8" cos!” + Y¥"cosd" sina” + Z" sind". 
Es sei auch noch der Kiirze wegen: 
cos p = siny sin€ + cosy cos€ cos (G — H), 
so werden r?, r’2 und x? wieder ganz ihre friihere Form (28. Vorlesung) annehmen; 


man wird nimlich haben: 
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r? —= (osecd — Reosp)? + R*siny? 
r'’? = (Me sec 0" — R" cosy")? + BR’ sin yl? 
“2 —= (eh — goos—p)? + g*sin gy. 
Man braucht jetzt nur noch wieder die Grisse w mittelst der Gleichung: 


oh — gosp = 4, 
digitiys 


einzufiihren, und die Versuchsgleichungen werden wieder ganz die frttheren, nur mit 
dem Unterschiede, dass sich @, und entsprechend uw, ebenso wie das wieder mit 


" 
bezeichnete Verhaltniss a hier auf den Aequator, statt auf die Ekliptik beziehen. Es 


ist leicht zu sehen, dass die Formeln fiir die Ekliptik durch Specialisirung aus den 
vorhergehenden zu erhalten sind. 

Wir wollen fiir diese der Olbers’schen nahe verwandte Methode, welche ihr an 
Bequemlichkeit ungefaéhr gleich kommt, aber dabei so ungemein leicht den héchsten Grad 
von Schirfe in die Bestimmung legen lisst, noch einmal die Formeln zusammenstellen. 


Dreiundvierzigste Vorlesung. 


Zusammenstellung der Formeln fiir die unmittelbar auf den Aequator 
bezogene, strenge Form der Olbers’schen Methode. Rechnungsbeispiel. 


Man berechne: 

X'tg 8 — Z' cos’ | 

Y' tg 0’ — Z'sinw’ ” 

r— igd.cos(V + o') —tgd'cos(V + a) t—?# 
tg 8" cos (V + a") — tg 8" cos (V + a!) ¢ —#? 
gcosycosG = X" — X 
gcosysinG = Y" — Y 
gsny = Z" —Z 
M — cos (a — w) = hos cos(H — a’) 
sin (c"” — a) = heos§ sin(H — a’) 

M tgd"” — tgd = hsing 

cosp = sinysin§ + cosy cos§ cos(G — H) 

Resp —= Xcosdcosa + Ycosd sina + Zsind 

R" cosy" = X" cos 8" cosa” + Y" cos 0" sina!” + Z" sind”. 


‘Ge 


*) Oder auch, wenn man lieber die Polarcoordinaten, Rectascension und Declination des Sonnen- 
ortes A’ und D' gebrauchen will: 


__ tg &’ cos A! — ty D' cos ol 
tg 0” sin A’ — tg D! sina!’ 
Desgleichen kann man im Folgenden setzen: 
cos y —= sind sin D + cos d cos D cos(« — A), 
cos py" = sind” sin D"” + cos db" cos D" cos (a! — A"), 


ig V 


A = gsing 
Bi ven wv 
RB = R" sin yy" 
b = heosd 
hcos 0" 
\/ as 3 
ieee M 
c = gceosp —bdReosp 
ce" = gcosgy — b" R' cosy", 


dann wird wieder: 


is ea (4 R 


yl? — (“5-) 4. Bln 


of == 4? + A? 
ist w auf bekannte Weise, der Lambert’schen Gleichung geniigend, bestimmt, so wird: 


__ u+ gcosp 
Rigas aa 
Fiir eine Wiederholung der Rechnung wird man die Zeiten wegen Aberration 
corrigiren, und M nach Gleichung (2) unter Beriicksichtigung der 4 und 7’ von Neuem 
bestimmen, dabei jene Gleichung unter der Form: 


"” 


I! 
Q =agtwd=(at “le 
schreibend, in welcher: 
__ tgd"(X" cos V — Y" sin V) — Z"cos (a + V) 
tg 8 cos(V + a") — tgd"cos(V + a) 
tg 0’ (Xcos V — YsinV) — Zcos(a#’ + V) 
tg 0’ cos(V + «') — tgd"cos(V + a) ? 
aoe tg cos(V + a!) — tgd'cos(V + a) ea” 
~— tg 0’ cos(V + a) — tgd"cos(V + a’) BO 7" 


Die zweite oder Verbesserungsrechnung wird also mit dem Werthe: 


f 


a 
ig ake Pr ae, 


worin der in der ersten Rechnung gefundene Werth von @ zu substituiren ist, zu 
fiihren sein. 

Man erreicht durch die Verbesserung des M hier dasselbe, was man auch durch 
andere Arten der Correction des Olbers’schen M erreicht, dass der durch den zweiten 
Sonnenort und den zweiten geocentrischen Ort gehende Kreis durch die berechnete 
Parabel wiedergegeben wird. Entsprechen die Beobachtungen in Wirklichkeit einer 
Parabel, so miissen auch wieder der beobachtete und der berechnete Ort in einen Punkt 
des genannten gréssten Kreises fallen. 

Wir benutzen noch weiter das Material des Kometen 1857 III., um die grosse 
Bequemlichkeit der oben gegebenen Formeln zu zeigen. Mit Zugrundelegung also der 
Daten der 41. Vorlesung erhalt man: 


Cy 2 —, 280. 820" H — 194°17'28" 
log M —= ‘9,848 28 be —— 7 6919 
G = 186° 4'56” logh = 9,66345 
y =— 238 5 g cosy = 0,148 35 
logg = 9,18324 Rosy = _0,80873 
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R" cosw" =  .0,85827 log b == 954128 
log A = 8,548 66 log b" co 9,633 98 
log B= 10961 ¢ a2 2019207 
log B" ==  9,73647 dl! = = 007 


Den Gleichungen: 


- = (*7*) +2 


u2 — y2? + A® 
und der Lambert’schen Gleichung wird nun, wie man leicht findet, gentigt durch: 
u = 0,27132, 
d. h. durch folgende Werthe von logo, loge”, logr, logr” und x?: 
logga = 9,95942 


> 
~ 
= 
to 


log o"’ = 9,807 70 
logr == 9,86595 
logr” = 9,74617 
“? = 0,074.86. 


Will man die Genauigkeit noch weiter bis zu den Gréssen vierter Ordnung in- 

. . . . S A U s 
clusive treiben, so hat man die Gleichung (2) anzuwenden, in welcher A‘) mit — V 
identisch ist. Es wird nun, wie wir hier nicht von Neuem zu berechnen brauchen, mit 


Beriicksichtigung der Aberration 1), log gee = 0,09738, demnach: 
o” = 0,702850 + 0,24517 — 0,24458 


i 
— (0.70285 0,00059 - --) ; 
(0, + (ey) ° 


oder, wenn wir fiir (@) den eben gefundenen Werth, dessen Logar. = 9,95942, einsetzen: 
o” = 0,703 50 0, 
ao ne: 
log M = 9,847 26; 
bei der zweiten, mit diesem Werthe zu fiihrenden Rechnung wird man so gut wie 
vollig strenge, mit dem friiher auf lingerem Wege gefundenen Resultate tiberein- 
stimmende Zahlen erhalten. 


Vierundvierzigste Vorlesung. 


Der sogenannte Ausnahmefall der Olbers’schen Methode. Berech- 
nung der Bahn eines Kometen aus drei Beobachtungen, yon denen 
nur zwei yollstiindig sind. 


Nach den Principien der Olbers’schen Methode war das Verhiiltniss If der 
Distanzen von der Erde aus der Lage des Durehschnittspunktes jener beiden gréssten 
Kreise der Sphire zu finden, yon denen der cine die beiden ausseren geocentrischen 


*) Siehe Bemerkung S. 297. 
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Oerter, der andere den mittleren geocentrischen Ort mit dem Orte der Sonne verbindet. 
Es ist klar, dass dieser Durchschnittspunkt und demnach auch der Olbers’sche Aus- 
druck fiir das genannte Verhiiltniss an grosser Unbestimmtheit und Unsicherheit leiden 
werden, so oft die beiden Kreise nur einen sehr kleinen Winkel mit einander bilden, 
d. h. wenn die Richtung der geocentrischen. Bewegung eines Kometen sehr nahe mit 
dem durch die Sonne gelegten gréssten Kreise zusammenfiillt. Diesen Fall, wo man 
demnach die Relation zwischen @ und e” mit anderen Hiilfsmitteln ableiten muss, nennen 
die Astronomen den Ausnahmefall bei der Olbers’schen Methode. 

Die Hiilfsmittel nun, welche alsdann zugezogen werden kinnen, besitzen wir schon 
in den Entwickelungen der 40. Vorlesung; denn in den Relationen (2) und (4) dieser 
Vorlesung spielt der Durchschnittspunkt der genannten Kreise keine Rolle. 

Obgleich hiernach die Untersuchung im Ausnahmefalle als erledigt betrachtet 
werden kénnte, weil man sich, sei es fiir den Aequator, oder fiir die Ekliptik, durchaus 
der Formeln der genannten Vorlesungen bedienen kann, so mag doch bier noch eine 
Entwickelung Platz finden, welche zuweilen mit Nutzen bei Kometenbahnen von geringer 
Neigung gegen die Erdbahn angewendet werden kann. Die Parallaxe kann dabei nicht 
gut von vornherein beriicksichtigt werden, weshalb es hier bequemer erscheint, die 
Formeln auf die Ekliptik zu beziehen. 

Die friiher entwickelte Relation (4), 8. 289, wobei die M definirt sind durch dic 
Gleichungen (3), S. 294: 

sin (A" — 2’). co" = M — Mc — M"c" — sin(A — 2). ce 
‘geht dann iiber in: 
sin (A" — 2) co" = R'sin(’ — ©’) — Rsin(’ — ©). 
— R" sin( — ©O")ce" — sin(s — di) ce. 


" 

. ° p c : é ae 3 nN 
Es ist nun einleuchtend, dass, wenn in dieser Gleichung die Verhiltnisse —, 
n 


n 
n! ? 
wie sie fiir die Erdbewegung stattfinden, substituirt wiirden, dieselbe durch die Werthe 
o = 0 und e” — 0 befriedigt werden miisste, da die Erde selbst sich in den drei durch 
die Beobachtungen gegebenen Gesichtslinien befindet. Bezeichnen wir daher die genannten 
Verbiltnisse bei der Erdbewegung mit C und C”, so wird ‘die Gleichung: 

0 = R'sin(a’ — ©') — CRsin( — ©) — C"R" sini’ — ©") 
oder: l rai 

0 = R'sin(/’ — ©')- Gn Rsin(z’ — ©): Gt R" sin (4! — ©") 


erfiillt sein miissen. Subtrahirt man diese Gleichung von der obigen Relation, nachdem 
man die letztere durch c¢”’ dividirt hat, so findet man: 


. an ! " Th a ' ! 1 i 
sin (A" — 2’). 0” = R' sin (A’ — O') (G -- ar) 
; c C c 
— Rsin(’ — ©) & — ar) — sin(A — 4d’) a O- 
Ferner aber ist, mit Riicksicht auf die Definition von ¢ und ¢’, sowie die Ent- 
wickelungen der 32. Vorlesung: 


n n n+ n a x a pt aa" 
C= = “rel — i ar aa 
n’ ntn" ® £5) o 9 7's 
” a! mn  ontn" a” or Pe a” 
CS . = . = —— 
yn! ntn" yw a ry! oO iS 
also: ; ’ 
] oO oo! Cc vo 
gH gy) gh = BF 


39* 
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und analog fiir die Erde (da die Ausdriicke bei den Kegelschnitten allgemein gelten): 


1 a oo" C a 
ga e(l—tm) ge 
Folglich erhalten wir, wenn wir von diesen Gleichungen in der obigen Relation Gebrauch 
machen, die Gleichung: a 
— OR 1 1 ) sin (A' — ©') a sin(A — 4) | : (1) 
ee R’ rs] sin (A" — dh’) Oo” sin (A" — 2) to Duet 
Nach dem Vorschlage von Encke fiir den Ausnahmefall der Olbers’schen 
Methode kann diese Gleichung so angewendet werden, dass man zuerst: 
amen Meee AC Seri) et ee RO ig 
oOo” sin (A" — 0) 
den Formeln der Olbers’schen Methode als Ausdruck fiir MZ zu Grunde legt. Der 
danach durch die bekannten Versuche erhaltene Werth von @ sei gleich (@), so wird 
dann nach Gleichung (1) der Ausdruck: 
o” ao R' (1 1 sin (A — ©') o® sin (d’ — 2d) 
iO = -2(0) (a a "sin (AY — WV) Oo! sin. (2 SX) 
ein verbesserter Werth des Olbers’schen M sein, mit welchem die Rechnung zu 
wiederholen wire. Es ist demnach der zuerst angenommene Werth: 
o sin (A! — A) 
a” sin (A" — A’) 


" 


mit dem Correctionsfactor: 
Lee BO" R' sin (A’ — ©') ( : 1 ) 
2(@) sin (’’ — A) R x3 


zu multipliciren. 

In dem von uns schon mehrfach benutzten Beispiel vom zweiten Kometen des 
Jahres 1813, welches zwar keinen Ausnahmefall bietet, gerade deshalb aber geeignet 
ist, den Grad der Anniherung der vorhergehenden Formeln zu zeigen, war: 


log? == 9,083 92, N—A == — 4049/16", 
log) == 9,383'23% AY — A =sors-3) OTSO TAis 
log” = 9,08049, logsin(A’ — 4) = $924.51; 
log (@) = 9,803 66, log sin(A" — i’) = 9,22452,, 
logy’ == 0,12399, i’ — © = 241° 48! 37", 
log R'’ = 0,00175, log sin (A’ — ©') = 9,94517,,. 
Setzt man in der Formel (1) zuerst 7’ = R’, d. h. macht man von (2) Gebrauch, 


so erhalt man: 
log M = 9,703 42. 
Rechnet man hingegen mit Benutzung der obigen Werthe von r’ und 9’, auf welche 
man successive durch Wiederholung der Rechnungen der Olbers’schen Methode gefiihrt 
werden wiirde, so findet man: 
SALA ee OBL: ( ho ees 
2 (@) sin (A’ — A) Rs 7 aS : 


den Correctionsfactor des obigen M demnach gleich: 


1,135 63, 
dessen Logarithmus: 
0,055 24 
zu dem Werthe von log M = 9,70342 addirt werden muss, um diesen letzteren zu ver- 


bessern, Man erhilt demnach jetzt: 
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log M = 9,75866, 

wahrend nach dem gewdhnlichen Ausdruck der Olbers’schen Methode: 
log M = 9,75799 

gefunden wurde. 

Nicht immer, obwohl meistens, wird in dem Ausnahmefalle der Olbers’schen 
Methode die Bewegung in Linge die iiberwiegende sein; auch der Fall, dass der geo- 
centrische Ort hauptsichlich Breiteniinderungen erleidet, und also wegen der Kleinheit 

/ t . . x . 
von 4’ — 4 und 4” — i’ auch die vorhergehende Formel fiir M ihre Dienste versagen 
wiirde, hat einigen Anspruch auf unsere Beriicksichtigung. Aus der Relation (4), Vor- 
lesung 40: 

1 c 


(cos 4’ tg B” — cosh" tg B’). 0” = N’. 7 Na N" — (cos d' tg B — cos Atg B’) - a 0, 


worin: N =R cos© ig f' 
N' = RF cs 0’ tg B' 
N" —— gi cos Ou tg a’ 


folgt durch Betrachtungen, welche den vorhin angewendeten ganz analog sind: 


” ! ao / i 1 
(cos A' tg B" — cos d" tg B') 9" = pret R' cos ©' tg B' - € ad a) 
o 
— (cos A’ tg B — cos i tg B') 57 o 
oder: 
nae 9% cositg B’ — cosi'tg B_ a ao (ai Sh dt 8 OF tg 9 
®" cos A tg B" — cos a" tg p’ ° 2 R — r’3) cosd'tg B" — cos 4" tg B’ cs 


Es ist einleuchtend, dass es fiir die Relation zwischen @” und @ ganz gleichgiiltig 
sein muss, von welchem Punkte der Ekliptik die Liangen gezahlt werden, so dass man 
unbeschadet der Richtigkeit der vorhergehenden Gleichung die in derselben vorkom- 
menden Grdssen 4, 4’, 4” und ©' um den Betrag ©!’ vermindern kann. Dadurch geht 
dieselbe iiber in: 

eal tg B' cos (A — ©') — tg B cos (A’ — O') 
me ig B" cos (4’ — ©') — tg B cos (A” — ©) ° 
; R' tg B’ ( 1 1 
1/, Pe = . 
+ Ya tg B" cos (A’ — ©') — tg B' cos (AY — ©) \R? zi) 

Der Factor von @ auf der rechten Seite dieser Gleichung unterscheidet sich von 
dem gewoéhnlichen Ausdruck fiir das M der Olbers’schen Methode, wie man sieht, 
bloss dadurch, dass hier iiberall die Cosinus der Bégen 4— ©’, 4’ — ©’, A’ — ©! 
vorkommen, wo dort die Sinus stehen. In einem Ausnahmefalle der in Rede stehenden 


(4) 


Art kann man daher so verfahren, dass man in dem gewoéhnlichen Ausdrucke fiir das 
Olbers’sche M die Cosinus statt der Sinus der obigen Unterschiede einsetzt. Hat man 
hierdurch eine erste Naherung erhalten, so kann dann dieses M durch Multiplication 
mit dem Factor: 
9 9" tg p R 1 1 
as 2 tg B'cos (A — ©') — tg Boos (A’ — ©') (@) (a: = 7 
verbessert werden. 
Bei dem Kometen 1813 II. liefert die Cosinusformel: 
log M = 9,73400; 
der Logarithmus des Verbesserungsfactors aber wird, log (oe) = 9,803 66 und Tog 7’ = 0,123 99 
gesetzt, gleich: 
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0,024 27, 
also der verbesserte Werth selbst: 
log M — 9,758 27, 
was mit dem nach der Carlini’schen Methode gefundenen log M = 9,75826 so gut 
wie vollig, und auch mit dem Ergebniss der Formel (2) ziemlich gut iibereinstimint. 
Die Formel (4) verdiente aber hier vor jener wegen der stirkeren Breitenbewegung 
den Vorzug. 

Der aufmerksame Leser wird vielleicht selbst schon die von uns viel gebrauchte 
Relation (2) (40. Vorlesung), und die daraus abgeleitete (1) dieser Vorlesung, in welchen 
beiden die Winkelcoordinaten des Abstandes von der Fundamentalebene, d. h. die Decli- 
nation oder die Breite, explicite nicht vorkommen, als unmittelbar brauchbar auch fiir 
den Fall einer Bahnberechnung erkannt haben, welche auf zwei vollstindige und cine 
unvollstindige Beobachtung gestiitzt werden soll. Es ist dies ein Problem von prak- 
tischer Bedeutung, weil bei den Beobachtungsmitteln, auf deren Gebrauch sich die 
Astronomen bei den Kometen vorzugsweise angewiesen sehen, die Bestimmung einer 
Declination ziemlich leicht misslingt. 

In dem Rechnungsbeispiele der 41. Vorlesung hatte es, wie man leicht erkennt, 
der Kenntniss der Declination der zweiten Beobachtung gar nicht bedurft; diese Decli- 
nation diente dort nur dem untergeordneten Zwecke, die fiir die Beriicksichtigung der 
Aberration néthige Bestimmung von 9’ aus 7’ auf eine bequemere Art auszufiihren. Es 
hatte dies aber auch dadurch geschehen kénnen, dass man das Formelsystem: 

o cos = oe ee! Exe 

o' sin a — cy + cy" + y’ 

o' tg0’ == ce -E icles! = 7 
aufléste, wodurch dann sowohl der fiir die Verbesserung der Beobachtungszeit zu suchende 
Abstand von der Erde @'sec0’ bekannt, als auch eine schitzbare Controle der Rechnung 
gegen grébere Fehler gewonnen wird; denn es wird das so zu findende & mit der 
gegebenen Rectascension sehr nahe tibereinstimmen miissen. 

Ware die unvollstindige Beobachtung immer die mittlere, so wiirden wir den 
gegebenen Vorschriften nichts weiter hinzuzufiigen haben. In der Praxis aber ist es 
gerade die Beobachtung in der Nacht der Entdeckung, also die erste, welche mehr als 
andere der Gefahr, unvollstandig zu werden, ausgesetzt ist. Aber auch diesem Falle 
kénnen die Formeln der 40. Vorlesung durch eine leichte Modification angepasst werden, 
indem man den auf die unyollstindige erste Beobachtung beziiglichen Daten den Accent ' 
giebt. Das Material der Rechnungen der 41. Vorlesung wiirden wir dann, namlich unter 
der Voraussetzung, die Declination der ersten Beobachtung (Juni 23.) sei nicht gelungen, 
in folgendes Schema stellen: 


LI ah pitierey. © Slater poone. Juni 23,53950, Juli 2,256085 


Os RN sR eal a 61°20! 48” 53° 651" TT? Or ag" 
) OOo Oe eae, ike Oe + 48 47 4 
ERG AA ea boat te tee — 0,10953 — 0,04203 — 0,19350 
Le eget ee 4 0,927 30 0,93183 0,915 69 
Tig igi ee ee 0,402 35 0,404.32 0,397 31, 


um dann darauf mit consequenter Beriicksichtigung der Vorzeichen die Formeln der 
40. Vorlesung anzuwenden. Es wird dabei 9” negativ, desgleichen 97", da die Reihe 
fiir das Verhiiltniss des Sectors zum Dreieck nur die geraden Potenzen von ® enthalt. 
Die Vertauschung der ersten mit der zweiten Beobachtung hat also bei diesen Gréssen 
die Folge, dass auch ®y und #4 sich vertauschen, wihrend &” y"” negatives Vorzeichen 
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bekommt. Bei den M, M’, M" dagegen werden in Folge der verinderten Ordnung des 
Materials ganz andere Zahlen zum Vorschein kommen, im yorliegenden Falle z. B.: 


oe 


Me = 064417 
M' = — 0,59291 
mM", = — 0,70437, 
als Relation zwischen @ und 9” wird die Gleichung: 
0,65889 . c’ 9” = — 0,59291 + 0,64417¢ + 0,70487.c” + 0,17816 c¢@ 
oder: 
eee | c 
0,65889 0” — — 0,59291 en 4 064417 7" 4 0.70437 + 017816 1 9 


ol yl! ol nf! 


erhalten werden. Im Uebrigen weicht der Gang der Rechnung von dem des Beispiels 
in der 41. Vorlesung nicht ab; es erscheint daher unndéthig, dieselbe hier von Neuem 
durchzufiibren. 


Man kann vielleicht noch wiinschen, auch den Fall behandelt zu sehen, wo die 
Declinationen alle gegeben sind, dagegen eine der drei Rectascensionen fehlt. Derselbe 
kann ganz leicht zu einem praktischen werden, zB. dann, wenn man nach Anstellung 
einer in beiden Coordinaten gut gelungenen Beobachtung entdeckt, dass an der Recta- 
scension des gebrauchten Vergleichssternes eine Unsicherheit haftet. Der erfahrene 
Beobachter weiss, dass Unsicherheiten von mehreren Zeitsecunden, aus Zihl- oder Schreib- 
fehlern entsprungen, gar nicht so iiberaus selten selbst in den besten Sternkatalogen 
sich yorfinden, dass darauf nicht einige Riicksicht zu nehmen wire. 

Dieser Fall kann ohne besondere Schwierigkeit auf Grundlage der Gleichung (4) 
(40. Vorlesung) behandelt werden; denn obwohl in derselben die als nicht genau bekannt 
anzusehende Rectascension « ebenfalls vorkommt, so kénnen wir es, da sie nur durch 
ihren Cosinus vertreten ist, leicht so einrichten, dass eine ganz rohe, nur bis auf etwa 
eine Zeitminute genaue Kenntniss derselben, wie wir sie ja immer zur Hand haben 
werden, zur Aufstellung der Relation zwischen @ und 9” vollkommen hinreicht. 

Offenbar ist die die Abhingigkeit des e” von @ ausdriickende Gleichung unab- 
hingig von dem Nullpunkte der Zihlung der Rectascensionen; man kann diesen Null- 
punkt daher, anstatt in das Friihlingsiquinoctium, in einen Punkt des Aequators ver- 
legen, dessen Rectascension nach der gewéhnlichen Zahlungsweise einen gewissen Werth 
w', hat. Die Gleichung (4) der 40. Vorlesung wird dann tibergehen in: 

a Dita 


[eos (a! — a) tg 8” — cos (et" — oe) tg 8'] 0” = N' San — N gran 


a Di 
— N" — [eos (a! — a!) tg3 — cos (% — ay) tg 0'] a = 


worin dann aber fiir N, N’, N” der Reihe nach die Ausdriicke: 

(X cosa’, + Y sina’,) tgd' — Z cos (u' — oy) 

(X' cosa, + Y"’ sin a',) tgd’ — Z' cos (a! — oy) 

(X" cose’) + Y" sin a!) tg’ — Z" cos (a — a’) 
zu setzen sind. 

Es wird nun aber immer méglich sein, die willkiirliche Grosse «, so nahe dem «@ 
zu wihlen, dass ohne merklichen Fehler: 
cos (a — o)) = 1 


Zesetzt werden kann, und die obigen Ausdriicke die Form: 


— 312 — 


oy! an 
[tg 0” — cos (” = 0!) tg "| o” == uN’ arf a 9” n! 


oY 
— WN" — [tgd — cos (% — a'r) tg 0'| Bry Q, 


N = (X cosa’, + Y sina’) tgd’ — Z 

N' = (X' cose’, + Y' sina!) tgs’ — Z' 

NY” = (X" cose’, + Y" sina',)tgd’ — 2" 
annehmen. 

Aus dem Materiale des Kometen 1857 III. z. B. hatten wir, wenn wir statt der 
Declination der zweiten Beobachtung deren Rectascension als nicht genau bekannt vor- 
aussetzten, mit der Annahme: 

. CnS 61°30’: 

N -~= + 0,38703 
NW’ = + 0,85315 
N” = + 0,30840 
[tg 0” — cos (a” — wy) tgd’| = 0,187 32 
[tg9 — cos (% — «')) tgd'| = — 0,11093. 
Ilieraus ergiebt sich die Relation: 
a x! 


— 038703 <2.” 


0,187 32 9” = 0,35315 577 


9 

— 0,30840 + 0,11094 Par 0. 

7 U 
1 

ao ca und 


Substituirt man fiir die definitiven Werthe, wie sie sich schliess- 


oN 
oa 
FS y! 
oy" 
erhalt man den zu dem Werthe loge = 9,96102 gehiérigen Werth von logo” gleich 
9,808 28, waihrend derselbe an jener Stelle gleich 9,80809 gefunden wurde. Der kleine, 
fiir praktische Zwecke meistens nicht in Betracht kommende Unterschied rihrt zum 
grésseren Theile daher, dass die hier gebrauchte Declination der mittleren Beobachtung, 
und die oben zu Grunde gelegte Rectascension nicht einer und derselben Parabel ent- 
sprechen. 

Da, wie wir eben gesehen, eine Schiitzung der verfehlten Rectascension bis auf 
15 Bogenminuten oder 40 bis 60 Zeitsecunden genau geniigt, die zur Bahnberechnung 
erforderliche Gleichung zwischen @ und 0” aufzustellen, so ist also das Fehlen der 
Rectascension bei einer Beobachtung ebenso wenig wie das der Declination ein Hin- 
derniss fiuy die Ausfithrung der Vorschriften der 40. Vorlesung. 


- : 
lich in der 41. Vorlesung ergaben, d. h. log = 0,34761, log Par == 0,097 37, 80 
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Finfundvierzigste Vorlesung. 


Kine andere Umformung der Gleichung (4) in Vorlesung Vierzig. 
Bessel’s Beitrag zur Kometentheorie. 


Dureh einen Kunstgriff, welchen wir im Vorhergehenden schon einige Male in An- 

wendung brachten, kann die Relation (4): 
al " " eal om. ¢ 
(cos 4’ tg B" — cosd" tg B’) ep" = N'=— N= 


Cc C 


— a — (oat yf — ont of) Se 


e, o2 1 : c 
so umgeformt werden, dass die Grisse =, welche im Gegensatze zu — schon in der 
€ a 


ersten Naherung den Radius vector r’ in die Formeln einfiihrt, verschwindet. 

Wir machen wieder die Bemerkung, dass der Nullpunkt der Zihlung fiir die 
Lingen nach Belieben gewihlt werden kann, und nehmen jetzt als solchen einen Punkt 
der Ekliptik von der Linge 90°-+ ©’. Es geht dadurch cosa iiber in cos (4— 90° — ©’) 
oder sin(A— ©!), cos A’ in sin (A'— ©'), cos A" in sin (A"” — ©'), N in Rsin(O — O')tg B', 
N’ in R# sin (C' — ©’) tg B’ oder Null, N” in R” sin (C” — ©') tg B’ und die ganze 
obige Gleichung in: 

n __ tg B’ sin(A — ©') — tg B sin(’ — ©’) Cc 
~ tg B" sin (4’ — 0!) — tg B’ sin(A” — ©’) oe" ° 


; nea 
R tg B' sin(O' — ©) oa + Rtg B' sin(O! — | © 
tg B" sin (4 — ©') — tg B’ sin(a” — ©O') 


oe 
iiber. 


Es ist dies wieder eine durchaus strenge Gleichung, welche speciell das Olbers’sche 


° r x c - = ne 
M ergiebt, sobald das Verhialtniss — bei dem Kometen dem entsprechenden Verhilt- 
G 


niss bei der Erde oder der Grdésse: 
R" sin (C"” — O') 
R sin (©' — ©) 
gleichgesetzt wird; man erkennt sofort, dass alsdann das Zusatzglied zu dem Olbers’- 


schen Ausdrucke verschwindet. 

Die Gleichung fiihrt uns daher ebenfalls auf das schon bekannte Hiilfsmittel, die 
Olbers’sche Methode von dem Fehler der Voraussetzung zu befreien, dass die Sehne 
der Kometenbahn yon dem mittleren Radius vector in demselben Verhiltniss, wie bei 


der Erde geschnitten werde. Es ist zu dem Zwecke nur néthig, wenn eine erste Rech- 
, : C C . , . 
nung die Distanz 9 = (9) und = = (<r) hat finden lassen, die Bestimmung mit Zu- 
Cc Cc 


grundelegung des Ausdruckes: 
tg B’ sin(A a) os fg B sin (v' = ©’) (<=) 
tg B" sin(A’ — ©') — tg B' sin(A” — ©’) \e" 
Rig B' sin(C' — ©). (=r) + R" tg B’ sin(O' — ©") ; 
iB tg p" sin (A' — Oo) — ig B’ sin (A" — ©') aS (@) 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie. AO 


A hae 


— 314 — 


: c 
za wiederholen. Um nun aber zu vermeiden, dass man bei der Berechnung von Wh 
jedesmal auf die Elemente selbst zuriickgehen miisste, behandelt Bessel die Aufgabe: 
aes durch die beiden fusseren Radien und die Zwischenzeiten unmittelbar zu finden 1). 


Wir haben fiir diese Aufgabe schon oben eine indirecte, praktisch sehr bequeme 
Auflisung kennen gelernt, indem wir bemerkten, dass fiir r’? die Gleichung: 


ee (a) . oy an m; 
g! 7! a y! Fi y! 
7 ! Wl be 
— (35) % pen . es r ile : 
on Te 
on gi n" 
existire. Von einer Schitzung fiir 7’ ausgehend, fanden wir einen Naherungswerth fiir 
yn, 7’, 4”, mit welchem wir dann 7’ genauer bestimmen konnten; dieses lieferte uns 
darauf genauere Werthe von 4, 7’, 7”, dann wurde die Berechnung des r’ wiederholt 
und so fort, bis sich nichts mehr iinderte. Obgleich die rasche Convergenz dieses Ver- 
fahrens das Bediirfniss ciner directen Auflésung nicht fiihlen lasst, so kann doch die 
elegante Behandlung des Problems durch Bessel hier nicht gut tibergangen werden. 
Bedeuten nach unserer gewohbnlichen Bezeichnung »v, v’, v’ die wahren Anomalien, 
so wird bei der Parabel: 


42 


em or oma" a) sin (eo cs ] 
c! on" rr’ sin(o' —v) ~— sin(v’ — v) cos 1/,v"2 | 
__ (tg a0" cos /,u' — sin'/,v') (cos t/,v' + tg av" sin Yau’) | Q) 
(sin go! — tg 1/. cos 1/5 v') (cos '/ov' + tg Wov sin '/,v') | * 


tg'/,0" —tg'/ov 1 + tg 3/0’ tg 1/. v0" 
ig'j,v — tg Veo, 1 == ig 'au tg/s v 


Wir fanden nun schon in Vorlesung 35 fiir den doppelten parabolischen Sector 2 


die Gleichung: 


a A ” ! / t i / ua ] f 
24 == ll (tg fone — tg 3/2 v) (/, tg You 2+ Ustg ov tgt/,v + 1/3 tg ¥/,v? + 1), 


also wenn wir zur Abkiirzung: 


coos (thai seceere 


Re (¢ — t) = 7" 
y2 
setzen und die Gleichung auf die Intervalle ¢” — ¢ und ¢) — ¢ anwenden: 


T" = q's (tg gv! — tg3/.v) (3 + tg "gv? + tg ov tg ov! + tg 1/,v") ) : 
Lo = qs (tg '/,0" — to Yyv') (3 + tg Yoo"? + tg 'ao" tgVau' + tg 1/4 v'2) J oo 


I" — gh (tg /.v' — tga v)8 = 39% (tg1/,0' — tg 1/0) (1 + ty 1/0 tg /, 0’) 
LT — q* (tg %/a0" — tg 1/o0!)® = 3 q% (tg /. 0" — tg t/a v')(1 + tg 1/y 0" tg pv"), 


1 raha afta, sanha " . 
) Siehe Astronomische Abhandlungen, herausgegeben von Schumacher. Zweites Heft, 5. 1 
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Es sei noch zur Abkirzung: 
Va-(tg'ao' — t9/0) =u"s Ya.(tg the” — grr) = wy 

dividirt man die letzterhaltenen Gleichungen in einander, so erhalt man mit Riicksicht 
auf (2): 

ec  n =“T—yw 

RS a ems a ee eee 
Ae unbekannten Gréssen w und wu’, von welchen demnach das gesuchte Verhiilt- 
miss abhangt, erhalt man durch die gegebenen Gréssen r, r’, T, 7” ausgedriickt, wenn 
man q, tg '/.v, tg}/,v" aus den Gleichungen (3) und aus: 

" 


u 
ig, = tg Vou + Va’ tg 1/5 v= fy vy” — see i) oc) Oe (5) 
q Va 
ree yr! 
A Sai liaae  Reame S Pei te? os al 


eliminirt. Substituirt man fiir tg 1/,v' in (3) seine Werthe aus (5), so erhalt man, mit 
Beriicksichtigung von (6): 
vey” (oe 4 Ba! tg VoVq + y!"?) | 
T =w (8u" — 8utg1/,0" Va + w*) J 
ferner, weil nach (5) und (6): 


w' + 4 = tg1/,v" Va — ty 4/,v Va 
rv —y = qgig',v"® — gig '/,v?, 


(7) 


die Gleichungen: 


ul tw a ire. a Va + ty/,vVq 


" 
(OOS ee een G : 
2tg*/2¥ re ar ee le Sa cael pet Ps a 


yu!’ 


z FA be (wl + uw). 


Substituirt man diese Ausdriicke in (7), so wird: 


lle cen ep 
27" = w (6 + 3u" + Buu" — u's) 
l 


u 
" 
a Gy"! 9 i, Ta ¢ " 2 
=u |6r° — 3u Wey, eee . 
u 


Addirt man diese Gleichungen, einmal unmittelbar und einmal nach Multiplication mit 
-—— wu’ und + wu, so erhalt man: 

27 eT 9 Se 8 P ) ae) —  e 

2 (Tu! — T"u) = wu" [8 (rt — vr) + we? — wv}, 


und, wenn: 
u+ u! = 2z, Uhaes has O 2 


gesetzt wird: 


T ae rt — 3 (r” =a r) em (hoes ) (8) 
2(T— TT" 2—2(% 4+ 7") J = (2 — 22) [8 (0 — 1) — 4 ce] | 


Der zweiten Gleichung kann man auch, mittelst der ersten, die folgende Form geben: 


ange " 
gi — 6), ie ok g24+ 8 (© + ") —#)..| 


; 4b Px. ryt 5 ax | 


("") 
2 


40* 
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Die Bestimmung des Verhialtnisses oder — ist also von zwei cubischen Glei- 
n 


c 
ce! 

gig, von denen die ecinfachere dem irreductiblen Falle angehért. Die Grésse z 
kann ihrer Natur nach nicht negativ werden; die bekannte trigonometrische Formel 


lasst sogleich erkennen, dass zwei positive Wurzeln existiren, von denen die kleinere zu 


chungen abhiingig 


wahlen ist, wenn der Komet weniger als 180° in wahrer Anomalie zuriickgelegt hat. 
Die Gleichung fiir 2 hat nur eine reelle Wurzel. Fiir die praktischen Anwendungen 
wird man zuweilen mit Reihenentwickelungen, durch welche noch die Glieder zweiter 
Ordnung beriicksichtigt werden, hinreichende Scharfe ecrlangen. Die Reihenentwicke- 
lungen sind nach der Methode der unbestimmten Coéfficienten ganz ihnlich, wie in 
Vorlesung 35 leicht auszufiihren und ergeben: 


7 + 7" age 
z ST ey ht aes 
a are lppse Bg (Ms yl! ea, 
1 3 (r”? +r) AIT */3 : 7! > (r” 1% r)? + x 
oder: 
pe UBM i! as 
pe ee oy = 
1 bee a r) = /3 Tl! (r” ae r)2? 
be ae 9 4 pepe (J ) 
sae a + 1) 3 T! (r” = r)2? 
woraus dann die Gleichung (4), und da re = a . ai 
c 
us 
——all — 
| ve 
M3 
n” il ra 


bestimmt wird. 
Bei den oben gebrauchten Beobachtungen des Kometen 1857 III. haben wir: 


30 
log? = 8,93648, log T = log 7 = 9,26309 
UJ Q 1] 30 niTAe 
log@” == 9;19092. log IT” = log 72 moet Nip Yhap 
Q2 O71 
log ®" = 8,83769, log I” = log ~~ = 9,16430 
yz 
(Oooo. 
yf” <e=' 0.55 Tom: 
Es ergiebt sich nach den Reihenentwickelungen: 
logy) == 399760, lagyn” = 9.99898, 


Fiir den vorliegenden Fall zeigen sich hiernach, wenn man mit den friiher erhaltenen 
Werthen vergleicht, die Reihenentwickelungen fiir w und w” hinreichend weit fortgesetzt. 
Wo es auf Erlangung griésserer Schirfe abgeschen ist, diirfte meistens das oben 


5 erp 7 . G 
beschriebene indirecte Verfahren zur Bestimmung von —| aus r und r’ den Vorzug ver- 
¢ 


dienen. 
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Sechsundvierzigste Vorlesung. 


Ueber Construction einer Tafel zum schnellen Erkennen der Identitiit 
von Kometen. 


Die in den vorhergehenden Vorlesungen entwickelten Methoden nehmen auf alle 
Umstiinde Riicksicht, welche bei neu entdeckten Kometen vorzukommen pflegen, es sei 
denn, dass sich die Bahn schon in den ersten Rechnungen als merklich von der Parabel 
abweichend erweist. Letzterer Fall ist gar nicht selten, und die Geschichte der Kometen- 
erscheinungen hat auffallende Beispiele davon verzeichnet, dass die Astronomen durch 
solche Kérper von kurzer Umlaufszeit iiberrascht wurden, wie bei dem grossen Kometen 
des Jahres 1770, dessen Periode sich unerwarteter Weise zu nur 51/) Jahren herausstellte. 
Es fallt bei einem solchen Vorkommnisse der Berechnung der parabolischen Bahn die 
Rolle zu, den Beweis zu fiihren, dass die Beobachtungen nicht darstellbar werden, eine 
Aufgabe, welche bei der gebriuchlichen Anwendungsweise der Olbers’schen Methode 
etwas weitliufige Rechnungen verursacht; denn es ist der gesammte Einfluss aller der 
Vernachlissigungen, welche man sich zu erlauben pflegt, wie der Parallaxe, der Aber- 
ration, der Bewegung des Aequinoctiums u. s. w. auf die Bahnbestimmung sehr schwer 
zu schitzen. Die zuverlassigsten Beobachtungen vorausgesetzt, wird man daher erst, 
wenn die Abweichungen von der Parabel in ansehnlicher Grésse hervortreten, den 
Beweis ihres Vorhandenseins leicht fiihren kénnen. Mit geringerer Mihe diirfte der- 
selbe Nachweis auf iiberzeugende Art nach der in Vorlesung 42 gegebenen Ueber- 
tragung der Gauss’schen Form auf den Aequator zu fiihren sein, weil sie der Beriick- 
sichtigung aller Correctionen in hohem Grade Vorschub leistet. 

Um aber die eben empfohlene, ebenso kurze als scharfe Methode noch niitzlicher 
zu machen, ware es wiinschenswerth, den Rechner auch noch der schliesslichen Bestim- 
mung der Elemente fiir die Ekliptik zu iiberheben. Dies ist um so leichter thunlich, als 
ja vorerst die beiden Hauptzwecke der Bahnbestimmung, die Aufstellung der Ephemeride, 
und die Untersuchung der Identitét mit friiheren Kometen, ohne die Kenntniss jener 
Elemente erreicht werden kénnen. 

Um nun die Frage nach der Identitét méglichst rasch zur Entscheidung bringen 
zm kénnen, bedarf es nur einer leichten Umformung des Verzeichnisses der friiher 
erschienenen Kometen, bei welcher an die Stelle der Elemente 83, 7 — S&, 7 die Gauss’- 
schen Constanten A + 2 — 8 oder A’, B+ a — 8 oder B’, C+ 2 — 8 oder C' mit 
Hinzufiigung ihrer Secularinderungen gesetzt werden. Eine solche von dem Verfasser aut 
Grund des in der dritten Ausgabe der Olbers’schen Abhandlung enthaltenen Kometen- 
verzeichnisses berechnete Tafel findet der Leser im Anhange als Tafel XIX gegeben. 
Es ist klar, dass die drei von einander unabhiingigen Constanten A’, B’, C’, die Elemente 
2, « — & und ¢ vollstiindig ersetzen. 

Soll ein neu erscheinender Komet, dessen Bahn man eben bestimmt, mit einem 
friiheren fiir identisch gelten kénnen, so miissen, unter Beriicksichtigung der Secular- 
inderungen, die A’, B’, C’ und q der neuen Erscheinung mit denen der aiten tiberein- 
stimmen, 


Vierte Abtheilung. 


Die Bestimmung elliptischer Bahnen. 


Siebenundvierzigste Vorlesung. 


Hinleitende Bemerkungen. 


Was in der Einleitung zu der dritten Abtheilung iiber das Bediirfuiss nach Me- 
thoden gesagt wurde, welche die Bestimmung der Bahn aus den Beobachtungen eines 
kurzen Zeitraumes ermiglichen, behalt auch in Bezug auf die elliptischen Bahnen der 
Planeten und der Kometen von kurzer Umlaufszeit seine Bedeutung, und ist dort schon 
grossentheils ausgesprochen. Die Aufstellung solcher Methoden ist eines der vielen 
unsterblichen Verdienste von Gauss um die Wissenschaft, und sie hat wesentlich dazu 
beigetragen, ja war fast dazu unentbehrlich, aus den zahlreichen Entdeckungen der 
Neuzeit dauernden Gewinn fiir die Astronomie zu ziehen. , 

Die Vorschriften zu solchen Berechnungen bilden bekanntlich den Gegenstand des 
hier schon oft citirten classischen Werkes: Theoria motus corporum coelestium in 
sectionibus conicis solem ambientium, auctore Carolo Friderico Gauss. Wie aus der 
Geschichte dieser Untersuchungen hervorgeht und ausserdem in der Vorrede des 
genannten Werkes ausdriicklich gesagt wird, war die von Gauss urspriinglich nament- 
lich auf die Ceres angewandte Form der Methode, aus drei vollsténdigen geocentrischen 
Oertern die elliptischen Elemente zu finden, von der spater in der Theoria motus 
bekannt gemachten in der Form erheblich verschieden'). In neuerer Zeit ist die 
Encke’sche Form der Gauss’schen Methode (entwickelt im Anhange zu dem Berliner 
Jahrbuche von 1854) wohl hiiufiger von den Rechnern benutzt worden. 

Das Wesentliche in dieser Methode ist die Aufstellung einer Gleichung achten 
Grades fiir die Bestimmung des mittleren Radius vectors r’. Der Weg, auf welchem 
dazu gelangt wird, kommt dem schon in Vorlesung 34 eingeschlagenen sehr nahe, da 
dieselben Principien zur Anwendung kommen, wie bei dem Lambert’schen Kvriterium 
iiber den geocentrischen Lauf, und die Gleichung ebenfalls dieselbe ist, welehe man 
durch Erweiterung jenes Kriteriums zu einer Bestimmungsmethode erhalt. Nur ist hier 
bei den Planeten die ganze Rechnung so anzulegen, dass man yon den Fehlern aller 
nicht vollkommen correcten Voraussetzungen sich in beliebigem Grade unabhangig 
machen kann, Es ist dies eine an jede Planefenbahnmethode nothwendig zu stellende 
Forderung, da hier dic Bestimmung im Allgemeinen viel empfindlicher gegen Vernach- 


‘) Methodi enim ab initio adhibitae indentidem tot tantasque mutationes passae sunt, ut inter 


modum, quo olim orbita Cereris calculata est, institutionemque in hoc opere traditum vix ullum 
similitudinis vestigium remanserit. 
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lassigungen ist, als bei den Kometenbahnen, auch der grésseren Schirfe der Beobachtung 
wegen die Unterschiede zwischen Rechnung und Beobachtungen viel leichter die Fehler 
der Rechnung verrathen. 

Sobald r’ durch Auflésung der Gleichung achten Grades berechnet ist, folgen daraus 
sehr einfach auch die beiden Radienvectoren r und r’, sowie der zwischen ihnen durch- 
laufene heliocentrische Bogen. Aus diesen Stiicken und dem gegebenen Zeitintervall 
t” — ¢ miissen dann schliesslich die Elemente selbst berechnet werden, eine Aufgabe, 
welche analytischen Kunstgriffen einen grossen Spielraum gestattet und mehrere nume- 
risch bequeme Liésungen zuliisst. 

Die eben in ihrem Grundriss gezeichnete Methode der Bestimmung einer ellip- 
tischen Bahn aus drei vollstindigen Beobachtungen versagt, wie schon in dem zweiten 
Abschnitte erwihut wurde, ihre Dienste, sobald die Bahn sehr nahe mit der Erdbahn 
zusammenfallt, weil alsdann die drei geocentrischen Breiten aufhéren, drei von einander 
unabhangige Data zu enthalten. Man erkennt dies leicht, wenn man sich den Fall denkt, 
dass die Neigung der Bahnebene vollkommen zu Null wird; es bleiben dann, ausser i 
und §2, welches letztere beliebig gewahlt werden kann, noch die vier Elemente: Linge 
des Perihels 2, halbe grosse Axe a, Excentricitiit e und die mittlere Anomalie -M einer 
bestimmten Epoche zu finden iibrig, und es ist offenbar, dass hierzu vier Lingen in den 
Daten enthalten sein miissen. Aus diesem Grunde ist es néthig, wenn 7 sehr klein 
wird, eine andere Methode, als die obige, anzuwenden; die Vorschriften der Bestimmung 
einer elliptischen Bahn aus vier Beobachtungen, von denen zwei vollstandig sind, wie 
Gauss sie gegeben hat, beruht im Uebrigen auf denselben Principien, wie die erst- 
erwahnte Methode. Doch erfordert die Anwendung derselben, zumeist aber die Aus- 
wahl der vier Beobachtungen, welche der Rechnung zu Grunde gelegt werden sollen, 
noch besondere Vorsichtsmaassregeln, ohne welche man zu ganz fehlerhaften Resultaten 
kommen kann. Wir werden daher spater bei der Entwickelung dieser Methode auf die- 
selben aufmerksam machen. 

Die Methode der Berechnung aus drei vollstandigen Beobachtungen geben wir im 
Folgenden wieder in verschiedenen Formen, von denen die auf den Aequator unter 
Einfiihrung der Sonnencoordinaten bezogene bei solchen Gelegenheiten, wo es sich um 
Beriicksichtigung aller kleinen Correctionen handelt, die bequemste zu sein scheint. Bei 
anderen Gelegenheiten tragen die Umformungen, welche Encke und in neuerer Zeit 
Hansen mit den Fundamentalgleichungen der Aufgabe vorgenommen haben, erheblich 
zu der Vereinfachung der Rechnung bei. 


Achtundvierzigste Vorlesung. 


Entwickelunge der Fundamentalgleichungen fiir die Bestimmung 
der Entfernung eines Himmelskérpers aus drei vollstiindigen Beob- 
achtungen und Auflésung derselben fiir den Aequator. Erste Niherung. 


Bezeichnet man wieder mit n, n’, wv’ beziehungsweise die doppelten Dreiecksflichen 
rr” sin (vo — v'), rr” sin (v' — v), rr’ sin (v' — v), so bestehen zwischen den helio- 
centrischen Coordinaten des Planeten die schon bekannten Relationen: 
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no! ne + nal, 


ny = ny + nl y", 


nz! ne + n" 2", 
wt 
RoRizecl es ” n 
oder, bei Einftihrung von ¢c = —, ec’ = —, 
n n 
oS ty On 
yi = cy + ely" 
e = ce + C2’. 


In dem dritten Abschnitte gestalteten wir diese Relationen zu einer Gleichung 
zwischen den. beiden curtirten Distanzen @ und 9” um, indem wir die heliocentrischen 
Coordinaten, durch die Distanzen @, 9’, 9” und die Sonnencoordinaten X, Y, Z; X’, Y’, Z5 
xX", Y", Z” ausdriickten und Q’ eliminirten; es gab das zwei verschiedene Gleichungen. 


i 
Eliminirten wir durch einen Kunstgriff auch noch die uns unbequeme Grésse fr 59 


wurden wir auf den Ausdruck fiir das Olbers’sche M mit den verbessernden Zusatz- 
gliedern gefiihrt. Fir den gegenwirtigen Zweck dagegen, wo wir uns nicht mehr nach 
der Lambert’schen Gleichung einzurichten haben, eliminiren wir aus den obigen Funda- 
mentalgleichungen @ und e”. Denn wir erhalten durch diese lineare Elimination offenbar 


eine Gleichung zwischen 9’, ¢, ¢” 
" 


gegebenen Gréssen; nun lisst sich aber 9’ 
wenigstens sehr angeniihert mit Hiilfe der friiheren Entwickelungen durch 
den mittleren Radius vector r’ ausdriicken; es entsteht also eine Gleichung zwischen 7’ 
und bekannten Gréssen. Der daraus hervorgehende Werth von r’ und der entsprechende 
von 9’ geben, in die bei der Elimination zum Vorschein gekommenen Zwischen- 
gleichungen substituirt, auch noch @ und 9”. Fihren wir nun die eben in Gedanken 
durchlaufenen Operationen wirklich aus, so erhalten wir: 


und lauter 
strenge, ¢, ¢ 


o' cosa’ — X' = c(ecosa — X) + e'(e" cosa’ — X") 
o' sina’ — Y' = c(@sina — VY) + c'(oe" sine” — Y") 


o'tgd’ — Z' = c(oetgd — Z) + c'(o" tg" — Z"), 
oder: 
o' cose’ = X' — cX — ce’ X" + coecosa + c' e" cosa" | 
o' sine’ = Y¥' — ¢Y — c'Y" + cosine + co" sina’ set. et 
o'tgd = Z' — eZ — c'Z" 4+ eotgd + co" tgd" | 


Multiplicirt man die zweite dieser Gleichungen mit cos”, die erste mit sino’, und 
zieht die eine von der anderen ab, so wird: 


Q! sin (ce — oi!) == (X' sino! — Y' cosa’) — (Xsino” — Yeosa’) ¢ 
— (X" sine” — Y" cosa) c’ + casin(a” — a), 


oder, wenn wieder zur Abkiirzung: 


X ‘sino!’ — Y cose’ — M, 
X!' sina! — Y' cosa’ = MM, 
X" sine! — Y" sine!’ = M" 


gesetzt. wird: 
g' sin (0 — ow’) = Mi, — Mc — Mie’ + cosin(e” — a). . . . (2) 
Addirt man die erste der Gleichungen (1) zu der dritten, nachdem man sie be- 
ziehungsweise mit tg0” und — cose’ multiplicirt hat, so erhiilt man: 
g' (tg 0" cos a’ — tg 0' cosa”) == (X'tg d" — Z' cos a!) — (Xtg 0" — Zcosa')c 
— (X" tg 0" — Z" cos a") ¢' + ¢@ (tg 0" cos — tg 0 cos x"), 
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und wenn: 
X tg” — Z cosa!’ — N 
X' tg0” — Z' cosa!' = N' 
X"tgd" — Z" cosa! = N" 
gesetzt wird: 
0" (tg 0" cos a’ — tg 0’ cos a") = N' — Ne — Nc" + ce (tg 8" cosa — tgO cosa!) .. (3) 
Aus den beiden Gleichungen (2) und (3) kann nun ohne Schwierigkeit auch noch 
cg eliminirt werden; den letzteren Zweck erreicht man indessen leicht auf anderem 
Wege. Man kann niimlich wieder bemerken, dass der Coéfficient von cg in Gleichung 
(3) von der Ziihlungsweise der % abhiingig ist und deshalb durch eine Drehung des 
Coordinatensystems wn die Z- Axe, wobei die Z offenbar ungeiindert bleiben, zum Ver- 
schwinden gebracht werden kann. Es sei diese Drehung oder die Rectascension der 
neuen X-Axe gleich A’, so wird, wenn die neuen Coordinaten durch die alten aus- 
gedriickt werden, offenbar: 
X cosA’, + Y sin A’, fiir X 
X’ cos A’, + Y' sin A’, fir X’ 
X" cos A’, + Y" sin A’, fir X", 


+ yy aa . Fe : . s 
demnach, um VY, N’, NV” durch die gewéhnlichen Coordinaten auszudriicken: 


N = (X cos A, + Y sin A’) tg0"” — Z cos(a!' — A’) | 
N' = (X' cos A’) + Y"' sin A'o) tg 8" — Z' cos(a!’ — Aly) > + + © + (4) 
N" = (X"cos A) + Y" sin A'o) tg 6" — Z" cos(a!’ — A’) 


zu setzen sein. Damit der Coéfficient von co: 

tg 0" cos (& — A’'y) — tg cos(a” — A'y) 
zu Null werde, hat man: 
ate tg 0" cosa — tgd cosa" 
eee tg 0" sina — tgd sina’ 

Die Grésse A’) hat eine kurz anzugebende geometrische Bedeutung: es ist die 
tectascension des Poles eines durch den ersten und dritten geocentrischen Ort gelegten 
eréssten Kreises, d. h. die Rectascension eines von den beiden Oertern um 90° ab- 
stehenden Punktes der Kugel. 

Damit dieses wirklich der Fall sei, wire néthig, dass: 

sin D'y sind + cos D'y cosd cos (a — A’'y) = cos 90° = 0, 
und desgleichen : 
sin D’, sind” + cos D', cosd" cos (a! — A',) = cos 90° = 0 
wird, wenn D’, die Declination des in Rede stehenden Punktes vorstellt, also auch: 
1 + cotg D'y cotg9 cos (% — A',) = 1 + cotg D'y cotg 0" cos (a'" — A'y) = 0, 
also ist die Bedingung fiir A’): 
tg 8" cos(a — A',) — tgd cos(a” — A’) = 0; 
endlich ergiebt sich nach dem Vorhergehenden: 
tg D') = — cotyd cos(% — A’)) = — cotg 0" cos(a"” — A’). 

Man erhilt fiir A’) zwei um 180° verschiedene Werthe, von denen derjenige, 
welcher ty D') positiv liefert, dem Nordpol des gréssten Kreises entspricht. 

Wir haben hiermit eine der Formen, in welchen die Aufgabe, die Lage eines durch 
zwei gegebene Punkte gelegten gréssten Kreises zu finden, eine Aufeabe, die uns noch 
einigemal bei wichtigen Gelegenheiten aufstossen wird, gelést werden kann. 
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Die Gleichung (3) geht dann, wenn man die Bedeutung der N, N’, N aus (4) 
mu Grunde legt, tiber in: 
o' [ig 8” cos (o!. — Aly) — tg 0’ cos («" — A’y)] = NW’ — Ne — NVC, 
welche Gleichung wir der Kiirze halber unter der Form: 
moo == NY — Ne NY ea Se ee ee) 


schreiben wollen. Um daraus eine sehr geniherte Bestimmung des Radius vectors 1’ 
zu gewinnen, fiihren wir, wie friiher, den Winkel z ein, welcher in dem ebenen Dreieck 
Sonne-Erde-Planet der mittleren Beobachtung an dem Planeten gebildet wird. Be- 
yeichnen wir noch ferner in demselben Dreiecke den iusseren Winkel an der Erde mit 
7’, SO ist: 


rat 


R' cosy! = — X' cos! cosa’ — Y'cosd! sina’ — Z' sind’, 


und: 
R' sin (y’ — @) 
eee (% Ips 
sin z 


Fiir ¢ und ¢’ fanden wir friiher die einschliesslich der kleinen Gréssen zweiter Ordnung 


o/, , oe 
= 9 (1 | 9 a 


gl a Gil 
Cg (1 - age 


richtigen Ausdriicke: 


pons ’ 
Es wird also in Folge der Gleichung (5) und weil 7” = Zs 2 
sin z 
oS gl 

m R' cos 0' sin(y! — 2) = (a — N aos NN” >) Sinz 

o B\ FO" sin zt 

a N polis NN" —_ ES a ee + 

( o! ag =) 2 Rk sin y'3 


Lést man die Parenthese der linken Seite auf und fiihrt zwei Hiilfsgréssen a und ¢ 
ein, derart, dass: 


mR’ cos 0" siny’ = asing 
mR’ cos 0' cosy! + (0" — N = — Nn" ne = a.605.9. 
so wird: 
(v ce N" +) oo 
sin et — asin(e — 
2 R'3 sin x" sie CAG a) es eee Amen 


m R' cos 0" sin y! 


ies - sin(e — q) 


Zur leichten Aufsuchung der reellen Wurzeln dieser Gleichung, welche in Be- 
zichung auf sim z von derselben Form ist, wie die Gleichung (3) der 34. Vorlesung, 
lisst sich nun wieder die bei derselben Gelegenheit gezeigte Waterstone’sche Con- 
struction anwenden. Wir werden dadurch einestheils einer weitliufigen Discussion iiber 
die méglichen und brauchbaren Wurzeln derselben iiberhoben, anderentheils erhalten 
wir eine héchst schitzbare Niherung, wodurch die scharfe Auflésung fiir jeden in der 
Praxis vorkommenden Fall ungemein erleichtert wird. Wir wissen, dass nach der Be- 


deutung des Winkels ¢ in unserer Aufgabe die zulissigen Lésungen zwischen z = 0 
oom ' 1 . gaa . . ; bate : 
und ¢ = y' liegen, dass ferner eine Lisung, welche sehr nahe ¢ = y' liefert, stets vor- 


kommen muss, da sich diese Lisung auf die Erde selbst bezieht. Aus der Natur der 


— 565° 


Construction ist auch ferner leicht zu erkennen, dass ein Schnittpunkt der geraden 
Linie und der Curve achten Grades, welcher eine brauchbare Liésung liefert, einer Be- 
riihrung der Curve mit der Geraden sehr nahe liegen kann, in welchem Falle dann noch 
eine weitere brauchbare Liésung vorhanden und ein nur durch Zuziehen nicht benutzter 
Beobachtungen zu lésender Zweifel entsteht, welche der beiden Wurzeln gerade Giiltig- 
keit hat. 

Man kann, wie spiter gezeigt werden wird, die Aufstellung der wichtigen Glei- 
chung (6) auf sehr elegante Weise von dem Durchschnitte der beiden gréssten Kreise 
abhingig machen, welche den ersten und dritten geocentrischen Ort und den zweiten 
Sonnenort mit dem gleichzeitigen geocentrischen Orte verbinden. Mit noch grésserem 
Vortheile fiir die Uebersichtlichkeit werden wir spiter die Abstiinde der geocentrischen 
Oerter und der Sonnenérter von drei gegebenen grissten Kreisen einfiihren, welche 
Form fiir Aequator und Ekliptik fast gleiche Bequemlichkeit hat und daher bei der 
Beriicksichtigung der kleinen Correctionen gute Dienste zu leisten vermag. 


Neunundvyierzigste Vorlesung. 


Verbesserungsyerfahren fiir eine aus den Fundamentalgleichungen 
der achtundvierzigsten Vorlesung hergeleitete Niherung. 


Durch wiederholte Anwendung der in voriger Vorlesung gegebenen Fundamental- 
formeln kann jeder beliebige Grad von Annaherung erreicht werden, wenn man in den 


Ausdriicken von ¢ und ce” die Factoren von als unbekannte, nach und nach zu ver- 


1 
Q's 
bessernde Gréssen einfiihrt. Setzen wir demgemiss: 


c = 4 (1 + 55s) 


go" ic” (1) 
c= oO ( “f sin) 
so wird, da ¢ = iy fa =, 
v1 n 
yon ee 
= oa ee See | 3 

¢ m (s o : 

oe 


/ / ” 
(ferns 3 SA a Be SO y'3, 
Q ae 2 f yn! gl 1) U 


/ 


Dreieck 
———., welches 
sector 

. . . yon 1 os " ae 
nm entspricht, mit 4, das n’ entsprechende mit 4’ und das fiir 2" mit 9", 80 kénnen 


wi einfacher setzen: 


Bezeichnen wir auch hier, wie friiher bei der Parabel, das Verhiltniss 


Oe (7 a 1-29 | 


Q” — 2 ( <3 1) r/3 | 


(2) 


41* 
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Substituiren wir die Gleichung (1) in den Formeln der vorigen Vorlesung, so geht 
die Gleichung (6) tiber in: 

a 2 m cos 0" 

(Fe + eo sci sin 4 = Sane 

In dieser Gleichung ist bei der ersten Annaherung: 
GO) == fs ee a 

zu getzen; nachher aber kommen die Ausdriicke (2) zur Anwendung. Es ist deshalb 
wiinschenswerth, die Werthe von », y/, 7" auf abnliche Weise, wie wir es fiir die Parabel 
thaten, berechnen zu kiénnen, nimlich nicht aus den Elementen selbst (deren Berechnung 
man gern bis zum Schluss der ganzen Rechnung verschieben wird), sondern aus den 
Bestimmungsstiicken, welche auch ausserdem schon in der Rechnung vorkommen. Mit 
der Entwickelung der dazu néthigen Formeln werden wir uns daher weiter unten zu 
beschaftigen haben. : 

In Betreff der Gleichung (3) ist es noch niitzlich zu bemerken, dass die zweite 
oder rechte Seite derselben nur in Folge der Correction der Zeiten wegen der Aber- 
ration sich andern wird, da dieselbe von den hypothetischen Gréssen Q und (J ganz- 
lich unabhiangig ist. 

Im Folgenden stellen wir noch einmal die Formeln, welche unter einer Hypothese 
fir Q und Q” die Kenntniss der Entfernungen verschaffen, zusammen, um sie nachher 
durch ein Beispiel zu erlautern. 

Es seien, wenn die im Vorhergehenden angewandte Bezeichnung gilt, a, a, «’ die 
drei beobachteten Rectascensionen, wenn der Aequator als Fundamentalebene gewahlt 
wird, oder die drei Lingen, wenn die Ekliptik gewihlt wird, 0, 0’, 0” die drei Decli- 
nationen oder die drei Breiten, je nachdem auf den Aequator oder die Ekliptik bezogen 
werden soll, X, Y, Z, X', Y’, Z', X", Y", Z” die Sonnencoordinaten oder die mit dem 
entgegengesetzten Zeichen genommenen heliocentrischen Coordinaten der Beobachtungs- 
stationen, auf die gewahlte Fundamentalebene bezogen!). Man berechne nun V oder 
— A, nach der Formel: 


- Ri siny't sin(e — 4) . + ©) 


tg 0” cosa — tg0 cosa” 
he is 0” aoe — a a o (1) 
ee m == tg0” cos (a + V) — tgd' cos(w’ + V) . .... . (dD) 
N = (X wsV — ¥ sin V) tgd" — Z cos(#" + V) | 
N’ = (X' cos V — ¥' sin V) tgd"” — Z' cos(a” + V) } - (II) 
N"” = (X"cosV — Y" sin V) tg 0" — Z" cos(o’ 4+ V) J 
F' cosy! = — (X'cosd! cosa’ + Y'cosd’ sine’ + Z'sind'). . . . (IV) 
wobei zu bemerken, dass R’? = X’ 4+ y'2 4 7/2, 
asing = mk’ cos 0’ siny’ ) 
acosg = mR cos’ cosy’ + (" NV 4 Nn" 7) | cy Ay de © Legis) 


*) Wird der Aequator gewiihlt, so kinnen dem astronomischen Jahrbuche die Reductionen auf 
das mittlere Aequinoctium entnommen werden, und sind dann an X, Y, Z u. s. w. nach der 38. Vor- 
lesung die Correctionen — 0,0000427 cos w coss, — 0,0000427 cos p sins, — 0,0000427 sin m an- 
zubringen; an «, 0 u. s. w. die Reduction des scheinbaren Ortes auf das mittlere Aequinoctium. 
Verhaltnissmassig bequeme Formeln fiir die Beriicksichtigung aller kleinen Correctionen bei der 
Ekliptik giebt Knceke im Berliner astronomischen Jahrbuche fiir 1854, 8. 356 bis 361; diese Neben- 
rechnungen verursachen aber dennoch einige Mihe und ermiiden den Rechner oft schon vor der 


Hauptarbeit, in hoherem Grade wenigstens, als bei einer auf den Aequator bezogenen Rechnung der 
Fall ist. 
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dann ist die Gleichung: 


oO gg! 
3r NQ + ao ¢') sine! = 2a R® sing’? sin(e — q) . . (VD 
aufzulésen; in der ersten Naiherung ist Q = 90” und Q” — 99", in den folgenden 


’ 
Q = 2r'8 (3 — 1); Q = 2r's e Sa 


geldst, so ist dann weiter der mittlere Radius vector: 


cae R sin x! 
sin zg 
und fiir 9’ hat man: 
a R sin (y' — 2). 
Sin z 
Berechnet man darauf: 
o 
es See 
a Dr's) | 
” " ‘je 
cl —— ae il + @ 
” Qr'3 
und: 
M =X sinwn — Y cosa 
M' = X' sinw — Y' cosa 
Me Xi "Cs a 
Moe Xx SO! = Y cos 0" 
We =X se —— -Y cos” 
My, = X" sino! — Y" cosa’ 


so wird dann nach Gleichung (2) der vorigen Vorlesung: 


eo’ sin(a"” — a’) — M+ M,c+ Mie" 
o'sin(a — oo) — MM’ +Mec+4+ MU" el 


c @ sin(a" — «) 
w " sin (ce _— ol") 


oli. 4 


\ : 


1) zu setzen. Ist die Gleichung (V1) auf- 


(VIN) 


- (VII) 


(IX) 


(XI) 


Die letztere der Gleichungen (XI) folgt aus der ersteren durch Analogie, indem @ mit 


o''’ za vertauschen ist. 


Finfzigste Vorlesung. 


Rechnungsbeispiel zu den Formeln der Vorlesung Neunundvierzig. 


Von dem durch Luther in Bilk entdeckten Planeten Arethusa veréffentlichten 
kurz nach der Entdeckung die ,Astronomischen Nachrichten“ unter anderen die folgen- 


den Beobachtungen: 


Mittlere Zeit Rectascension Declination 
Bik 1867, Nov. 23. 10h 29m 39s 4h jm 305,40 a2 10 BOY pw 
Berlin Dec. 13. Sree aks} j. 4b 4,19 +19 2 21,3 
Berlin Dec. 30. ff ass 743) 4) Ais} a LO) opi +17 23 43 ,2. 


Auf diese Data wollen wir nun die Vorschriften der vorigen Vorlesung zur An- 
wendung bringen; wir reduciren deshalb die Zeiten auf Berliner Zeit, indem wir zu der 


Bilker Zeit der ersten Beobachtung den Meridianunterschied 26™30* addiren, verwandeln 
dann die Stunden, Minuten und Secunden in Decimaltheile des Tages, und setzen die 
Rectascension aus Zeit in Bogen um. Es ergiebt uns das: 


Berliner Zeit Rectascension Declination | 
1867, Nov. 23,456 551 GO° 22" 367.0 + 21° 30’ 5”,0 
Dee. 13,381 400 56) 28o2 56 +19 2 21,3 
Dec. 30,314 920 yh ir A) all + 17 23 43 ,2. 


Die beobachteten Oerter sind auf das scheinbare Aequinoctium bezogen und 
iniissen deshalb auf das mittlere von 1867,0 reducirt werden. Die astronomischen Jahr- 
biicher geben, wie in Vorlesung 14 dargelegt, fiir die umgekehrte Reduction unter 
anderen folgende bequeme Vorschrift: 

Man addire zur Rectascension « die Grésse: 


f + gtgo sin(G + @) + hsecd sin (H 4+ a), 


icosd + gcos(G + «) + heos (H 4+ «@) sind, 
wobei die numerischen Werthe von f/, g, h, i, G, H aus dem Jahrbuche selbst fiir jede 
Zeit zu entnehmen sind; man erhalt dadurch die Reduction in Bogensecunden. Fir die 
obigen drei Zeiten findet sich zB. aus dem Jahrbuche durch Interpolation: 


zur Declination 0: 


Nov. 23: f = 34,82, g = 17",66, h = 20",07,i =  3”,84, G = 30946, H= 26°16! 
Dee. 13: % == 37.73, 93. 18),82, k= 20-40, 2 16, OT, eee 
Dec. 30: f = 40 ,33, g = 19 .80, h = 20 40, i =— 1 31, G = 27 31, H = 354 3k 


daher die Reductionen vom mittleren auf den scheinbaren Ort, oder Ja und JO fir 
jene drei Zeiten: 


ea rGn le ee ee 
63 61, 5 41, 
61 ,92, 5B 6S. 


Im gegenwartigen Falle, d. h. bei der umgekehrten Reduction, sind diese Correctionen 
mit entgegengesetztem Zeichen anzubringen. 

Kine weitere Vorbereitung besteht in dem Interpoliren der Sonnencoordinaten aus 
dem Jahrbuche und zwar mit Einschluss der Reduction auf das mittlere Aequinoctium 
von 1867,0. Man findet 1): 


Nov. 28,456551: X = — 0,4757602, Y = — 0,7933098, Z— — 0,3442252, 
Dec. 13,381 400: iT 11 — 0,8926633, - — 0,3873402, 
Dec. 30,314 920: + 0,147 956 2, — 0,891 7435, — 0,386 9388, 


Um das zu der Rechnung zu benutzende Material endlich vollends von allen fremd- 
artigen Kinfliissen zu reinigen, miissen von diesen Sonnencoordinaten noch die nach der 
38. Vorlesung zu berechnenden Coordinaten des Beobachtungsortes oder Auges abgezogen 
werden. Die erste Beobachtung ist um 2" 39! 15” Bilker Sternzeit angestellt, folglich 
ist s == 39° 49’; m oder die Polhéhe von Bilk ist gleich 51° 12’; nach jener Vorlesung 
(siehe auch die Anmerkung zu Vorlesung 49) erhalten wir fiir die erste Beobachtung 
die an X, Y, Z der Reihe nach anzubringenden Verbesserungen: 

— 0,000 0208, — 0,000 017 3, — 0,000 033 4. 
Auf dieselbe Art, mittelst der Sternzeit und der Polhéhe des Beobachtungsortes Berlin 
werden die Correctionen fiir die zweite und dritte Beobachtung gefunden: 


1) Bei der Berechnung von Planetenbahnen ist der Gebrauch von mehr als fiinf Stellen an- 
zurathen, weil hier meistens eine Vernachlissigung von einigen Secunden eine gréssere Bedeutung 
hat, als bei den Rechnungen der dritten Abtheilung. : 
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— 0,000 0201, — 0,000 016 9, -— 0,000 034.0, 
— 0,000 022 1, — 0,0000143, — 0,000 034 0: 
Hiernach stellen wir das gereinigte Material wie folet zusammen: 


Die Zeiten t, t,t” . . . . Nov. 23,456551, Dec. 13,381 400, Dee. 30,314 920, 


die Rectascensionen «@, a’, «"” 609 21’ 32”,7, 66° 27° 292 549 36’ 40,2, 
die Declinationen 6, 0’, 0” . +21 30 1,5, +19 2 15,9 +17 23 87,5, 
die Sonnencoord. X, X’, X” . — 0,4757810, — 01471852, + 0,1479341, 
= ‘ ¥, ¥4, Y" . — 0:793 3271, 0,892 6802, — 0,891 7578, 
- 4 Z, Z', Z" . — 0,3442586, — 0,3873742, — 0,3869728. 


Wir kénnen gleich noch hinzufiigen: 
die log R, log RB’, logR". . . 9,994.335 2, 9,993 068 8, 9,992 682 7. 


Diese letzteren drei Zahlen, oder auch die Gréssen 


XP PA, yxepye + 2, yx + ye 4 77 
kénnen auch noch dazu gebraucht werden, einen wesentlichen Theil der Vorbereitungs- 
rechnungen, uiimlich die corrigirten Sonnencoordinaten auf eine leichte Weise gegen 
grébere Fehler zu priifen. Man Fig. 56. 
braucht zu diesem Zwecke nur 


mit den unmittelbar den Jahr- fo = 
biichern zu entnehmenden R&, 0 


Pee ne 

R', R” m vergleichen, deren ile c 
Werthe sich auf den Mittel- \ 

punkt der Erde beziehen. Den x 


Einfluss der excentrischen Lage 
des Auges auf die R erkennen 
wir leicht aus Fig. 56, worin S den Mittelpunkt der Sonne, C den der Erde und O den 
Ort des Auges vorstellt. Zieht man noch OP senkrecht zu SC, so ist mit stets hin- 
reichender Schirfe das Stiick CP gleich dem gesuchten Einflusse zu setzen, und man hat: 
C — 
— SCocosPCO, 

SC 
d. h. das R des Erdmittelpunktes iibertrifft das des Beobachtungsortes um die Grésse: 


ce 


PC = 0Cos PCO = 


meagre - cos Z = 0,0000427 cos Z, 
wenn wieder 2 die Sonnenparallaxe, Z aber die Zenithdistanz der Sonne zur Zeit der 
Beobachtung vorstellt. Die letztere Grésse lisst sich auf bekannte Weise ungemein 
leicht bis auf etliche Minuten genau finden. Bei der ersten Beobachtung z. B. stand 
die Sonne nahezu 144° 28’ yom Bilker Zenith entfernt; es sollte das in Anwendung 
kommende verbesserte R das uncorrigirte der Tafel um den Betrag 0,0000351  tiber- 
treffen. Es ergiebt sich die betreffende Differenz ganz befriedigend gleich 0,000036 3. 
Nach dieser Sonderung der kleinen Verbesserungen der Sonnencoordinaten beginnen 
wir die eigentliche Rechnung. 
Es findet sich nun nach Gleichung (1) der 49. Vorlesung: 
Vy == $6 16. 18074, 
nach (II): 
m == 0,001 9617, 
nach (III): 
WN == 0,001 2164, NN’ = 0,068 896 6, NY = 6,120 1236; 
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nach Gleichung (IV): : 
x —= 220 54! 28,12; 


da ferner aus (V): 
q — 7° 58! 29,93 3) 


log a = 7,709 296 8, 
so hat man endlich fiir Gleichung (VI): 


i 
(0,001 2164 ye Q + 0,1201235 - “3 a") sin et = 0,000 575 7285 sin (e — 7° 58! 29,93). 
Es ist nun, wenn vorliufig die uncorrigirten Zeiten zu Grunde gelegt werden: 


log ® = 94643287 
log ®’ — 9,8021175 
log” —= 9,535 055 8 


Setzt man ferner bei der ersten Naherung: 

Q — oF — oo", 
so nimmt die Finalgleichung fiir z die Form an: 

sine? = (8,9445462) sin (¢ — 7° 58’ 29,93), 

wobei die eingeklammerte Zahl schon den Logarithmus des zu gebrauchenden Factors 
vorstellt, Als scharfe Liésung der Gleichung, und zwar hier nach Ausschluss der fir 
die Erde geltenden, ergiebt sich: 

a= Bo IS 2004. 
Entsprechend wird: 

logr’ = 0,426 4086, 

log 9’ = 0,2149174, 
der Logarithmus der Entfernung von der Erde in der zweiten Beobachtung gleich 
0,239 345 9. 

Nach den Gleichungen (X) erhalt man ferner: 


Mw = — 0,0211712, M,, = 0,0715575, 
M’ — —_—0,8136048, M', = 0,3970205. 
Mu" —  0,5696067, M" — 0,637 0387. 


In der ersten Anniherung wird mifolge der Gleichungen (LX): 


a oo 
e=z (1 ic Gai) loge —= 9,6633498, 


ou es a ; 
= ar (1 a >) log cl” = 9,734 076 9. 


Substituirt man diese Werthe in (XI), so erhilt man: 
log@ = 01908326, log(@ secd) = 0,2221560, 
log 0” == 0,252 1109, log (@” sec 0”) = 0,2724383, 
hieraus endlich auf schon hinlinglich bekannte Weise die heliocentrischen Coordinaten 
der Arethusa in der ersten und dritten Beobachtung: 


") Aus dem, was im dritten Abschnitte iiber die Construction der Wurzeln der die Grosse 2 
bestimmenden Gleichung achten Grades gesagt wurde, liisst sich noch ohne besondere Schwierigkeit 
eine Grenze fiir sé 4? herleiten, wenn fiir 2 eine positive reelle Losung ausser der fir die Erdbahn, 
d. h. eine Losung zwischen ¢ = 0° und ¢ = y’ yvorkommen soll. Dazu ist erforderlich, dass 


2 / 2 q r MW o > rc . 
sing << oi oder ¢ selbst vom Zeichen abgesehen < 36° 52/2 sei, 
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x 
xu 


1,243 237 7, y == 2,142052.4, B => 0,985; 537 4, 
0,886 924 9, yl! = 2,348 547 2, 2” = 0,946.752 9, 
auch logr, logr” und die Sehne x: 
logr = 0,428 9975, 
log ri’ —= 0,428 625 5, 

x —= 0,4119399. 


ll I 


Hinundfiinfzigste Vorlesung. 


Kinige Umformungen der Formeln der Vorlesung Neunundvierzig. 


Sollte man es in den vorhergehenden Formeln vorziehen, statt der Sonnencoordinaten 
die fiir Parallaxe, Aberration, Pricession und Nutation vorschriftsmissig corrigirten 

abs hon ene ; A 
Rectascensionen A, A’, A” und Declinationen D, D’ D” der Sonne einzufiihren, welche 
sich offenbar auch aus den Gleichungen: 


KX = Ros D cos A, XX’ = R' cos D’ cs A’, A = Ri cos D! cos A", 
Y = ReosD sind, Y’' = RosD' sin A’, Y= h 003s.D sv A", 
Z = RsinD, A = Fam DT, ZC = Be” 


ergeben !), so wird nach den Formeln der 49. Vorlesung: 


N 
a tg 0" cos(A +V) — tyD cos (uw + V) 
N’ 
cos a tg 6” cos (A’ _ V) = tq dD! cos (a” ao V) 
N” 
R cos D" a tg 0” cos (A” + V) —— tg py cos (a! a V), 
und da ferner in (X) der genannten Vorlesung: 
M = R sin (a — A) cosD M, = R sin (a — A) cosD 
M' = R' sin (a — A’) cos D! M’, = R' sin (&” — A’) cos D' 
M" = R" sin (a — A") cos D" MM, = R" sin (a! — A") cos D", 
so gehen die Formeln (XI) iiber in: 
c @ sin (a — a) = Q! sin (a! — a!) — R' sin (&” — A’) cos D! 
+ ¢Rsin (a! — A) cosD + ec" R" sin (a — A") cos D" 
c' 0" sin (& — ol) = @Q! sin (a — a!) — R'sin (a — A’) cos D! 


+ ¢Rsin (a — A) cosD + c' R" sin (a — A") cos D". 


1) Das Interpoliren der Polarcoordinaten fiir eine jede der drei Beobachtungen aus den An- 
gaben des Jahrbuches ist, da bei denselben die zweite, dritte und die weiteren Differenzreihen viel 
kleiner werden, als bei den rechtwinkligen Coordinaten, das Bequemere, und wiirde noch unbedingter 
den Vorzug haben, wenn die Jahrbiicher die Rectascension und Declination der Sonne, auf das 
mittlere Aequinoctium des Jahresanfanges bezogen, angiiben; denn alsdann brauchte man nach Vor- 
lesung 48 nur die Sonnenparallaxe in Rectascension und Declination an die interpolirten Oerter 
anzubringen. 

Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 492 
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Zu der Kinfiihrung des Schnittpunktes der beiden gréssten Kreise, desjenigen, 
welcher die beiden dusseren geocentrischen Oerter, und desjenigen, welcher den zweiten 
geocentrischen Ort mit dem entsprechenden Sonnenorte verbindet, gelangen wir durch 
folgende Betrachtungen, welche den bei der Olbers’schen Methode angestellten ganz 
nahe verwandt sind. 

Wie eben dort gezeigt wurde (siehe 26. Vorlesung), ist jede in den gréssten Kreis, 
welcher die iusseren geocentrischen Oerter verbindet, fallende Richtung als der Pol 
einer Fundamentalebene anzusehen, in Beziehung auf welche die geocentrischen Langen 
oder Rectascensionen um 180° verschieden werden, Denken wir uns die Sonnencoordi- 
naten der drei Beobachtungen schon auf eine solche Fundamentalebene transformirt und 
bezeichnen dieselben durch 4, H, Z, 4%’, H’, Z', #", H", Z’, die Coordinaten des Pla- 
neten mit den entsprechenden kleinen Buchstaben des griechischen Alphabets, so muss: 


Wf ede ee Cae 

ae a 
werden. Es muss daher ferner, wenn 4, Hj, Z, die Sonnencoordinaten eines Punktes 
bedeuten, welcher mit dem Schnittpunkte der Planetensehne durch den Radius vector 
verbunden, die Richtung dieser Verbindungslinie in jenen gréssten Kreis fallend, d. h. 
nach dem Pole der Fundamentalebene zielend, ergiebt, wenn &, %), & die Coordinaten 
des Theilpunktes der Planetensehne vorstellen: 


foo ae =O 
eg ode ea Nt 


sein. Zufolge der eben entwickelten Gleichungen ist also auch: 


Methane oesenel Yona. Paab/ Paces Seely go ys 
Bboy ae a ge 

Man kann es nun aber immer durch die Wahl der 4Z-Ebene, welche zu jener 
Fundamentalebene gehért, so einrichten, dass die Tangenten der Quasiliingen, d. h. beide 
Seiten der Gleichung (1), verschwinden. Nach den friiher bei der Olbers’schen 
Methode angestellten Betrachtungen ist es zu dem Zwecke nur néthig, die 4Z-Ebene 
demjenigen gréssten Kreise der Sphire entsprechen zu lassen, welcher die fusseren 
geocentrischen Oerter verbindet. In Beziehung auf ein solches Coordinatensystem 
ist dann: 


yn’ —y + H" — H, = 0, 
No nast= H 


! 


also auch: | 
poe Hi, n!’ Zig a 
A — H — No ae n == n't eT ee. Mal ee (2) 


oder: 
Hy i 


n -f 
eRe grt eek eae een 


1 oy . + a) « ve we Ley] o * > 7 bs 
Es muss aber offenbar noch ausserdem 4 der Projection des Radius vectors der 
y 6 ie EK € p ; aos : ‘ay Tale . } . A - J 
Erde auf die Fundamentalebene angehdren, welcher Bedingung durch die Gleichung : 


jai 


B= 


geniigt wird. Von der Bestimmung von ¥% und H, kann man sich daher folgende 
nschaulic Sonaiaieth rerfe ts sei in Fi : i i 
anschauliche Construction entwerfen. Ks sei in Fig. 57 die Ebene des Papiers die 
Fundamentalebene, deren Pol der Durchschnittspunkt der oben genannten gréssten Kreise 
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ist, OP die durch die Somme gelegte F-Axe, deren Richtung dem Durchschnittspunkte 
des durch die diusseren geocentrischen Oerter gelegten gréssten Kreises mit der Funda- 
mentalebene entspricht, O@ die darauf senkrechte H-Axe, R, R’, R’ die drei auf die 
Fundamentalebene projicirten Erdérter. Man theile nun die projicirte Erdsehne RR" 
durch den Punkt Ry so, dass Ry Rh’: RRy = n: xn" und ziehe durch Ry cine der Axe 
OP parallele Linie; der Durchschnitt derselben Bo mit OR! liefert denjenigen Punkt 
der Fundamentalebene, dessen Sonnencoordinaten 3%), Hy) den oben entwickelten Bedin- 
gungen geniigen, und von welchem aus geschen der Durchschnitt der Planetensehne mit 
dem mittleren Radius vector in der Richtung 
des Poles der Fundamentalebene erscheint. 
Der Natur der Sache nach ist Z) beliebig, es 
kann daher auch Z) = 0 gesetzt werden. 
Machen wir bei der Construction die 
Grundvoraussetzung der Olbers’schen Me- 


Fig. 57. 


thode, so erhilt man einen Punkt in der 
Projection der Erdsehne selbst, iibereinstim- 
mend mit dem, was wir friiher gefunden 
haben. 

Nach dem Vorhergehenden werden wir 


auch fiir unser gewéhnliches Coordinaten- 
system die Sonnencoordinaten Xo, Yo, Z 
eines Punktes angeben kénnen, der die in Rede stehende Eigenschaft hat, sobald uns 
nur ausser der Rectascension @ und der Declination 0) des Durchschnittspunktes der 
beiden gréssten Kreise, die Griéssen und w", von welchen in jedem Falle das Gesuchte 
abhingt, bekannt sind. Wir haben dann die Gleichungen: 


0 P 


BS 
—+- 
es 
| 


Oo COS Oy 
Oo SiN Co Ay SC DEES Md! Lome Go (4) 
Zy + Z = tg 9 


worin 2%, Y die gewdhnlichen Coordinaten des Durchschnittes der Planetensehne mit 
seinem Radius vector, @9 die projicirte Distanz der beiden mit einander verbundenen 
Punkte darstellt. Es ist aber offenbar: 


n+ n!’ , n+n' , nan+n" ' 
—— —= 9 ee Ue ee 


= 
- 
os 
I 


1 
n : n! 


wit haben daher ferner: 


n+tn" _ n+ n' 
Gy Ky SS a 05 C08 
1D n 
t " 
n wv n+tn es 
y + es Yo = —7— Qo SiN % ee ee eS 
7D n 
n+n", m+ n" 
ete ag eee = Oo tg 9p 


und nach den Fundamentalgleichungen unserer Aufgabe: 


ak ae 0080), | 


yf Y= 9’ ein oy ee eee ee ae ant ey) 
/ +2) = o'tgo' | 


ees Byes 
daher durch Elimination von #, y, @; 


a. 


" nl! 
x pou xX, = 0o' cosa’ — a es Oo COS My 
n n 
An n 
y' — aes Yo = 0 sina — ae Qo Sin Oe ee 
n 
- y! n+n 
Z' — oo a= o' tg 0’) — aes 00 tg 9o 


Zweiundfiinfzigste Vorlesung. 


Fortsetzung der yorhergehenden Entwickelungen. 


Die Gleichungen (7) der vorigen Vorlesung kénnen auf sehr verschiedene Weise 
zur Herleitung des Radius vectors r’ gebraucht werden: verbindet man beliebige zwei 
von ihnen zur Elimination von @), so bleibt eine Gleichung zwischen 9’ und anderen 
Groéssen, welche entweder, wie X’, Y’, Z', vollstindig gegeben sind, oder sich doch, wie 

" 
nt n ' : : : cha ee n 
Lele sehr angenihert durch die Zwischenzeiten und r’ ausdriicken lassen. Fiihrt man 
n 


: ; RF’ sin! , Dare 
auch hier wieder den durch die Gleichung sin zg = —<t definirten Hiilfswinkel ein, 


* t 
so wird wieder e — et Vie 

cos 0 sin & ; 
Werthes eine Bedingungsgleichung fiir den Winkel z von derselben Form, wie wir sie 
schon gefunden und aufgelést haben. 

Die Gleichungen (7) nehmen wieder eine einfache Form an, in welcher man die 
wichtigeren Verhiltnisse deutlich tibersehen kann, wenn sie auf die mehr genannte 
Fundamentalebene der 4H bezogen werden. Bezeichnen wir nimlich mit 6 den Ab- 
stand des zweiten geocentrischen Ortes vom Durchschnittspunkte der beiden gréssten 
Kreise, mit J den Winkel, welchen diese gréssten Kreise mit einander einschliessen, so 
wird in den Gleichungen (7): 


/ 
und man erhdlt durch die Substitution dieses 


iy coy, == lf 
On, == 90° 
0’ = 90° — 6 


zu setzen sein; zugleich ist aber auch nach Fig. 57: 


Winkel POR =a, = oe =F 


daher: 


FH) |i 
rca ar == 1g, sevign’ a= te J, 
m0 
und da zufolge der Natur der gewihlten Fundamentalebene 0) = 0 wird, so gehen die 
Gleichungen (7) iiber in: 
n+ rn! 
val Leu 
rae i> pea pa ay ==. 0 COST 
" 
n+ 
Ul ° 
Hi at Gas H, =— o' sin J 
nm + mn! n + n'! 
' ; n 
Zz Mat pealwi Qo tg 90°, 
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os “ar die j : eo, HW! 
oder wenn wir die in unbestimmter Form erscheinende unbekannte Grisse —— @, tg 90° 
+; 
kurz mit p bezeichnen und bemerken, dass die beiden ersten der genannten Gleichungen 
nach dem Vorhergehenden durch Multiplication oder durch Division mit tg J in einander 
iibergehen : 
n + n" 
/ 
H' — —,{— 
n 


n nl! 
z' — ate Z = o'cotg6 — p. 


H, = 0' sind 


Wenn &, Hy), Z) einem Punkte des mittleren Radius vector der Erde angehoren, 
also Z) aufhért, willkiirlich zu sein, enthalten die beiden Gleichungen demnach, von 
n, n', n” abgesehen, zwei Unbekannte 9’ und p. In der ersteren Gleichung kommt schon 
g’ allein yor; diese bietet deshalb die einfachste Form fiir die Anwendung dar. Weil 
nach dem Friiheren: 

” w" 
a t* Hy = H+“ "= cH + oH", 


und: 


, __ R'cos0' sin (y’ — 2) __ R' sino sin (y' — 2) 


Q : 
SiN 2 Sin & 


’ 

so kann sie auch geschrieben werden: 

R' sin (y' — 2) 
Sin & 


H’ — cH — c'H" = SORT: as a a. <a) 


Es kommt nun darauf an, alle diese Gréssen H, H', H" auf bequeme Weise durch 
die gegebenen Grdéssen auszudriicken. Die Axe der H fallt offenbar zusammen mit der 
Richtung des Poles der Fundamentalebene; wenn daher Dy und A, die Declination und 
die Rectascension des Nordpols der Fundamentalebene vorstellen, so wird nach den be- 
kannten Formeln fiir Transformation rechtwinkliger Coordinaten: 


H = X cosD,cos A, + Y cosDisim Ay + Z sin Dy 
H' = X' cos D, cos Ay + Y’ cos Dy sin Ay + Z' sin Dy 
H" = X" cos Dy cos Ay + Y" cos Dy sin Ay + Z" sin Dy. 

Diese Formeln lassen sich, wenn man die leichteste Art, die Parallaxe in Rechnung 
zm bringen, haben will, nicht mehr wesentlich vereinfachen. D) ist offenbar das Com- 
plement des Winkels, welchen der durch die 4usseren geocentrischen Oerter gelegte 
grésste Kreis mit dem Aequator bildet, A, die Linge des aufsteigenden Knotens jenes 
gréssten Kreises auf dem Aequator, vermindert um 90°. Die bekannten Formeln fiir 
rechtwinklige sphirische Dreiecke liefern uns demnach die Gleichungen: 

cotg Dy cos (Ay — « ) = — tgd 
cotg Dy cos (Ay — o’) = — tg d", 
aus deren Addition und Subtraction dann weiter die folgenden hervorgehen: 
cotg Dy cos [Ay — 3/ (a + o)| = ag (tg0" + tg 0) sec 4/, (a’ — a) 
cotg Dy sin[ Ay — 3/q (a + «)| = 1/s (tg 0” — tg 0) cosec 1/y (w — a), 
und also auch: 
sin (0” — 0) 


tg [Ap — 1/s (@” + o)| = apa eB) 


bezeichnet man noch bei dem durch die Sonne und den zweiten geocentrischen Ort 
a he a . . / ¥, 
gelegten gréssten Kreise die Gréssen, welche D, und A, analog sind, mit Do und A’), 


+ cotg 1g (a — a); 


die aus X’, Y’, Z’ hermleitende verbesserte Rectascension und Declination der Sonne 
mit A’ und D’, so hat man D’, und A’) aus den Formeln: 
cotg D'p. cos [Aly — 4, (a! AD] =, gD! ty 0) see oe 
cotg D'y sin[A’'y — 1/y (&' + A')] == 1s (tg D' — tg 0’) cosec 1/, (a — A’), 
also: P 
sin (D' — 0’) eer f 
) — YY, (A’ yy) = ———_s « cotg Yq (A — @). 
tg [A' |, (A + «@’)| sin (D' + 0°) g /2 ( ) 
Die beiden mehr genannten gréssten Kreise begrenzen auf dem Aequator den 
Bogen A’, — Ao; diesem Bogen, als der Seite eines sphirischen Dreiecks, liegen die 
Fig. 58. Winkel 90° — Dp und 180° — (90° — D0) 
an. J oder die Neigung der beiden Kreise 


B' 

Sy) gegen einander ist der dritte Winkel des 
S Go ___— B” Dreiecks; derselbe lasst sich nach der ge- 
Ge 


wohnlichen Fundamentalformel mit Scharfe 
finden. Es wird dabei: 


cos J = — sin Dy sin D’, 
B + cos Dy cos D's cos (A, — Ao). 


In der folgenden Zeichnung, Fig. 58, 
stellen B, B’, B” die drei geocentrischen 
Oerter, S den Ort der Sonne in der zweiten 

G Beobachtung, C den einen Pol des Bogens 
des griéssten Kreises BB" vor, welcher von 
B'C im Punkte C’ geschnitten wird. Der Durchschnittspunkt von BB” mit B'S sei 
Co; dann ist offenbar: 
— cos B'C = sin B'O' = sinJsinB' C, = sinJ sine, 
ferner: ; 
cos B'C = sin Dy sind’ + cos Dy cos 0' cos (& — Ay) = — sin@ sin J. 
Dadurch ist Alles in Gleichung (1) bekannt geworden. 


Dreiundfiinfzigste Vorlesung, 


Folgerungen fiir den zu erreichenden Grad yon Genauigkeit einer 
Bahnbestimmune. 


Im Vorhergehenden haben wir den Durchschnittspunkt zweier gegeebenen Kreise 
unter Zuziehung geometrischer Betrachtungen eingefiihrt, obgleich es fiir diesen Zweck 
einen kiirzeren und eleganteren Weg giebt. Dieser letztere, den wir bald kennen lernen 
werden, ist indessen weit weniger geeignet, eine vollstindige Kinsicht in alle Beziehungen 
des genannten Durchschnittspunktes zu der zu lésenden Hauptaufgabe zu gewihren. Zu 
den in solcher Weise zu erérternden Fragen gehért auch die, von welchem Umstande 
die bei der Bestimmung des mittleren Radius vector zu erreichende Genauigkeit vor- 
5 ~ ise abhi a y 20 acht, . ] i] } 5 
augsweise abhinge, wenn Beobachtungen von gleicher Giite und gleicher Grésse des 
geocentrischen Bogens vorausgesetzt werden. Der Lambert’sche Schluss aus der 
Kriimmung des geocentrischen Bogens auf die Kntfernung von der Sonne fiihrt nimlich 
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auf ein merkwiirdiges Dilemma, welches in dem Falle geradliniger geocentrischer Be- 
wegung am deutlichsten hervortritt. Es kann solche Bewegung in einem grissten Kreise 
nach dem Lambert’schen Kriterium sowohl daher entstanden sein, dass der Radius 
vector des betreffenden Himmelskérpers dem der Erde gerade gleich ist, aber auch eben- 
sowohl darin ihren Grund haben, dass ein Urtheil iiber die Entfernung in dem beson- 
deren Falle iiberhaupt nicht méglich ist. Es ist klar, dass ein solcher Ausnahmefall, wo 
die der Zahl nach ausreichenden Data zur Bestimmung untauglich werden, sich auch 
immer dadurch auszeichnen muss, dass die geocentrische Bewegung eine geradlinige wird, 
da ja, wenn der Radius vector unbestimmt und unbestimmbar wird, das Lambert’sche 
Kiterium ebenfalls diese Eigenschaft des Radius vector wiedergeben muss. Es liegt 
deshalb hier die Versuchung sehr nahe, mittelst Umkehrung des Lambert’schen Satzes 
zu schliessen, im Falle geradliniger geocentrischer Bewegung, d. h. wenn nach unserer 
Bezeichnung 6 = 0 wird, werde die Lésung unbestimmt, und verliere iiberhaupt in 
allen Fallen in demselben Maasse an Bestimmtheit und Genauigkeit, wo 6 kleiner wird. 
Dass dies ein Irrthum sein wiirde, geht schon aus dem Vorhergehenden hervor, zeigt 
sich aber noch besser, wenn wir die Gleichung (1) voriger Vorlesung noch einmal genauer 
betrachten. Wird 6 = 0, so geht dieselbe iiber in: 
H' — cH — c'H" — 0, 


und wenn wir die Gleichungen (1) der 49. Vorlesung beriicksichtigen: 


F > gi ; + QH gl O"H” Al 
ag ee a ot a a ) ra aad 
oder : 
o QH , # Q’H" 
i See ee eee ae oe a 
Ss go he Oe PH = oy ) 


H! He Ht! 
a 


5 
Diese Lisung leidet an keinerlei Unbestimmtheit, so lange der Divisor 3H’ — 8H — 8" H" 
eine ganz bestimmte Grosse bleibt, wie im Allgemeinen der Fall ist. Es wird r’ dabei 
immer sehr nahe gleich R’ der Entfernung der Erde von der Sonne werden, um so mehr, 
je niher wir fiir Q und Q” die entsprechenden Werthe der Erdbahn setzen, wihrend wir 
dagegen durch Einsetzen der genaueren Werthe bei dem Planeten die Lisung fiir den 
letzteren mit beliebiger Genauigkeit erhalten kénnten. In dem Umstande, dass in diesem 
speciellen Falle (wenn eben der genannte Divisor nicht Null wird) die Liésung fiir die 
Erde mit der fiir den Planeten in der ersten Anniherung iibereinstimmt, liegt auch die 
Erklirung dafiir, dass die Finalgleichung hier nur eine reelle Wurzel liefert. 

Man sieht aus derselben noch, dass das Verschwinden von 6 die Bestimmbarkeit 
des r’ keineswegs aufhebt, dass 6 tiberhaupt nicht als Maass fiir die Bestimmbarkeit des 
r’ angesehen werden darf. 

Schreiben wir die Gleichung (1) unter der Form: 

PoOt aa ia 

€ g/ 
ee eg eG he dn to 

H' — Hy 

wozu wir nach dem Friiheren berechtigt sind, so kénnen wir sagen, dass die Sicherheit 
‘der Bestimmung durch die Gleichungen (1) oder (2) um so geringer sein wird, je Kleiner 
das durch H’ — H, vorgestellte Stiick der Projection von R’ auf die Fundamentalebene 
ausfallt. Kin Blick auf die Fig. 57 zeigt, dass diese Grésse, unter tibrigens gleichen 
Umstinden, einestheils sinJ, anderentheils dem Cosinus des Winkels, welchen die 
Richtung yon R’ mit der Fundamentalebene der 4, H bildet, proportional ist. Der 


es = 


<a SG ae 


letztere Winkel erginzt offenbar den Abstand der Verlingerung des Radius vector 
vom Durchschnittspunkte der mehrfach genannten grissten Kreise der Sphare, oder den 
Winkel 7’ — 6 zu 90° Somit kommen wir zu dem bemerkenswerthen Resultate, dass 
die Sicherheit der Bestimmung von r’ aus drei geocentrischen Oertern unter tibrigens 
gleichen Umstinden dem Producte: 

sin J sin (y' — 6) 
proportional ist. 

Dieses Product ist nun aber, wie aus einer der Grundformeln fiir rechtwinklige 
sphiirische Dreiecke leicht hervorgeht, gleich dem Sinus des Abstandes des mittleren 
Sonnenortes von dem durch die iusseren geocentrischen Oerter gelegten gréssten Kreise. 
Das Endresultat unserer Untersuchung iiber die Bestimmbarkeit des mittleren Radius 
vector lisst sich also darin aussprechen, dass der zu erreichende Grad von Genauigkeit 
unter sonst gleichen Umstiinden dem Sinus jenes Abstandes proportional ist. 

Hiernach ist es z. B. eine sehr ungiinstige Lage der Beobachtungen, wenn der 
durch die ausseren geocentrischen Oerter gelegte griésste Kreis auch durch den mittleren 
Sonnenort geht. In der That haben wir ja diesen Fall schon als den Ausnahmefall der 
Olbers’schen Methode bei den Kometen kennen gelernt. Dass dort dessen ungeachtet 
unter Zuziechung anderer Formeln und einer anderen Art der Naherung eine Bestimmung 
méglich wurde, verdankten wir dem Umstande, dass wir dort nur fiinf Unbekannte zu 
suchen hatten; bei den Planeten hért in gleichem Falle die Bestimmbarkeit ganzlich 
auf. Kin Fall, in welchem man sich solcher Ungunst nicht durch Auswahl der drei 
Beobachtungen zu entziehen vermag, ist der, wo die Ebene der Planetenbahn sehr nahe 
mit der Ekliptik zusammenfallt. In der Beziehung haben uns ja auch in Wirklichkeit 
schon ganz andere Betrachtungen gezcigt, dass eine Bahn mit geringer Neigung gegen 
die Ekliptik aus drei vollstandigen geocentrischen Oertern nicht bestimmt werden kann, 
und dass es dazu einer besonderen Auswahl des Materials und einer besonderen 
Methode bedarf. 


Vierundfiinfzigste Vorlesung. 


Kinfachere Herleitung der Hauptgleichung fiir die Bestimmung 
der Entfernung der Himmelskérper. 


Die Gleichungen (XI) der 49. Vorlesung, oder, wenn man fiir die Sonne die Polar- 
coordinaten einfiihrt: 


2 tw pee la ” 5 . 
c @ sin (a — au) = Q' sin (a” — a!) — R' sin (cw — A’) cos D' + ¢Rsin (a! — A) cos D 
+ ¢! R" sin (a! — A") cos D" 
de IM =P TEN Peet, ak U , . 
c" 9" sin (% — oi!) = Q' sin (a — a!) — R' sin (w — A’) cos D! + ¢ Rsin (« — A) cosD 
+ 0" R" sin (« — A") cos D", 
© 4 ] be Aas 1 © A] s 1) . 1 + a 1 
behalten ihre Giiltigkeit auch dann noch, wenn die darin vorkommenden Coordinaten 
auf ein anderes System als das des Aequators bezogen werden. Wahlen wir unser 
System der 4%, H, Z, welches ja nach d Tor i in volli sti i 
Syste mi, tH, 2, welches ja nach dem Vorhergehenden ein véllig bestimmtes ist, so 
1 a] A 1 10 , 7 ernie oe . . S me 
nehmen die beiden Gleichungen eine einfache und iibersichtliche Form an. Zuniichst 
here = ‘ : ; ; 
sieht man, dass ow” — % = 180°, «’ —o! = J wird, indem der Pol des Systems mit 
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dem Durehschnitte der gréssten Kreise zusammenfillt, welche durch die beiden ‘usseren 
geocentrischen Oerter einerseits und durch den mittleren geocentrischen Ort und den 
Sonnenort andererseits gelegt werden. Die cos D, cos D', cos D" sind dann identisch mit 
den Sinus der Abstiinde der Sonnenérter von jenem Durchschnittspunkte, die «” — A, 
al’ — A’, o!’ — A” sind die Winkel, welche die durch den Durchschnittspunkt und die 
Sonnenérter gelegten gréssten Kreise mit dem durch die iiusseren geocentrischen Oerter 
gelegten griéssten Kreise einschliessen. Die Producte: 


sin (a! — A) cos D 

sin (0! — A’) cos D! 

sin (a! — A") cos D" 
sind demnach, wenn man von den Formeln fiir rechtwinklige spharische Dreiecke Ge- 
brauch macht, nichts Anderes, als die Sinus der Abstiinde der Sonnenérter von dem 
durch die dusseren geocentrischen Oerter gelegten griéssten Kreise. Fiihren wir auch 
noch die unyerkiirzte Distanz von der Erde in der mittleren Beobachtung ein und be- 
zeichnen dieselbe mit 4’, so ist offenbar: 


o’ == 2 sin ¢. 
Die Grisse sin 6 sin (c! — a’) oder sin 6 sin J ist wieder nichts Anderes, als der Sinus 
des kiirzesten Abstandes des zweiten geocentrischen Ortes von dem durch die beiden 
ausseren Oerter gelegten Kreise. Bezeichnen wir diesen Abstand mit 7’, die Abstinde 
der drei Sonnenérter der Reihe nach mit @, @', w, so erhalten wir daher aus den 
Gleichungen am Eingange dieser Vorlesung: 


D sin ty’ = R' sino’ — cRsinw — c' R" sino”. . . .. » (I) 

Macht man die in Vorlesung 49 gezeigte Umformung, zu welchem Behufe man hier: 

bsing = sing’ siny’ 
oR " 1 
b cos q =—— CGS i sin py’ -{- sin co! — (r sin 00 + Oo Rh sin 0") 
setzen kann, so wird die dortige Gleichung (VI): 
oR go! Hed 
. Il of i yn pk = '3 cin, y'3 sin (2 — 
(oR Qsina + oT RT Q” sin wo") sin 24 = 2b R? sin x’3 sin (2 ae sera 0; 

Die Winkel v’, @, @', w” werden positiv oder negativ zu rechnen sein, je nachdem 
die Oerter auf die eine oder die andere Seite des gréssten Kreises fallen. Sie lassen 
sich mit grosser Bequemlichkeit ausdriicken, sobald man die Pole des durch die beiden 
ausseren Oerter gelegten gréssten Kreises auf uns schon bekannte Weise, sei es in 
Linge und Breite, oder in Rectascension und Declination, bestimmt hat. Die Kinfiihrung 
dieser Coordinaten des einen oder des anderen Poles ist es, welche uns erlauben wird, 
den Grundgleichungen des Problems auch in Beziehung auf die Bestimmung von g und 
0”, oder den unverkiirzten Abstinden von der Erde J wnd 4” aus J! eine dhnliche 
Einfachheit, wie der Gleichung (1) zu geben. 

Verbindet man nimlich denjenigen Pol, welchen man als den Nordpol ansehen 
will, mit den geocentrischen Oertern sowohl als mit den Sonnenértern durch grésste 
Kreise, und bezeichnet die Winkel, welche von denselben mit einem beliebigen durch 
denselben Pol gelegten grissten Kreise gebildet werden, wie folgt: 

mit G, G’, G’ die Winkel, bezichungsweise des ersten, des zweiten und des 
dritten Sonnenortes, 
mit «, ¢, &” die entsprechenden Winkel fiir die geocentrischen Oerter, 
so werden die beiden Gleichungen am Anfange dieser Vorlesung: 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 43 
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co sin (8 — 8) = 0! sin (2 — &') — Ri sin (2” — G) cos wo! + eR sin (8 — G) cos 
+ ¢! R" sin (&’ — G4") cos @”. 

co" sin (e — e) = o' sin (e — &) — RP sin (e — G') cos m’ + ¢Rsin (e — G) cosa 
+ ¢! R" sin (€ — G") cos 00". 

Dabei wird wieder vorausgesetzt, dass, wie alle Coordinaten, so auch die g, 0’, 0” 
auf eine Fundamentalebene, die den bezeichneten Pol hat, bezogen werden. Fihrt man 
dagegen die 4, J', 4" in diese Gleichungen ein, so ist offenbar in Beziehung auf diese 
Fundamentalebene, da die durch den ersten und dritten geocentrischen Ort reprasentirten 
Richtungen dieser Fundamentalebene parallel sind: 
eo = 4, 

0” —_— ARP 

und ausserdem ist, nach den oben gemachten Bemerkungen und mit Riicksicht darauf, 

dass 90° — wy’ den Abstand des zweiten geocentrischen Ortes von jenem Pole darstellt, 
OG == ff cos yy. 

Wir haben mithin folgende Gleichungen, um 4 und 4” aus 4’ zu berechnen, nachdem 

das letztere gefunden ist: 


ec 4 sin (e” — &) = J’ cosy sin (8 — &') — R' cosa! sin (e" — G') 
+ ¢Rcos@ sin (e” — G) + ¢' KR cos «" sin (é"” — G") (1a) 
. a 
c! A" sin (¢ — é) = A' cosy’ sin (e — &) — R' cosa! sin (e — G’) 


+ eRcoswsin (e — G) + eR" cosa” sin (e — G"). 

Aber auch diese Gleichungen lassen sich wieder bedeutend vereinfachen, wenn man 
bemerkt, dass nach den bekannten Grundformeln fiir sphiirische Dreiecke cos y’ sin (e — é') 
gleich dem Cosinus des Abstandes des zweiten geocentrischen Ortes von einem Punkte 
des durch die anderen geocentrischen Oerter gelegten gréssten Kreises ist, welcher 
letztere Punkt von dem dritten geocentrischen Orte um 90° in bestimmter Richtung 
entfernt ist. Desgleichen ist cos @ sin (e — G) der Cosinus des Abstandes des ersten 
Sonnenortes von demselben Punkte; cos 0’ sin (é’ — G') und cos "sin (e"’ — G@") sind die 
entsprechenden Gréssen fiir die beiden anderen Sonnenérter. Die zweite der Gleichun- 
gen (la) enthalt die Cosinus, bezogen auf einen Punkt, welcher in dem gréssten Kreise 
von dem ersten geocentrischen Orte 90° entfernt ist. Fiir die genannten Cosinus fiihren 
wir abkiirzende Zeichen oder Symbole ein, der Art, dass z B. (@ A) den Cosinus des 
Abstandes des ersten Sonnenortes von dem um 90° verschobenen zweiten geocentrischen 
Orte bedeutet, und schreiben dann die Gleichungen (la) in folgender, fiir die Rechnung 
sehr iibersichtlichen Form: 

(oct) ¢ A = (og) A! — (oy A) RI + (ay A)OR + (ety A") CR") 3 
(cy al") ollie fies (cg ct!) YL (cg A’) R' ae (eg A)cR ae (céy A cl! Rl! J oe es (3) 

Bei dem Gebrauche dieser Symbole ist noch zu bemerken, dass derjenige Accent, 
welcher sich auf den in bestimmter, im Uebrigen beliebiger, Richtung auf dem gréssten 
Kreise zu verschiebenden Ort bezieht, am Fusse des Buchstabens angehingt ist, so dass 
z. B. o% die Rectascension des Punktes bedeutet, welcher dem ersten geocentrischen Orte 
entspricht. Bei dieser Bezeichnung wird dann auch (0 0) — — (a ct!’ 1), 


1 . y . ‘or . } 7 ; 
) Unter Anwendung der Formel: Cosinus der Hypotenuse gleich dem Product der Cosinus 
der Katheten findet man auch noch leicht die bei der Priifung zu verwendenden Relationen: 


! f 
_ (G5, oe) (ay « a, A ar | ; 
arc cos “7, — are cos Mot) = arecos 2A) _ are cos oA) _ aon a) 
cos W cos wy COS W COS @ COs w! 
(a, Al a, Al eal 
— arccos —° ) = arecos (“A”) — arccos (ey A a 
COS w s wl! cos wl! 
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Wir kénnen nun nach dem Vorhergehenden iiber die Gleichungen (1) und (3), 
welche als die Fundamentalgleichungen des ganzen Problems zu betrachten sind, eine 
interessante Bemerkung machen, die niimlich, dass siimmtliche darin vorkommende Coéffi- 
cienten von ch, c” R”, R’, cd, ¢' A" wnd J’ sich ausdriicken als die Cosinus der Ab- 
stinde der Sonnenérter und der geocentrischen Oerter von drei gegebenen Punkten der 
Sphire. Der eine dieser Punkte, welcher bei Aufstellung der Finalgleichung fiir r’ durch 
(1) die Hauptrolle spielt, ist der Pol des durch den ersten und dritten geocentrischen 
Ort gelegten gréssten Kreises, die beiden anderen sind Punkte dieses gréssten Kreises, 
welche von den dusseren geocentrischen Oertern in gleicher Richtung um 90° abstehen. 
Die Cosinus der Abstiinde der Oerter von diesen drei Punkten lassen sich mit beinahe 
derselben Bequemlichkeit ausdriicken, sie mégen in Rectascension und Declination oder 
in Linge und Breite gegeben sein; auch ist es ein nicht geringer Vortheil dieser Form, 
dass die darin vorkommenden Gréssen eine kurz anzugebende einfache geometrische 
Bedeutung haben. Man ist so in den Stand gesetzt, sich durch Constructionen auf dem 
Globus oder auf Karten gegen grobe Rechenfehler zu schiitzen; gegen kleinere stehen 
eine Reihe yon Priifungen zu Gebote. 


Funfundfinfzigste Vorlesung. 


Weitere Ausftihrung der Gleichungen (1) und (8) in der 54. Vorlesung. 


Unser erstes Geschaft, die Bestimmung der Rectascension A) und Declination Dp, 
oder auch, wenn wir die Ekliptik vorziehen, der Lange und Breite des Poles, welcher 
yon beiden fusseren geocentrischen Oertern Fig. 59, 
um 90° entfernt ist, kann nach der 52. Vor- 
lesung als erledigt angesehen werden. Die 
Rectascension und Declination, oder auch, 
mutatis mutandis, die Linge und Breite des 
Punktes, auf welchen die Cosinus (% @), 
(a A’) u. s. w. nach voriger Vorlesung be- 
zogen werden sollen, seien #% und 0). Kine 
leichte Berechnungsart fiir dieselben erkennen 
wir mit Hiilfe der Fig. 59. 

In derselben stellt B den ersten geo- 
centrischen Ort, B, denjenigen Ort vor, der, 
mit dem ersten und dritten geocentrischen 
Orte in einem gréssten Kreise liegend, 90° 
yon ersterem absteht. K hingegen ist der 


Ort, welcher senkrecht zu jenem grossten oa meg 
Kreise 90° entfernt ist, d. h. der Pol des- Mee 


selben; P sei der Pol des Aequators, Q ein Punkt, mit K und P in einem grdéssten 
Kreise gelegen. 


Hiernach ist also: 
. KPB= A, —«@ 


KP = 90° — D, 
BP = 90)? or 0, 


Age 
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daher: ai 
sin BEEP = ees - sin KP B = cos0 sin(Ay — «&); 
sin BK 
ferner: ey Ls Pa 
cos B, P = cos K Pcos KB, + sinKP. sin K B, cos B, KP, 
oder, da: 


BK = 90°, BP—90°— 6, B,KP = 90° + BKEP, 
sind) = — cos Dy sin BK P = + cos Dy cosdsin(a— Ay). «+ - (1) 
Auch hat man nach Fig. 59: 
cos B, P cos K P +- sin B, Psin K P cos Bi PK = cos B, K = 0, 
oder, weil B, PK = Ay — %, 
sin 09 sin Dy + cos 99 cos Dy cos (Ay — %) = 0 
C08. (iy — Ay) = — ig Dytg0y - - « 2 « «= « = 2) 


Bezeichnen wir die Rectascension und Declination desjenigen Punktes, welcher zum 
dritten geocentrischen Orte in derselben Beziehung steht, wie der eben bestimmte zum 
geocentrischen Orte, mit # und 0), so haben wir nach vollstandiger Analogie: 


sin. 05 == cos D,.cos 0" sin (a =—- Aa) . « «al = eee 
C08 (0 — Aj) == — tg Dytgdg ~ e+ 22 ew « s 


Nachdem so Ay, Do, %, 9) %, O bestimmt worden sind, driicken sich die in den 
Gleichungen (1) und (8) der vorigen Vorlesung enthaltenen Factoren aus, wie folgt: 


siny’ = sinDysind’ + cos Dy cos 0’ cos(u' — Ag) 
sing = sinD,sinD + cosD,cosD cos(A — Ap) 
sino’ = sin DysinD' + cos Dy cos D' cos(A’ — <A) 
sino” == sin Dy sin D" + cos Dy cos D" cos (A — Ao) 
(Op oe’) == sind, sind’ + cosdy cosd’ cos(a% — a) 
(9 a") == sind) sind” + cosdy cos 0” cos (oe — a) 
(% A) = sind, sinD +- cosdy) cosD cos(A — &) 
(0) .A") = sind) sin D' + cosdy cosD! cos(A' — om) { . © 
(0% A”) = sind) sin D” + cos dy cos D" cos(A"” — tg) 
(0%, 0) == sind, sind + cosd, cosd cos(% — Og) 
(0%, 0) == sind, sind’ + cosd, cosd’ cos (a! — ty) 
(a%.A) = sind, sinD + cosd, cosD cos(A — ty) 
(0%, A’) == sind, sin D! + cos 0 cos D! cos(A' — ey) 
(0% Al”) == sind, sin D" + cos d, cos D" cos(A" — oy) 


Als einfachste Priifung der meisten dieser Vorbercitungsrechnungen haben wir, 
dass (a) 0!) == — (o,) werden muss. 

Durch Reduction auf die Ekliptik kann D, D', D” zum Verschwinden gebracht 
werden, und es werden dann neun von den vorhergehenden Ausdriicken eingliedrig; doch 
wird sehr haufig durch diesen kleinen Vortheil die Miihe jener lastigen Reduction sich 
nicht hinlanglich belohnt finden. 

“0 ‘5 . xy CAlaj - ; 
Wenn durch Auflésung der Gleichungen (1) und (3) (54. Vorlesung) die Entfer- 


Pama edie, re . : ' ; 
nungen 4 und 4” bekannt geworden sind, so findet sich auch die Sehne x, welche die 
beiden Oerter im Raume verbindet, nach der bekannten Formel: 


— 841 — 
w=! — a +O —y + op 
= (4" cos 0" cos o!’ — xX" A cos 9 cosa -+- X)? 
+ (4" cos 8" sino!” — Y" — Acosdsinu + Y) 
+ (4 sind” — Z" — Asind + Z)? 


my C ; cl! y!2 
=(t alr tG+s)"-—5- 


Sechsundfiintzigste Vorlesung. 


Rechnungsbeispiel fiir die Formeln der 55. Vorlesung. 


Die Art der Anwendung der yorigen Formeln mag an dem in der 50. Vorlesung 
aufgefiihrten Beobachtungsmaterial fiir Arethusa ihre Verdeutlichung findén. Aus den 
X, Y, Z us. w. finden wir die entsprechenden Coordinaten der Sonne wie folgt: 


Die Rectascension A, A’, A” .. 239° 2’ 51”,68, 260° 38’ 25”,53, 279925’ 8.56 
» Declination D, D’, D!.... —200 24! 45,43, —230 10! 44,64, —230 10’ 31”.58 
= (0g Tt, log Fr, dog Be nc... .5 9,994 335 2, 9,993 0690, 9,992 6828. 

Nach Vorlesung 52 haben wir dann nach den Formeln: 
; sin (0 — 0) ‘ 
tg {A, — Yq (a + a) = ar - cotg 1/y (a! — ux) 
tg D) = — cotg 0 cos (% — Ay) = — cotg 0" cos (a — A), 


wenn wir fiir die geocentrischen Oerter dieselben Werthe wie friiher einsetzen: 
Ay = 303° 43’ 417,29, 
Dyes © 489.41" 26", 58. 

Die Zweideutigkeit der Liésung wird dadurch gehoben, dass D) positiv werden 
soll. Wir haben schon darauf aufmerksam gemacht, dass 360°— A) mit V der 49. Vor- 
lesung, welches nach der Formel: 
tg 0" cos — tg 0 cos a" 
tg 0" sina — tg 0 sino’ 
gleich 56° 16’ 18”,74 gefunden wurde, identisch ist. 


Es ergiebt sich ferner: 


Ve 


<= 3459 21' 20,39 

a= = Sar 8 1.07 

Oy —= 38879 47! 87,43 

5, = — 36° 3 16",93, 

und darauf nach den Formeln (5) (55. Vorlesung): 

log siny’ === 7,5919067 log (% A’) == 9,4576851 
logsina == 7,4145303 log (0% A”) = 9,723 7550 
log sina’ == 9,1688477 log (0, %) == 90732781, 
log sino” == 94106642 log (0 0’) == 8,6208351, 
log (cto ot’) == 8,885 3727 log (0, A) == 8,9545596 
log (Gy &”) == 9,073 2787 log (a A') = 9,598685 9 


log (0% A) == 8,4543236, log (0% A") = 9,798 3293. 
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Die Priifungsgleichung fiir die Richtigkeit der Bestimmung von Ay, Do, %o, 
Oo, O%, O 
UY ah toe} be a") oe (oy ee) 


erweist sich hier als erfiillt, desgleichen die Controlen: 


(04g, 0’) (0% &') 
are COs “cos Wy! are COs Sapam wy! 
Oy A 
—= arccos (eA) — arccos eA), 
COS 00 COS 0) 
sill Al 
= are cos ee) — are cos kype) 
COS @) COS 09 
vAtL / WAL 
= arccos (% » — «arecos (% ) 
Cos 0 cos @ 


=—— + are ce (0% o!’), 


sie bestitigen in den wichtigsten Beziehungen die Richtigkeit der bis hierher gefithrten 


Rechnungen. 
Die Gleichungen (1) und (3) der Vorlesung 54 werden demnach: 
(7,5919067) a’ = (9,168 8477) R’ — (7,4145307)cR 
— (9,4106642) c” R” 
(9,0732781,)c4 = — (9,5986859) R’ + (8,9545596)cR 
+ (9,7933293)c"” R” + (8,6208351,) J’ 
(9,0732787) c’ 4” = — (9,4576851) R’ + (8,4543236,)cR 


+. (9,7237750) oe" R" +. (8,8853727) 4’, 


worin die eingeklammerten Zahlen die Logarithmen der Coéfficienten bedeuten. Der 
Coéfficient von R’ in der ersten dieser Gleichungen oder sin!’ verdient bei jeder 
numerischen Anwendung eine besondere Beachtung, weil er durch seine Grisse oder 
seine Kleinheit ein Kriterium dafiir liefert, ob das Material zu der Bahnbestimmung 
giinstig gewahlt ist. allt derselbe sehr klein aus, so ist ein zuverlissiges Resultat nicht 
zu erhalten, man ist dann gendthigt, andere Beobachtungen zu wahlen, wie auch immer 
die anderen Coéfficienten beschaffen sein mégen. 

Die Gleichung (2) der Vorlesung 54 wird nach Einfiihrung von Q und Q”: 

[(7,0740077) Q + (9,1432163) Q"| sin et = 7,0908172 sin (¢ — 7° 58’ 29",02). 

In der ersten Anniherung wird wieder: 

log Q = log Q"” = logd 8” = 8,9993845, 
und die Gleichung fiir ¢: 
sin 2 — (8,9445291) sin (2 — 7° 58! 29",02). 
Die einzige hier zulaissige Lésung ist: 
2 ee S010! 18.08. 

Der Logarithmus des Abstandes der Arethusa von der Sonne in der zweiten Beob- 

achtung, logr’ wird: 
logr’ = 0,4264114, 
der des Abstandes von der Erde: 
log a’ = 0,2393502. 
j " / 

Fiir ¢ oder i (1 + sn) und c” oder - (1 + sn) hat man nach dem Vorher- 

gehenden: 
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loge == 9,6633497 


loge" = 9,7340768, 
ferner: 


logeR = 9,6576849 

log ¢’ R"” = 9,7267596; 
die Substitution in die zweite der obigen Gleichungen liefert: 
; log I = 0,2221505, 
die dritte ergiebt: 

log 4" = 0,2724843. 
Diese Werthe stimmen mit den in der 50. Vorlesung gefundenen so nahe itberein, 

als die beiden so verschiedenen Formen der Berechnung nur immer erwarten lassen, 


Siebenundfiinfzigste Vorlesung. 


Vereinfachungen und Abkiirzungen fiir die Methode der Vor- 
lesungen 54, 55 und 56. 


Durch eine Combination verschiedener Betrachtungsweisen gelangten wir oben zu 
dem Ergebniss, dass die Coéfficienten von 4’ und dann von 4 und 4”, mit denen diese 
Gréssen in den Fundamentalgleichungen multiplicirt sind, und ebenso die Coéfficienten, 
mit welchen die Radienvectoren R, FR’, Rk” multiplicirt erscheinen, als die Cosinus der 
Abstinde der beobachteten und der Sonnenérter von den Polen dreier grésster Kreise, 
oder, was dasselbe ist, als die Sinus der Abstinde der beobachteten Oerter und der 
Sonnenérter von denselben gréssten Kreisen zu betrachten sind. Der eine dieser gréssten 
Kreise wurde durch den ersten und den dritten geocentrischen Ort gelegt, in Betreff 
der beiden anderen scheinen wir noch an die Beschrankung gebunden, dass wir sie 
durch den einen und den anderen dieser Oerter, aber senkrecht zu dem erstgenannten 
legen miissen. Die folgende Betrachtungsweise nun fiihrt uns nicht nur sehr schnell zu 
dem erhaltenen Resultate, sondern zeigt uns auch, dass wir in der Wahl des Winkels, 
welchen die gréssten Kreise am ersten und am dritten geocentrischen Orte einschliessen 
sollen, véllig freie Hand haben; wir diirfen also in Betreff ihrer noch andere Bequem- 
lichkeitsriicksichten maassgebend sein lassen. 

Betrachten wir noch einmal die Relation, welche zwischen den z-Coordinaten der 
drei Planetendrter besteht: 

Wd = ne + nl! 2", 
so ist nach Friiherem einleuchtend, dass ihre Giiltigkeit nicht an eine Fundamentalebene 
von ganz bestimmter Lage, wie z B. an die Ekliptik oder an den Aequator, gebunden 
ist, sondern dass sie bestehen bleibt fiir jede Ebene, welche durch den Mittelpunkt der 
Sonne geht; um das einzusehen, braucht man ja nur zu bemerken, dass die zg immer 
dadurch erhalten werden, dass rcosv und rsinv mit Coéfficienten multiplicurt werden, 
welche nur yon der Lage der Bahnebene zur Fundamentalebene abhingig sind. 

Ferner ist klar, dass die z, wenn sie auf drei verschiedene Fundamentalebenen 
nach einander bezogen werden, den heliocentrischen Ort ebenso bestimmen, wie dies 


durch rechtwinklige oder schiefwinklige Coordinaten geschiebt. 
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Erinnern wir uns nun noch, dass jede heliocentrische Coordinate, also auch g, sich 
zusammensetzen lisst aus der geocentrischen Coordinate fiir dieselbe Fundamentalebene 
und der Erdcoordinate, dass also ein auf solche Fundamentalebene bezogenes 4 sich 
ausdriickt durch die Relation: 

z= Asiny — Rsinu, 

worin Y und w beziehungsweise die Abstinde des geocentrischen Ortes und Sonnenortes 
von dem der Fundamentalebene entsprechenden gréssten Kreise bedeuten, so erkennen 
wir gleich auch ein ebenso einfaches als bequemes Mittel, aus den bekannten drei Grund- 
gleichungen der Aufgabe beliebige zwei Abstinde zu eliminiren. Denn um z B. J und 
A" am eliminiren, brauchen wir die z¢ nur auf eine Fundamentalebene zu beziehen, fiir 
welche die Abstiinde w des ersten geocentrischen Ortes und ~” des dritten geocentri- 
schen Ortes Null werden; wir haben also den gréssten Kreis durch den ersten und 
dritten geocentrischen Ort zu legen. Dies liefert uns dann unmittelbar die Gleichung (1) 
der 54. Vorlesung. Soll dagegen nachher, wenn A bestimmt ist, J gefunden werden, 
so erreichen wir die dazu erforderliche Elimination von 4” dadurch, dass wir durch den 
dritten geocentrischen Ort einen gréssten Kreis legen, fiir dessen Lage im Uebrigen, da 
er zur Bestimmung von 74 fihren soll, nur die eine Beschrankung existirt, dass er 
nicht durch den ersten geocentrischen Ort gehen darf. Wir kénnen denselben deshalb 
durch den ersten oder den dritten Sonnenort legen, und so ausser 4” auch noch R oder 
R" eliminiren. Soll endlich J” durch Elimination von 4 gefunden werden, so werden 
die Abstiinde von einem durch den ersten geocentrischen Ort und Sonnenort gelegten 
eréssten Kreise in Rechnung kommen. 

Bei der folgenden Bezeichnung wird man diese Betrachtungsweise leicht in der 
Erinnerung behalten und sich die Uebersicht bewahren kénnen. Es bedeute das Symbol 
(4 4’ 4") den Sinus des Abstandes des zweiten geocentrischen Ortes von dem durch 
den ersten und dritten gelegten gréssten Kreise (J RJ"), (J R' A"), (4 R" 4") der 
Reihe nach die Sinus der Abstiinde des ersten, zweiten und dritten Sonnenortes yon 
demselben gréssten Kreise u. s. w., bei welcher Bezeichnung jedesmal das Zeichen fiir 
den geocentrischen Radius desjenigen Ortes, fiir welchen der Sinus des Abstandes zu 
nehmen ist, zwischen die Radien derjenigen Oerter gestellt wird, durch welche der grisste 
Kreis gelegt werden soll. Die Gleichung (1) der 54. Vorlesung schreibt sich also: 

Cia") A — (AR a ye as 5, (ARA"\cR = (AR at) 
zur Bestimmung von J aus 4’ erhilt man: 

(Alf BR) ee (4" RR) R’ —— (4" 4R)cA ae (aR R) ore, 
wenn ein durch den dritten geocentrischen Ort und den ersten Sonnenort gelegter 
grosster Kreis angewendet wird, dagegen: 

(a" 4 fi") ad' =o (al BER!) iF! ott (4" A4R"\cA ae (ai RR eH, 
wenn der grésste Kreis den dritten geocentrischen Ort und den dritten Sonnenort ver- 
bindet. Bei der letzteren Art, den gréssten Kreis zu legen, wird, wie man sieht, auch 
ce" eliminirt; sie ist deshalb der ersteren vorzuziehen. 

Fir die Bestimmung von 4” aus 4’ hat man: 

(A ALR) fe (aR R) RSS Cet R) ged (RY Beane, 

In Betreff der Vorzeichen der Abstinde und ihrer Sinus kann man noch bemerken, 
dass es ganz gleichgiiltig ist, welche Seite der Fundamentalebene oder des grossten 
Kreises man als die fiir die positiven ¢ betrachtet, wenn nur immer beachtet wird, dass 
Oerter, welche auf entgegengesetzten Seiten des grissten Kreises liegen, auch Abstiinde 
von entgegengesetztem Vorzeichen haben, und dass diese Abstinde immer im ersten 
Quadranten genommen werden kénnen. 
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Wenn wir die drei gréssten Kreise fiir die Elimination so legen, wie eben vor- 
geschlagen wurde, so kinnen die Formeln (5) der 55. Vorlesung zum Theil durch 
bequemere ersetzt werden. Zuerst werden die Rectascension (oder die Liinge) A) und 
die Declination (oder die Breite) D) vom Pole des durch den ersten und dritten geocen- 
trischen Ort gelegten grissten Kreises nach den dort gegebenen Formeln berechnet, also 
Ay nach einer der beiden Formeln: 


sin (0” oe 0) 
tg {Ao — "/s(@” + @)} = lo (a7 8) 09/2 (oe” — ax) 
oder: 
ee 0” cosa — tg cosa" cotg 0” cos «!’ — cotg 9 cos « (1) 
a tg 0” sina —tg0 sina” cotg 0" sina!’ — cotyd sin « 


D, nach der Formel: 
tg D, = — cotgd cos(% — Ay) == — cotgd" cos(a” — Ay) . . . . (2) 


Bezeichnen wir die Rectascension (oder die Linge), die Declination (oder die 
Breite) des Poles eines den ersten geocentrischen Ort und den ersten Sonnenort ver- 


Fig. 60. 


ey i py . [r’ 
i / 


ry / 


/ / 
/ 


E- <) s n/ a nN” Q 


bindenden gréssten Kreises bezichungsweise mit K und mit 90° — y, die entsprechenden 
Gréssen fiir den dritten geocentrischen und den dritten Sonnenort mit A’ und mit 
90° — y", so haben wir: 


tg cosA — tg D cosa 


ESE ela tg0 sin A — tg D Sin 06 
cotyy == + cotgd cos(a — K) = — cotg D cos Ca ke (3) 
tg 0" cos A" — tg D" cos a!" 
t kK" —_ g ' zs 
oa tg0" sin A” — tg D" sino” 
cotg yy" = + cotg 3" cos (a! — K") = — cotg D” cos (A” — K") 


In der Fig. 60 sei sodann HQ der Aequator (oder die Ekliptik) , T, T" seien die 
Erdérter in der ersten und dritten Beobachtung, P, P” die geocentrischen gras des 
Gestirns, N und WN” die Schnittpunkte der die Oerter T und P, berighungewetse le und 
P" yerbindenden gréssten Kreise mit dem Aequator (oder der Ekliptik), C’ ihr gemein- 
schaftlicher Schnittpunkt. 

Klinkerfues, Theoretische Astronomie, 44 
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Somit ist — WN” — K" — K, Winkel C' NN" = y, Winkel C’N” Q = 7", 


: sin D 
SNE) = SS 
sin y 
enn Sane 
pigh SSR ee TE EL) 
: sin 0 
smNP = ; 
sin y 
ea 
sin yy" 
oder auch, zur Entscheidung des Quadranten: 
cosoNT = -— cosD sin (A — K) 
cos N" T"' — — cos D" sin (A" — K") 
cosNP —=-4 cosd sin(a — K) 


cos N" P" — + cosd" sin (a! — K"). 
Der Winkel NC'N” sei gleich ¢’; dann haben wir nach den Gauss’schen 
Dreiecksformeln: 

sin 1/, 8 sint/,(NC' + N” 0’) = sin1/, NN" sin\/, (y" + ¥) 

= sin1/, (K"” — K) sin}/, (y" + 7) 

sin 1/, & cost/,(NC’ + NC’) = cos }/, NN” sin1/, (y"” — 7) 

= ¢0s1/, (K" — K) sin '/, (y" — 7) 

cos 1/, &' sin1/, (NC’ — N"C’) = sin}/, NN" cos /y (y"” + Y) 

= sin'/, (K" — K) cos1/, (y’ + 7) 

cos 1/, &' cos1/, (N C’ — NC’) = cos /, NN" cos}/, (y" — y) 

= cosl/, (K"” — K) cos '/, (y"” — y) 


(5) 


Es wird ferner: 


(J"4R") = _ sine’ snPC’ = sine’ sin(NC’ — NP) 

(4" RR") = — sind sin TC! = — sine’ sin(NC’ — NT) (6) 
(4A"R) = — sine’ sin P"C' = — sine’ sin(N"C’ — NP") 

(A4R"R) = sine’ sinT’C' = sine’ sin(N"C' — NT") 


Berechnet man auch fiir die mittlere Beobachtung den Planetenort P’ und den 
Erdort 7’, die Gréssen, welche K und y, K” und y” entsprechen und welche wir mit 
K' und y' bezeichnen wollen, mit anderen Worten die Rectascension (oder die Linge), 
den Polabstand des den geocentrischen Ort mit dem Sonnenort verbindenden gréssten 
Kreises, den Durchschnittspunkt N’ mit Aequator oder Ekliptik, den Durchschnittspunkt 
C" mit dem gréssten Kreise der ersten Beobachtung, den Winkel «” an diesem Punkte, 
ferner den Durchschnittspunkt C mit dem gréssten Kreise der dritten Beobachtung und 
den Winkel ¢ an diesem Punkte, so hat man: 


(4" 4' RY) = = sine sin(N'O — NP’) 

(4"R'R") = — sine sin(N OC — NP) 

(4A4'R) = — sine" sin(N' C0" — NP ih Ea Siar STE) 
(ARR) vee. pines! aia NN Nae) 


Die Zuzichung von K’' 7’, ¢, é wiirde hier kaum vortheilhaft erscheinen, wenn nur 
Fi z: crm . % eae 8 - =i . . a wt 
verlangt wiirde, die vorhergehenden vier Gréssen auszudriicken; denn denselben Zweck 


kann man noch kiirzer durch die Anwendung der Formeln: 


(4" 4' R") = sind! cosy" + cos d siny" cos (oe! — a) 
(4" R' R”) = sin D! cosy" + cos D' siny" cos(A' — ag ~ 
(44'R) = sind’ cosy + cosd! siny cos(a’ —K) { °° ° * (8) 
(ARR) = sinD' cosy + cos D' siny cos(A’ — K) 

erreichen. Indessen ist zu bemerken, dass spiter unter Anderen auch der Bogen 


N'P’ — N'T’, derselbe Winkel, den wir friiher mit 7’ bezcichnet haben, gebraucht 
wird. Er findet sich bequem aus der Verbindung der Gleichungen: 


Ohms 
aha pee a. 22 
sin y' 
<=; sin D! 
y / = 
sin NT’ = — ——;: 
siny 


Fir (4 4' 4") und (4 R' 4") hat man: 


(4RA") = sinD sinD, + cosD cosD, cos(A — Ao) 

(4 A' A") = sind’ sinD, + cos 0! cos Dy cos(a — Ag) i 
(4 R' 4") = sinD! sinDy + cosD! cosD, cos(A'— Ay) { = = (9) 
(4 R" 4") = sin D" sin D, + cos D" cos Dy cos (A"” — Ay) | 


Hiermit sind die Vorbereitungsrechnungen im Wesentlichen beendigt. Will man 
Priifungsgleichungen fiir ihre Richtigkeit, so kann man dazu den Umstand benutzen, 
dass auch die Coéfficienten (4"” 4 R"), (4" RR"), (4 4" RK), (4A R" R) sich noch auf 
andere als die oben angegebene Art berechnen lassen, namlich nach den Formeln: 


(4" 4R")— — sind cosy" + cosd siny” cos(a — K") 
(4" RR") = + sinD cosy” + cosD siny" cos(A — K") 1 
(44"R)= — sind” cosy + cosd" siny cos(«’ — K) shee ae ee TE) 


(4 Rk" R) = + sin D" cosy + cosD'"siny cos(A”— K) 


Die Priifung der Richtigkeit kann, sobald die Gleichung fiir r’ aufgeldst ist, noch 
durch eine Bedingungsgleichung, welche fiir den mittleren heliocentrischen Ort erfiillt 
sein muss, vervollstindigt werden, wie spiter gezeigt werden soll. 

Die Finalgleichung fiir 4’ oder den Hiilfsbogen z aufzustellen, setzt man nach der 
54. Vorlesung: 


bsing = (4 4' A") sin (N'P' — N'T") | 
beosqg = (4 4' A") cos (N’ P' — N'T") ; (11) 
< 1d Jt Oe Ae 
+ (48! 4") — (4RA") 5 (AR 4") & aa 
dadurch erhalt man: 
f gl rt z : 
(ana ox “ + (J R" 4") Q! ru a sine? = 2b RK" siny' sin(e—q). . (12) 


wobei y’ = NP’ — NT". 

Die Grosse (4 R' 4"), identisch mit sin!’ der 54. Vorlesung, hat eine so besondere 
Wichtigkeit fiir die Beurtheilung der Sicherheit der Bahnbestimmung, dass sie verdiente, 
bei einer praktischen Rechnung jedesmal angegeben zu werden, Fiallt (4 R’ 4") sehr 
klein aus, so wird die Bestimmung stets unsicher sein, selbst bei ziemlich erheblichen 
Zwischenzeiten, und umgekehrt erhalt dieselbe Grésse einen erheblichen Werth, so sind 
schon ziemlich geringe Zeitraéume hinreichend, der Bahnberechnung die néthige Zuver- 
lassigkeit zu geben. 

44* 


Wenn +” und 4’ gefunden sind, so wird wieder: 


a @ 
deer al rae | 
gl i 
d= a (tam) 
berechnet und dann 4 und 4” aus den Gleichungen : 
(QAR a = (aah) a!’ — (A kee) hh eR & ea 
(Az Ry eA" = Ch A) — (AR R)R + (4A BRE 
Durch 4 und 4” werden r und r’, iiberhaupt die heliocentrischen Oerter der 
dusseren Beobachtungen bekannt. Da dieselben, wie schon in der zweiten Abtheilung, 
Vorlesung 21, gezeigt wurde, in dem durch den entsprechenden geocentrischen und den 
Sonnen- oder Erdort gelegten gréssten Kreise liegen, so kann der zwischen ihnen 
gelegene heliocentrische Bogen (v’ — v), ganz wie dort bei der Kreisbahn geschehen, 
berechnet werden. Wir gebrauchen’ spater die zu diesem Bogen gehérige Sehne #’, 
welche dann aus der bekannten Formel: 


w’? —— 2? 4 2 — Irv" cos (v" — v) 


bequem genug zu finden ist. Fiir die heliocentrischen Lingen v’ — v und v" — v’, 
welche man zur Verbesserung der Hypothese iiber die Dreiecksflachen ndthig hat, 
ergiebt sich: 


mn rr sin(v” —v') __ 
no ore sin(v’ —v) : 
mn! rrsin(u'’ —v) 
nore" sin(u” —v) a 
d. h.? 
Ww 
sin(v' —v) = —- sin (v"” — v) 
sin (ul! — v!) = —- sin (v"” — v). 


Aus den definitiven Werthen von J und 4” lassen sich zuletzt die Argumente 
der Breite in Beziehung auf die gewihlte Fundamentalebene sowie Knoten und Neigung 
der Bahn ganz in derselben Weise berechnen, wie es in der Gauss’schen Methode fiir 
die Kreisbahn, Vorlesung 21, gezeigt wurde. Es sei der Kiirze halber der sphirische 
Winkel C’pp” = y und 180° — C'p"p = y", so hat man die Gleichungen: 


sin 1/, (v"” — v) sin /, (n” + 1) = sin1/,8' sin1/, (pC’ + p” 0") 
sin "fp (vu! — v) cos 1/, (y” + 1) = cos'/, 6! sin1/, (p O’ — pC) | 1d 
cos 1/5 (v" — v) sin1/, (ny! — 9) = sin1/, 6 cos3/y (p O' + p” C’) | ea 


; cos 1/, (v" — v) cos!/, (n" — ) = cos 1/y 8! cos}/, (p O' — p" 0") 
un 


sin yi sin '/y [w + (K — 90° — &)] = sin1/, Np sin ¥/y (y + 7) ) 
Sim "/9% cos '/, [w + (K — 90° — &)| = cos}/, Np sin V/ (y—yn)\ 
cos'/y% sin 1/, [w — (K — 90° — 8&)| = sin3/, Np cos 1/, (y +) 
cos */q% cos 1/, [w — (K — 90° — 83)] = cos1/y Np cos 1/, (y — n) 


(15) 


Vertauscht man in diesen Gleichungen K mit K", y mit y", 1 mit 4", so erhalt 
man ?, $4 und das Argument der Breite der dritten Beobachtung. 
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Hier bietet sich also wieder eine Priifung fiir die Richtigkeit der Rechnung, ob 
é@ und § mit den aus der ersten Beobachtung gefundenen Werthen iibereinstimmen; 
auch muss w — uw = v"” — v werden }), 

Ks kommen jedoch die Formeln (14) und (15) erst, wenn definitive Werthe von 
4 und 4" und den entsprechenden Grissen durch Verbesserung der Hypothesen ge- 
funden sind, zur Anwendung, weil die provisorischen Werthe yon i und & fiir die 
Rechnung ohne Nutzen sind. 


Achtundfiinfzigste Vorlesung. 


Rechnungsbeispiel fiir die Bestimmung yon 7, / und /” nach den 
Formeln der yorigen Vorlesung. 


Nehmen wir zur Illustration der eben entwickelten Formeln das Material fiir 
Arethusa aus der 50. Vorlesung wieder zur Hand, so finden wir zunichst nach Formel 
1) und (2): 
oe ie Ay = 303° 43/ 41,29 

pe —— era Sen ee ONS « 
darauf aus (3): 

K = 307° 46’ 8”.08 

y == 45 48 13,10 


K" = 277 36 28 ,12 + 360°?) 
aft eee oa 1 1 B88. 
Ferner ergeben die Formeln (4): 
RE es 20 9 008 
Wee oUt esl sO 


OT a Oly 30) OL.,00 
N" Pp" — 49 24 0 67; 
ie aes NO’ == 25° 11! 45",74 
N’ CO! — 50 43 85 ,94 
g = 27 41 18,86, 
also aus (6): 
log (A" AR") = 8,656 2126 
log (4" RR") = 8,506 1624, 
log (4 4" R) = 8,0316723 
log (I Rh" R) = 9,483543 1. 


1) Ferner hat man: 


sin é! sin (vu! — v) Sime sin (v! -— v’) 
sinn  stn(N’ O” — N’P!— 2)’ sina” sin (z— NIC + N'P’) 
die hieraus folgenden Werthe von vo! — v und uv” — v’ miissen den auf die andere Art bestimmten 
gleich werden. ; : ; : ar 
2) Durch die Addition von 360° wird ein negatives A” — K vermieden und leicht méglichen 


Irrthiimern vorgebeugt. 


Berechnet man diese Gréssen zur Priifung auch nach den Formeln (40); 
(4" 4B") = sind cosy" + cosd siny” cos (% — K") 
(4A" RR") = sinD cosy” + cosD siny" cos (A — K") 
U. 8. W., 
so erhalt man: 


log (4" AR") = 8,656 2059 
log (A" RR") = 8,506 1607n 
log (4 4" R) = 8,0316782 
log (4 RR) = 9,483 5428. 


Die Differenzen mit den obigen Werthen entsprechen kleinen Bruchtheilen der 
Bogensecunde, die bei einer einigermaassen complicirten Rechnung nicht mehr zu ver- 
biirgen sind. Wir nehmen aus beiden Zahlen das Mittel. 

Werden die Formeln (3), (4) und (5) auch auf die zweite Beobachtung angewendet, 
so erhalten wir: 


| I 


K' — 2750 11’ 327,66 + 360° 
y = 28 51 45 48 
NT’ — 16 38 43,63 
N'P! — 53 44 14 ,94 
NO" — 27 35 41,53 
NIC” = 55 8 43,57 
et = 98 9 6 Tk 
N'C = 126 10 26,85 


iN Cer Oeste. hS 
g 1, 1040.14 
und dann ferner nach (7): 


l 


log! (ASR) =="6,202 1921 
log (1 RR") ==" 6194 105 4, 
log (4 4' BR) 8,036 238 3 
log (4 R' BR) 9,237 984 4. 
Die Formeln (8) ergeben fiir dieselben Gréssen der Reihe nach die Zahlen: 
8,292 1906 
8,194 1608, 
8,036 235 5 
und 9,237 983 8. 
Nach den Formeln (9) erhilt man: 
log (4R A") = 7,4145308 
log (4 A! A") = 7,591 9067 
log (4 R' A") = 9,1688477 
log (4 R" 4") = 2,410664 2. 
Dic vorletzte dieser Gréssen ist, wie wir gesehen haben, auch bestimmend fiir die 
Sicherheit, welche das Material der Bahnberechnung zulisst. 
Ks kommen jetzt die Formeln (11) und (12) an die Reihe; dabei wird: 


I! Il 


(Sah 
(4R4") =. ~ = + 0,0011968 
t R 
(AR" 4" ie ees 2¢ > 
< vz ) o” . Re = f 0,139 0645, 
Log 0 8,039 931 2 


q = 7° 58" 30"10, 
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demnach die Finalgleichung fiir den Winkel am Planeten ¢: 
(0,0011968 Q + 0,1390645 Q”) sinz# — 0,001 232710 sin(z — 79 58! 30,10). 
In der ersten Hypothese ist bekanntlich Q = Q" = 90” gu setzen; hiermit wird 
die Finalgleichung, da log ® &” —= 8,999 3845, 
sine = (8,9445387) sin (e — 7° 58’ 30,10), 
worin die eingeklammerte Zahl einen Logarithmus vorstellt. Die Lésung der Gleichung ist: 
ee ae oe A 9 
Ferner erhilt man: 
logr’ — 0,426 4086 
log 4' — 0,239 3468 
loge == 9,663 3497 
loge’ == 9,7340768 
und dann aus den Gleichungen (13): 


log 4 — 0,2221604 
log 4" — 0,272 4401. 
Nun ist offenbar: 
r? = R? + 4? + 2R Acos(NP — NT) 
Pas Ba + 4"8 + 2B" A" cos(NY PY! — NT"), 
also: 
logr — 0,4240050 
logr”’ —= 0,428 6268 }). 


Hieraus finden wir die Winkel am Planeten in der ersten und dritten Beobachtung, 
d. h. mit anderen Worten, den sphirischen Abstand des geocentrischen vom heliocen- 
trischen Orte pP und p” P”, da: 
__ Rsin (NP — NT) 


sin pP 
le. R' sin Og Pp! eS N" a) 
A Re sin pl Pp! A) 
demnach: 
(uo 2-36) 8225 
p PY = — 14 16 10 ,04, 
ferner: 


i ee ee Ne NP te ee 50! 13781 

p" rol — Ppt Cc! oo p" pt = N" rou acme N" Pp! + p" yee SS 12 56 34 sUh 
hieraus : 
12 gd 
sin 1/,(v" — v)? = sin 5 sin 1/,(p CO’ + pC’)? + cos “a sin 1/,(p C! — p" C')8 
oder: 

of — y=" 8!-49-51",70 
C= MALL BIB Ts 


Endlich ergiebt sich noch aus den Gleichungen: 


. ! or . ” . ”" ’ ELS . aes 
sin (v' — v) ae, sin(v’ — v) und sin(v" —v') = Sin (v v) 


== po a 4947 D4" 11 
po = ple 4 ol OT.69. 
1) Die Unterschiede dieser Zahlen gegen die in Vorlesung 50 und 56 erhaltenen erscheinen als zu- 


lassig, da es nur leichter Aenderungen in der letzten Stelle der Gréssen log (4 4! Ki), log (4 R R) bedarf, 
am sie zu heben, auch die schliessliche Darstellung der Beobachtungen durch sie nicht beeintrachtigt wird. 


Die Priifungsgleichung v’ — v + v"” — v! = v" — v erweist sich also hier bis 
auf die nicht zu verbiirgende Grésse von 0,10 befriedigt. 

Die Formeln (14) und (15) der vorigen Vorlesung kommen erst spater nach Ver- 
besserung der Hypothese fiir @ und @” zur Anwendung. 


Neunundfinfzigste Vorlesung. 


Transformation des Lambert’schen Satzes tiber die Kriimmung des 
geocentrischen Laufes '). 


Entwickelungen der letzten Vorlesungen setzen uns in den Stand, auch dem 
Lambert’schen Kriterium, nach welchem aus dem Sinne der Kriimmung des geocen- 
trischen Laufes eines Himmelskérpers zu erkennen ist, ob sein Radius vector r’ den der 
Erde R’ iibertrifft oder nicht, eine noch weit einfachere und unmittelbarer anwendbare 
Form zu geben, als dies von uns friiher bei Gelegenheit der Betrachtungen zur Olbers’- 
schen Methode geschehen ist. Wir machten schon dort (Vorlesung 33) auf den grossen 
Nutzen aufmerksam, welchen eine geeignete Form fiir die Versuche bei der Berechnung 
von Kometenbahnen haben kann. In der Beziehung forderten wir, dass die Sondirung 
von 7 nicht gar zu weit von dem fiir die Hauptrechnung zu fiihrenden Wege ableite, 
hauptsiichlich also durch Grdéssen gestiitzt werde, welche dieser Hauptrechnung nahe 
liegen oder selbst hineinfallen, und iiberhaupt, dass sie kurz sei. Da es aber auch 
schon an und fiir sich, ohne dass man gerade gewillt ist, die Berechnung der Bahn vor- 
zunehmen, bei Kometen ein Interesse hat, das Kriterium zu versuchen, so wird wo még- 
lich die anzuwendende Form so einzurichten sein, dass sie fiir den Gebrauch der Recta- 
scensionen und Declinationen nicht unbequemer wird, als fiir den der Langen und 
Breiten, damit man nicht néthig habe, die unverhaltnissmiassig lange Verwandlung der 
drei geocentrischen Oerter in Lingen und Breiten vorzunehmen. Allen diesen Anforde- 
rungen kénnen wir nun auf foleende Weise Geniige leisten. 

Nach dem Lambert’schen Kriterium miissen, wenn r’ < R’, also r’ — R’ negativ 
ist, der zweite geocentrische Ort und der zweite Sonnenort auf entgegengesetzte Seiten 
des durch den ersten und dritten geocentrischen Ort gelegten griéssten Kreises fallen; 
es miissen deshalb auch nach unserer Bezeichnung die Gréssen (4 4’ 4") und (4 RB’ 4") 
entgegengesetzte Zeichen haben; demnach wird in diesem Falle der Quotient 

(a RP") 

(4 thet) 
negativ ausfallen miissen. Im anderen Falle, wo r! — R' positiv ist, werden dem 
genannten Kriterium zufolge die Gréssen (4 4' 4") und (4 R' 4") beide auf eine und 
dieselbe Seite des gréssten Kreises fallen, also dasselbe Vorzeichen bekommen; der 
erwihnte Quotient wird also positiv. Es hat also dieser Quotient stets dasselbe Vor- 


zeichen von v’ — RF’, und man kann deshalb das Kriterium fiir beide Falle in dem 
Satze zusammenfassen, dass: 


1) Es versteht sich bei Behandlung dieses Gegenstandes wohl von selbst, dass die Anwendung 
des Kriteriums fir die Fille aufgespart werden kann, in denen der aussere Winkel an der Erde 
grosser als 90° wird, wie es meist bei Kometen vorzuliegen pflegt. 
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(AR' 4") |, 
(aaa — ®) 
in jedem Falle eine positive Grisse ist. 
Es wird nun aber nach den Formeln der 57. Vorlesung: 
(4 4' A") _ sind sin Dy + cos 0! cos Dy cos (oe! — Ao) 
(4 f' 4") sin D! sin Dy + cos D' cos Dy cos(A'— Ap) 
oon sin tg Dy) + cotg 0’ cos (a! — Ag) 
sin D! tg Dy + cotg D! cos (A! — ea 
Substituirt man fiir tg Dy seinen Werth: 
— cotgd cos(# — Ay) oder — cotg 8" cos(«!’ — Ao), 


so erhilt man: 
(4 R' 4") __ sin D' cotg D' cos (A! — Ay) — cotg 8 cos (% — Av) 
(4 4' A") sind’ cotg 0’ cos (« — Ay) — cotgd cos (@ — Ay) 
sin D' cotg D! cos (A' — Ao) — cotg 0” cos («'’ — Ag) 
sin 0’ cotg 0’ cos (o — A,) — cotgd" cos («/’ — Ay)’ 


oder auch, wenn man die Aehnlichkeit der Bildung dieser Grésse mit der des Olbers’- 
schen J noch etwas mehr hervortreten lassen will: 
(4R' 4") ers D’ tg D! cos (« — Ay) — tg8 cos (A’ — Ay) 
(J d4' 4") cosd’ tg 0" cos (« — Ay) — tgd cos (oe — Ay) 
cos D' tg D’ cos (u" — Ay) — tg 0" cos (A’ — Ap) 
cos 0’ tg d' cos (a — Ay) — tg 0” cos (&’ — Ag) 


Dureh die yorhergehenden Betrachtungen gelangen wir also mit Riicksicht auf die 
57. Vorlesung zu folgendem Satze: 

Sind «, 0, «, 0’, w’, 0" die auf den Aequator oder auch auf die Ekliptik bezogenen 
und einander benachbarten geocentrischen Oerter eines Himmelskérpers, 7’ sein Radius 
vector in der mittleren Beobachtung, A’, D’, R’ die Polarcoordinaten des Sonnenortes 
derselben Beobachtung, und Ay eine durch die Gleichung: 

a 1 . 
tg ¥/. (a — a) tg{Ay — 1/,(a” + o)} = ne 
definirte Grésse, so ist: 
cosD' tgdcos(A’ — A,) — tg D' cos(a — Ay) 
cos 0’ tg8cos(a — Ay) — tg’ cos(% — Apo) 
immer positiy. 
Denselben positiven Werth hat auch die Grosse: 
cosD! tg 8" cos(A' — Ay) — tg D' cos(a!' — Ay) ,, _ Rt 
cos 6! tg 8" cos(u’ — Ay) — tg! cos(a — Aj) i ; 
welche gut zur Priifung der Rechnung noch zugezogen werden kann. 
Noch bequemer zur Anwendung ist der vorhergehende Satz in der folgenden 


(' — R) 


Form: 
Hat die Grosse: 
cotg D' cos(A' — Ay) — cotg 0 cos (% — Ag) 
cotg 0' cos(u' —- Ay) — cotg 0 cos (a — Ap) 


oder auch die Grosse: 
coty D’ cos (A’ — Ay) — cotg 0" cos (al” — Ay) 
cotg 0’ cos (% — Ay) — cotg 0" cos (a'' — A)) 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie, 45 
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mit: 
cotg D 
cotg 0° 

: a ca ; ; je ay 

gleiches Vorzeichen, so ist 1’ — R’ positiv; im anderen Falle ist r R 


negativ. 
Beispiel: Gehdren die folgenden drei geocentrischen Oerter: 


1840 Jan. 0,0 Berl. Zeit . . . & == 253°30/4, 0 —= + 3° 8/2 
Jan. 40 |, » + « » Of == 260-90,8, 0) == 42 92,4 
Janu. S0 4 - 9.» 1 «Of ee, 266. 29,4) (07a dasoee 


einem Gestirn an, welches am 4. Januar der Sonne n&her war, als die Erde, oder einem 
von der Sonne entfernteren? Man findet nun die Rectascension und Declination der 
Sonne zu dieser Epoche aus dem Berliner Jahrbuch: 
A' = 2849232, D' = — 22948'2, 
ferner: 
Agi LOT 2. 

Ein ecinziger Blick auf die Glieder des Zahlers und Nenners zeigt, dass hier obige 
0 / 
cotg 0! 
war r’ — R’ negativ, das Gestirn der Sonne naher, als die Erde. Die obigen Oerter 
beziehen sich auf den Kometen 1840. I; fiir diesen wird logr’ — 9,79171, also in der 
That entschieden kleiner als log R’, welcher sich fiir jene Zeit —= 9,99267 findet. 


Quotienten positiv werden, also mit entgegengesetztes Vorzeichen haben, folglich 


Sechzigste Vorlesung, 


Kinige Bemerkungen tiber den Fall der Schleifenbildung im 
geocentrischen Laufe eines Himmelskérpers. 


Es diirfte hier, ehe wir die weiteren Vorschriften zur Berechnung einer elliptischen 
Bahn aus drei Beobachtungen erértern, am Orte sein, einige Bemerkungen tiber den 
Fall einzuschalten, in welchem ein Himmelskérper nach nicht zu langer Zeit za dem- 
selben geocentrischen Orte zuriickkehrt und demnach eine Schleife gebildet wird; denn 
dieser Fall verdient wegen einiger merkwiirdiger Verhiltnisse, welche dabei hervor- 
treten, unsere Aufmerksamkeit. Die Méglichkeit eines solchen Verhaltens im geocen- 
trischen Laufe, dass derselbe, auf ciner Karte oder Globus aufgetragen, sich selbst durch- 
schneidet, ist dem Leser wohl ohne Weiteres einleuchtend; auch hilt es nicht schwer, 
praktische Beispicle dafiir aufzutinden'), Ks kann sich sogar ereignen, dass bei dem 
ersten Material zu einer Bahnbestimmung, welches die Beobachter dem Rechner in die 
Hinde liefern, der erste und dritte geocentrische Ort sehr nahe in einen einzigen 
zusammenfallen und von dem Knotenpunkte einer Schleife wenig verschieden sind. 
Schon aus diesem Grunde verlohnt es sich, die Bedingungen einer Schleifenbildung 
etwas genauer zu untersuchen, besonders aber die Frage zu erértern, wie ein solches 


*) So stand Irene an den Tagen 1867, Januar 16 und Mai 4 an einem Orte, dessen angenaherte 
Rectascension gleich 945m 45s, Declination gleich + 26°41! war. 
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Zusammenfallen der ausseren geocentrischen Oerter auf die Bestimmbarkeit der Bahn 
einwirkt. 

Denn es wird dann die Lage des durch jene Oecrter zu legenden gréssten Kreises 
unbestimmt, und es liegt also nahe, zu vermuthen, dass die Bahnbestimmung selbst an 
solcher Unbestimmtheit leiden werde. Die folgenden Betrachtungen sollen die Richtig- 
keit der Vermuthung niiher nachweisen; sie werden uns ferner mit einer interessanten 
Higenschaft der Schleifenbildung bekannt machen. 

Die Wiederkehr eines Himmelskérpers an denselben geocentrischen Ort bedeutet, 
dass fiir die zwei verschiedenen Epochen die Verbindungslinien desselben mit der Erde 
einander parallel werden. Die beiden Verbindungslinien begrenzen dann mit der Erd- 
sehne und der Planetensehne zusammen ein Trapez, und es lisst sich die Ebene, in 
welcher dasselbe liegt, sehr leicht bestimmen. Offenbar wird dieselbe durch denjenigen 
gréssten Kreis repriisentirt, welcher durch die Richtung oder den Zielpunkt der Erd- 
sehne auf der Sphire und durch den Knotenpunkt der Schleife zu legen ist, in welchem 
die beiden geocentrischen Oerter zusammenfallen. In denselben vollig bestimmten 
gréssten Kreis fallen auch die Richtungen der Verbindungslinien zwischen je zwei 
Punkten der Planetensehne und der Erdsehne, folglich auch die Verbindungslinie zwi- 
schen denjenigen Punkten, in denen die Sehnen yon ihrem mittleren Radius vector 


geschnitten werden. Da die letztere Vig. 61. 

nun auch in dem durch den zweiten P 
geocentrischen und den Sonnenort oe 
gelegten gréssten Kreise liegt, so a ea 
findet in Betreff ihrer Richtung cia wh he 
keinerlei Unbestimmtheit statt, und ee 

wir kénnen daher ganz, wie in Vor- i Pe 

lesung 34, die Gleichung achten % Vs i 


Grades aufstellen, welche den mitt- 

leren Radius vector r’ oder den Winkel am Planeten, z, in der zweiten Beobachtung ergiebt. 
In Fig. 61 stelle wieder § die Sonne, 7’ die Erde, P den Planeten in derselben Beobachtung 
yor, 7) und Py seien beziehungsweise die Schnittpunkte der Sehne mit dem mittleren Radius 
vector bei der Erde und bei dem Planeten. Der Winkel P 7S ist nach friiherer Bezeichnung 
gleich 180° — 7’, der Winkel, welchen PT wid PT mit einander bilden, gleich dem 
Abstande des zweiten geocentrischen Ortes von dem obigen Durchschnitt zweier grésster 
Kreise oder gleich 6. Es wird daher Winkel Py 7) 7 = zy — 6. Bezeichnen wir noch 
SP, mit 7, SZ) mit Ry, so haben wir: 


; R’ sin x! Ry sin (y’ — 6) 
a a a a ical? 
Sin & sin (2 —- 6) 

To ao" eS) 
oder, wenn — = 1 — 5-4; gesetat wird: 

7 PAN a! 

(4 To oe oO! sin 22 R' sing’ R, sin(y’ — 6) 
r | er et ~ ae ae ———". a —=—' 
id 2 r'2 2 R%sinyz” sin zg sin (z-— 6) 


. ss oe . . : f “ fee 3 

Wir kénnen durch Auflésung dieser Gleichung die erste Naherung fiir 7’ und 2’ 
erhalten. Versuchen wir dann aber auch noch 4 und 4” durch die friiher gegebenen 
Formeln aus J’ zu berechnen, so stossen wir auf die Schwierigkeit, dass die Coéfficienten 
dieser Unbekannten in dem vorlicgenden Falle Null werden. Bald erkennen wir aus 
einer leichten geometrischen Betrachtung, dass diese Schwierigkeit nicht bloss in der 
angewandten Form, sondern in der Natur der Sache selbst liegt; denn wir kénnen durch 
den mit r’ gleichzeitig bestimmten Schnittpunkt der Planetensehne mit dem Radius vector 


45* 
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unendlich viele Sehnen der Art legen, dass die Theile derselben in dem angenommenen 
Verbiltnisse von n: 7” oder ®:  stehen. Demnach sind wir auch ausser Stande, zu 


° Be POY . = 
finden, welcher Verbesserung diese fiir — gemachte Annahme bedarf, und unsere Ope 
n 


rationen werden auf die Ermittelung eines sehr angeniherten Werthes fir r’ beschrankt. 
Eine solche yorliufige Kenntniss der Entfernung eines Himmelskérpers, wenn auch ohne 
die Bestimmung der Bahnelemente, hat schon an und fiir sich Interesse und ist ausserdem 
nicht ohne allen praktischen Nutzen. 

Ferner sehen wir uns noch zu folgenden Schliissen berechtigt. Ist, wie wir eben 
gesechen, bei der ersten Anniherung fiir r’ die Lésung eine bestimmte, so muss auch 
unsere Gleichung (1) der 54, Vorlesung immer dieselbe Lisung geben, wie wir den 
gréssten Kreis durch den ersten und dritten geocentrischen Ort, d. h. durch den Knoten- 
punkt der Schleife, auch immer legen mégen; denn jene Gleichung kann ein fehlerhaftes 
Resultat nicht liefern. Dies selbst dann nicht, wenn jener grésste Kreis durch den Ort 
der zweiten Beobachtung gelegt wird und also ~ verschwindet.. Es muss dann in Be- 
ziehung auf die demselben entsprechende Ebene: 

R' sino’ = cRsinw + ce! R" sino” 
sein, wobei @, w’, a” den Abstand der drei Sonnenérter von dem durch die Ausseren 
Beobachtungen gelegten gréssten Kreise vorstellen. 

Dieselbe Ebene schneidet aber offenbar fiir die Zeit der mittleren Beobachtung 
die Sehne der Erdbahn und die des Planeten in gleichem Verhiltnisse, und zwar in 
demjenigen, in welchem die Erdsehne von dem mittleren Radius vector geschnitten wird. 
Setzen wir diese Verhiltnisse, wie bei der Olbers’schen Methode, bei beiden Kérperu 
gleich, so folgt sogleich: 

cRsinw + c” RK" sinw”’ = 0; 
denn Rsin@w und R” sino” sind nichts Anderes, als die Projectionen der Abschnitte der 
Erdsehne auf eine zu der genannten Ebene senkrechte Axe und miissen demnach in 
demselben Verhaltnisse stehen. Wir haben also auch: 


R’ sin a' = 0, 
d. h. 


in welchem Resultate folgende merkwiirdige Eigenschaft des Knotenpunktes einer 
Schleifenbildung im geocentrischen Laufe enthalten ist: 

Verbindet man jeden geocentrischen Ort in der Schleife mit dem ihm 
entsprechenden Sonnenorte durch einen griéssten Kreis, so schneiden sich alle diese 
gréssten Kreise im Knotenpunkte der Schleife?). 

Diese Kigenschaft, welche zum Aufsuchen yon Knotenpunkten benutzt werden kann, 
lasst sich auch, allerdings auf indirectem Wege, aus dem Lambert’schen Kriterium 
iiber die Kriimmung des geocentrischen Laufes herleiten. Wir wissen, dass, wenn ein 
durch den ersten und dritten Ort gelegter grésster Kreis den Himmel in zwei Halb- 
kugeln theilt, der mittlere Ort mit der Sonne auf derselben Halbkugel liegt, wenn seine 
raéumliche Entfernung von der Sonne die der Erde iibertrifft, auf entgegengesetzter, 
wenn das Gegentheil der Fall ist. Dieses Kriterium wird, wenn auch zuweilen ein 
unbestimmtes, doch niemals ein falsches Ergebniss liefern diirfen, auch in dem Falle 
nicht, wo die Lage des gréssten Kreises willkiirlich wird. Wiirde nun nicht irgend ein 
als mittlerer angeschener Ort der Schleife mit dem Knotenpunkte und der Sonne auf 


1) Ks ist kaum néthig zu bemerken, dass sich dies bloss auf Schleifen yon massiger Ausdehnung 
erstreckt, innerhalb deren das oben gebrauchte Olbers’sche Princip nicht merklich Fehlachats sind. 
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demselben gréssten Kreise liegen, so wiirde es zugleich in unsere Willkiir gelegt, den 
Sonnenort und den geocentrischen Ort auf entgegengesetzte oder auf gleiche Halb- 
kugeln fallen zu lassen. Da dies aber offenbar widersinnig ist, so muss der obige Satz 
bestehen. 

Fiir die Praxis der Bahnberechnungen ergiebt sich aug dem Vorhergehenden, dass 
man bei dem Aussuchen des Materials die Anniherung an eine Schleifenbildung moég- 
lichst vermeiden muss; in den, iibrigens seltenen Fiillen, wo dies nicht angeht, steht 
wenigstens eine sehr angeniiherte Bestimmung des Radius veetor r’ zu erreichen. Letztere 
zu erhalten, bedarf es keiner besonderen Methode; die Gleichung (1) der Vorlesung 54, 
in welcher o’ dann so giinstig als méglich gemacht werden kann, reicht dazu aus. 


Kinundsechzigste Vorlesung. 


Encke’s Form der Fundamentalgleichungen. 


Eine in neuerer Zeit sehr in Gebrauch gekommene Methode zur Berechnung einer 
elliptischen Bahn aus drei geocentrischen Oertern riihrt von Encke her. Sie setzt die 
Oerter als in Linge und Breite gegeben voraus, daher wir zur Vermeidung von Con- 
fusion die im Vorhergehenden angewandte Bezeichnung in einzelnen Stiicken ‘ndern. 
Es bedeuten im Folgenden: 


A, 4’, dM die drei beobachteten geocentrischen Lingen des Planeten, 
B, B', B” die drei beobachteten geocentrischen Breiten, 
0, o', @” die drei curtirten Abstinde des Planeten von der Erde, 
L, L', L" die drei Lingen der Erde; 
im Uebrigen kann die friihere Bezeichnung beibehalten werden. 
Aus den drei bekannten Gleichungen: 
= c(gcosit + ReosL) — (0'cosd’ + R'cosL') + ce" (9" cosa” + R" cos L") 
0 = c(osind + RsinL) — (o'sin’’ + R'sinL') + c'(Q" sind” 4+ R" sin L") 
0 = cotgp — gtg Bp + oe" tg BY, 
welche die Lisung des Problems enthalten, eliminirt man gleichzeitig @ und @” dadurch, 
dass man die erste Gleichung mit: 
tg B sind” — tg B" sind, 
die zweite mit: 
tg B" cos — ty B cosa", 
die dritte mit: 
sin (A — A") 


multiplicirt und dann die drei addirt. Man erhailt auf diese Weise: 


0=c R [tgBsin(A”—L) —tg B" sin(A—L)|— B' [tg B sin (A" — L') ty B'sin(A —L’)] 
+ ¢! R" [tg B sin (A” — L") — tg B" sin (A — L")|— 9' [tg B sin (A" —A') 
— ty B’ sin (A" — A) + tg B" sin (A' —A)]. 
Um diese fiir die numerische Rechnung noch etwas unbequeme Gleichung zu ver- 
einfachen, fiihrt Encke den aufsteigenden Knoten K und die Neigung J des durch die 
jusseren geocentrischen Oecerter gelegten Kreises in Bezug auf die Ekliptik ein. Wir 


haben dann nach Friiherem: 


ey a eee ee 


0 —= Big FS aigip, 
sin (A" — K) tg J = tg B", 
wobei noch zu bemerken, dass J positiv und < 90° genommen werden kann. Sub- 


stituirt man in obiger Gleichung diese Werthe von ty und tg” und macht von dem 
Lemma Gebrauch, dass fiir jeden beliebigen Werth von w: 


sin (A"” — w) sin (A — K) — sin (A — w) sin (A” — K) 
= 1/, cos [(A” — A) — w + K]| — 1), cos [(A” — A) + w — K] 
= sin (A” — 2d) sin (w — K), 
so geht die Gleichung iiber in: 
0 =c R sin(a" — A)sin(L — K)tg J — R' sin(a” — A)sin(L’ — K)igd 
+ ¢’ R" sin (A" — A) sin(L" — K)tg J : 
— o' {sin(A"” — A) sin(A' — K)tg J — sin(a” — 2) tg B’}. 


Setzt man nun hier noch: 
sin(A’ — K) tgJ = tg B°, 
so wird nach Weglassung des gemeinschaftlichen Factors sin (A'’ — 4): 


sin (6" — B°) 
08 BY cos BY tg J 

Diese Gleichung spielt dann in der Encke’schen Methode dieselbe Rolle, wie in 
der Rechnung der 54. Vorlesung die Gleichung (1); sie dient, indem fiir ¢ und ¢’ immer 
mehr und mehr geniherte Werthe gesetzt werden, wenn 9’ durch r oder den bekannten 
Hiilfswinkel ¢ ausgedriickt wird, dazu, die Entfernungen des Planeten in der zweiten 
Beobachtung zu finden. 


-o' = R' sin (L/ — K) — cRsin(L — K) — ec" R" sin(L” — K). 


Encke bespricht bei Gelegenheit dieser Gleichung noch ausfiihrlicher die Noth- 
wendigkeit, schon bei der ersten Niherung in den Ausdriicken fiir n und »” die kleinen 
Glieder dritter Ordnung, oder was dasselbe ist, in denen fiir ¢ und ec” die zweiter Ord- 
nung zu beriicksichtigen. Wir wollen deshalb diesem Punkte hier auch einige Bemer- 
kungen widmen, welche dem Leser nach dem friiher Vorgetragenen leichter verstiindlich 
sein werden, und die wir aus diesem Grunde bisher wnterdriickt haben. Es liegt niimlich 


sehr nahe, zu glauben, man kénne in den drei Fundamentalgleichungen zwischen 9, 0’, 
” 


i , o : 
o” fiir ¢ und e’ einfach die Niherungen c = ry Md <¢ = ov cinsetzen und so aus 


diesen drei Gleichungen ersten Grades jene Abstiinde von der Erde herleiten. In den 
Irrthum, dass dabei eine brauchbare Niherung zu erhalten sei, sind vor Gauss und 
Olbers sogar namhafte Astronomen verfallen. Das Unzureichende eines solechen Ver- 
fahrens kénnen wir sogleich daran erkennen, dass wir fiir die Unbekannten nur eine 
einzige reelle Lésung bekommen kénnen, wihrend doch im Allgemeinen zwei ganz ver- 
schiedene Lésungen, die fiir die Erde und die fiir den Planeten, existiren miissen. Erst 
wenn wir in den Kntwickelungen fiir ¢ und ce” die Glieder zweiter Ordnung mitnehmen, 
Merwe: 9 oo Ral ee ee 
indem wir ¢ = 9 (1 -{- 7) vihate Ga eae 9 U I ao, setzen, erhalten wir, wie wir 
gesehen, eine Gleichung, welche vom achten Grade ist und fiir beide obige Lésungen 
Raum hat. Diese Gleichung kénnte man, wenn es Vortheil gewihrte, durch Benutzung 
der einen bekannten Wurzel um einen Grad erniedrigen; das Resultat dieser unserer 
Ueberlegung betindet sich demnach in Uebereinstimmung mit dem yon Lagrange aus- 
gesprochenen Satze, dass die Finalgleichung fiir r’ mindestens yom siebenten Grade sein 
miisse, um eine brauchbare Naherung zu liefern, 
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a 
Ausserdem wiirde die Annahme c — “i c' = 5 die Folge haben, dass ec + c” 
= 1 wiirde und die Ausdriicke fiir die Coordinaten des zweiten heliocentrischen Ortes: 
a! = ca + ce’ x" us. w. zugleich einem Punkt auf der Sehne, in welchem diese vom 
mittleren Radius vector geschnitten wird, zukiimen. Wir vernachlissigen also mit solcher 
Annahme die Kriimmung der Bahn, indem wir das zwischen der Sehne und dem Bogen 
liegende Stiick des Radius vector gleich Null setzen, also gerade dasjenige Stiick, auf 


welches das Lambert’sche Kriterium tiber 7 sich stiitzte. Wir erkennen also auch 

; id eo ; 

hieraus, dass das Glied mit aps in der ersten Niherung nicht entbehrt werden kann. 
r* 


Der grosse Erfolg der Olbers’schen Methode im Vergleich zu anderen Vor- 
schligen, welche Olbers in seiner Abhandlung erértert, griindet sich im Wesentlichen 
" a” 
. c ate 
darauf, dass der Ausdruck fiir M oder © nur von © abhangig ist, aus welchem Ver- 
c 


A 


; die os i ae 
haltniss das beriicksichtigte Glied Orr wieder herausfallt. 


Zweiundsechzigste Vorlesung. 


Fortsetzung der Entwickelung zur Eneke’schen Methode. 


Um die Finalgleichung fir r’ in der vorigen Vorlesung fiir die Rechnung zurecht 
zi legen, fiihren wir mit Encke nach dem Vorgange von Gauss die Gréssen: 
" " 
= — = (= — —1)2r? 
p=", g=(5+%5-1) 
ein, womit die Bedeutung von P und Q fiir alle Naherungen festgestellt ist. Setzt man 
nun der leichteren Uebersicht wegen: 


sin (B’ — B°) 


oo = ee 
tg J cos B° 
Rsin (L — K) 
b= 
a 
R’ sin (L' — K)*) 
Se 
R" sin (L" — K) 
d= OO, 
a 


so geht jene Finalgleichung tiber in: 


: b Pd 
p=? Teel ta) 
Es ist aber, wenn wieder x’ den Winkel, welchen die zweite Beobachtungsrichtung 
mit der Verlangerung des Radius vector der Krde bildet, d. h. den fiusseren Winkel an 
der Erde vorstellt: 


i di i 6) » fritheren For i Z rmeiden ist. 
1) Wobei die Verwechselung mit der Grosse ¢ unserer friitheren Formeln leicht zu ve 
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fie Lael ee re 
72 —— Riz + 2 ne cosy = cos BB 


ray = — Roos y! + fr? — R? sin x”. 


Setzt man noch zur Abkiirzung: 


oder: 


esr 5 aes. 
14+ Pp 
c— co =k? 
CuO — 10, 
2 
so hat man die Doppelgleichung: 
/ 0 
Go sao ve = — Rcoosy7 £ Vr? — R?2 sin 7?, 


cos Bl im 
welche nach Wegschaffen der Wurzelgrésse die Gleichung achten Grades: 
7? — [(k° + R’cosy')” + R” sin of |r* 4+ 219(ko + RB’ cosy')r® — 1” = 0, 
ergiebt. Letztere Gleichung wird dadurch vereinfacht, dass mittelst der Gleichungen: 
R siny’ = wsing 
ko + R' cosy’ = woos gq, 
die Hilfsgréssen w und qg eingefiihrt werden; sie wird dann: 


re — u'r? + 2 ucosqr”® — 1 = 0, 
oder: 


r= (ur? — 1° cos q)° +. 1° sin g?. 
Da demnach auch erlaubt ist, emen Hiilfswinkel € so einzufiihren, dass: 
r't sin € = 19 sing 
4 cos § = prs — 1 cos q, 
so hat man nach Elimination von r’4: 


wr’3 sin § = 1 sin (§ + q) 


oder, wenn man diese Gleichung in 7’! sin § = 1° sin q dividirt: 
y! sin q 
= SS Se 
ein +4) 
folglich: 
eae sin q R' sin x! 


sin(€ + a) sin(€ + a)’ 
und endlich also: 
; 1° sim q 19 
=a ein: a7, e 4 
sin § = Tae oar amar sin (§ + g)4 


Ks ist aber offenbar der Winkel € -+ q nichts Anderes, als der von uns mit ¢ 
bezeichnete Winkel am Planeten in der zweiten Beobachtung, da ja: 
il, gam 2 Rising! 
sin (§ + q) sin 2 
Wir gelangen somit wieder auf die uns bekannte Gleichung: 
sin (2 — q) = msin et, 


: 19 3. 
wobei m = ~ der Kiirze halber gesetzt ist. 


wR sin x’ 
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Von der ausfiihrlichen Discussion der Wurzeln dieger Gleichung, wie sie Encke 


nun vornimmt, sehen wir ab, weil der Gebrauch der Curve achten Grades: 
—_— 3 
A (1 7 a”) a) 
welche, wie wir wissen, in ihren Durchschnitten mit einer gegebenen Geraden die reellen 
Wurzeln der Gleichung liefert, uns dieselbe auf einfache Weise entbehrlich macht. 


Deshalb gehen wir gleich zur Entwickelung der Encke’schen Formeln fiir die 
Berechnung von @ und @” aus Q! iiber. 


Dreiundsechzigste Vorlesung. 


Fortsetzung der Formeln der Encke’schen Methode. 


Wenn aus den beiden Gleichungen: 


" 
Os =; (@ cosd +- Roos L) — (0' cosa’ + R' cos L') + 7 (e" cos" + R" cos L") 


7 
i= =; (o sind + Rsin L) — (0'sin’’ + R' sin L’) +5 ole A" 4+. R" sin L’’) 
durch Elimination von e” ein Ausdruck zwischen @ und 9’ sere wird, so erhalt man: 
n . aes 0 afi n! Wir ( A te 
n en tae) es R sin (A" — L) — R' sin (A" — L’) + wre sin ( ) 
n° sin (A” — 2d) es sin (A"” — 2) 


Nach den friiheren Entwickelungen ee 61) aber ist: 
~ “ Rein (L — K) — R'sin(L' — K) +- -; "RI sin (L" — K) = — asec B’ o’. 


Substituirt man den hieraus zu entwickelnden Ausdruck fiir ¢” in die vorhergehende 
Gleichung, so geht der Ausdruck: 


= Resin (A" — L) — R'sin(A" — L!) + — R"sin(a” — L") 
iiber in: | 
qo sin (at — 7) 
~ cos p! sin (L" — K) ° 
~; 7B 
-f mT 7 —Ry * {sin (A” — L) sin (L!" — K) — sin (A" — L") sin (L — K)} 
sin 
: i Q {sin (A” — L/) sin (L" — K) — sin (A" — L") sin (L'— K)}, 
sin -- 
oder, nach dem schon friiher (Vorlesung 61) benutzten Lemma, in: 
Some 
Ee ee ee eT! 1) gin (dh 
~ cosp’ sin (L/' — K) as sin (L" — K) ms pee ) 
! 
: ae ron sin (L!' — L’) sin (A" — K), 
sin — 


> 
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d. hein: 
ao! sin (A — L") 4 sin (A" — K) {n 
cos’ sin (L" — K) sin(L" — K) \w 
Zur Abkiirzung setze man: 
RR" sin (ZL — L') _ R' sin(L" —L’) 
RR" sin(L” —L) RK sin(L” —L) 
RE sin(l' — Ll) __ R sn (ii — DB) 
RR" sin (L" — L) RR" sin (L" — L)’ 
so wird der Ausdruck zur Berechnung von @ aus Q’: 
__ fsin (A" — 0) a® sec B' sin (A” — L")\ wg! 
~~ \sin (A” — A) sin (A" — 2) sin (L" — K)Jf on 
a p sine" == D) sin = Kh) {Nw | 
sin (A"” — A) sin(L"— kK) | n ’? 
und ferner fiir 0”, durch blosse Vertauschung der Accente zu erhalten: 
» __ fsin (a! — A) a sec B’ _— sin (A — L)\ w'Q' 
(sin (A” — A) sin (A" — A) sin(L— K)f n” 
, sin (L" — L) sin(A— K) f[N"nW il. 
ae sin (A" — A) sin(L — K) | n" if 


R sin (L" — L) — R' sin (L" — 1| . 


We 


NY — 


" 

Von der Olbers’schen Methode her ist uns bekannt, dass das Verhiltniss ce 

bis auf sehr kleine Gréssen héherer Ordnung hinauf gegeben ist, mit anderen Worten, 

dass das von Q’ freie Glied dieser Ausdriicke im Vergleiche zu den anderen ausser- 

ordentlich klein wird. Der Vortheil der vorgenommenen Umformung ist hiernach sehr 
einleuchtend. Zu grésserer Uebersichtlichkeit setze man: 


sec pi cay RR" sin (L" = BZ) __ , 
n(n ah) asin =a) 
_ sin(a" — 4’) R" sin (4" — L'") 
ses sin (AU — a) ie d 
n _ sin (al — A) R sin (A — L) 

a es sin (A” —- d) oe b 
sin (A" — K Rsin (L — Kk 

UM, =) ss yy —_ lt as 
, » Wobei: 

ag — y, 5 (4 — K) ,_ R" sin(L" — K) 

HR eee 


ist, so wird: 


e=m fo +H, (= x 1) 


Q' N" 

eo" = MA" | + UM," (= a 1). 

os ist noch zu bemerken, dass die Grossen M,, My, M,", M,", ebenso wie N 
und N”, von jeder Hypothese unabhiingig sind, daher zur reinen Vorbereitungsrechnung 
gehoéren, 

Nachdem so gezeigt worden, wie dic Entfernungen des Himmelskérpers von der 
Erde wie yon der Sonne zu finden, giebt Encke die uns bekannten Formeln zur Be- 
rechnung der heliocentrischen Polarcoordinaten und der Lage der Bahnebene. Wir 
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kénnen dieselbe hier tibergehen. In spiiteren Vorlesungen haben wir uns auch noch 
mit der Aufgabe zu beschiftigen, wie die bei der ersten Hypothese angenommenen 
Werthe von ¢ und c” zu verbessern sind. 


Vierundsechzigste Vorlesung. 


Zusammenstellung der Formeln der Encke’schen Methode fiir die 
Bestimmung der Entfernungen, sammt Rechnungsbeispiel. 


Encke theilt die Vorbereitungsrechnungen zur Bestimmung der Bahn eines Himmels- 
kérpers in drei Abschnitte, welche durch ein Beispiel unter Zugrundelegung der fol- 
genden Beobachtungen erliutert werden. 


eS tur 1847 Juli 542671 Berl. Zeit Juli 10,41048 Juli 16,39150 


TS at | se es 2569 8! 40,9 2559 13/ 28"6 2540 20' 181 
RR Be oe ay 4+ 189 41’ 5/3 + 18° 3'56"4 + 17°15! 35%1 
(7 8d 7) Dee ee 2839 9! 19/7 2879 54! 324 2989 36’ 59,8 
log R, log R’, log R" . 0,007 1570 0,0071111 0,006 9788 1). 


Fiir Abschnitt I. berechne man: 
oe =k — ¢) 
a =f (t" — t) 
a" =k(t — 2), 


N R' sin (L’ — 


‘ I 
R " sin(L” — L) 
yt — R' sin (L =a0) 
e Rk" sin (L" — L) 
pe ee 
ch sae sin (A’ — L') 
tg (A' — L' 
SiG ae Ae eee , 
cos Y 
wobei 7/ < 180° und so zu nehmen ist, dass cosy’ mit cos(A’ — L’) cinerlei Zeichen 


hat. Der logk ist bekanntlich 82355814. 
Im gegenwirtigen Beispiele findet man: 


log ® = 9,0123567 log N = 9,7385266 
log ® = 9,2755817 log N"” — 9,6594867 
log ®” — 8,9331394 x’ == 86° 51! 147.67, 


welchen Zahlen man noch gleich hinzufiigen kann: 
log R' cosy’ == 9,9102910 
log R' sin y’ = 9,7851024. 


Fiir den Abschnitt II., die Aufstellung der Finalgleichung fiir 0’, berechne man: 


') Hs ist dies Material schon von dem Einflusse der Parallaxe, der Aberration u. s. w. befreit 
worden, die dazu dienlichen Formeln giebt Encke bei derselben Gelegenheit. Berliner Astronom. 


Jahrbuch fiir 1854, 
46* 
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sin [1/, (A" + 2) — Klig J = sm (P 5 + sec 1/, (A" — A) 


sin (B" — B) 
cos [3/s (A" im A) = K| tg J — Qcos B cos B” COSEC 1/, (A' — a), 


in welchen Formeln J < 90° und positiv genommen wird, ferner: 


tg Bo = sin (A’ — K) tod, 
sin (6 — Bt) 


oss 
cos B° tg J 
_ Rsin(L — K) 

i 7 

R’ sin (1) — K) 
= aa 

R" sin (L" — K), 
@) f= 70 } 


Die numerische Rechnung ergiebt hier: 
K = 2849 49'53",15 logb = 2,5779016 
logtg J = 9,9686905 loge = 2,6073742 
Bor 157 50701 logd = 2,636533 9. 
log a® = 7,3025279 
Der Abschnitt III. der Vorbereitungsrechnungen enthalt die Bestimmung der Coéffi- 
cienten in den Gleichungen zwischen @ und 9/, sowie zwischen 9” und 9’, namlich von: 
S sec 
ae Gy 
RR" sin (L" — LT) 


ha Gh ain (A” — 2) 
a A R" sin (A" — LI") 
he ei Cin cs d : 
apt sin (A' — 2) f. Resin (A — L) 
gece) (i mney b 
Mo =h sin (A" — K) 
: d 
- sin (A — K) 
M, = h ——-—___ 
2 h b ’ 
fiir welche man hier findet: 
log M, = 9,7326119 log M, = 0,3591550,, 
log M," = 9,6709014 log My!’ = 0,4546085,. 


Tiermit sind denn die Vorbereitungsrechnungen der Encke’schen Methode beendigt. 
Kinen Abschnitt IV. nach der Encke’schen Eintheilung macht die nun folgende 
Bildung und Berechnung der ersten IHypothese aus; es wird darin: 


1 mI = . .@ . . ’ s 
) Encke bemerkt an dieser Stelle: ,der Winkel §° muss mit der gréssten Genauigkeit be- 
$ ; « . ee 1 = 10 é 
stimmt werden“, und giebt in der That denselben nachher zu 17° 57/50” ati an. Es kann aber, wie 
auch schon Hansen bemerkt hat, nichts niitzen, diese Hiilfsgrésse mit grésserer Genauigkeit als die 
iibrigen zu berechnen, es sei denn, dass man beabsichtige, f’ oder die Breite der mittleren Beob- 
achtung mit um so viel grésserer Schiirfe darzustellen, als die tbrigen Data, was aber selbst wiederum 
zwecklos wire. Dies erhellt hinreichend aus dem Umstande, dass in der obigen Formel fiir a° der 
Sinus der Differenz fp’ — p° vorkommt. 


PS a Q=— oO " 
gesetzt, und dann: 
oo a Oo Pa 
irae p 
ko = ¢ — ¢? 
9 = 1/09 
using = R' siny 
uwcosg = k® + R'cosy’ 


1° 
wR sin x 
abgeleitet. Der Quadrant von q ist so zu withlen, dass « mit 1° ecinerlei Vorzeichen 
hat. Man lost darauf durch Versuche die Gleichung: 
sin (2 — q) = msinet 
unter der uns schon bekannten Bedingung, dass ¢ > 0 und < y' werden muss. 
Die numerische Rechnung liefert uns diesmal: 
log P = 9,9207827, log Q = 7,9454961 
loge® = 2,6055360 


logh® = 0,2330642 
logl® — 0,2500021 
logu — 0,4143456 


logm == 0,4803493 

gq = 138° 34’ 54",13, 
und durch Auflésung der Endgleichung: 

# == 14°12! 38",24, 
welches hier die einzige mégliche Lésung ist. 

Es folgt hierauf Abschnitt V. der Encke’schen Kintheilung, bestehend in der 

Ermittelung von 7’, 9’, der Verhiltnisse der Dreiecksflichen ¢ und c” und von g und 9", 
wobei die Formeln zu gebrauchen: 


fon; ! 
,  hsny 
p= aa 
Sin & 
hr t 
0 Rk sin (Y a #) . RI 
e = : cos B', 
Sin & 


1=(14 98) rip 


Oe oP: 
t 
aes (= 1) mh, 


€ 
; ! Nt 
0” ——_ M,"” a of (SF — 1) M,". 


Die numerischen Werthe sind: 


o =" 


logr’ = 0,3950737 loge’ = 9,6576827 
log 9’ — 0,1805822 logo — 0,1738041 
loge = 9,7369000 log 0” — 0,1904926. 


1) Hier ist wieder darauf aufmerksam zu machen, dass die Verwechslung mit der Hilfsgrésse ¢ 
der Vorbereitungsrechnungen zu vermeiden ist, 
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Fiinfundsechzigste Vorlesung. 


Hansen’s Form der Bestimmung der Distanz eines Himmelskorpers 
aus drei Beobachtungen. 


Eine neuere, deshalb verhiltnissmissig weniger bekannte Form der Bahnberechnung 
aus drei Beobachtungen rihrt von Hansen her!). Da diese Arbeit zu dem Bedeu- 
tendsten gehért, was tiber das vorliegende Problem geschrieben worden ist, so geben 
wir sie hier in den Hauptziigen wieder. 

Es bedeuten 2, y, 2 die rechtwinkligen heliocentrischen Coordinaten eines Planeten 
(oder Kometen), + den Radius vector, w den Winkel zwischen dem Radius vector und 
dem aufsteigenden Knoten der Bahnebene in der Ekliptik, also das Argument der Breite, 
i die Neigung der Bahnebene, sowie J die heliocentrische Linge, so sind =, 4, = die 
Cosinus der Winkel, welche der Radius vector mit den drei Coordinatenaxen bildet, 
und man hat nach einer dem Leser gelaufigen Formel: 


x = r cos u cos & — rsinucosi sin 83 
y = reoosusin 2 + r sin wu cosicos $d 
2=PTsinu sini. 


Aus diesen und den analogen Gleichungen fiir einen zweiten und dritten Ort leitet 
dann Hansen die von uns schon mehrfach benutzten Relationen: 


0= na — nal + n'a!" 
O=ny—ny + n'y" 
0 = ne — we + ni z2" 


ab; diesen Theil der Hansen’schen Entwickelungen kénnen wir iibergehen. 

Bedeutet wieder 4 die geocentrische Linge, 6 die geocentrische Breite, @ die auf 
die Ekliptik projicirte Entfernung des Planeten von der Erde, Z die heliocentrische 
Lange der Erde, R den Radius vector der Erde, so kénnen die Ausdriicke fiir die recht- 
winkligen Coordinaten des Planeten auf foleende Form gebracht werden: 

a2 = @cos(A — é«) + Reos(L — 8) 

y = osin(A — s) + Rsin(L — 8) 

2 = otg B, 
vorausgesetzt, dass dic Wahl der X-Axe in der Ebene der Ekliptik noch frei steht und 
dieselbe so getroffen wird, dass- dieser Axe die Linge ¢ zukommt (die Lingen, wie 
immer, von dem Friihlings-Aequinoctium an gerechnet), Es ist hiernach ¢ eine ganz 
willkiirliche, spiter nach Bequemlichkeit zu bestimmende Grésse. Wird nun in die 
Fundamentalgleichungen : 


0 = na — ne! + ne" us. w. 


substituirt, so werden dieselben: 


0 = ne cos(A — &) — n' Q' cos(A’ — &) + n! 9" cos (A" — 8) 
+ ”Reos(L — &) — wm R'cos (L' — «) + nl R" cos (L" — 28) 


-)) db den Berichten tiber die Verhandlungen der kénigl. s&ichsischen Gesellschaft der Wissen- 
schaften zu Leipzig. Mathematisch-physikalische Classe. 15. Bd. 1863. 
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0 = nesin(A — &) — n' Q'sin(A’ — &) + wn! 9" sin(A” — 28) 
+ a Rsin(L — &) — w R'sin(L' — 8) + n" R'sin(L" — «) 
0 = netgB — w o'tg B' + nl 0" tg B". 
Eliminirt man das eine Mal 9”, das andere Mal 9, so erhiilt man: 
yn! E t RI" ; U " 
= — a g’.+ ut . [Rr sin (IL — &) — ~ R’ sin (L' — 8) + ~ R sin (I! —8)| | 
( 1) 
,. « E" wh {# ... See OCR ee ae ( 

i a Q! 5 rae R sin (I — &) — a7 R' sin (L' — &) + R" sin (L" —»| 


i 


- 


welchen zur Abkiirzung : 


E = tg B'sin(a" — e) — tg B" sin(a’ — €) 
E' = tgB sin(A" — &) — tg B" sin(A — 8) 
E" = tg sin(a’ — &) — tg B! sin(A — 8) 


gesetzt worden ist. Die Gleichungen (1) dienen, wie die ahnlichen Gleichungen, welche 
wir frither abgeleitet haben, dazu, @ und 9” zu bestimmen, wenn n, n/, n’ und Q! be- 
kannt sind; nur muss man sich daran erinnern, dass diese Gleichungen (1) schon fiir 
die Ekliptik specialisirt sind. Ausserdem ist aber noch zu bemerken, dass bei beiden 
Gleichungen keineswegs derselbe Werth von ¢ eingesetzt zu werden braucht, denn es 
kann ja schon bei der obigen Elimination von e” aus den drei Grundgleichungen ein 
anderer Werth von € substituirt gedacht werden, als bei der Elimination von @, da beide 
Eliminationen getrennte Operationen sind. 
Sollen @ und 9” gleichzeitig aus den obigen drei Fundamentalgleichungen eliminirt 

werden, so multiplicire man: 

die erste mit ty B sin (A" — €) — tg B" sin(A — €) 

die zweite mit — tg Bcos(A” — e) + tg B’ cos(A — €) 

die dritte mit — sin (A" — 4), 


und addire die Producte; es ergiebt sich dadurch: 


if 
Kae et, PG bir 6 eek OE 
wobei zur Abkiirzung: 
K = tg Bsin (a" — 1’) — tg B' sin (A" — A) + tg B" sin A’ — A) 
A = R {tgBsin(4" — L) — tg B" sin (A — L)} 
B = R" {tg Bsin (A" — L") — tg B" sin (A — L")} 
C = RF {tg Bsin (A" — L') — tg B" sin (A — L')} 


gesetzt ist. Dies ist die Gleichung, welche zur Bestimmung von 9’, unter Anwendung 
" 
‘ Bqses 7 ” : “a 
der uns bekannten Niherungen fiir die Verhiltnisse gf und re der Dreiecksflichen ge- 


braucht wird, und welche der Leser in den friiheren Vorlesungen schon in ganz ihn- 
licher Form kennen gelernt hat. Wir wissen speciell aus der 54. Vorlesung, dass 4’ 
und deshalb auch 9! in dieser Gleichung mit siny’, d. h. mit dem Sinus des Abstandes 
des mittleren geocentrischen Ortes von dem die dusseren Oerter verbindenden Kreise 
multiplicirt ist, woraus unmittelbar folgt, dass das K der Hansen’schen Gleichung (2) 
zu Null werden wird, wenn die drei geocentrischen Oerter in einem gréssten Kreise 
liegen. In der That ist es auch sehr leicht, auf andere Weise direct nachzuweisen, 
dass die Gleichung: 
0 = tgBsin (A” — v) — ty B' sin (A" — A) 4+ tg B' sin (A — A) 

die Bedingung fiir eine solche Lage der drei Oerter ist. Denn bezeichnen wir die 
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Neigung des durch den ersten und dritten Ort gelegten gréssten Kreises gegen die 
Ekliptik fiir einen Augenblick mit 7, die Linge seines Durchschnittspunktes oder Knotens 
auf der Ekliptik mit #7, so muss, damit cin soleches Verhalten cintrete: 

igB =tgnsn(A — I) 

tg B’ = tgnsin(A’ — H) 

tg B" = tgysin (A" — H) 
sein, aus welchen drei Gleichungen die obige dadurch hervorgeht, dass man die erste 
mit sin [A” II (A H)|, die zweite mit — sin [A” — H — (A — H)], die 
dritte mit sin [A’ — H — (A — H)| multiplicirt und die Producte addirt. Nach dem 


bekannten Lemma, dass fiir irgend drei Winkel a, «, o’: 


sina sin (a — a) — sino! sin (oe — a) + sino!’ sin (a! — «) = 0, 
ist auch die Summe der eben gebildeten Producte gleich Null, wie bewiesen werden sollte. 
Im Uebrigen ist uns schon aus den friiheren Vorlesungen bekannt, dass das Ver- 
schwinden von A, d. h. von w’, an und fiir sich fiir die Bestimmbarkeit der Bahn ohne 
alle Bedeutung ist, so lange nicht auch der obige Coéfticient C’, d. h. sin w', der 
54. Vorlesung zu Null wird. Findet Letzteres statt, so ist das Material fiir die Bahn- 
berechnung aus den drei Oertern nicht zu gebrauchen. Auch sieht man leicht ein, dass, 


wenn C = 0 wird, jedesmal bis auf Griéssen héherer Ordnung genau K = 0 werden 
muss; denn entweder ist dann in der Gleichung (2): 
n n 
» 
Sy A -t we B 


schon fiir sich gleich Null, d. h. nach Vorlesung 54: 


” 
nN ; VM : 
|= Rsinw + — R" sinw" = 0, 
n n 

” 
; ! : n n 
woraus J’ sin py! = 0, also v! = 0 oder K = 0 folgen wiirde; oder aber = A + — B 
n n 


ist von Null verschieden, dann muss, da jedesmal, wenn w’ oder C verschwindet, die 
Lésung unbestimmt werden muss, sin ~’ oder K gleich Null werden, weil man sonst 
eine bestimmte Lésung entgegen den friiheren Siitzen erhalten wiirde. 

Hansen beweist noch in seiner Abhandlung den fiir diese Art yon Untersuchungen 
so wichtigen Satz: 

»Wenn sich sowohl der Planet wie die Erde in gerader Linie so bewegen, dass 
die Dreiecksflichen, die von den Radien beschrieben werden, den Zwischenzeiten pro- 
portional sind, so liegen alle geocentrischen Oerter des Planeten in einem gréssten 
Kreise.“ 

Da wir diesen Satz, besonders im Absehnitte IN. (iiber Meteoritenbahnen) noth- 
wendig gebrauchen, so seien demselben hier noch einige Bemerkungen gewidmet. 

Die Voraussetzung des Satzes ist keine andere, als die, dass der Planet und die 
Krde gerade Linien mit constanter Geschwindigkeit durchlaufen, welche um so niiher 
erfiillt ist, je kleiner der yon beiden beschriebene heliocentrische Bogen oder die Zwischen- 
zeiten der Beobachtungen sind; denn die Voraussetzung verlangt, dass: 


nm o 
vn 
n! oO 
aylt ons gl? 


oder: 


— $3869 — 
und ausserdem: 

n 

yl i ae 
sowohl fiir den Planeten wie fiir die Erde; dies ist aber auf andere Weise nicht moéglich, 
als dadurch, dass der heliocentrische Bogen mit seiner Sehne zusammenfillt und diese 
yom mittleren Radius vector bei beiden Kérpern der Zeit proportional getheilt wird. 
Von der Olbers’schen Methode her ist uns aber noch bekannt, dass, wenn Punkte von 
solcher Beschaffenheit auf beiden Sehnen mit einander verbunden werden, die Richtung 
der Verbindungslinie stets auf einen Punkt des durch die iiusseren geocentrischen Oerter 
gelegten gréssten Kreises zielt. Es muss also unter der gemachten Voraussetzung der 
geocentrische Lauf mit einem gréssten Kreise zusammenfallen. 


Sechsundsechzigste Vorlesung. 


Fortsetzung der Entwickelung fiir die Formeln der Hansen’schen 
Methode. 


Die Betrachtungen iiber die Ordnung der Coéfficienten K, A, B, C der Gleichung (2) 
(65. Vorlesung) in verschiedenen Fallen, welche Hansen bei dieser Gelegenheit anstellt, 
diirfen wir hier iibergehen, da wir das Wichtigste davon schon beriicksichtigt haben, 
: ; , ; Pee a Bisa ? 
desgleichen die Reihenentwickelungen fiir — und —; uns ist hier zunichst nur an der 
a} n 
Umformung der Grundgleichungen gelegen, durch welche dieselben fiir den Gebrauch 
bequem gemacht werden. Bei der Gleichung (2) (65. Vorlesung) hat man nichts weiter 
zu thun, als, nachdem man sie in der Form: 


a A 4 We eB C 
-, nm Kcos B' K cos p' 


nw’ Kcos p' 
geschrieben, wobei 4’ die bekannte Bedeutung hat, anstatt der Verhiltnisse von 2, 
n', wn’ zwei andere Gréssen P und @Q einzufithren. Nach dem Vorgange von Gauss 


setzt man: 
n yw! 
nv 


=~, g=ors(5* —1), 
wonach dann obige Gleichung tibergeht in: 
otes tsk 
K(1 + P) Dy" 
Pee Ogee) a ea LP) 
—— <= —+—___“. /f' cos ——_“ —— ], 
ors A+ BP a ay pa Ws 
Ilier werden nun wieder die Gleichungen : 


R' sin (y' — 2#’) 


’ 


) = acs pl + Pe nae OR VGE) 


oo 


oder: 


Aa = 
sin 2 
>! 5 8 {} 
yak sin x 
sin 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie, 47 
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benutzt, wm 4’ und * durch den fiusseren Winkel an der Erde in der zweiten Beob- 
achtung, y', sowie durch den Winkel am Planeten in derselben Beobachtung, ¢’, aus- 
gudriicken. Die Gleichung (1) nimmt durch diese Substitution fiir 4’ die folgende 
Form an: 

Q sin z' &- K R' cos BI sin (y' — e') + Csin z! (1 + P) Seri 
Q7'3 A+ BP 


Setzt man hier: 


Ssing = KR' cos f' sin x’, 
Scoso = OC — KR’ cos B' cos y', 


so erhalt man: 


eee as Tt Ssin (2! + 6) — sin 2’, 
und wenn ferner: 
Te Ssin6 — Qsingw 
i Scos6 — 1 = &cos@ 
EES es 


gesetzt und jetzt auch r’ durch 2’ ausgedriickt wird, fiir die Finalgleichung der Be- 
stimmung von ¢’ oder 7’: 
M sine!t == sin (2 + ©) aoe eS Se eee 


Es ist leicht zu erkennen, dass — @ mit unserem friiheren qg identisch sein muss, 
weil die ganze Gleichung mit der friiher erhaltenen iibereinstimmen muss, wie denn 
verschiedene Wege immer bei dieser Gleichung achten Grades wieder zusammentreffen. 
In der ersten Auflésung derselben oder der ersten Hypothese iiber P und Q hat man 
zu setzen: 


Q— oe". 


Um nun auch die Formeln (1) der vorigen Vorlesung, welche aus dem gefundenen 
o' oder 4’ @ und @” ergeben, in bequemerer Gestalt zu haben, besonders aber die Tren- 
nung der hypothetischen, d. bh. von P und Q abhingigen Glieder yon den itibrigen zu 
bewerkstelligen, kann man nach Hansen wie folgt verfahren. 

Setzt man in der ersten der Gleichungen (1) der yorigen Vorlesung die willkiir- 
liche Grésse € gleich L, so geht das in derselben yorkommende £ iiber in: 

tg B' sin (A” — L') — tg B" sin (A — LL" 

k' dagegen in: an \ pi i 


tg B sin(A" — L) — tgp" sin(A — L"), 


d. h, ganz einfach in: 
B 
rs 
Sats ‘ j ay PWT AT 1 Clain . te ean 7 
Setzt man in der zweiten der Gleichungen (1) der yorigen Vorlesung € = L, s0 


geht das ” derselben tiber in: 
tg B sin (A’ — L) — tg B’ sin (A — ZL) 
und das #’ der genannten Gleichung in: 


tg B sin (A” — L) — tq B" sin (A — L), 


demnach in: 


pe 


by 
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Jene Gleichungen werden also: 


” 
C= {£4 cos B' + Rtg B" sin(L" — L')} — ee - RR" sin(L" — L) 
o = Wd {Z" 4’ cos B' + R'tg B sin (L' — L)} — wp RR" sin (L/ -- L) 


E = tg f' sin (A” — L") — tg B" sin(’ — L") 
E" = igB sin(i’ — L) — tg! sin(A — TL). 
Die Gleichungen (3) lassen sich dadurch weiter vereinfachen, dass fiir J’ der 
Ausdruck: 
r’ sin (x — 2’) 


sin 7 ; 
fiir R’: 
r’ sin 2! 
sin x! 
eingefiihrt wird. Ausserdem setze man: 
Wsinw = Ecos’ 
Wceosw = {Ecos f’ cosy’ — tg B” sin(L"” — L’)} ar 
W" sinw"” = E" cos 
al am. 1 ' £, | el 
W" cos w" = {E" cos B' cos 7! tg B sin (L L)} ae 
es wird dann: 
LA t 
= . iad r sin(w — 2’) — aS RR" sin (L" — TD), 
‘ AA 5 
oe” = ai a r’ sin(w" — 2!) — we RR" sin(L" — L), 
also, wenn der Abkirzung wegen: 
n’ n 
= a 4 yl — ap yr 
” t < , 
ea arian! 1), 6? 2 apr nce” & 2) 
B A 
R' W ame Ais 
= Ce 


gesetzt wird: 
o =U V sintww — 2) +6 
0” — Oke Vv" sin (w"" aa z') + Ga& 


Aus den Gleichungen: 
nl” n +n" 
Bu oe, gaare( - —1) 


folgt: 
n' nr I nN mn" eae Q 
nn’ n P’ ale cali ry 
also: 
nm 1+P n nl ad 
n Q nl wee? 
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da nun nach den Entwickelungen fiir die Gleichung (2): 


1+ P (A+ BP) sind 
Q  Ssin(e’ +6) ’ 


1 oe 9 y'3 
Poy R’ sin x 
so wird, wenn man noch in den Ausdriicken fiir V und V" r = gi setzt: 
ya tte. Rsiny’ pies, 
eee sin(@ + 6)’ pate 


Hiermit wire der oben ausgesprochene Zweck erreicht; doch nimmt Hansen, um 
zu seiner definitiven Form zu gelangen, noch einige weitere Vereinfachungen vor, welche 
wir in der nachsten Vorlesung kennen lernen werden. 


Siebenundsechzigste Vorlesung. 


Kinige weitere Vereinfachungen der Hansen’schen Formeln. 


Substituirt man in den Gleichungen: 
Csiny’ = Ssin(y’ + 6), 
Ccosy’ — K R' cos B' = Scos(y + ©), 
welche zur Bestimmung von S und 6 dienen, die fiir C und K gegebenen Ausdriivke, so 
geht C cosy’ — KR’ cos f' iiber in: 
RF cos y' {tg B sin (A" — L') — tg B" sin (A — L’)} 
— R’ {cos B’ tg B sin (A"” — A’) — sin B' sin (A" — 2) + cos B' tg B" sin (A' — A)}. 
Dieser Ausdruck vereinfacht sich, wenn man den Winkel einfiihrt, welchen der 
den zweiten Sonnenort mit dem zweiten geocentrischen Ort verbindende grésste Kreis 
mit der Ekliptik bildet. Bezeichnet man denselben mit y’, so hat man nach bekannten 
Formeln fiir die spharischen Dreiecke: 


sin y' siny' = sin B’ 
sin y' cosy’ = cos B' sin(’’ — L’) 
cos x = cos B' cos (A’ — L/); 


dabei muss y’ so bestimmt werden, dass sin y' positiv wird. Es wird nach Einfiihrung 
dieses Winkels: 
Ccosy’ — KR' cos B’ = R' cos B’ {tg B[sin(A” — L')cos(A' — L') — sin(a" — 1)] 
— tg B" |sin(A — L')cos(a’ — L’) + sin(a’ — &)]} 
-+- BR’ sin B' sin (A" — 2) 
—= RF {tg B cos (A" — L') — tg B" cos (A — L’)} cos B' sin (A’ — LL’) 
+ R' sin B’ sin (A"” — 2) 
= Dsiny' cosy’ + R'siny' sin(a"” — a) siny', 
wo zur Abkiirzung: 
R' {tg B cos(4" — L') — tg B" cos(A — L')} = D 
gesetzt ist. Fiihrt man jetzt die Gréssen 7’ und ¢ mittelst der Gleichungen: 
LEE OR =" 1D) 
T'cost = R' sin (A"” — Ad) 


ein, so hat man fiir die Berechnung von S und 


sin x! 


I 


A 
Siny 


Ge 


sin(y’ + 6) = C 


Auch die Ausdriicke fiir W, w, W", w’ lassen 


Man hat: 


S ' 
— cos (7 | 6) eee IMM br | y'), 


sich vortheilhaft 


Wesin(w — x!) = Wsinweos yx! — Weosw sin yx! 
= tg p" sin (L" —— , 


desgleichen: 


W cos(w — x’) = {Ecos B' — tg B" sin (L" — L') cos y'} - 


W" sin (w" — y') = tg Bsin(L' — L) 


W" cos(w" — x’) = {E" cos B' — tg B sin (L' — L) cos y'} 


] 
sin x! 


1 


sin x! 


unformen, 


Wenn man in diesen Gleichungen fiir H und #" ihre Ausdriicke substituirt, so wird: 


W cos (w — yz’) = {sin B' sin (A" — L") — ty B" sin (XW — 1") cos Bi 


— tg B" sin (L" — L') 
und da: 
sin B' 
sin x! 
cos B' cos y' 


= siny' 


cos x} 


siny’ —sin (A' — L') 
cosy’ ___ cosy’ cos (A’ — L’) 


sing’ ssn (A 
W cos (w — y') = sin (A" — L") siny’ 


==71) 


sin’? 


— tg Bp" cosy l 


also da: 


sin (A) — Li’) 


sin (A' — L") = sin {(N’ — L’) — (L" — L')}, 


endlich: 


W cos (w — 7') = sin (A" — L") siny' — tg B" cos (L" — L') cosy’, 


desgleichen : 


W" cos (w" — x!) = ty B cos (L' — L) cosy! — sin (A — L) siny'’. 


Setzt man daher: 
A sinu = tg B" cos (L" — L'); 
A cos = sin(A"” — L"); 


so erhalt man: 


A" sin wu" 
A" cos we 


tg B cos (L' — L) 
sin (A met L), 


W cos (w — y') — A sin (" nd w) 
W"' cos (w" — x!) = A" sin (u" — 7’), 


durch welche Ausdriicke die Rechnung bedeutend vereinfacht wird. 


, {sin (A — Ll") + sin (L" — L') cos (A' — L')\ 


. 


oT 


Achtundsechzigste Vorlesung. 


Zusammenstellung der Formeln der Hansen’schen Methode 
mr Bestimmung der drei Entfernungen, nebst Rechnungsbeispiel. 


Nach Hansen ist also den vorhergehenden Entwickelungen zufolge zu berechnen: 
A= R {tgBsin(a" — L) — tg B" sin (A — L)} 

B= R" {tg Bsin (a" — L") — tg B" sin (A — L")} 

C = R' {tgBsin (A" — L') — tg B" sin (A — L’)} 


D R’ {tg B cos (A" — L') — tg B" cos (A — L')}, 
ferner: 
sin x! sin’ = sin Bp’ 
sin x’ cosy! = cos B' sin (A’ — L’) 
cos 4 = cos B’ cos (A’ — L’), 
wobei y’ so bestimmt werden muss, dass sin’ positiv wird, dann: 
Vsint =="); Ssn(yy +6=—C 
T cost = R'sin(a” — a);_— S' cos(z’ + 6) = Tsin(t + 7’) 
1 
S = Ssny7; eee 


2 (R? sin x!) 
Hier ist es zweckmissig, den Quadranten so zu wiihlen, dass x’ + © stets kleiner 
als 180° wird, wobei dann 6 die Grenzen + 90° und — 90° nicht iiberschreiten kann. 
Weiter sind noch zu erledigen die Vorbereitungsrechnungen: 
A sinuw = tg B" cos(L" — L'); A" sinw"” = tg Bcos(L' — L) 
A cos = sin(a” — L''); A" cos" = sin(A — L) 
W sin(w — 7') = tg B" sin (L" — L/) 
W cos(w — y') = Asin (y’ — wv) 
W" sin (w" — y') = tg Bsin (L' — L) 
W" cos (w"’ — x’) = A" sin (w” — y’) 


a 
o= A: roe call 
+ 
tg Bl" , 
G=—w, je ee, 


wobei N’ die Grésse RR" sin (L" — L) vorstellt. 
Das niichste Geschiift nach Krledigung dieser KRechnungen bildet die Bestimmung 
von 2’. Es sei zu dem Zwecke: 


An AER 


S 
, 1+ Pp 
sing — = sin 6, 
1 P 
$2 cos @ — — cosG — ] 
vi) ia) A Q . 


so ist die Gleichung: 


M sin e'+ = sin (ze' + @) 
aufzulésen, 
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Bei Gelegenheit dieser Zusammenstellung macht Hansen noch folgende fiir die 
praktischen Rechner sehr beachtenswerthe Bemerkung. ‘ 

»Da die Genauigkeit der Bahnbestimmung ceteris paribus so sehr von der Grésse 
des Winkels abhiingt, den der durch die beiden Ausseren Planctendrter gelegte grésste 
Kreis mit dem durch den mittleren Planetenort und den dazu gehdrigen Sonnen- oder 
Erdort gelegten griéssten Kreis macht, so wird es niitzlich sein, diesen Winkel jedesmal 
zi berechnen. Ich fiige um so mehr die Formel dafiir hinzu, weil sie mit Benutzung 
der oben angewandten Hiilfsmittel sehr einfach wird. Es findet sich leicht: 


tga = tg (t + ua. 
cos (x! + 6)’ 
wo x der gesuchte Winkel ist. Bei Verdffentlichungen von ersten Bahnbestimmungen 
findet man oft die Zeiten der angewandten Beobachtungen mit angegeben, welches sehr 
angemessen ist, da man dadurch zum Theil schon in den Stand gesetzt wird, sich von 
der zu erwartenden Genauigkeit der Bahnbestimmung einen Begriff zu machen. Man 
wiirde diese Angabe sehr vervollstiindigen, wenn man auch den Werth des Winkels x 
hinzufiigen wollte, den man, um ihn auf eine kurze Weise zu bezeichnen, den maass- 
gebenden Winkel nennen kann.“ 

Treffender aber noch diirfte vielleicht der Abstand des mittleren Sonnenortes von 
dem durch die dusseren geocentrischen Oerter gelegten gréssten Kreise, der Winkel @! 
der 54. Vorlesung, die Benennung des maassgebenden Winkels verdienen, weil er noch 
mehr Kriterien fiir die Sicherheit der Bestimmung vereinigt. Denn je grésser dieser 
Abstand ist, desto grésser ist auch, haben wir gesehen, die Sicherheit der Bahnberech- 
nung, und in demselben Maasse, wie durch zu grosse Annaiherung des dritten an den 
ersten geocentrischen Ort der Abstand o’ unbestimmter und willkiirlicher wird, wird 
auch die gesuchte Bahn unbestimmter und willkiirlicher. Der Winkel # verrath aller- 
dings ebenfalls durch seine Kleinheit die Unsicherheit des zu erwartenden Resultats, 
nicht aber durch einen grossen, nahe 90° erreichenden Werth das Gegentheil, weil ja 
auch bei einem grossen Werthe desselben, wenn der Planet in der mittleren Beob- 
achtung in Opposition und in der Ekliptik steht, die Bestimmung der Bahn unthunlich 
werden kann. : 

Hat man ¢’ auf bekannte Weise gefunden, so wird dann: 


,__ B sin x si R' sin (y' — 2) 
i ane a sin z! 
2 R' sin yf! - V 
oe sin (2 -+ 6)’ eet 
o = UVsin(w— #)+ G4 
0” = v" V" sin (ig? a oy) t Gl’. 


Zur Verdeutlichung werden die Formeln auf die folgenden ae Beobachtungen 
der Euterpe angewandt: 


Bib gthsh sister at 1853 Noy. 12,432133 Dee. 2,433 406 Dec. 22,373477 
Berk hed Biron 4/28 50° 42’ 43',5 46° 10! 48’,0 449 23' 19".8 
Boe ae cas, ahs. — 20> G2! 6 —— jo 45' 58"6- — 1° 16! 29/0 
veo Bal 2 a ae 50° 27' 38”,1 70° 41! 34”,1 90° 58’ 38,4 
log R, log B’, log kh" 9,995 195 9,993 596 9,992 739 
Die in der Rechnung vorkommenden Lingenunterschiede sind: 

AY — L = — 6° 4’ 18,3 A — FT! == — 26° 18" 14%3 

A” — L! = — 46° 35' 18",6  — Tf) = — 240 30! 46%,1 
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Mee Ay eee ey BA i UD! ee dD aa 
A= Db = 0 ie i! — L QO ds S640 
A — L" = — 40° 15’ 54",9 Df! =a Tn a 40 BL 3 
A — L' = — 19° 58! 50.6 
Die Werthe der yon P und Q unabhingigen Gréssen ergaben sich wie folgt: 
log A == 17,605 768 log B = 8,105 426 
log OC = 9,951528 log D = 8,101883, 
y’ = 1840 15! 2",5 y! == 24° 84’ 20,7 
log sin y’ = 9,618930 
ti 109554579 logT = 9,419529 
Ca 19 2509 logS = 7,971239 
log M' — 0,861392 
== 181°38' 44",7 log Md = 9,861377 
C217 BOke:9 log A" = 8,551339 
w = 11 25 34,2 logW = 8,530434 
w" = 4 27 34,8 logW" = 8578134 
log U = 0,036 677 log U" = 0,586491 
log G = 0,042 566 log G" = 0,770529 


log? = 9,535308 
log ®’ = 9,837003 
log ®” — 9,536639 
Hierauf wird fiir P und Q die erste Hypothese gebildet, wobei: 


gl 
109 P= log == 0,001331 
log Q = log 3 8” = 9,071947. 
Es wird dann ferner: 
log & = 0,254612 
0 = — 119-8’ 31%, log & —= 9,066 241 
log M = 0,867 098. 
Die Finalgleichung M sin 2/4 = sin(e’ + w) liefert hier: 


Pl We Le logr’ — 0,297 999. 
Endlich erhalt man: 
log V = 0,596435 log V" — 0,595 104 


logg =log{U V sin(w — 2') + GS = 0,007056 
log 9" = log {U"V" sin(w" — 2) + G'S = 0,064834. 
Fiir den curtirten Abstand der Euterpe in der mittleren Beobachtung findet sich: 
R’' sin (y’ — 2) cos p' 
sin a 


log @' = log = 0,019838. 


Neunundsechzigste Vorlesung. 
Die Verbesserung der Hypothesen fiir die Dreiecksflichen. 


Nachdem wir eine Reihe yon verschiedenen Methoden kennen gelernt haben, die 
Werthe der Radienvectoren und der Distanzen zu bestimmen, und da die Genauigkeit 
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der Rechnung davon abhingt, wie nahe die iiber die Verhiltnisse von n, 1’, 2!’ 
gemachten Annahmen der Wahrheit kommen, so werden unsere niichsten Untersuchungen 
sich mit den Verbesserungen zu beschiiftigen haben, welche an jene Verhiltnisse anzu- 
bringen sind. Es kann dies auf sehr verschiedene Art ausgefiihrt werden, z B. einfach 
dadurch, dass aus den fiir die fiusseren Radienvectoren + und r”, dem dazwischen 
liegenden heliocentrischen Bogen v'’ — v und der entsprechenden Zeit ¢’ — ¢ die 
Elemente bestimmt und hieraus dann die Flaichen x, n',  genauer abgeleitet werden. 
Es wiirde dies jedoch, ganz abgesehen davon, dass wir die Berechnung der elliptischen 
Elemente bisher noch nicht kennen gelernt haben, ein Umweg sein, weil es fiir den in 
Rede stehenden Zweck der Kenntniss der Elemente selbst nicht bedarf. Ein kiirzerer 
Weg zeigt sich, wenn wir an das Verfahren erinnern, welches wir bei der Parabel 
befolet haben: wir suchten die Verhiltnisse von n, n', n’ zu den entsprechenden Sec- 
toren, die Gréssen 9, 1, 9”, welche sich mit wachsenden Zeitintervallen nur sehr 
langsam von der Einheit entfernen und von dieser nur um Glieder der zweiten Ord- 
nung verschieden sind. Bei der Parabel konnten wir jene Verhiltnisse durch die zwei 
von Bessel aufgestellten kubischen Gleichungen, d. h. in vollstiindig algebraischer 
Form finden, bei der Ellipse sind wir auf Reihenentwickelungen angewiesen, denen wir 
iibrigens auch schon bei der Parabel in praktischer Hinsicht den Vorzug vor der end- 
lichen geschlossenen Form gegeben haben. 

Von solchen Reihenentwickelungen werden wir daher auch hier wieder vielfach 
Gebrauch machen, sowie auch von den so oft wiederkehrenden angenaherten Relationen: 


n ag! 
= -—; 
ni ap 28 an) 
" i 
n oD 
= {| = 1 -t- a) 
n 2 7/3 
die ersten Glieder einer Entwickelung der Dreiecksflichen nach Potenzen der Zeiten 
za Grunde liegen. Wir haben dieses Fundament der ersten und damit aller weiteren 
Niherungen unter Zuzichung gewisser geometrischer Betrachtungen noch nicht so 
yollstindig kennen gelernt, als es unsere folgenden Aufgaben erfordern; diese Liicke 
wollen wir daher zunachst ausfiillen. 
Wir beginnen damit, aus den rechtwinkligen Coordinaten x, y, 2 der Zeit t die 


Coordinaten 2’, y', 2’ einer benachbarten Zeit ¢ abzuleiten, indem wir den bekannten 
Taylor’schen Lehrsatz anwenden; nach diesem haben wir: 


t’ — tp 
dat. wo +e Cory. “a (1) 
ne a el, 
1 ; d? wn. ( 
a eS — | 


Die Coordinaten z und z kinnen wir gleich Null setzen, wenn wir die Bahnebene 
des Planeten zur Fundamentalebene des Systems annehmen. 
Fiir die Coordinaten x”, y", welche der Zeit ¢” entsprechen sollen, haben wir 


ebenso: 
d2x (t"” — 1)? 


ae ee 
aig agg | 


7 
| ees avail * 


Man kann ferner noch die Axe der x mit der grossen Axe gusammenfallen lassen, 


Big x 


a sed ice de 


l 


eae eae) 


so dass: 
Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 48 
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n= rr" sin(v” — v') =r" sinv". 1 cosu’ — ry’ sinv’. r" cosu" 
= yg — yl at! 
wird. 
Substituirt man hier die aus (1) und (2) folgenden Werthe von 2’, «”, y', y” und 
setzt zur Abkiirzung t’ — t = tt’ — t=", so wird: 
dy dx dzy = cl? — 7/2 
ie a Vy RIE MEE oe , ees: ‘ E 
y's! — aly = (aot TAG *) + (27 ae 2 


ds 4 aa\ v3 — v3 dty d4a\ vit — 4 
+ (elt AB) Ps (GE os) 


wae |” ae 6 au ae 24 
dx dy dy =) vol? — or? 
a GF df . ah ee 2 


" 


lx d*4 dy da 37) — Br 


di dt® dt dt 
Es kommt jetzt darauf an, die Differentialquotienten der Coordinaten nach der 

Zeit, welche in den Gleichungen (1) vorkommen, auf eine fiir uns brauchbare Weise 
auszudriicken. In der Vorlesung 31 bemerkten wir, dass die Anziehung der Sonne dem 
Planeten zur Zeit ¢ eine beschleunigende Kraft ertheilt, welche in den von uns gewahlten 
Einheiten des Raumes und der Zeit durch 

k? k? 

ar oder ie ney 
ausgedriickt wird. Multipliciren wir diese direct nach der Sonne gerichtete Beschleuni- 
gung mit dem Cosinus des Winkels, welchen ihre Richtung mit der #-Axe bildet, d. h. 


also mit Gere erhalten wir die dieser Axe parallele Beschleunigung oder die Geschwin- 


d we 


digkeit, mit welcher die Geschwindigkeit cP sich Andert. Diese Grésse oder 


dt 


d? x ; : : ; 
aa sucht die Coordinate algebraisch zu verkleinern, hat deswegen negatives Vorzeichen, 


und wir erhalten daher die Relation: 


(hr ae k2 a ; 
dt? r3 
Aus denselben Griinden ist ferner: 
ay Ry 
adt2 r> 
Verbunden liefern beide Relationen die Gleichung: 
d2y d* x 
a kan 
welche man auch erhilt, wenn die Gleichung: 
oo! - ye = Constans 


nach ¢ differentiirt wird. 

xdy — yd ist bekanntlich der allgemeine Ausdruck fiir das Element des 
doppelten Sectors; die vorhergehende Relation enthilt also das Resultat, dass die in 
gleichen Zeiten beschriebenen Sectoren constant sind, d. h. das Kepplez’sche Gesetz 
iiber die vom Radius vector beschriebenen Flichen. Die Constante ist, wie wir wissen, 
gleich kp, wenn p den halben Parameter der Bahn yorstellt (cf. 2. und 4. Vorlesung, 
Abtheilung I. 
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Differentiiren wir die Gleichung: 


dd?) a? x 
einigemal weiter nach f, so erhalten wir leicht: 
dz dty dy dx dy asx 
a ee aa (ae es 
da } ay dy ds x ee (eG - im) 
dt dts dt dts 7 dt dts 
De Bi. We 
Durch Differentiation der Gleichungen: 
a*x k2a 
dt ord 
ay iy 
der 
bekommen wir: 
aa kh? da ~ hae ar 
qe Ra Om ae 
d’y ke dy key dr 
dis i at TO ae 
dr 
dtx kig k? dxw adr a ri dt 
qa et Om ae ae TOPO 
d dr 
d*y kty k2 dy dr : rédt 
ae ee + Om ae ae TOMY 
U. 8. We 
also auch: 
d®y d?x dy dx dx d?y _ dy kx CE an ok oe 
PA ese te ae i de dk deh 
ee eee gee ee ee LE Bi 
dt* dt dt dt dt dt? dt dat rr dt dt fr? 
dy dr k*x de dr ky 6k dr 
“ubep er arsine Tor resis epee 
Wir haben diese Coéfficienten in den oben erhaltenen Ausdruck fiir y” 2 — a'’y! 


lf " 
> n 


einzusetzen. Wenden wir die so erhaltene Formel an, um unsere drei Gréssen n, n 
zu entwickeln, wobei wir dann die dusseren Coordinaten durch die mittleren und ihre 


Differentialquotienten auszudriicken haben, so wird unter Wiedereinfiihrung von 6, 0’, 0”: 


oe oot hom ane CR ie ae 
n = Vp jl——a, +t Ayr rere 
ee ede (Cet drs | 

gq = 7 Vp \; 6 y'8 a A y'4 "kat 7 | 
1 / Fase | a2 oO! 8 dr’ aa | 
n= 8" Vp ‘ean 7 ae Rie “aa 


Durch Elimination von p ergiebt sich: 


ee et eat fe ee awe Sa ar | 

oe ot ear a 4 y/4 kat J 

yn" Fd { Ole — gla (0? -- rot — gg! 2) dr’ 4 k 
vw 68 | Tye 4r'4 kat 


48* 
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Diese Entwickelungen weichen also in ihrem Schlussresultat von dem durch 
geometrische Betrachtungen gefundenen: 


n a ao ) 
pre ltagat oy 
yn! gl gl! | 
ett apa 


nach welchem wir bisher die erste Hypothese gebildet haben, schon in den Gréssen der 
zweiten Ordnung ab, eine Folge gewisser Vernachlassigungen, welche bei der friiheren 
Herleitung nicht gut zu vermeiden waren. Der betreffende Unterschied hat gewoéhnlich 
fir die Praxis keine grosse Bedeutung, weil man die Beobachtungen in den meisten 


Fallen so wihlen kann, dass schr nahe ® — 8” wird, unter welcher Bedingung die 
Unterschiede: 

ao" oO — 9 ao" ( + & + &) (o” + 8 — BD) 

— — ——— oder - : 

2 6 2 6 
und 

ane G2 ome, 2 aa! (o + gt ae a") (o + gl Pex a”) 

5 r oder 5 F 


zu Null werden. Diese Vernachlissigungen spielen daher, den Fall sehr ungleicher 


Zwischenzeiten ausgenommen, kaum eine bedeutendere Rolle, als die mit Differential- 
t 


/ 
quotienten von r’ multiplicirten Glieder, aus welchen die Reihen fiir ar und a beliebig 


weit entwickelt bestehen, auch kann man sie ohne Unbequemlichkeit vermeiden. Eine 
bedeutende Steigerung in der Genauigkeit der ersten Hypothese wiirde dadurch erzielt 


werden kénnen, dass wenigstens das nachste und griésste der folgenden Glieder mit- 
/ 


beriicksichtigt wiirde. Es ist aber nicht, wie der Coéfficient von ay in dem vor- 


t 
kat 
hergehenden Gliede, eine reine Function der Zwischenzeiten, sondern von den noch 
unbekannten Elementen abhingig. Dieses Umstandes wegen wurde bei Bildung der 
ersten Hypothese auf das Glied dritter Ordnung verzichtet. Es hindert nun aber nichts, 

t 
‘dt? 
wie r’, unmittelbar durch den Winkel am Planeten in der zweiten Beobachtung, welchen 


wie in der na&chsten Vorlesung gezcigt werden soll, auch den Differentialquotienten 


wir mit z oder 2’ bezeichnet haben, auszudriicken und so in die Finalgleichung der 
ersten Hypothese einen so hohen Grad von Genauigkeit zu legen, dass es nur in den 
seltenen Fallen néthig sein wird, zum Bilden und Durchrechnen der zweiten Hypothese 
zu schreiten, oder die anderen Verbesserungsvorschriften, welche wir unten entwickeln, 
zur Anwendung zu bringen, von der Verbesserung der Zeiten wegen der Aberration 
natiirlich abgesehen. 


Siebenzigste Vorlesung. 
ee e e dr’ . ° . oe 
Beriicksichtigung von “7, m der Finalgleichung fiir 2’. 


Stellen y, 7’, 4” die fusseren Winkel an der Erde in den drei Beobachtungen vor, 
so haben wir unter Beibehaltung anderer bekannter Zeichen: 
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72 == 73 +- Tee <b 2k A cos ye 
gl? = A? + Ria + 9) R i! COS 4", 


Auf verschiedene Arten, z B. nach den Entwickelungen der 54. Vorlesung, kénnen 
4 wd 4" auf die Form: 


/ 
Fa fe Some 91 gig 
C 


wie 
wf" — al av He pL" 


gebracht werden, worin a und a” yollstindig gegebene Coéfficienten bedeuten, und die 


see om " s : oy e ~ * : 
Gréssen b und b” wegen ihrer héheren Ordnung hier ganz zu vernachlissigen sind. 
Wir haben demnach: 


¢ 9 a / a? i 
yt = Ri 4-7 GZ A 08% oe 


ql! 


72 == R22 + oR A' cosy" + Ti ° 4, 
Da nun: 
id 
to rt 4 By 1 @” —?)4+- 
fom payTe—Hy..., 
so wird: 
| " id No R2 1 / ql"? uy 
27 (tt — D7 sos == RM — R24 2 4, R" cosy” — 4 Reosy a+ Ea 4) a 


” 


Um in den Reihenentwickelungen fiir 5 und = das Glied dritter Ordnung, 


/ 
welches eben mit at multiplicirt ist, zu beriicksichtigen, haben wir die letztere Grésse 
nur bis zur ersten Ordnung inclusive zu finden néthig; wir diirfen deshalb ohne allen 


Schaden in der eben entwickelten Gleichung alle Gréssen zweiter Ordnung weglassen 
/ 


J o 
und fiir < und * ganz einfach die Werthe . und gn beziehungsweise substituiren. 


Wir erhalten dann: 


a o a2 aoe 
23 pee = R”? — FR 4 2 (Fa a" R" cosy" — m Reo) A + xa = 7”) M2, 
oder wenn wir zur Abkiirzung: 
A SRS Rt 
pee a 
pes ana" B cos 7" — g 2 Hi cos x 
ol? ola 
C na pr” 
setzen, ; 
29 a =e oR O44, 
Ist ferner: 
gC = B+ yB?— AC 
hc = B— js? — AC, 
so wird: 
2 Ord 
ote a+ pe ea) gs as. aay BE) 
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Diese Zerlegung in Factoren wird, der absoluten Kleinheit von A wegen, fast 
stets auf reelle Werthe von g und fh fihren; in den gewiss héchst seltenen Fallen, wo 
AC > B? und also das Gegentheil stattfindet, wird man das Binom A+ 2B4'+4 C4” 
unzerlegt anwenden. 

In Anbetracht des Umstandes, dass die Verbesserung wegen der Aberration eben- 
falls die Kenntniss von 4 verlangt, ist die Gleichung (1) fiir die praktische Rechnung 


U 
schon so bequem, wie man nur wiinschen kann. Substituiren wir daraus den fir idl 


abzuleitenden Werth: 
C (t+ 9 (t+) 
Dy) a'r! 
n yn! 
in die Ausdriicke von —3 und zr? 8° erhalten wir: 


no ro) ONO? 4 oe" = 93) CO eres 
an «> mee a 87! 78 gee Os My (2) 
ny! ve gl yl ren n 9/2 B (3? dL oa a 2) C ; | ye 
no {1 + 6 r’3 8r'5  # (+9) 4 +»}| 


Um unserer Absicht gemiiss die erste und zweite Hypothese mit einander zu 
verbinden, haben wir hiernach in den Entwickelungen der 49. Vorlesung: 


G2 = Be) go lle a8 ag" Gi 6: 


@=—S 45 ; S(t 9 (+h 
s o2— 7”? oe P+ 00" — W2 OC 
COE igh ee ga aa pracestce Bia aE Glee? 
zu setzen. In der Praxis wird man in der Gleichung (3) der 49. Vorlesung erst einmal 
g2 a, 2 G2 Lae gr 


Q = 09" und Q” = 09" oder noch besser Q = 3 s= ——3-— setzen, 


3 
aus der so erhaltenen vorlaiufigen Lésung fiir 4’, J und J” berechnen, die Zeiten 
wegen Aberration verbessern, und darauf die obigen genaueren Formen in Anwendung 
bringen. 

Noch etwas einfacher indessen gestalten sich die Ausdriicke fir Q und Q”, wenn 
man 4’ und r’ durch den Winkel ¢’ selbst eliminirt. Es wird: 
R' sin(y’ — 2) + gsine’ 


“al! = : 
ae ao sin 2 
R' sin(y’ — 2’ h sing’ 
ahieh ee 
sine 
setzen wir also: 
TR’ sin x i 
——— Gre 
R' cos yx! Pa 
R' sin y' 
7 7 é = tg q", 
R’ cosy’ — h 


, 


so wird: 
(I+ 9) (4 +h) = 
und die obigen Formeln fiir die verbesserten Werthe von Q@ und Q" gehen iiber in: 
g =o = 9 | Oo 9m 4 6" — 92 Coins — @) sin — 0") 
3 a 4 * sing sing!” ; 
y _ 9? — 8 4 9H" — O Csin(e — g) sin (e — | i 


_ Rising’? sin (e! — gq) sin(e' — g") _ pia Sin (2' — q)sin(e’ — q") 


sing’? sing sing” sing sing" : 


v= . - 
3 a 4 sing sing” 
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Nach der Definition von Q und Q” wird dann wieder: 


Ml, Sue oe AP Q 
go? =e (t+ ah) 


yn" PL atiea Py 1 oY 
ro ars = 9 ( = Qr's)? 
wonach, wenn * bestimmt worden, ¢ und ce’ bekannt werden. 
Diese Gleichungen (3) beriicksichtigen in Strenge alle Gréssen dritter Ordnung 


att 


; eet n n "i ; 
in den Verhiltnissen — und -,, oder, was dasselbe bedeutet, alle Gréssen vierter Ord- 
n n 


nung in den Flichen n, x’, » selbst. Wird unsere Finaleleichung fiir die Bestimmun 

8 ’ 8 s 8 
von z’ oder >”, unter Mitnahme dieser Glieder entwickelt, so steigt sie auf den zwélften 
Grad; sie lisst sich jedoch ohne diese Entwickelung sehr nahe ebenso bequem auflésen, 
als die des achten Grades, auf welche wir die Bestimmung zuriickfiihrten. 

Sollen anstatt Q@ und Q”, wie sie in Vorlesung 62 definirt sind, die Gauss’schen 
? 5S ? 

oder Encke’schen Gréssen P und Q gebraucht werden, so wird, da alsdann: 


mF 
vv 
" 
¢ 2(* + i 1) a: 


nach den obigen Reihenentwickelungen: 


ee a ers Anat Ca 
| 6r'3 8 r's oO 
af Fi 4 oo at Pe sine — gq) sin (2! — O} 
. ae i 6 r'3 8 r'3 ® sing sing! eae 
o'—% ALBA + CF” 
a= oo" 1 + D2 9! 
pret Sat” a” — & Csin(e' — q) sin (2' — q")) 
one tC? 2 sing sing” 


Das eben angegebene Verbesserungsverfahren wird in fast allen praktischen Fallen 
der Ableitung einer weiteren Verbesserung iiberheben, da die tibrig bleibenden Fehler 
fast immer nur Bruchtheilen von Bogensecunden in der Darstellung der geocentrischen 
Oerter entsprechen, Gréssen, die kaum jemals ein Beobachter wird verbiirgen wollen. 
Es diirfte deshalb dieses Verfahren bei seiner Kiirze und Uebersichtlichkeit Empfehlung 
verdienen. Um dasselbe durch ein Rechnungsbeispiel zu erlautern, kniipfen wir an dic 
yon Encke fiir die Hebe gefundenen Zahlen an (Vorlesung 64). Wir haben: 


J _ £4 cos p' 
@ = 4osp = ©, c= i, wai 


¢ 
2 Spetit A cos p 
o” 2 Wh Con Bo MM, a = A ar oa 
d.. Des 
pee toe Mu 
ae cos [3 
. cos [i . 
et M . 
a cos 8" ~ * 


Als Zahlenwerthe erhalten wir: 
loga = 9,7341708 
loga” == 9,667 956 2, 
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ferner mit den fiir Aberration?) corrigirten Werthen von #, &, 8” oder mit: 
log ® = 9,0123443, log 9’ — 9,2755706, log &” = 8,9331298, 
log A = 6,9283640, 
log B = 8,9501074, 
log C = 8,7850447 
logy == 76763938 
logh == 0,466 7970, 
q = 87° 0/543 
Go 1s 6.0 


92 — gr 
a = 0,0005392 
Os 1 Hs CG 
Zz 8 oO ‘ sin q ey q” = 0,000 71756 
ol ae. > C , 
Gee: " sing sin q! eee oe 
also: 
” ~ male 
ve F € 3 ae ar aes sin (e! — 379 0'54",5) sin (e’ — 9° 15' 6".0)} 


Q = 99” {1 — 0,0286404 sin (2! — 37° 0' 54”,5) sin (2! — 9° 15’ 6",0)}. 
Wird hier cingesetzt, was durch die vorlaufige Rechnung der ersten Hypothese 
erhalten wurde, nimlich: 
# == 14° 12! 38",24 
log?’ ==" 0;895073 7, 
so finden wir: 
log P = 9,9208015 
log Q == 7,9458051. 
Stellen wir mit diesen Gréssen wieder die Gleichung auf: 
sin (2! — q') = msine's, 
so erhalten wir: 
sin (2! — 13° 85! 4”,50) = (0,4807492) sin e!*. 
Als Lésung ergiebt sich: 
Pose AG 12 aa 
logy’ = 0,394948 2. 
Der Unterschied gegen die strengen Werthe: 
e == 149 12" 54".20 
log r’ = 0,3949410 
ist praktisch fast ganz unmerklich, indem der zweite geocentrische Ort bis auf einen 
Bruchtheil einer Bogensecunde in beiden Coordinaten durch die entsprechenden Elemente 
dargestellt wiirde. 

Die in der 49. Vorlesung gegebene Form der Finalgleichung unterstiitzt durch 
ihre Symmetrie die gemeinschaftliche Erledigung der ersten und zweiten Hypothese 
mehr als die Kncke’sche Methode. Es wird unnéthig sein, noch fiir jene Art der 
Berechnung ein Beispiel beizubringen, da alles Wesentliche schon aus dem Vorher- 
gehenden ersehen werden kann, 

Die Beriicksichtigung der Glieder vierter Ordnung in der Entwickelung von 
n, n', n", oder der dritten Ordnung in deren Verhiiltnissen hat uns fiir 7 auf eine 


~ 1) Siehe Bemerkung §. 297. 
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Gleichung des zwélften Grades gefiihrt, die aufzulésende Finalgleichung also um vier 
Grade erhéht. Die Gleichung ist nicht auf einen niederen Grad reducierbar; demnach 
ist der zwilfte Grad der niedrigste, auf den man bei Beriicksichtigung aller jener 
Glieder nothwendig gefiihrt werden muss. 


Einundsiebenzigste Vorlesung. 


Fortsetzung der Entwickelungen zur Verbesserung der Hypothesen. 


Eine andere einfache Art, die Werthe von P und Q oder von Q und Q” zu ver- 
bessern, lisst sich aus dem in der 8. Vorlesung behandelten Lambert’schen Satze iiber 
die Bewegung in Kegelschnitten herleiten. 

Nach den Gleichungen, welche P und Q unter Beibchaltung bekannter Bezeich- 
nung detiniren: 


Pp nl A pe 
gn OF eB 


ae Baca (0 eee Ny 
q=2( n ileal! ay dee a n' 3 1) 


haben wir zur Verbesserung der Hypothese das Verhiltniss von je zwei der Gréssen: 


‘ 
nn wn" 


read 
za ermitteln. 


Zu dem Ende machen wir von den Gleichungen: 
b sin 1/,(E' — EB) = Yrr' sin1/,(v' — v) 
und 


ee, ee eens eee Aas read 


der 8. Vorlesung Gebrauch. Nach dem Inhalte derselben Vorlesung, wenn man z. B. 
die Gleichung (2) daselbst unter der Form: 


rptrts¢ertr—% 
cos'fs(' — ty = ee 


dapat tee 4a—r—r—x 
+] oa 


= cos'/,0 cos “ae + sin1/,0 sin 1/, 0’ 


schreibt, ist: 
BE! — E= 0 — 0, 
a , Re ene 
Fiir das Verhaltniss a haben wir demnach, mit Riicksicht darauf, dass nach dem 


Vorhergehenden: ; " 
re et 

n = bsin¥,(0" — 0). 4a. sin zim 
Yak 5" —d — (sind” — sind) 
oe Ab ee 
sin1/,(0" — 0) sin = sin ¥ 

i. F 5 
Offenbar diirfen wir den Factor i hier ganz unterdriicken, weil bei der Ver- 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 49 
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ai 9! Gg” 


besserung des P und @ die Verhialtnisse — —, , —y bur in einander dividirt vor- 
n> w? nl 
kommen, wodurch der constante Factor wegfallt. Wir schreiben, um die Unterdriickung 
9! gl 


des Factors anzuzeigen, die Verhiltnisse —, —, — mit Klammern, also die vorher- 
n° nn” n 


gehende Gleichung 


e& _ 0” — 8d — (sind” — sind) 

CP an Ot aro! 

sin 1/,(0" — 0) sin a sin > 
Nach einer bekannten Reihenentwickelung ist: 


1/,(6” — 0) = sin1/, (0” — 0) + 1/, . 1/g sint/, (0” — 0)3 4 -- 55 
setzen wir also: 
6” — 0d = {2m sin ¥/, (6” — 0)}, 
so wird m immer bis auf Gréssen der zweiten Ordnung inclusive gleich der Einheit 
bleiben und man wird, da auch der Factor 2 weggelassen werden kann, haben: 
(=) — _m — cost/,(0" + 90) ie ee ee 


ft raw vie 
be sin 1/, (0” — 0) sin 3 


> an — 
7° 9m > 
Um diese Formel in Anwendung bringen zu kénnen, bedarf es der Kenntniss von 

0 und 0”, da m mit grésster Schirfe aus der Differenz dieser Gréssen berechnet werden 
kann. 0 und 0” aber wiirden bekannt sein, wenn a bekannt wire; denn man hitte 


alsdann; 
Le, ptr! — xX 
Sit. 02 
/2 4a 
: r+tr + x 
Sin 1 6/2 = 
/s ee 


Hieraus ergiebt sich folgender sehr einfache Weg der Verbesserung: man bestimme 
durch Versuche denjenigen Werth von a, welcher die Gleichung: 
a! 
a tt —_— — ) ne _ , .- . . . . . *. . . g 
eo ) 0 — (sind sin 0) - (2) 
befriedigt, und berechne aus den gefundenen Werthen von 0 und 0” die Gréssen der 
Gleichung (1). 

Kine Umformung der Gleichung (2) soll in der nichsten Vorlesung behandelt 
werden; da diese Anwendung des Lambert’schen Satzes interessante Beziehung zu 
anderen Doctrinen hat, so erscheint es niitzlich, etwas linger, als es unser niichstes Ziel 
erforderte, dabei zu verweilen. 

Wir werden dann in der Folge eine noch einfachere und _ iibersichtlichere Form 
der Verbesserung der Hypothese durch den Lambert’schen Satz kennen lernen. 
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Zweiundsiebenzigste Vorlesung. 


Die zur Beschreibung eines Kegelschnittbogens gebrauchte Zeit, 
ausgedriickt durch ein bestimmtes Integral. 


Der Unterschied zwischen einem Bogen y und seinem Sinus siny kann, wenn 


sin V,y® = x 
gesetzt wird, unter der Form: 


Qare sinfVa —2Yu-Yl—a 


geschrieben werden. Differentiirt man diese Function nach z, so erhilt man: 


1 = yl—a Vx 
x — x? \« - y1 a 


d. h. also: 
LAL 


\« — 2 


6” — sind” — (0 — sind) 


y — sny = 2 


Die Grosse: 


- oder 


2% 


Va — x?’ 


der vorigen Vorlesung ist demnach identisch mit dem bestimmten Integral: 


UT 
4a 
LAL 
2 
V¥ox— 2 
r+ rl! —x 
4a 


r+r’ix 
4a 
ra os 2 a’ cae 
k Vo — 2 
r+r’—z 
4a 


(1) 


Diesen Ausdruck wollen wir, weil es besonderes Interesse gewahrt, auch aus den 
Elementen der Attractionslehre ableiten. Nach der 8. Vorlesung ist die in Rede 
stehende Zeit durch die Summe der beiden Radienvectoren r + r”’, die Sehne x und 
die halbe grosse Axe a vollstindig bestimmt und deshalb auf die Bewegung in einer 
unendlich schmalen Ellipse reducirbar, wie sie ein ohne alle seitliche Geschwindig- 


keit nach der Sonne fallender Kérper beschreiben wiirde. 


Nennt man dabei zg die 


Entfernung von der Sonne, so wird die auf z wirkende beschleunigende Kraft aus- 


gedriickt durch: 


und nach bekannten Grundsitzen haben wir demnach: 


ag _ he 
at g 
oder: 
dz 
d a4 = 2 
te g 
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Multipliciren wir hier mit =~ dt, so wird die Gleichung integrirbar; denn man 


dt 
hat dann: , 
dz dz : 
ee Se Ee. 
OF je 
also: 
dz? : 2k? 
dP fo Constans = a 2 


Die Integrationsconstante bestimmt man durch folgende Betrachtung. Bei dem in 
Rede stehenden Grenzfall der elliptischen Bewegung fallt die Sonne bis auf unendlich 
Kleines mit dem einen Scheitel der Ellipse zusammen und das Perihel wird in einem 
Bogen von unendlich geringem Kriimmungshalbmesser durchlaufen. Der Abstand von 


der Sonne im Aphel ist 2a; fiir diesen Werth von ¢ ist daher ae 0. Somit haben wir: 
2k 
—— — Constans = 0 
2a 
oder: 
ke? 
Constans —= — 
a 
und 
dz 2 ik 
=; Va] 
dt z a 
Die Zeit t! — t, welche néthig ist, um von einem Werthe von 4, 2 = 42, zu einem 
anderen g = 2” zu gelangen, driickt sich also durch das bestimmte Integral: 
a 
1 dz 
k 2 1 
Zz a 
20 
aus. Es muss nun aber, damit nach dem Lambert’schen Satze diese Zeit ¢/’ — ¢ die- 


selbe sei, wie in dem Kegelschnitte mit den Radienvectoren y und r” und der Sehne x: 


gl + Zo ~— yl! =e r 
| 


Boy Ht 
sein, Wir haben also zunichst: 
Yer + 4" + x) Yo (r +r? + x) 
‘finesse, fee it ; dz atte edz 
k D) 1 k / : 72 
g a ) ile 
Wy (r + rl! — x) Vy (r + rl! — x) 


In diesem letzteren Integral brauchen wir nur eine andere Integrationsvariable x 
einzufiihren, indem wir: 


& = Jae 
setzen; die Grenzen werden dann: 
ww 
ais res Se pe ESE 
4a 4a 


und wir erhalten nach Aufhebung einiger Factoren im Zabler und im Nenner wieder 
den obigen Ausdruck: 


rprt +z 
4a 
HW 2a 2 av vax 
k V2 — 2? 
r+rl— x 
4a 


Diese Formel gestattet, abgesehen von ihrem theoretischen Interesse, auch manche 
praktische Anwendung, z B. die Ableitung einer Niherungsformel fiir a. Betrachten 
wir der Kiirze halber die rechte Seite des Ausdrucks als eine Function der kleinen 


Grosse re, welche Function wir mit f (%) bezeichnen wollen, so haben wir nach dem 
Taylor’schen Satze: 


pie) =F oh + Ee 


ad f (2), ; S ; ; 
wobei f (x)o, ae wu. s. w. die Werthe sind, welche die Function und ihre Derivirten 


nach * fiir den Werth x — 0 annehmen. Offenbar ist nun nach den Elementen der 
Lehre von den bestimmten Integralen: 
f (%)o = 0 
Af (%)o x 2 2a% 
dn Vo — 2x kgs ja)? 
also: 


Re Say Se a 
~o— #? 


: : 7 Rede : 
wobei fiir x die Grdésse f einzusetzen ist. Schafft man durch das Erheben ings 
é 1 
Quadrat alle Wurzelzeichen fort, so erhalt man fiir re folgende Anniherungsformel: 
a 
1 ii 4 


eeeeene tee, kote ta eae a 


Diese Gleichung vernachlassigt nur die dritten und hdheren Potenzen der kleinen 
Gréssen x, kommt daher in den praktischen Fallen der Wahrheit recht nahe. Wenn 
man fiir denselben Zweck eine algebraische Gleichung héheren Grades ableiten will, so 


geht man besser von der Hormel: 
Vale rit #) 


a y2 oe as 
] 1 
z 2a 
Yo (r + 1” — x) 
aus, welche in den obigen Entwickelungen enthalten ist. Es sei zur Abkiirzung: 
1 
a ae we aes Z, 
1 1 
} z 24 


so wird nach den angegebenen Principien: 
: (F 3 (3) 
J“ , BZ 3) ds Z 2 | 
V@= 22a tgaa.3 | ae 3.8.0.5 }? 


7 . . ° % ay = | TT . 
wenn in Z und seinen Derivirten ¢ = 1/,(r + r”) gesetzt wird. Alle Coéfficienten 
von * in dieser Gleichung treten daher in der Form von Potenzen der zu bestimmenden 


Grosse: 
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1 ie 
Wir +r") 2a 


welche wir mit £ bezeichnen wollen, und der gegebenen Grésse z oder r + 7” auf. 
Man erhalt durch Differentiation : 
d2Z ZB VAs 
de zg ae ear 
demnach, wenn die fiinfte und die héheren Potenzen von % vernachlassigt werden, fiir 
die € die Gleichung: 
1 4% &3 1 43 5 : 
i —_ : é tome mea an (Gs 
a y2 J #& (: + “\ 94 =a (" ry 32 ( ) 
2 2 


Aus & findet man die grosse Axe 2a mittelst der Relation: 


ey ee Me Me i eS 
2a Wa =r) 5 
Die Gleichung (3) bequem aufzulésen, schreibe man sie in der Form: 
a” 1 2 &3 1 el ta 
é — a y2 + ——,-- 4&8 Se es 


(: ae a 24 eas 32 
D 2 


‘ , 1 eer : 
Die erste Naherung, mit der oben fiir Te, gefundenen iibereinstimmend, ist: 


5! 
E = =-f2, 
% 
welche in das mit x? multiplicirte Glied fiir € eingesetzt wird, um eine genauere Lisung 
za erhalten. Letztere wird wiederum in § und & substituirt und das Verfahren so 


weit fortgesetzt, bis sich an den erhaltenen Werthen nichts mehr fndert. Auf solche 
Weise erhalten wir unter Anderem die Naherungsformel: 


Cure ols i, 8 SOA eh iS remeeir 
eee rs ls 3 é £ 2), “a z a (5) 


Diese Forme] liefert in allen praktischen Fallen einen sehr angenidherten Werth 
von und dann von a, der fiir den Zweck der Verbesserung von P und von Q (oder 
auch von @ und Q” bei Anwendung der symmetrischen Form) meist vollkommen geniigt. 

Zur Erliuterung des Gebrauches der Gleichung (5) seien gegeben: 


logr = 0,3307640 logu == 914525659 
logr"” == 0,38222239 YY —— tS 99891, 
also: 
log’ = 9,5766974 
und: <==" ~.0,8773089 
g'3 
M9 (TORCH as 0,000 469 2 
oom 
ols 


— — 0,0005878 


Soh" lau 


log& == 0,2745100, 
endlich nach Formel (4): 
loga = 0,4224425. 


Der strenge Werth von loga ist 0,4224391, wie man leicht durch Substitution in 
die Gleichung 8 = a%{d"” — 8 — (sind — sind)! finden kann; demnach betriigt der 
Fehler der Form (5) hier nur 34 Einheiten der siebenten Stelle, welche Genauigkeit 
fiir den Zweck der Verbesserung der Hypothese mittelst der Gleichung (1) der vorigen 
Vorlesung vollstiindig ausreichen wiirde. | 


Dreiundsiebenzigste Vorlesung. 


Berechnung der Elemente 6, ¢, p und der mittleren Anomalie der 
gvewiihlten Epoche. 


Die halbe grosse Axe ist gewissermaassen das Hauptelement des ganzen Elementen- 
systemes, denn sie bestimmt die Umlaufszeit und es wird daher sehr hiaufig das Resultat, 
welches sich dafiir ergiebt, mit einer gewissen Spannung erwartet werden, die bei dem 
Rechner erst nach Erlangung eines hinreichend sicheren Naherungswerthes nachlasst. 
Mit Riicksicht hierauf ist es angenchm, gerade die Bestimmung von @ an die Spitze 
gestellt zu sehen. Es fillt aber nachher die Berechnung der tibrigen Elemente, von 
welchen die Bewegung in der Bahnebene selbst abhingt, so einfach aus, und es liegt 
dafiir nach den Entwickelungen der Vorlesung Alles so bereit, dass wir die dazu kaum 
noch néthige Erliuterung hier gleich anschliessen wollen. 

Aus a folgt zunichst 0 und 0” mittelst der Formeln: 


coe ee r+ r' — 
sin 02 — ———- 
cs 4a 
: ‘M 
iy, 1/, O'2 — fs Ala a 
St7b */ 5 == 
a 4a 
Die Differenz 0 — 0 ist zugleich auch die Differenz der excentrischen Anomatlien 
LE" — E; folglich haben wir sofort die halbe kleine Axe b aus der Relation: 


bsin /,(H" — E) = bsin}/,(6" — 0) = rr" sin}/,(v" — v). 
Ferner ist: 
b 


ZH Vi — @ = cose . Sento ah - pe ee eens) 


wo g den Excentricitiitswinkel vorstellt. Letztere Formel ist vortheilhaft bei grossen 
Excentricitiiten, wie sie bei den periodischen Kometen vorkommen. Ist dagegen 
klein, wie bei der grossen Mehrzahl der Planeten, so kann e zugleich mit der excen- 
trischen Anomalie auf folgende Art gefunden werden. Man hat: 


2 yr 
ecosoh = | — — 
a 

" 

y 

ecosE" = 1—-—-, 


aes 30 


und durch Addition und Subtraction dieser Gleichungen: 
2aecos'/,(E' + EF) = [2a — (r" 4+ 1)] see's, (E" — E) | Si 
2aesin1/,(E" + E) = (r" — r) cosec'/,(E"” — E), i 
aus welchen Gleichungen 1/,(E” -- EB) und also, da 1/,(£"” — E) = 1/,(0" — 0), auch 
E wid 2B" selbst sich ergeben. Endlich folgen noch M und M" die mittleren Anomalien 
fiir ¢ und ¢’. Ist nun dieser Theil der Rechnung richtig gefiihrt, so muss: 
a 
uw’ —-u= > 
ae 
werden. 
In dem Beispiel der vorigen Vorlesung wiirden wir, nachdem die Gleichung: 
e! . 
~_ = 6” — § — (sind” — sind) 
a’ ; 
durch den Werth loga — 04224391 scharf berichtigt ist !): 
10 == 8 (0A oo 
1/, 6" == 40° 50! 35",64 


finden. Die Anwendung der Formel (1) wiirde darauf ergeben (da namlich vu — v 
== (on Oo fe und JalsC: 
pagel 3 he os , 
169 sage Se) esd 


sin 1/, (0"” — 0) 
ist), 
log cos p = 9,9865207 
gp == P49 1275" 00. 
Werden dagegen die Formeln (2) angenommen, so erhalt man: 
log2ae sin1/,(E"” + EF) = 9,8823552,, 
log 2ae cos}/,(E" + E) = 0,0211831, 
d. h. unzweideutig, weil 2a@e positiv werden muss: 
1/,(E" + E) = 324° 0! 20",09 
log2 ae = 0,1131948 
log e = log sing = 9,3897257 


p= 140704 Sk 
ferner 


E) = 320°52' 16,00 
E! = 327 8 24,18 
20° 52'16",00 + 31932",01 — 329° 44! 28.01 
279 8'24"18 + 27454".94 — 334945’ 5919. 


M == 263i Sap 
M" = Kh! — esm == 3 
fete b(t aad 
reese " ; - ‘ ee < P e ‘ : 

Hier ist 1" — M = 5°1'31",11, wihrend boos) = 5°1'31",03; die Differenz 

as 

+o EE racy] Arta . 2 1 1 1] ) re dey ] 

der Priifungsgleiching 0,08 deutet einen kaum merklichen Fehler der Rechnung an. 
Die Berechnung von v und v" wird nothwendig, wenn man die Lage des Perihels 

bestimmen will; man hat zu dem Zwecke die Formeln: 


igi/,u = tg (45° + +) tg3/. E 


tg eu" — tg (45° ae £) ty 1/, E", 


) Dabei leistet der Gauss’sche Kunstgriff des logarithmischen Incrementes, welcher in der 
4. Vorlesung auf die Keppler’sche Gleichung angewendet wurde, die besten Dienste. 


= Ae 


und dann die Priifung, ob v’ — v mit dem Werthe aus den friiheren Rechnungen in 
Uebercinstimmung ist. Hier findet man: 

v= '310" 6b" 807.28 

vo” = 318 30 24,06 
in hinreichend befriedigender Uebereinstimmung mit dem oben angenommenen Werthe 
vu” — v = 7934! 53",73. 

Fiir acos p*® oder p, den halben Parameter, ergiebt sich: 
logp == 0,395 4839. 

Die eben gefundenen Zahlen stimmen bis auf fusserst kleine Unterschiede mit 
denjenigen iiberein, welche yon Gauss in der Theoria motus aus denselben Daten 
abgeleitet werden. 

Es mag noch die Bemerkung hier cinen Platz finden, dass die Bequemlichkeit des 
Verfahrens keine Einbusse dadurch erleidet, dass r + 2’, welches in dem Nenner der 
Glieder der Gleichung (5) und (6) der Vorlesung vorkommt, klein wird. Wo dies etwa 
bei periodischen Kometen in dem sichtbaren Theile ihrer Bahn der Fall ist, nimmt auch 
die Grésse & entsprechend ab, denn die letztere ist nach den obigen Entwickelungen 
der reciproke Werth der Geschwindigkeit des Kérpers, d. h. eine Grésse, welche der 
Quadratwurzel aus dem Radius vector umgekehrt proportional ist. Die Naherung, 
welche die genannten Gleichungen gewahren, wird demnach auch fiir solche Falle eine 
sehr brauchbare sein. 


Vierundsiebenzigste Vorlesung. 
Die Gauss’schen und die Encke’schen Formeln fiir die 


Verbesserung der Dreiecksfliichen. 


Aus der Keppler’schen Gleichung folgt, fiir die erste und dritte Beobachtung 
angewendet: 


kt ae 
5 = HE — esnk 
a’ 

kt" > fa 

=z yah! —— ¢.8070 jig 
a” 


wobei die Zeiten vom Perihel an gerechnet werden, also ferner: 
/ 
oe — EB — FE — 2esin1/,(E" — E)cos1/,(£" + 2), 
a” 
oder unter Einfiihrung des halben Parameters p: 
oo” Vp = al —  {E"” — E — 2esin3/,(E" — E)cos'/,(E" + By) = C1) 
Erinnert man sich nun der Formeln: 
sin 1/, E Val + e) = sin '/,u Yr 
cos '¥/p EH Ya(1 — e) = cos }/,u yr 
sin 1, E” Ya (1 + ¢e) = sin'/,v" Yr" 
ae EI Ris 
cos 1/y EK" Ya (1 — e) = cos !/,u" yr", 
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so erhailt man obne Miihe: 


sin 1/, (v" = v) rr" ee et 
Vp 
ecos 1/,(E” + EF) = cos/,(E” #) 


Sint), (== EV 


cos ¥y (v" — v) Pre" 


a 


(3) 


Substituirt man diese Werthe von sin3/,(E” — E) und cos1/,(h” + £) in die 
obige Gleichung (1), so wird: 


Hp = a Vl — 2k! = B— sinh" — B) 


-- 2 sin 1/, (E" Revs, E) {cos /) (” ae E) — ecos 1/4 (" be E)}\ 
= a? ime a |" = f= in ( Eb — BE) + 2 sin 1/, (v"” — v) cos 1/, (v" — v)rr 


a’ Vp 
= a Vie — E — sin(E" — B)} + rr'sin(v" — v). 
Setzt man hier den aus (2) folgenden Werth von a ein, so ergiebt sich: 
\ ° mI ’ 2 alts 
ans . (E'— |) = sin(e’ — *)) _ {sin Yo (v" — v) pre” gael 7 ee 
op = (“aa ENV + re sn (0 — 9), 


; A 
d. h., wenn wir, wie friiher, unter 7’ das zugehérige Verhaltniss ae verstehen: 
E" — E — sin(k" — E) oY ‘E-abae 
a Nee | nt ter... | 
sin 1/5 (E" — E)8 2 cos 1/.(v" — v) yrr” 1 ee (4) 


Aus letzterer Gleichung wiirde sofort der Werth von 9’ zu ermitteln sein, wenn 
nur der Factor: 


E" — E — sin(£"” — E) 
sin 1/,(E” — E)3 
bekannt ware. Von der Bestimmung desselben hangt also die Verbesserung der Hypo- 
thesen vorzugsweise ab. Zieht man noch die Gleichungen: 
= a (1 — ecos E) 
r! == a4 (1 — ecos E") 
m Hiilfe, so erhailt man zuniichst: 
r + r= 2a [1 — ecosl/, (B" + EF) cos}/, (H" — B)] 
und dann durch Kinsetzung des aus (3) folgenden Werthes fiir ecos1/,(H” + #): 
r+ r! = 2asin}/, (E" — EB)? + 2cos1/,(v"” — v) rr" cos 1/ (E"” — EB) 
_ 2rr' sin 1/, (v" — v)? o Seer , 
— eo + 2 cos Vy (vl — v) Yr r' {1 — 2sin1/, (E” — E)2} 
=— 292 nf? ( L s y 
2 cos 1/,(v"” — v)Yrr" 


-++- 2cos1/,(v"’ — v) Yrr’ {1 — 2sin1/,(H” — E)*}, 


« a 4} \ 1 . , t 1 a >), vi ‘ bat 
also eine Gleichung zwischen sin !/, (22 — E)?, yn’? und bekannten Gréssen. Nach der 
ersteren der beiden Unbekannten aufgelést liefern sie: 
y vi / 1 : 
sin 1/, (e” — E)? = 02y2 - ) 
2 cos '/,(v" — v)Yrr' 


rr! — 2ecosY.(v" — v)frr”{ ie 
4 cos +/, (vu — v) rr’ 


Jetzt braucht man nur noch den in (4) vorkommenden Factor: 
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E" — E — sin(E” — EB) 
sin 1/,(B"” — E)3 

1 i 3 4 m ] ut ] . . 

in eine nach Potenzen von sin1/,(H” — E) fortschreitende Reihe zu verwandeln, um 
in den Gleichungen (4) und (5) eine Lisung der uns beschiftigenden Aufgabe, Ver- 

releekchHia n G Te 7 - 
besserung der Dreiecksflichen ohne Zuriickgehen auf die Bahnelemente selbst zu haben. 
Gauss fiihrt die verlangte Reihenentwickelung in der Theoria motus ete. art. 90 in 
folgender Weise aus. 
Es sei zur Abkiirzune: 


29 — sin2g 
sin gs 
Son I/, gy? ie 


= + 


Differentiirt man sowohl X als auch a nach g, so wird: 
— ; : 1X 
3 Xcosg sing? + sing = 2 — 2cos 2g = 4 sing? 


x ; 
aa = !1/, sing, 


also: 


dX dg 8 —6Xcosg 
dx da sin g? 


’ 


und da: 
cosg = 1 — 2sin1/,9g2 = 1 — 22a, sing? = 1 — cosg? = 4x (1 — 2) 
ee es) 
dz 22 (1 — 2x) 


oder auch: 
me eXe 
(Qe — 2xt)7 = 4 — (3.— 62)X. ri § ae aot (6) 


Nimmt man nun an, die Reihenentwickelung von X nach x habe die Form: 
X = 4/, (1 + ae + Bar $ ya + dat + +9, 
worin @ B, 7, 0 constante Coéfficienten sind, und substituirt aus dieser Form in die 
Gleichung (6), so erhalt man: 
8/, {ax + (28 — a)x? + (By — 2f)a3 + (40 — By)at +--+} 
= (8 —4a)x + (8a — 4B)a2 + (8B — 4y)z5 + (yy — 40)x4 + -.-), 
und nach dem bekannten Fundamentalsatz fiir die Methode der unbestimmten Coéfficienten: 


os, 8 10 ne at 
5 p=r%, r= 8 0= 777 u & w. 


—— 


7 


Wir haben also folgende Reihe: 

64.8 

aight: 
Die Gleichungen (4) und (5) nehmen durch Kinfiihrang einer yon der Sehne x 

zwischen den beiden Radienvectoren abhingigen Hiilfsgrésse eine noch etwas bequemere 


Gestalt an. Setzt man nimlich: 


sin '/ogt + --- ete. . « (7) 


4 


Powtaay ° 4 
iS ee gee 
sin g? i) pap 3 


m% Fie 
r -f- yl! = sn y, 
wodureh zugleich: 
er tan ae ae gt ar 2rr"cos(v"’ — v) 
= (r + vr)? — 4rr” cos", (v’ — v)?%, 
5O* 


Je ARO G eae 
debs wast 
2 cos ¥/y(v" — v) Pre! = (r + 1”) cosy’ 
sich ergicbt, so gehen die Gleichungen (4) und (5) in die folgenden iiber: 


1 3 sin 1/, wp’? 
sin, (B"” — BE)? = 872 (—7m0) — cos 1s ae (8) 
4. 


of — on! = [E+ Sagan ths (B" — BY 


oO 


g! U 3 

so — : © sin 1 (B" — BY + | G ce aah =) 

Was nun die Aufldsungen dieser Gleichungen hetrifft, welche Gauss durch Hiilfs- 

tafeln sehr erleichtert hat, so gentigt hier folgende Bemerkung. Die Glieder der 

Gleichung (9), welche sin!/,(4” — E)? und die héheren Potenzen dieser Grosse ent- 
halten, bringen, da sie simmtlich mit dem sehr kleinen Factor dritter Ordnung: 


multiplicirt sind, Gréssen der fiinften, siebenten u. s. w. Ordnung hervor. Man wird 
deshalb aus der cubischen Gleichung: 


, Oy! 3 * ny ( On! eo 4 
(Eyam) + MO + eee Gs phaag) = 18 


eine brauchbare Anniherung fiir 9 7’ gewinnen, welche dann ibrerseits in Gleichung (8) 
eingesetzt, emen Werth von sin!/,(” — E)? liefert. Letzterer kann dann wieder zu 
einer strengeren Lisung der Gleichung (9), indem man ihn in den vorher vernach- 
lassigten Gliedern substituirt, benutzt werden. Dieses Verfahren begriindet auch im 


Wesentlichen die Gauss’schen Entwickelungen und Hiilfstafeln fir re (oder logy! 
u] 


der Theoria motus corp. coel.), auf die wir am Schlusse der 77. Vorlesung zuriick- 
kommen werden. 


Funfundsiebenzigste Vorlesung. 


Fortsetzung der Entwickelungen yon Eneke zur Bestimmung 
der Dreiecksflichen. 


Das am Schlusse der vorigen Vorlesung erwihnte Gauss’sche Verfahren zeichnet 
sich dadurch aus, dass es noch fiir sehr grosse Zeitintervalle seine Convergenz bewiihrt 
9 gher 7 1 -alzetiacha ss An ‘pd nips ‘ : : 
Da aber in den praktischen Fallen diese Kigenschaft der meist nicht grossen Zwischen- 
TAd 1eht 7 4 ’ uty, rarle , a ] i 1 
zeiten wegen nicht in solehem Grade verlangt wird, so diirfte die Encke’sche Auf- 
rats F a1 NT ate , 7 : as 5 . 
lésungsart der Gleichungen (8) und (9) (74. Vorlesung) ihrer grésseren Einfachheit 
wegen in den meisten Fiillen etwas grissere Bequemlichkeit besitzen. 

} kag +t a EAE hice Las wi . S 

Kneke substituirt den Ausdruck fiir sin 1/,(” — E)? aus (8) in (9) (74. Vor- 
lesung) und leitet dann vermittelst der Umkehrung der Reihen eine nach Potenzen 
der Grésse: 

a2 
(r “e r")3? 
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welche wir im Folge it wv? bezeichnen w eee ! 
olgenden mit v’? bezeichnen wollen, geordnete Entwickelung von log — 


oder logy’ der E 5 7010 » Es wi i i ii 
( gy Encke’schen Bezeichnung) her. Es wird auf diese Weise zuniichst: 


4 4.6 "2 
a == fy! = ead ee ag conse 
‘ CAR hy Geo cos w’8 
4.6 sin1/, y” ) 
—s : ma? eee yl at ted 
3.5 cosp a.0.,7 cos p'® 
o£. G8 v2 — sin 1/y p!2 To a ae 


es ye ee [2° 
ee ey cosg'3 — cos gy’ 
| 4.6.8 sint/, op’ ) yl? 


"3.5.7 cosq’ "h cosp’s 7 


Ng 


lo nat — 4. é Vv 2 oa y 3 -t- 4 + vee 
g r aV [ Vv Ov > 


worin &, 8, y, 0 ete. die nach der Methode der unbestimmten Coéfficienten zu suchenden 
Zahlenfactoren yorstellen, so muss, wenn e die Basis des natiirlichen Systems ist: 


1 


— — peVvtpr®+yr8p drape... . 
7 € FPO bes = 1 + (av! 4 Bo’? + ypv’s + do's + ---) 


$y (av + Bo? + y's + Jo's + ..d)?2 4... 


: a Pree 
sein. Man erhalt somit, nachdem fiir = sein aus (1) folgender Ausdruck gesetzt worden 


ist, zwei nach Potenzen von v’ fortlaufende Reihen, die einander gleich sein sollen, in 
denen daher die Coéfficienten gleicher Potenzen iibereinstimmen miissen. Fiihrt man 
die leichte, nur etwas weitliufige Entwickelung wirklich aus, wobei noch gleich cos g’ 


= 1 — 2sin1/, yp" gesetzt werden kann, so wird: 
“== 0 
4 SA. ie Lobe, 
p= 3 oe = sin 1/y gp’? + 35 sin, pt + ++ 
o == 0 
32 4 736 
fs) ao CS SS A Ee - 89 sin 1/, g’? == 


und tiberhaupt: 


1 2 4 
ot ae ted iy, 1 ON a Oa ue 
log nat a aa + 5 (sin /o @ 9” yy 


736 89 79 
nm 1/4 p't — — sin1/, p'2v'2 + Mi i Sara 
“+- 85 (sin /s Y 69 SiN “/9 Y Vv raga”) v 


Da sin'/yg' eine kleine Grosse der ersten Ordnung ist, so sind die einzelnen 
Glieder dieser Entwickelung der Reihe nach von der zweiten, vierten, sechsten wu. s. w. 
Ordnung; sie werden daher auch am zweckmissigsten in derselben Reihenfolge zur 
Anwendung gebracht. Encke hat eine kleme Tafel berechnet, in welche man mit 
dem Argumente log cos gy’ einzugehen hat, um die Coéfficienten in der Entwickelung des 


log brigg — in Einheiten der siebenten Decimalstelle zu finden. Der grésseren Einfach- 
u/ 


y'? (t" — t)? 


ye oder (r +r) fort 1), 


heit wegen liuft die Reihe nach Potenzen von 


1) Siehe Encke’s Abhandlung ,,Ueber die Bestimmung einer elliptischen Bahn aus drei voll- 
standigen Beobachtungen“. Berliner Astronom. Jahrbuch fiir 1854. 
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Sobald y! bekannt ist, wird auch die Bestimmung der Elemente a und e, sowie 
der wahren Anomalie v, welche von dem Argumente der Breite abgezogen werden 
muss, um x — & zu finden, sehr leicht, wie hier gleich bemerkt werden mag. Denn 
man hat fiir den halben Parameter p die Gleichung: 

rr" sin (v" — v)\? 
p= ( ® 9! ) ) 


also, wenn g den Excentricitatswinkel bedeutet: 


‘ (" r’ sin (v'" — v)\? 
acos pp? — er > 
on 
ausserdem ist nach den vorhergehenden Entwickelungen: 
Qyl2 in 1 '2 
’ v sin 
sin} /,(E" — E) = i, is side a 
cos y's COs ~P 
und auch: 
b sin 1/,(£"” — BE) = Yrr" sin1/,(v" — v) 
oder: 
sin 1/4 (v" — v) 
663 Se ee 
? sin 1/, (" — EB) 
Aus der Relation: 
ee p 
1 + ecosv 
kann dann sofort auch v bestimmt werden, gleichwie man die Formel: 
r = a (1 — ecos E) 
gebrauchen kann, um # und dann die mittlere Anomalie M zu bestimmen. Wendet 
man dieselbe Bestimmungsart auch noch fiir v”, A” und M” an, so hat man die Con- 
trolen der Rechnung, dass die Unterschiede v” — v, EH’ — E den vorigén gleich 
werden miissen, und dass die Differenz: 


r 


k (t” — t) 

” 

= MS 
a’? 

sich ergeben muss. 

Die Grosse 7’ bildet auf diese Weise, wie man sieht, auch gleichsam den Schliissel 
zur Lésung der Aufgabe, aus den beiden Radienvectoren, dem eingeschlossenen Bogen 
und dem Zeitintervall die Elemente der Bewegung in der Bahn zu finden. Fiir die 
Verbesserung der Hypothesen dagegen ist »’ nicht nothwendig, sondern nur die dem 

: " tentenreohe nike 5 
Intervall #” — ¢ entsprechende Grésse 7", da die den Hypothesen zu Grunde zu legen- 
den P und @ in folgender Weise definirt werden: 


P= — 


3 
aes (eo Maiiee 1) 2 r'3, 


n' 
Es ergiebt sich nun aber, wenn man die Gleichungen: 


Pp 
ieee 1 + ecosu 
p 
— = 1-+ ecosr’ 
r 
p 
= 1 + ecosv” 
a)" whe 90 1 yy " ! a Peay; . * ye 2° . 
der Reihe nach mit sin(v"” — v'), sin(v"" — v), sin(v! v) multiplicirt, addirt und 


eines hiufig angewandten Lemma sich erinnnert; 


ee ae 


j sin (v" — v') — sin (v" — v) 4+ sin (v' — v) 
ied Cae 1 hace 
= sin (v” — v’) — =F sin (v” — v) + yn sin (v' — v) 
— 2rr'r” {sin 1/,(v" — v’') cos 1/y (v!! — v!) — sin 3/, (v" — v') cos (1/9.0” + 1/. v! — v)} 
rr” sin(v"! — v') — rr” sin(v" — v) + rr’ sin(v' — v) : 
Ps | ise SNe er SR . 
_ £8in1/s (v v') sin 1/,(v" — v) sin1/,(v' — v) ppl! 


n+ on! — 7 


und demnach ferner nach einer leichten Reduction des Ausdruckes fiir Q: 


p Oy" bei al n ; fe ak 
= -5, > Wobel also: 7 = —=, 4 = ——— 181; 
EN o Vp "Vp 

a on Ql ny” y'2 


@ 


Bilden wir dagegen die Hypothese, wie in Vorlesung 70, d. h, nach der Definition: 


n Q 
v= y(t gon) 


r # ~ cost/, (v” — v') cos}/, (v"” — v) cos 1/, (v? — v) 


" FS ad Jt 
moe (1 ain) 
so wird offenbar: 
Big Deuba, Ua r 
o a r y! cos 1/,(v" — v') cos 1/,(v" — v) cos 1/,(v' — v) 
a oe Y a (N 
remy pe = te (1) He 


und es ist folglich auch hier Alles bei der Verbesserung der Hypothesen auf die Er- 
-mittelung von 9 und 9” zuriickgefiihrt. 


Sechsundsiebenzigste Vorlesung, 
Hansen’s Formeln zur Verbesserung. 


Wie wir friiher (Vorlesung 65 u. f.) Hansen’s Formeln fiir die Durchrechnung 
der einzelnen Hypothesen kennen gelernt haben, wollen wir jetzt, im Anschluss daran, 
seine Verbesserungsart der Hypothesen mit unwesentlichen Modificationen in der Be- 
zeichnung hier wiedergeben. Ls ist dies um so wiinschenswerther, als Hansen den auf 
dieses Capitel beziiglichen Reihenentwickelungen einen noch erheblich héheren Grad von 
Convergenz gegeben hat. 

Es sei der Kiirze halber: 

KE — 1/, (v" - v), vis —_— 1/, (vl Pee v), 
Y= 1/, (z" a Bs gf = if, ye E), 
so geben die bekannten Gleichungen: 
Vros't,v = yal —e). cos1/, KH 
Vrsin'/,v = Ya(l +e). sin1/, EH 
yr" COR Ur Ya (1 ==) . cos /, E" 
Yr" sin fy uv" = Ya(l 4+ e). sin¥/. EB", 
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sogleich: 
Yrr" cos F’ = acos G’ — aecosq! 
Yrr" cos f' = acosg’ — aecosG', 
oder: 
bee = =22 wig cosy UA Boe 
Ud 
rr 
i 
.Yrr 
is OE: eg Ne Ct a aay aE ee Sk 
a 


Ferner hat man, da: 


= 1 + ecosv 


=| 


pe ” 
oH = 1 + ecosv 


” 
p Jame, + 2ecos F’ cos f’, 


he 
und wenn fiir ecos I sein Werth aus Gleichung (1) gesetzt wird. 
Qrr" sin f'? 
ay + r — 2cosg’ cos f! Yrr” 


Nun ist aber: m 
a’ n' Vp = 2rr" sinf’ cos f", 


also: 
o2 ; 
os ” / ! ee 
U] 2rr" cos f'2 (r + r" — 2Qcosg! cos f' Yrr") 
Zieht man die Gleichung: ‘ 
ol 
—— = E" — esin KE" — (E — esinE) 
ar 
oder: 
oY 
Sh and) gd — 2ecos G' sind’ 
ale : ; 


zu und eliminirt ecos G' durch Einsetzung seines Werthes aus (2), so erhalt man: 


fg! 


) eae}: 
P ‘ a Yr? i 
~ = 2g’ — sing’ + ayre! sing’ cos f'. 
ak a 


Da nun in Folge der Gleichungen: 


w 


r ee: 
—= 1]1—eéecsEk, — =1—ecsk”’, 
a a 
roe 
—_ = 2 — 2ecos G' cos a! 
a 


wird und ferner durch Elimination von ecos G’ mittelst (2): 
l 2 sin g'® 


; = ’ 
a r + 1” — 2cosg’ cos f' Yrr” 


so hat man unter Beriicksichtigung der Gleichung (3): 


1 4 rr" sing’? cos f” 
ee Oe Ore ee eS 


U 
Mittelst dieses Ausdruckes kann man a aus der oben fiir y- gefundenen Glei- 
a ‘2 


chung eliminiren; wenn dabei zur Abkiirzung: 
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o2 
m= ———______ 
(2 cos f! Yrr')s 
gesetzt wird, so erhilt man: 
ee eS (5) 
sin g/3 n'3 "'? 


Es muss nun, um 7’ zu finden, g! zwischen den Gleichungen (3) und (5) eliminirt 
29 — sin 2q/' 
sin g'® 


werden, zu welchem Zwecke spiiter wieder eine Reihenentwickelung von 
ausgefiihrt wird. 

Zunichst aber kann man die Gleichung (3) durch Einfithrung von Hiilfsgréssen 
auf eine einfachere Form bringen Dieselbe geht tiber in: 


Lee 4m’ cos f! Yrr" m! 
2 ‘ yep oe a : 
Na r + r” — 2cosg! cos f’ Yrr” eet aa) cay 
4cosf' Yrr" : 


Es sei deshalb: 
; r+r' 
Sg 
4 cos f' Yrr" 
so hat man Gleichung (3) in der einfachen Form: 
il ' 
gd camera (6) 
7 U + sin 4g? 
Um die Hiilfsgrésse 7! etwas bequemer berechnen zu kénnen, setze man noch nach 
dem Vorgange von Gauss: 


40 
tg (459 + @) = 


Hierdurch wird: 


”" 
rt aay, 


[rr 


Wigs sin 1/, f” tg 2 oo? 
cos f' cos f' ’ 
oder wenn: 
tg 2 o 


09 Sint P 
gesetzt wird: 
(sec q sin 1/, f')? 


1s 
= cos f' 


Siebenundsiebenzigste Vorlesung. 


Fortsetzung der Hansen’schen Entwickelungen fiir die Verbesserung 
der Hypothesen. 


Nach dem Vorhergehenden handelt es sich darum, die beiden Gleichungen: 


ie. ee ae 

rE a I ote sin 4 gf” (1) 
1 1 2¢ —sin2g’ , 
qs sin g'® S 
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in Beziehung auf 7! aufzulésen. Hansen bemerkt hier, dass die Gauss’sche Reihe fir 
(rs G 9 U 7 os 
ag eset 2 durch eine andere noch weit starker convergirende ersetzt werden kénne. 
sing’ 
Es sei: 
2g — sin2g — 8Ysin1/,93 cos'/oQ, 


so erhalt man durch Differentiation: 
, : 1) aa 4 
4 sin 1/, g? cos yg? = 3 ¥ sin}/, 9? cos 1/.g2 — Y¥ sin 1/,g* + 2 a sin Vy g? cos 1/5 9. 


Setzt man ferner: 


y = 19"/29°5 
also: 
dy sin "/yg 
dg cos 3, g3 
und beriicksichtigt, dass: ee 
ay 
Oe, 
aes, 
dg 


so erhalt man die Gleichung: 
dY 
a alee ee eens 2 
Ai Y (SU ete ee 
Macht man hier wieder, wie friiher, die Annahme, dass: 
4 
YS ey bya Oe Oy een 


so bestimmen sich die Coéfficienten , 6, y, 0 etc. wie folgt: 


“oe 4 — Pe, 
= —-30 ieee SF 
4 20 
hae mere! pias 
Us Se. (We 


in der Weise, dass man jedesmal den Zihler um acht Einheiten algebraisch zu ver- 
mindern, den Nenner dieser negativen Briiche um acht Einheiten zu vergréssern hat, um 
den des folgenden Coéfficienten zu erhalten. Substituirt man die fiir Y angenommene 
Form, so wird jetzt: 


2g — sin2g 4 | l 1 
————— OO Ay ie ee se 1/, 4 
sin g? 3.cos '/y g? | a 5 9/29 5.7 9 q + eae >? 
oa ; 
BT. ori oe 


Von dieser sehr stark convergirenden Reihe macht indessen Hansen hier keine 
Anwendung, sondern hilt sich an die Gauss’sche Entwickelung. Setzt man in Glei- 
chung (1) diese Entwickelung nach Potenzen von sin}/,g' ein und fiir letztere Grosse 
den aus (6) (76. Vorlesung) folgenden Werth: 


Seeley fos aay a: ' 
sintigg? = myn? — I, 


(= — 1) = mi + 


so erhilt man: 


| 


64 
Ie Is Io / 
m 24 2 tess 4 
VP oe me y 
128 
iyi! aa oat ath 
m U — —— m'2I' y!2 
35 l 


ot] Oo 


64 
+- 35 m’ 12, 


5 
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Diese Entwickelung ist einschliesslich der Glieder sechster Ordnung richtig, da 
offenbar 1 und m Gréssen der zweiten Ordnung sind. 


Nimmt man jetzt an, es bestehe eine Entwickelung von der Form: 


1 
= =1+4 am + Bm? + ym’ teas 


+ pm + ym? +. 
+ ym! U2 + vesy 


c ees ; : : 1 1 
substituirt in die obige Gleichung fiir 7 (| — 1) und setzt die Coéfficienten der 
; | 


gleichartigen Potenzen und Producte von m und 1 einander gleich, so findet man: 


i geese. 
_— S 
i -= ; — 202 
64. 16 
= hecho ee op 
y 35 5 4uB —o 
8 
ay = — — 
5 
eae. 128 : 
me Tees 
er 64 
v xy 35? 
demnach 
1 4 88 ally 
a i ee eal 12) I3 
7 + 3 a5 } 945 


8 512 
—— re nl i 4. TOD m2]! 


Of. 
+ 35 ml 


Um die Glieder dieser Reihe zu grésserer Convergenz zusammenzuziehen, setze man 


5 
a re h+hl; 
sie wird dann: 
1 10 110 16600 8 8 
ee | - 2 3 + — pel — —— hl’, 
ru 4 m h he + 5103 hs + 3 hl 105 hl 


Es sei aber noch ferner: 


h—=AaAt a A2, 
so wird: 
1 10 340 8 8 
a pate Ee ee et) Bi 27 ie '9 
de eal ss Ree on its 


Da nun auch 4 offenbar eine Grésse der zweiten Ordnung ist, so ist bis auf Glieder 
sechster Ordnung, welche noch dazu kleine numerische Coéfficienten haben, genau: 


1 LO 
Man hat aber ferner nach dem Vorhergehenden: 


japle 


ives h — h h 
ed laa 11 1 
1+ 4 Spi od 1+ ah 
il 
1 + aie 
also fiir a die Entwickelung in den Kettenbruch : 
1 10 
7 14 5h 
1+ =F 
1 + ah 
1 + ete. 


wobei h die sehr kleine Grésse zweiter Ordnung ray: vorstellt. 
6 


Um die Gleichungen (6) der 76. Vorlesung und (1) dieser Vorlesung noch genauer 
aufzulésen, als es mit dem Hansen’schen Verfahren méglich ist, setzen wir: 


29° — sing’? 1 
OTe a ee 
sin g’® 3 oO ey ee: 
£10 a ) 
& ist dann eine Grésse vierter Ordnung und in erster Annaherung gleich: 
Pe A. 
35 sin a 
Setzt man (2) in (1) ein, so folgt: 
1 gee 1 
ea ea, aia ie erect Com 
disc lOh eee aaa 
oder: 
3 ey No 
Leer REE (sin x 9 — £) 
1 —_ n! a m 


Dieser letzteren Gleichung stellen wir die reciproke von (6) gegeniiber: 


il 
U + sin 9 g? 


"9 — . 
a wal 
Aus diesen beiden Gleichungen ergiebt sich durch Elimination von sin = yg: 
3 os 9 
T+pltaé 
n'3 ieee 10 10 
ae 7 -+ 10 42 = — SR? Ce othe bi. ohe Peughtea re (3) 
Wir setzen nun: 
eee 
5 / 
0) ae 


Die Gleichung (3) schreibt sich dann wie folgt: 


ie Ks 
a ov =a 
. een Dreieck Sector 
Setzen wir schliesslich nocl Stell it eg Og eee ee 
ch an Stelle von t (Go Ae mit Oppolzer 9: Droieck )? 


so dass also y! — 7 so folgt: 


ook eee 
n° (1 as -) 10? 10 WV 
u/ 


oder: 
; F 1 


Zur Auflésung dieser cubischen Gleichung hat Gauss cine Tafel construirt, welche 
mit dem Argumente hk’ die Grésse log7? giebt. Wir haben dieselbe als Tafel XII im 
Anhange aufgenommen. Man beachte, dass: 


1 == (5) 
My 
ist. In erster Anniherung kann man nun § = 0 setzen, erhalt dann: 
soe mo 
v 
Be 


und hieraus: 


y? resp. a mittelst Tafel XII. 
| 
Nach Gleichung (6) ist dann: 


sin 2 g’? = m' 7’? — 1. 


“ae ome | ; ‘ ; 
Mit diesem Werthe von sin > g? kann man sich nun ndéthigenfalls einen ver- 


besserten Werth von & verschaffen (wahrend wir ja in erster Anunaherung = 0 gesetzt 
hatten). Strenge kénnte man § aus der Gleichung (2) als Function von g’ finden. Um 
aber diese Rechnung, welche iibrigens durch Entwickelung nach Potenzen von g’ wesent- 
lich verkiirzt werden kénnte, zu vermeiden, haben wir im Anhange Tafel XIII nach 
Gauss aufgenommen, welche § in Kinheiten der siebenten Decimale als Function von: 


1 / 
— Y oar) 2 
w = sm 5) g 


giebt. Dieselbe erstreckt sich auch auf negative Werthe von w; da fiir die Hyperbel 


aly) Per er eee ae wa fen Te 
sin > g rein imaginir, und w in Folge dessen negativ wird. 


Welches auch die Form der Bahn sein mag, man hat immer: 
ae | 
w = sin ee i — I. 
Fiir die Parabel ist iibrigens w immer identisch gleich Null. Der Gang der Rechnung 


ist also einfach folgender: 
Man setzt in erster Anniherung § — 0 und berechnet so: 
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Aus diesem Werthe von h’ findet man mittelst Tafel XII: 
P oe 
logy” oder log We 


Hieraus berechnet man: 


Mit diesem Werthe von w bestimmt man mittelst Tafel XII einen Naherungswerth 
von & und hieraus einen verbesserten Werth von h’ nach der Formel: 


/ 


i We eh we 


+U+E 


o>| on 


Achtundsiebenzigste Vorlesung. 


Anwendung der Reihenentwickelungen fiir — fiir Ellipsen und 
Hyperbeln, deren Excentricitit nahe gleich der Einheit wird. 


Nach Vorlesung 8 haben wir, wenn: 


; r+r'’—x 
nid? — Se 
/s ie 


"” 
sin 1/, 6"? = fis al 
4a 
ist: 


i Ig 
0” — sind" — (6 — sind) = ke fea 
a 2 
also, wenn cin Mal: 
RR Sera 
~ 4sin 3/, 0/2 ? 


ein anderes Mal: 


Pe? + r” — x 
~ Asin 1/, 62 
gesetzt wird: 
0” — sin 0” d — sind 
Ey (ee all e ee RN UE NS ee Beare 2 
8 sin ui 0/3 ( } ? | %) 2 Bn Vp 53 (0 a ? x) aK (t t) 
oder: 
3 0” — sind” ‘ 3 0 — sind 
— i (PEE ght Ce es Be Oe re ea fee 
4 sin 1/, 08 eee See) 4 sin 1/, 03 (ae x) = 6K t). 


Da nun bei sehr gestreckten Ellipsen 0 und 0” sehr klein werden, so lassen sich 
. ve a " 2 By : 
die Factoren von (r + r” + x)’ und (r + r” — x)% sehr bequem durch die Gauss’sche 
#H » ’ me 4 ? vy > r] > > + 7 + 
und Hansen’sche Reihenentwickelung, welche wir in den vorhergehenden Vorlesungen 
kennen gelernt haben, ausdriicken. 
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Die Gauss’sche liefert uns: 
ee ke re Le aa i oia.10 076 , 
(lt pomp tg eg t ag hg tlt + a 
Oo. nae feo... OF 6.5010" 9-08 ; 
ie ( ue a? ee ae ee =e OT 2 a aaah i 
= 6k (¢’ — 2). 

Nach Hansen’s Reihenentwickelung dagegen erhalten wir mit einem wegen des 
Zeichenwechsels sowohl als wegen der kleineren Coéfficienten noch weit héherem Grade 
von Convergenz: 


1. 9 1. ons 3 dio 3.5 6's 
ee eee tg - Cepek ee tet Pe Si gs Ve 
( ee hay a Thal 1 ae Batol. ) 
(r +r’ + x) Tt." ie eon 3 de 
. : 1 Ss ag oe teeny et iy a ee Amel AS 
02 Qt gag S774" 5.7.07 4 
os == 
4 
3.5 os (r + r” — x)’s " 
sqrt =) a eo 
bie 


Den sogenannten Uebergang von der Ellipse zur Parabel und ebenso den von der 
Hyperbel zur Parabel haben wir hier in der Formel: 


ul! (r Ae ry! a5 x)* = uw (r 4 yr! — ")% —_ 6 k (t!” on t), 


worin die Factoren u und w” aus r + r” und x berechnet werden kénnen, wenn a be- 
" 


kannt ist. Zwar wird fiir die Hyperbel a negativ, also sin 2 und sin oy imaginar; da 
jedoch die yvorstehenden Reihenentwickelungen fiir uw und w” nur gerade Potenzen von 


) 
sin ts und + enthalten, welche simmtlich reell bleiben, so ist die fiir die Ellipse zu 


fiihrende Rechnung auch fiir die Hyperbel anwendbar. Zur Construction von Tafeln, aus 
denen sowohl logw als logu’ zu nehmen, kénnte man sin x? unter Zulassung von nega- 
tiven Werthen zum Argument und den Logarithmus der Reihe: 
1 Oy 1 ot 3 x6 3.5 x8 

hae age ees a pe Re ae eee ey a 

fame oe oe eg 
zur Function der Tafel zu wahlen. 

Wir wollen hier noch zeigen, wie eine solche Tafel im Verein mit der Barker’- 
schen zur scharfen Bestimmung der wahren Anomalie v bei grossen Excentricitaten 


cos 1/4 x? 


gebraucht werden kann. 
Wenden wir die oben gefundene Gleichung auf zwei zum Perihel symmetrisch 


gelegte Punkte an, setzen also: 
Yo a fw ete oe a 2 Bin D, 
so erhalten wir: 
{u" (1 + sinv)® — p (1 — sinv)’*| 2’. re = 6K (t" — 2), 

oder wenn fiir die Einheit cos1/,v? + sin1/, v2, fiir r sein Ausdruck durch die Perihel- 
distanz g, die excentrische Anomalie /# und durch v: 
_ 608 Vo Eu? 

cos 1/4 v? 


eee! 


gesetzt wird: 
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wl (1 + 2tg%/,u + tg1/, v2)" — w (1 — 2tgt/yv + tg v9) 
=e" (1 + tg1/sv)? — uw (1 — tg */2v)? 
wt — w+ 8 (w+ B) ig fv + 3 (W" — &) tg Var? + (u" FB) tg fav? 
__ 3k : 27 
_ V 243 cos 1/5 E® 


| 


oder: 
1, (u" — Bb) - You” + @) tg t/2¥ + 4 (u” — u) tg Ys a 
is Qt as ick §8 
1/ Ue nO Nyse er ea 
oo /6 (u ic u) tg /2 Vv (2 q)"® COS 1/, F3 | 
wenn t das dem Bogen 1/, (v — v) entsprechende Zeitintervall bedeutet, so dass 


i! — ¢ = 27 ist. 
Fiir die strenge Parabel wird w” — 4 —=1 und die Gleichung geht in die 
bekannte tiber, welche der Barker’schen Tafel zu Grunde liegt. Setzt man: 


eee: 
ee aa 
ig gu = — sin Yop + cost/, Pig Yau 
es Stn Wn) 
io cos 1/5 w 
so wird: 
k T 1 i! 


Dee lead ig Ce pS ee ces ‘ ASS a Aaa tae 
tg /2W is /stg /9 U (2q)"2 cam (w + w’) COS 1/, B83 COs 1), ws 33 3 9 ot 


Hiernach wird man w aus der Barker’schen Tafel mit Leichtigkeit erhalten. Man 


berechnet die mittlere Bewegung J wie bei der strengen Parabel, multiplicirt dieselbe 
mit dem Factor: 


2 
=. . seg 1/, #8 x sec tf, we 
a secl/, B® . sect, u 
und addirt wegen der bekannten Einrichtung der Barker’schen Tafel noch die Grésse: 
75 . %/gtg Mop = 50tg 1, v. 


Zu dem so corrigirten M schligt man in der Barker’schen Tafel die Anomalie 

auf; der aufgeschlagene Winkel wird w sein und durch die Gleichung: 
tg1/.v = nO) 
cos 1/yw 

die gesuchte wahre Anomalie ergeben. 

Die Gréssen F, w und w” kénnen als gegeben angesehen werden, da sie immer 
ganz leicht und hinreichend scharf aus den gewdhnlichen Methoden zu erhalten sind. 
Ist v annaherungsweise bekannt, so kann fiir H die Formel: 


1—e 

Ll+e 

mr Anwendung gebracht werden; im anderen Falle findet sich EF hinreichend genau 
aus der Keppler’schen Gleichung und dann v direct durch das obige Verfahren. Die 
Grossen w und uw” folgen auf einfache Art aus FE. Das Argument fiir die erstere 
Grésse wird: 


rtr'—x r+ r — Qrsinr —— 
<a a . —= J i / MY 
es ns ro; = Y%, (1 — ecosE) — 1, Vl — 2. sinE 


tg M/E = tg ov ‘| 


oder, wenn der Excentricitiitswinkel gm eingefiihrt wird: 
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= 1/, (1 — sing cos E — cosy sin E) 
= sin [45° — 1/, (pm + E)}? = sin/, (90° — m» — EF)? 
Analog hat man: 


Soon al 


ad. ey /,(1 — ecosE) + '/,V1 —e.snE 
=", el — sing cos EL +- cos sin E) 
at sin [45° at. L/y (@ —-- E)|? aa sin 1], (90° — a E) 


Mit den Argumenten sin [45° — 1/,(m + E)]? und sin [45° — 1/, (p — E)}? 
kénnte man dann log w und log uw aus den vorgeschlagenen Tafeln entnehmen. Fehlen 
dieselben, so wiirden wir nach den Formeln: 


w= see" [90° — ( + E)P {1 + Yotg fs [90° —(p + BYP 


— 5-7 9% (8 —@ + mt. 


an 


uw” = sec¥/, [90° — (p — E)}? " + Ystg 1/, [90° — (p — E)P 


1 
= Fy ag Uda ee 0 ase a } 


rechnen. 


Neunundsiebenzigste Vorlesung. 


Anwendung der allgemeinen Lambert’schen Gleichung fiir die 
Verbesserung der Hypothesen. 


Wenn man einen Werth der halben grossen Axe a bestimmt hat, welcher die in 
der vorigen Vorlesung entwickelte Gleichung: 


we (re +r + x)? —u(r” +r — xe — 6K" — 2) 
” 
befriedigt, so kann daraus ganz leicht die Verbesserung der Gréssen = und “; her- 


geleitet werden. Denn bestimmt man nach der vorstehenden Gleichung das zwischen 
dem ersten und zweiten Orte liegende Zeitintervall ¢’ — t, indem man die Radien- 


vectoren r und r’ und die beide verbindende Sehne einsetzt, so muss man die gegebene 
" 


Zeit wieder erhalten, wenn die fiir mk gemachte Annahme richtig war; ein Gleiches 


. ° n + aye 
findet in Beziehung auf ¢” — ?¢’ statt, wenn 7, richtig angenommen war. Umgekehrt 


deutet ein Unterschied zwischen den nach der allgemeineren Lambert’schen Gleichung 


berechneten Intervallen, welche wir mit [¢’ — ¢| und [t” — ¢’] bezeichnen wollen, von 
” 


den gegebenen an, dass die Verhialtnisse of oder ce”, mn oder ce, welche wir bei der Hypo- 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 52 
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these zu Grunde legten, der Bewegung in dem durch den ersten und dritten heliocen- 
trischen Ort gelegten Kegelschnitte nicht entsprechen. Es ist einleuchtend, dass: 
ise qo ty 
eee ny dae ee 
ee eee 


" 
Verbesserungsfactoren fiir —- und — beziehungsweise sein werden, mit welchen man die 
n 


U 

n 
angenommenen Werthe multipliciren muss, um die verlangte Uebereinstimmung zwischen 
’ — t und [t' — ¢], sowie zwischen ¢’ — ¢’ und [¢’ — ?’] zu erreichen oder wenigstens 


derselben um eine Ordnung naher zu kommen, da bis auf die Glieder héherer Ordnung 
die Sectoren zu den Dreiecksflichen bei dem nichtverbesserten Kegelschnitte in dem- 
selben Verhiltnisse stehen werden, wie bei dem verbesserten. 

Bei der vorstehenden Art, die Hypothesen zu verbessern, hat man nur einmal 
eine Grésse durch Versuche zu bestimmen, nimlich a aus dem Intervall ¢’ —- ¢t, aus 
r,r und x. Wir fanden friher eine brauchbare Naherungsformel, yon welcher wir bei 
den Versuchen ausgehen kénnen. 


Bei Planetenbahnen sind die aus den Formeln: 


r+r”’—x 
sin V/, 02 = a 
4 r PUL 
sin 1/, 0" eee 


hervorgehenden Werthe yon 0 und 0” stets so betrachtlich, dass der Berechnung von: 


_ § —sind 
a sare 1/. 03 
und: 
» _. 0” — sind” 
te Sin 1), 078 


mit den gewéhnlichen Hiilfsmitteln kein Hinderniss im Wege steht. Ferner ist nach 
Vorlesung 8 EH” — EH — 0" — 0, auch: 


e (cos E” + cosE) = cosd” + cosd 


e (cos E"” — cosE) = — =, 
das heisst: 
2¢ cos '/y (E" + E) cos'/,(E"” — E) = 2cos1/, (0"” + 98) cos 1/,(d"” — 98) 
% 


2¢ sin, (E" + EB) sin/,(k"” — EF) = = 


oder : 
in Vo (EM ey ahs et 
esin 1/,(E” + E) Se cosec \/5 (9 9) oe Sy 
ecos 1/5(H" + EF) = cos¥/, (O" + 0) 


> Pt a 2, | Ly ie . . 
Nach Anwendung der Gleichungen (1) kann man die obigen Verbesserungsfactoren 
auch noch auf anderem Wege finden. Da nimlich nach Vorlesung 8: 


b sing (E" — E) =Yrr" sini), (v" — v) 
b sin '/y (E' — FE) = Yrr'- sin), (v’ — v) 


b sin!/, (E"” — EK’) = Yrr’ sin 1/. (v"” — v), 


=— 4l]11 — 


also auch: 


Pet Suny li U 
; . yr sin ve —v 
sin'/, (E' — FE) = //— . ie ACE Ba sin \/, (0"” — 0) 
r” sin /, (v" — v) fe Q) 
Pie sm ” / pole Sete 
; sin '/, (v"” — v') 
sin /, (B"” — EF) = | — - 4 - sin}. (8" — 
/9 ( ) > sin 1), (v" — v) im 1/5 (0 0) 
so kann E’, die excentrische Anomalie der mittleren Beobachtune, auf zwei verschiedene 


tok] 


Arten berechnet werden, das eine Mal aus EZ, welches aus (1) bekannt geworden ist, 


das andere Mal aus dem ebenfalls dorther bekannten KE”. Beide Werthe miissen iiber- 
n nl" 

einstimmen, wenn die Hypothesen tiber — und — genau richtig waren. Dasselbe gilt 
n n° 


von den beiden Werthen der mittleren Anomalie M' oder den Gréssen EL! — esin E'. 
Stimmen sie nicht tiberein, so kann man aus beiden die entsprechenden Intervalle 
[¢’ —t'] und [t' —?] berechnen und mit den gegebenen Zwischenzeiten ¢’ — ¢ und 
t’ — t vergleichen. 


Es ist dann wieder: 


n t'—t? 

wv [et — 7] 
ein verbesserter Werth von = oder c, und 

nt —t 


" 

, n 
ein verbesserter Werth von — oder ce”. 
n 


Bei der ersteren der eben beschriebenen Verbesserungsmethoden hat man _ bloss 
das Element a zu suchen, c und M oder M"” dagegen werden nicht verlangt; bei der 
zweiten Verbesserungsmethode miissen auch diese letzteren Gréssen abgeleitet werden, 
weshalb sie offenbar weniger bequem ist. Beide Methoden erméglichen tibrigens noch 
eine sehr einfache Schitzung des Feblers, welcher in der Darstellung des mittleren 
geocentrischen Ortes bleiben wiirde, wenn man die Verbesserung unterlassen wollte 
(von der bekannten Aberration dabei abgesehen). Es wiirden diese Fehler annaherungs- 
weise betragen: 

¢ —t—[t—t],, 
mee (a! — a) 


in Rectascension (beziehungsweise Linge), und: 


’ —t 
t 


in der Declination (bezichungsweise Breite). 


rad, 
4 ar — 0) 


52* 


soe AO ae 


Achtzigste Vorlesung. 


Rechnungsbeispiele fiir die Verbesserung der Hypothesen bei einer 
elliptischen Bahn. 


"” 
a n i : : 
Fiir — oder c, — oder c” wahlten wir die Formen: 
” 


n a Q 
ae (aa) 


Vb 
yy ” ty 

£=$ (1+ 2), 
welche von den bisher iiblichen etwas abweichen. Wir haben friiher bloss die Sym- 
metrie als einen kleinen Vortheil dieser Formen geltend gemacht; sie besitzen aber den 
viel grésseren, dass sie die Beriicksichtigung der kleinen Glieder vierter, sechster und 
sogar achter Ordnung schon in der ersten Hypothese erméglichen. Indessen ist hier 
von dieser Méglichkeit bisher fast gar kein Gebrauch gemacht, mit Riicksicht auf die 
fiir Einfithrung des Lesers in das Wesen dieser Rechnungen einmal gewahlte Darstellung; 
deshalb haben wir uns auch meistens erlaubt, in der ersten Hypothese: 

Q a Q” — atau 

za setzen, welche Bildung der ersten Hypothese bei ungleichen Zeitintervallen der in der 
Theoria motus c. c. vorgeschlagenen an Genauigkeit nachsteht; der Fehler wird desto 
erheblicher, je grésser jene Ungleichheit wird. Es macht offenbar in keiner Weise die 
Rechnung nennenswerth complicirter, wenn wir statt obiger N&aherung die folgende 
anwenden: 

Cees (ae) 

Q" = 59 (8 + 8"), 
welche sich aus den Reihenentwickelungen der Vorlesung 70 auf den ersten Blick ergiebt. 
Die Bildung der zweiten Hypothese nach der Hansen’schen Methode soll an dem 
friiher gewahlten Beispiele (Vorlesung 68) durchgefiihrt werden. In diesem Beispiele 
wurde gefunden: 

logr = 0,302274 


logr”’ —= 0,294696 
if =), (v=) == 81 Behe 
af =v — = Te 28" 22s 
2f =v" —v! a TN Rd OAS. 
Die Bedingung, dass 2/’ = 2(f + /”) werden muss, zeigt sich hier bis auf den 


sehr kleinen Unterschied von 0’,2 erfiillt. 
Die Formeln der Vorlesung 76 ergeben dann weiter: 


logm'’ — 7,272549 logm = 1,281338 
o” = — 004/138 @ = — 093'16",2 
log?!” — 7,02986 logt == 7,04143 
log hi! ==7 301 179 logh == 7,859946 
logy” = 9,998921 logn = 9,998899 
log P S=0,001 858 log Q = 9,074430. 


Diese Werthe von logP und log Q sind nun der zweiten Naherung zu Grunde zu 
legen. In einer Anwendung auf die Praxis wiiren hier nun auch die Beobachtungszeiten 
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ee der Aberration zu corrigiren; wir kénnen uns hier, wo es nur gilt, den Gang 

er Verbesserung zu zeigen, von diesem Geschaft dispensiren. Die zweite Hypothese, 
2 aaa os 

nach den Hansen’schen Formeln berechnet, fiihrt auf folgende Zahlen: 


log & = 0,254628 


@ = —11° 8 35",0 log & = 9,066 194 
log M = 0,869628 

#= 11° 54’ 49".9 logr’ == 0,297730 
log V = 0,596153 log V" = 0,594800 
log 0, — 0,006504 log 0!” — 0,064308 

Bb == —50? 35’ 16,7 nas 3609-39! 21/78 

5 ee ee OO 8 Of sere OS ABO! 1 
logr == 0,301994 logr'’ = 0,294408 

f= 719 89!) 6".8 
af == 1° Be! 49"'9 OM eR —— ei i ae AEs 

Tog m"’ = 7,273308 logm == 17,282178 

a” == —00 4’ 131 @ a 09.8! 178 
logt” — 7,03071 logl == 7,042.27 
logh” — 7,352002 logh == 7,360785 
logy” == 9,998919 logy == 9,998897 
log P_ = 0,001 353 log Q == 9,047467 
log M = 0,869695 g = 11° 54’ 502 
logV = 0,596150 log V" = 0,594797 
logo, — 0,006498 logo," = 0,064300 

Sa). BW IGT a =e 698392001 

Peer ou, 14, Bt 32",2 jl Ses 0 LU Piet 
logr = 0,301991 logr’ = 0,294404. 


Hiermit sind die heliocentrischen Coordinaten des Planeten, aus welchen auf ver- 
schiedene dem Leser schon beschriebene Arten die Elemente zu finden sind, definitiv 
bekannt geworden. 


Einundachtzigste Vorlesung. 


Die Gibbs’sche Vectorenmethode') zur Bestimmung einer elliptischen 
Bahn aus drei yollstindigen Beobachtungen. 


Wihrend die durch die Gauss’sche Methode erlangten Naherungsformeln fiir die 
Verhiltnisse der Dreiecksflichen nur streng sind bis auf Gréssen zweiter Ordnung, hat 
Gibbs durch seine Vectorenmethode gezeigt, dass sich die Verhiltnisse der Dreiecksflaichen 
genau bis auf Grissen vierter Ordnung inclusive darstellen lassen durch die Relationen: 


B B 

es ces Loe ae 

my T Cp Ne _ssi‘éTQ 
4 — = ’ 
Ng to a ale Ng lat Fay By 
te ee 


1) Man vergleiche das in den Yorbemerkungen zur 3, Ausgabe des yorliegenden Werkes auf 
S. XXII, XXV und XXVI Gesagte. 
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a 1 
wobei: R= (Stee) 
i 5 
B= Te + 8u4 +4) 
1 9 2 
pees Cheers 


gesetzt ist. ,,Der Versuch Oppolzer’s hingegen, — bemerkt Prof. Philipps treffend — 
Gréssen apten Ordnung in die Niherungsformeln fiir die Verhaltnisse der Dreiecks- 
flichen einzufiihren, kann nicht als ein gliicklicher bezeichnet werden, der Complicirtheit 
der Formeln wegen, zu denen Oppolzer gelangt, wahrend dieser Vorwurf die Gibbs’sche 
Methode nicht trifft. Auch ist die Arbeit, welche erforderlich ist, die Fundamental- 
gleichung zur Lésung vorzubereiten, bei Gibbs’ Methode weit geringer, als dies bei Gauss’ 
und Oppolzer’s Methoden der Fall ist. Ausserdem schliessen die Formeln zur Correction 
der angenommenen Werthe bei den successiven Naberungen in jeder Hypothese Glieder 
einer héheren Ordnung ein, als sie bei Gauss und Oppolzer mitgenommen sere, 
und folglich ist die Convergenz bei den Approximationen bei Gibbs eine 
raschere. Der hervortretende Zug der Gibbs’schen Methode aber ist die grosse ise 
fachheit, welche die Entwickelung der Fundamentalgleichung charakterisirt, indem die 
bei der Lésung des Problems angewandten eleganten Kunstgriffe die Grundziige der 
Theorie keineswegs verdunkeln.“ 

Ehe wir die Gib bs’schen Entwickelungen selbst geben, mégen einige orientirende 
Worte iiber den Begriff und Gebrauch des ,,. Vectors“ vorausgehen. 

Denkt man sich einen Punkt mit den Coordinaten a, Yo) % mit einem anderen 
Punkte, dessen Coordinaten 2,, y,, 2; sind, durch eine Strecke verbunden, welche somit in 
ihrer Lange und Richtung vollkommen bestimmt ist und deren drei Componenten: 


fa ——— te 
by = 29 = s 
US Ui). SSS Ly) 

P 
4 — m= 6 


sind, so existiren offenbar zugleich noch unendlich viele andere Strecken mit denselben 
Coordinaten, die aus der erstgenannten simmtlich durch Parallelverschiebung hervorgehen 
und alle in Lange, Richtung und Sinn mit ihr vollkommen iibereinstimmen. Fiir den 
Inbegriff aller dieser Strecken hat bereits Hamilton in seiner Quaternionentheorie den 
Namen ,Vector“ eingefiihrt, dessen Linge also die positive Quadratwurzel aus der 
Summe der Quadrate seiner drei Componenten ist: 


L=— lf + y+ & 
Bei einer Parallelverschiebung des Coordinatensystems ndern sich die Coordinaten eines 
Vectors offenbar gar nicht, waihrend sie sich bei einer Drehung des Coordinatensystemes 
wie gewohnliche Punktcoordinaten verhalten. 
Zwei Vectoren, deren Componenten beziiglich &, ,, € und &,, No & sind, kann 
man nun auf verschiedene Weise zu einem neuen Vector zusammensetzen. Erstens additiy: 


iS ae g 7 E, . 
= % + No 
c = Cy = i bo. 


£, ”, § verhalten sich dann bei Coordinatentransformationen wie die Coordinaten eines 
Vectors. 


Man kann aber einen neuen Vector &, 7, § aus den gegebenen, £,, 7), €, und &, m5, 65 
wich durch folgende Operation zusammensetzen: 
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E= mf, — Ns 
n= 68 — && 
€ = €i%, — 11 &s. 


Diesen Vector & , € bezeichnet man dann als das »vectorielle Product“ der beiden 
urspriinglichen Vectoren &, 1,, € und &, m, &. Higenthiimlich ist diesem Product, dass 
es bei Vertauschung der Factoren sein Vorzeichen jindert, d. bh. wenn man bie Ny, G1 
mit &, m, & vertauscht, geht & , € iiber in — & —yn, —E. 

Kine dritte Art der Zusammensetzung der beiden urspriinglichen Vectoren ist 
&& + 1. + 6,6, eine Grésse, die man das ,scalare Product*!) nennt. In der That 
indert sich diese Grésse bei Coordinatentransformation gar nicht, hat aber im Gegensatz 
zum vectoriellen Product die Eigenschaft, das Vorzeichen bei Vertauschung der Factoren 
nicht zu andern. 

Geometrisch wird der zusammengesetzte Vector héchst einfach durch die 
Diagonale eines Parallelogramms repriisentirt, das aus den urspriinglichen Vectoren &,, 
Mm, & und &, my. €& gebildet wird. Das scalare Product ist, wenn a und b die 
absoluten Liingen der urspriinglichen Vectoren und &% den von ihnen cingeschlossenen 
Winkel bezeichnet: 

Ls = abcos a. 


Die Linge des durch das vectorielle Product reprisentirten Vectors hingegen ist 
gegeben durch: 


V(b — Nob1)? + (618 — £1)? + (E1%2 — M162)? 
Vorb? — (&£ + mn. + 6:6) = absina, 


oder: 


also: 
Ly = absina. 
Man sieht sogleich, dass dieser durch das vectorielle Product reprasentirte Vector 
senkrecht auf der durch die beiden gegebenen Vectoren gelegten Ebene steht, da: 


é& + um + $6, = 0 
E&& + 4H. + fo = 0 


ist. Um den Sinn dieser Normalen festzulegen, denke man sich die wy-Coordinatenebene 
mit der Ebene des Papicres zusammenfallend und den Beschauer auf der Seite der posi- 
tiven g-Axe. Dann heisst das Coordinatensystem ein franzésisches (hopfenwendiges) 
oder englisches (weinwendiges), je nachdem die Drehung von der positiven #-Axe 
zur positiven y-Axe in demselben oder im entgegengesetzten Sinne wie die Be- 
wegung des Uhrzeigers erfolgt. Beide Coordinatensysteme lassen sich also nicht durch 
Drehung in einander iiberfiihren, sondern sind Spiegelbilder. Wihlen wir, um den Sinn 
des Vectors zu entscheiden, im Folgenden in gewoéhnlicher Weise das englische 
Coordinatensystem und suchen, um einen cinfachen Fall zu nehmen das specielle vecto- 
rielle Product aus den beiden Vectoren: 


&=+ 1 f= 0 
Ti 0 und 4, = + 1 


i= 0 2 = 0, 


so ist dasselbe auf Grund der vorstehenden Regeln: 


1) Grassmann hat fiir das vectorielle Product auch die Bezeichnung ,aiusseres Pro- 
duct“, fiir das scalare diejenige ,inneres Product eingefiihrt; Gibbs bezeichnet das erstere 
im Englischen als ,skew Product“, das zweite als ,direct Product*. 


&, — 0 
Q3 = 0 
bs == ce le 


woraus erhellt, dass, wenn der erste Vector in die positive w-Axe, der zweite in die 
positive y-Axe fallt, das vectorielle Product in die Richtung der positiven ¢-Axe fallt. 

In der folgenden Darstellung legen wir das englische Coordinatensystem zu 
Grunde und bezeichnen mit Gibbs die Vectorgréssen vorliufig allgemein mit grossen 
deutschen Buchstaben. Fiir das scalare Product der beiden Gréssen und B braucht 
Gibbs die Bezeichnung %.% und es ist also, wenn 2, y, 2 und a’, y’, 2’ beziiglich die 
Componenten von % und B sind: 


NM. B= awa! + yy’ + ze’. 


Das vectorielle Product, das also einen Vector darstellt, der das Product der 
absoluten Lingen der Vectoren 2% und B in den Sinus des von ihnen eingeschlossenen 
Winkels ist, dessen Richtung senkrecht auf derjenigen Seite der durch Y% und B gehen- 
den Ebene steht, auf der die Drehung von % nach 8 dem Sinne des Uhrzeigers ent- 
gegengesetzt erscheint, bezeichnet Gibbs mit: 


UX B= V(ye — ey’)? + (ee! — we’)? + (ay’ — yx’)2 
Die Bezeichnung (WBC) gebraucht Gibbs, um das Volumen eines Parallel- 
epipedes zu bezeichnen, dessen drei Kanten erhalten werden, indem man die Vectoren 


YW, B, © von einem bestimmten Punkte aus zusammensetzt; dies Volumen hat man also 
als positiv oder negativ zu betrachten, je nachdem der Vector © auf diejenige Seite der 
Ebene, in der &% und B liegen, fallt, auf welcher die Drehung von Y& nach 8 dem 
Sinne des Uhrzeigers entgegengesetzt erscheint, oder auf die andere Seite. Wenn also 
die rechtwinkligen Componenten von %, 8, © beziiglich a,y,2, 2',y',2', 2, y", 2" 
so ist: 


sind, 


Aus den festgesetzten Definitionen ergeben sich die folgenden Beziehungen fiir die 


Vectoren %, B und G: 


Mees mee) eee tx SS] — Bae 
(ABC) = VBCW = CAB) = — (ACY) = — (YW = — WAG) 


oder: 
ASHY=A¢.8x O—s.(C xk W=—C.AX 8), 
so dass also %.B und XX B distributive Functionen von Y% und B sind, wihrend 
(WBC) eine distributive Function von A, B und © ist; wenn also z B.: 
; ot = x +- mM, 
sO 18t: 
Y.BO=€.B4+M.B AKBH=—LKB+M x B; 
(ABC) = LBC) + MBO 
und analog fiir 8B und ©. 
Die Bezeichnung (BC) ist identisch mit der in der Mécanique Analytique 


von Lagrange gebrauchten, nur dass sich dort der Gebrauch auf Vectoreinheiten 
beschriinkt. 
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Die Bezeichnung AX x B steht, wie wir sehen werden, wenn sie auch nicht vollig 
identisch mit ihr ist, doch in naher Beziehung zu der Bezeichnung [7,7], welche 
gewohnlich fiir die doppelte Dreiecksfliiche gebraucht wird, die durch zwei Stellungen 
in der Bahn gegeben ist. 


Ableitung der Gibbs’schen Fundamentalgleichung. 


Die folgende einfache Betrachtung fiihrt auf eine ,,Vectorgleichung“, die nicht 
complicirt und bequem fiir eine analytische Transformation ist, welche die Beziehung 
zwischen drei Positionen in einer Bahn, die nur durch kleine oder missig grosse Inter- 
valle von einander getrennt sind, weit genauer darstellt, als es die bisher von Gauss 
und Oppolzer in der Theorie der Bahnbestimmung gebrauchten Niherungsformeln 
thun. Wir wihlen die Kinheit der Zeit so, dass die Sonnenmasse einem Kérper in der 
Entfernung Eins die Beschleunigung Eins ertheilt, bezeichnen weiter die von der Sonne 
nach den drei Positionen des Kérpers in seiner Bahn gezogenen Vectoren mit 9), I, I; 
und die Lingen dieser Vectoren (d. h. die heliocentrischen Distanzen) mit 7,, rg, 73. Die 


s , aA ; . ie Me 
diesen drei Positionen entsprechenden Beschleunigungen sind also durch — —, — =, 
me 
1 2 


3 x . : : Hires : 
— — reprisentirt. Dann kann die Bewegung zwischen den betrachteten Positionen mit 
¥; 
o 


einem hohen Grade von Genauigkeit dargestellt werden durch eine Gleichung der Form: 
R= A+17B+ PC4 #D + #G, 

in der &, B, ©, D, E fiinf Vectorconstanten reprisentiren. Die wirkliche Bewegung 

geniigt streng folgenden sechs Bedingungen, indem wir mit t, die Zwischenzeit zwischen 

der ersten und dritten, mit t, aber diejenige zwischen der zweiten und dritten Position 


bezeichnen und fiir die zweite Position t = 0 setzen, 

cat 4 Fa 
; aK My 
1 Mi, de —= > re? 

far ¢= ‘0: Es 
a2 HK 2 
Ae eens £4 eg ee a 
ot ade es 

fir f= Ty: gt 3% 

d2 Rs 

Se gee a 


Man kann daher mit einem hohen Grade yon Genauigkeit setzen: 


R = A— 48+ 7C—7FD + HE | 
R= A+ 7Bt+7E4 77D + “6 | 
de KR ae : ore 
ot 3 = 96 — 67,D + 12726 
aR, MN, 
dt? Yo 6 (II) 
aR: aie 9 US 
7 a eet — 26 + 67,D + 122/76 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 53 
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Wenn man aus diesen sechs Gleichungen die fiinf Constanten A, 8, SDL 
eliminirt — eine Elimination, die sogleich durchgefiihrt werden soll, mit der wir aber 
den allgemeinen Gedankengang im Augenblicke nicht unterbrechen wollen —, so resultirt 
eine einfache Gleichung der folgenden Form: 


B. 
4(1+2)%,—1—-2)% +4 (1+ 3)%=O-... @ 
"y up) 13 
wobei gesetzt ist : 
v T: 
ALS +, A, = ——— , 
; ™% + Ts; : T% + Ts; 


By = Va ( Re + %%3 4 ts)5 By = ip («7 + 3 TT + 7), BB = Vie (te +4 T3 —t; : 


Um die geometrische Bedeutung dieser Gibbs’schen Fundamentalgleichung (1) 


darzulegen, setzen wir: 


Aj (1 LE =) ee (1 — =) == Ne As; @ — Z 


» 
1 "5 rs 


eae Mecano) 


und erhalten kiirzer fiir (1): 
m, My < No Me - N» nies — 0 . . . . . . . . . . (3) 
Diese Gleichung driickt aus, dass der Vector m9, die Diagonale eines aus den 


Seiten , 9, und »,%, gebildeten Parallelogramms ist. Multipliciren wir sie mit 2, 
und 9t,, und zwar in vectorieller Multiplication, so folgt: 


mH, X Ry — mR. K Re = O, — nh, K Ry + 4% KR =O . . 
also: 
Ie et ee ney _ kh x R heat (5) 
Ny Ng Nz ; 


Die Gibbs’sche Fundamentalgleichung kann daher als Ausdruck dafiir betrachtet 
werden, dass die drei Vectoren %,, It., It; in einer Ebene liegen und dass die drei, je 
durch ein Paar dieser Vectoren bestimmten Dreiecke, die gewéhnlich mit [7,15 |, [7173 |, 
[7,7,| bezeichnet werden, den Gréssen: 


B B, B, 
a(+%) O-8). 4048) 
1 ( oS re v3 ’ A, 1 =i r3 


proportional sind. — 


Da unsere Vectorgleichung drei gewéhnlichen Gleichungen fiquivalent ist, so 
geniigt es augenscheinlich, die drei Positionen des Kérpers in Einklang mit der Be- 
dingung zu bestimmen, dass die Positionen auf den Visirlinien von drei Beobachtungen 
liegen. Um diese Bedingung analytisch auszudriicken, wollen wir mit ©, ©, &, die 

. : Ae 0 ay Md ] > 1t7 ni . a a i & ¥ 
von der Sonne nach den drei Positionen der Erde gezogenen Vectoren bezeichnen (oder, 
genauer, nach den Observatorien, auf denen die Beobachtungen angestellt sind); ferner 
mit %1, %2, & die Vectoreinheiten, welche in die Richtungen, in denen der Korper 
beobachtet ist, fallen; schliesslich mit @,, Q@., @; die drei Entfernungen des K6rpers von 
den Orten der Beobachtung. Man hat dann: 
ee =e (is : foe RY eee nn . . 
#, = & + oF, Me = & + Ode, Me ==, + Ody - ss (6) 
Bei Substitution dieser Werthe nimmt unsere Fundamentalgleichung folgende Form an: 
B B 
1 Et (Goa eee (Gee B\ 1g 
( - rs (G, f+ 0,01) (G, f+ 0200) + A;( 1 + 3 (G; ae 0303) ==) (7) 
3 


Te; 


in der Q,, Q2, Q3; 715 %2) 73 (die geocentrischen und heliocentrischen Entfernungen) die 
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einzigen unbekannten Gréssen sind. Aus den Gleichungen (6) folgen, indem man in 
einer jeden beide Glieder quadrirt, die Relationen: 


ry = © + 216, . ia + of 

ry = G& + 2(G, . Be) oo + oF Pyle TO SUI Vee ae OM (8) 

ry = ©) + 2(G; . 3s) 0s + of 
aus denen die Werthe von r,, 7), 3 mittelst der Werthe von 01, 09, 03 abgeleitet 
werden kénnen, und umgekehrt. Die Gleichungen (7) und (8), die den urspriinglichen 
sechs gewéhnlichen Gleichungen fiquivalent sind, reichen hin zur Bestimmung der sechs 
Gréssen 1}, 1, 73, Q1, Qo, Qs. Substituiren wir die Werthe von r,, 7, 73, ausgedriickt als 
Functionen von @,, Qs, Q3 in Gleichung (7), so erhalten wir eine einfache Vectorgleichung, 
aus der die drei geocentrischen Entfernungen Q,, Q2, @3 bestimmt werden kénnen. 

Es eriibrigt nur noch, zu zeigen, erstens wie die numerische Lésung der Gleichung 
auszufiihren ist und inwiefern zweitens eine solche geniherte Liésung des wirklichen 
Problems als Ausgangspunkt weiterer Anniherungen dienen kann. 

Zuvor aber werde noch die soeben iibergangene Elimination ausgefiihrt, d. h. die 
Gibbs’sche Fundamentalgleichung (1) wirklich abgeleitet. Die im Folgenden 
gegebene Ableitung der Fundamentalgleichung fiihrte Prof. Schering aus, von dem sie 
Prof. Schur erhielt, der diese Ableitung dem Herausgeber der 2. Auflage des vor- 
liegenden Werkes bei Bearbeitung der Gibbs’schen Methode zur Verfiigung stellte. 
Eine andere Ableitung findet sich auf 8.1 bis 3 der, in den Vorbemerkungen zur dritten 
Ausgabe des vorliegenden Werkes (cf. 8. X XV) erwahnten Frischauf’schen Arbeit. Zu- 


nichst erhalt man aus den Gleichungen (1) bis (6) unmittelbar, wenn man % = J, und 
Bit 

26 = — — sett: 
4 


R= 8 — Bt PC GDPHE -.--- see (0) 
Ro HR, 47, B + 770 — rP7D 4+ tHE _ + eyes e 2 © + (10) 


a] 


on 
Se Gr HE ee ae re 6 8) 
1 2 
SS a hea D Haat ee eh a oy ee Ps) 


Darch Multiplication von Gleichung (9) mit t,, von Gleichung (10) mit 7, und 
Addition folgt jetzt: 


(Rye, + Rets): = Ro (tr, + 15) + Hy t5 (ts + ts) C4 e105 (et? — 43) D+ Hts (tf + FE 


wt 
oder, wenn man wieder 2 = — a setzt: 


? 
X 
Ry 


Rr, + Rr, — MR, (r, + 43) — 1/5 a 


+ 01% (F? — D+ ne (ef + HE 
Nun ist aber nach Gleichung (11): 


TT (t) + 1) | eee Tey 


d= (—3 454 246) -- ead pacts) 
1 v3 
und nach Gleichung (12): 


On 
d= (4+ 2" 176) o- ee ee ert EE NE) 
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Setzt man jetzt einmal Gleichung (14), sodann Gleichung (15) in (18) ein, so 
erhalt man zwei Gleichungen mit © als einziger Unbekannten, namlich: 


x 
(8, + Ms Ts) oe (t% ae Ts) is 3 TT (t ar T;) 


+ 1 (t — a)(—F ae = ais 1a) + 4% (tf + 13) € 


% TT (t% = Ts) 


r 


+ t,t; («7 — (a = vs — lange) + 41, (73 + AVE 


(Rit, + og tp ) Sy (Gy eg) Yo 


oder: 
MR i) 
(Rit, + Rzty) = Ro (ti + 13) —7/ ahs (t, + 13) + 01% (ty =D EG so 6; 
4+ [x,t («?— 2) 20; + 4,4, (tf + 73)] 
it 
(Rit, + Rst3) = Ry (r $i an (t, + 3) + 11% (t/ — a —) 6 t, 
+ E[—1yr; (7? —t) 2% + 145 (4? + 75)] 


oder: 
x A Nie 
(Rit, + Rts) — Ro (ts +43) + Yo A Ty Te (1 + 3) — Yet (47 — T3) (— = 
ri 


= 17, € [(t)—7y/) 25 + (oF + t3)] 
Ve 2 9 Re 3 
(Rit, + Mts) — Ry (t+ t3) + Ya7g TFs (x, + t;3) — 1/6 t, («7 — 73) (2-3) 
9 2 3 
= 1,0; €[— (ct? — 42) 27, + (c7 + 23)]. 


Durch kreuzweise ausgefiihrte Multiplication dieser beiden letzten Gleichungen mit 
den Coéfficienten von € und Division durch 1,7, ergiebt sich jetzt: 


[ Str e, + Bos) 9 (H +) + Hs 2 ne (,+n)—2(—w)(— = at 7) | 
[— 2% (ty — ty) + (e+ 73] 

= | ore, 19.) ots (ee - a) ars T, Ts (t1 + Ts) — 2 («' — t3) 3 = 2) 

[2 15 (ef — 22) + (2 + 28)] = 0. Tess 


Somit sind die fiinf Coéfficienten Y, B, CG, D, E simmtlich eliminirt. Dividirt 
man noch die ersten Glieder beider Theile letzterer Gleichung durch t, + t; und setzt: 


Ty T3 


core erne ion TA ———- =A 
Tt + Ts : ™% + Ts a 


80 wird: 

jeg yt Sh 

| Ai +98; A, — 9 pee tare a)(—+33)| [— tf + 272 + 29] 
nae fee + #;A; — 2, ++ Vas cK ee 2(4— n) (3 =) [z3 + 2c7e, —+3] = 0, 


oder: 
Jt 
EE Ay + 543 Ma + fp 24, n| [2084+ 27 12—2r2x, + 223] 
2 
Ty, —Ts: ie) 


ss =k (- ri +oC Ty} Qtr; +7) |4+5 aS mk aes =NG 42ers —7)|=0 


5 


= wi — 


oder nach %i, 2, Rs geordnet: 


Ry [4 (— 243 + 24,42 2v?x, + 223) — nee t 5(- oP + Qay024 *)] 
1 ; 


+ Ry] —(—2eP + Beye — Def, 4 Def) + Ya HE (a0) 4 2eyn?— Dehn + Def) 
a 16) 
%—t; 1 ‘Z ™—t;, 1 ( 
+ om qT me ti + 27,724 73) 4 — ot, (ty + 2777, — “| 
2 : 


‘ come Oe eae 
+ Rs | 4: (— 243 4 20,77 —277 7, + 273) — a Ts (r? + 247c, — )| = 0. 
Die Coéfficienten von %,, 3, und 9; in dieser Gleichung lassen sich nun aber 


bedeutend vereinfachen. Indem wir diese Coéfficienten der Kiirze halber mit C’, 0”, CO!” 
bezeichnen, wird zuniichst der Coéfficient yon %,: 


; 1 
CO’ = 2A, (t, +14) — t? + 22) — 6,3 (t%, — t,) t, (— t7 + 2x,77 + 72). 
1 
Setzt man jetzt: 
By = Vy (— Ty + %%3 + T3)) 


also: 
12B, = —1t?+ 4%, + 2, 
so folgt: 
12¢,B, = — t+ ce, + 1,07 
1213B, = — tts + qty + 75, 
also: 
12(t, + 3) B, = — tf + 24,47 + 13, 
mithin: 
' 1 
C' = 2A,(% + ts) (— t? + 22) — 6,3 (t, — t,)t, . 12 B, (t, + 13) 
1 
B 
= 24,(% + 1%) (% + %) (ts — 1) — 25 T(t) — ts) (1 + 1) 
] 
oder, da: 
fy eee also ™% +t ges und (t ae aa 
ia ts | T;° 1 3 =F 1 3 AX 
auch: 


2 B, 
=7s—n)d(1+ 3): 
Den Coéfficienten von 3, erhalt man hieraus unmittelbar, wenn man — Tt; anstatt 
v, und B; = 1/49 (t;? + t,t, — 17) setzt, nimlich: 
2 ; B 
et ax Pe (t; — %4) ty (1 as 7) : 
Etwas verwickelter ist die Ableitung des Coéfficienten von },. Es wird: 


TT. 2 
(— "et - t,t — t/t, + t;) 
2 


+ an —H) [a Ff + 2a? + oh) + 4 (ef + Qaim — A] 
2 


= 2(t, + 1%) (t, + 13) (%, — tT) — an (ct, + t3) (1 + ts) (t; — Ts) 
$ iG — ain f+ nef te) tm Gt Bein — Dh 
2 


CO" = 2(c3 — yr} + ti, — tf) + 
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Setzt man nun: 


B, = Wig (ty + 3407; + 7) 


oder: 
12B, = tf + 38% % + 23 
oder: F 
12 B, — 64t,; = tf — 3tyt + 
oder: 


(tf? — 3t,t, + 22) (e? 4+ 22,7; + 17) 


12 (B, — T1Ts) (t, Ae T,) (t =a T;) = 
= ti? — tir, — 4t7e? — 140? + tH 


1 : 53 Sree 
und multiplicirt den Coéfficienten von Gp tt —;) im Ausdruck fiir den Coéfficienten 
2 


von Jt, aus, so erhalt man den soeben entwickelten Ausdruck mit negativem Zeichen; 
somit ergiebt sich: 


CO” = 2(e, 25) ( -P tg) a 7s). = 


3 


pe ++ 3) (t% + ts) (t% — Te) 


a (t, — =. (t, + 73) (t + 13) . 12(By — Yy t%5) 
tite 2 
= (% + 3) (t, + t) (i — 1%) | a a = 7g Pa aa 1%) | 


B 
= 2G +n) G+) G—%) [1 — mt) = 2226-4) — =). 
2 1 As 
Die Gleichung (16) wird daher: 


Ty, Ts 


2 27 Sue. ee a 
qn) a(t) 2B (ts —r,)(1— ne tg eos (14+ FF) %=0 


oder, mit A, A, multiplicirt und durch 2(t; — 1,) dividirt: 


Ast? (a i mt) % i 75 (1 : =) eee ea Ee (1+ nts = eee 
Setzt man jetzt wieder: 


tT = A(t, + 1), t, = A;(t, + ts) 
und dividirt durch A, A;(t, -+ t;)?, so folgt: 


4 (1+ 5 et a— ayia + 4s (1 + = Tt) ® = 0. 


Und setzt man endlich hierin noch zur Abkiirzung: 


B B B 
m= A(1+ 3 ’ ms = ( — >), ny = A(1 + 23), 
3 


up 


so lautet die Fundamentalgleichung, wie wir schon gesehen, in einfachster Gestalt: 

WN = Ng + my = OG. Le ee (17) 

In dieser Gleichung kann man an Stelle der Vectoren Jt, Jt, I, auch ihre drei 

Projectionen auf die Coordinatenaxen einfiihren und die Coordinaten so transformiren, 
dass die wy-Ebene mit der durch die drei Radien gehenden Bahnebene zusammen- 
fallt, also 2 —= 0 wird; man hat demnach, wenn 2,4, %)%2, %3¥3 die Coordinaten der 
drei Oerter sind: 

MX, — Ny%q + 3% = 0 

MY, — MYo + Ng¥3 = O, 
woraus durch Multiplication mit y,; und 2, und Subtraction: 

M (Ys — Ws) = my (2243 — Yo) 

und durch Multiplication mit y, und 2,: 


Ns (23 44 aa ay 3) = MN (a 4, = Yo); 
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folgt, von gemeinschaftlichen constanten Coéfficienten abgesehen. Daraus ergiebt sich 
aber, dass: 
m __ [rors] mg __ [11 72] 
or ’ wae hee ’ 
Mg [ry rs] Mg [r,s] 
d. h. die Gréssen 1, ,, ms sind proportional den Dreiecksflichen zwischen den 
heliocentrischen Orten. 


Bildet man also nach.Gibbs aus den Zwischenzeiten die einfachen Ausdriicke: 
T3 
— ? 
t, + ts; 
mes Hf — | 2 ere If 2 2 = 2 
i= /12 ( tr + tt, + Ts) By, = "45 (t; + 34,1, + T), By = Ys, (rt; te ty tg) T;) 
und setzt: 


B B B 
%, = A, (1 4+ aE ty = (1 — =) Ny = Az (1 + =), 
2 3 


so erhilt man bei einer Annahme iiber die drei heliocentrischen Distanzen sofort mit 
Einschluss von Gréssen der vierten Ordnung in Bezug auf die Zwischenzeiten Werthe, 
die den drei Dreiecksflichen: 


[rors], [ri rs], [7 72 | 


A, = —i— A, 


proportional sind. 

Wahrend, wie schon erwihnt, bei Gauss die Verhialtnisse der Dreiecksflichen nur bis 
zu Gliedern zweiter Ordnung entwickelt sind und bei Oppolzer die Glieder dritter 
Ordnung nur durch verwickelte Rechnungen erhalten werden, ergiebt die Anwendung des 
Gibbs’schen Principes sofort Ausdriicke, die bis auf Glieder vierter Ordnung richtig 
sind, weil bis dahin die Entwickelung des Ausdruckes fiir den Vector ® gefiihrt ist. — 

Wir wenden uns nun wieder im Anschluss an Gibbs zur Weiterentwickelung 
seiner Methode und beschaftigen uns zunachst mit der: 


Lésung der Fundamentalgleichung. 


Die Relationen, mit denen wir es zu thun haben, gestalten sich etwas einfacher, 
wenn wir an Stelle jeder geocentrischen Entfernung beziiglich die Entfernung des Kér- 
pers vom Fusspunkte der von der Sonne auf die Visivlinie gezogenen Senkrechten ein- 
fiihren. Setzen wir: 


© = 0+ (&-Bi) de = O2 + (Ga- Ba) as = Os + (GS - Js) (18) 
p= & — (&.-&)2 pf —G—(G-H), w= G— (G.)? (9) 
so werden die Gleichungen (8): 
meaty Hat Py tf =a tw. + - - + (0) 
Setzen wir also der Kiirze halber: 


A; (a i; a (G+a%)=G 
—(1— 3) G + ef) = © ee ee cae (29 


A; (1 + Aa (G + ef) = S 


so kénnen G,, G,, G, als Functionen beziiglich von @;, @2, @;, und daher auch von 
Gis G29 G3 betrachtet werden. Sei also: 
d©, pee ’ dG, " d Ss SIN 


Cole — © ae A De 


dq, ‘ 44 


SA 


und: 


©, aa G&+t+1G&=6. . . . . « vey oe oe (23) 


IG C6 dg, + Sldq + S "da. . 2s 2s (24) 
Der Werth von G’ folgt durch Differentiation: 


so ist: 


Bie lip 
P=A (lt 5 aii ct (G+ eh). - - » 2) 
1 
Da aber nach (20): 
Oty GS ee Sa ee 
so wird: 
B BB dy 
if as ae seat 1 
ears (1+ 7) Bi rl + Bx) © 
B 3 By 
eal —, = "i Seeey) ; - 2 2. l . . . * . a7 
<A (1 =) B 7s r2(1 — Byrz?) © (27) 
B, 3 Bs qs 


i 2 22hs 
aA (lt 2% — AOE Ba 


Wenn nun irgend welche Werthe von q,, q, 43 (entweder angenommene oder 
bereits durch eine friihere N&aherung erhaltene) einen gewissen Rest G ergeben (der 
Null sein wiirde, wenn die Werthe von qq, 4, q; der Fundamentalgleichung geniigen 
wiirden), und wir die Correctionen 4q,, 44), 44, finden wollen, die zu q,, qs, q3 hin- 
zuzufiigen sind, um den Rest auf Null zu bringen, so kénnen wir die Gleichung (24) 
auch auf diese endlichen Unterschiede anwenden, und werden dann, wenn diese Unter- 
schiede nicht sehr gross sind, genahert die Beziehung: 

= 6 = Sag - Sag Pp A ai. =< x) oe ee 
erhalten. 


Indem man nun die scalaren Producte der beiden Glieder dieser Gleichung 
in 6” x 6”, SG” « S, und G' x SG" nimmt, ergiebt sich: 


or oe" So") (S ol" GS! S eu oe" 
44 = — eerery 4n=—eereny 46 eee") oe 


Aus den corrigirten Werthen von q,, q., q; kann man nun einen neuen Rest © be- 
rechnen, aus dem dann eine neue Correction fiir jede der drei Gréssen q,, qo, qs 
bestimmt werden kann. 

Bisweilen wird es sich empfehlen, um eine raschere Anniherung zu erzielen, eine 
weniger einfache Form anzuwenden. An Stelle von Gleichung (28) kann man mit 
einem héheren Grade von Genauigkeit die folgende setzen: 

—€= G'47,+ 6" 4q, + SO" dq, + 42’ (4q,)? + 1. X" (4 qe)? + YX" (443) (80) 
wobei &/, ©”, I!” folgende Bedeutung haben: 


ae d (4>*) B a2 (r73) 
x! =_— — os = 2A.B Ds oe he 1 1 a 
dq; A Py d % Bi } it <. B, rr d a; S) 
ae d(r;8 B, (r=) 
oy = a = B, IBS pice iy Se 2 2 fan Rs € 
dqs genre Ng 1— By, dq Sy (31) 
e iS, d(r;8 B. d2(rz3 
" — 7 a tPA ED oir ) e; 4 3 _ (rs ) Ss 
q3 a ds 1+ Byarz* day 


Ks ist klar, dass £" im Allgemeinen um viele Mal grésser als / und &”" sein wird, da 
der Factor 8, im Falle gleicher Intervalle genau zehnmal so gross als A, B, oder A; B, 
ist. Dies zeigt zuniichst, dass die genaue Bestimmung von 4q, von der grossten 
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Wichtigkeit fiir die folgende Niherung ist. Es zeigt ferner, dass wir fast denselben 
Grad von Genauigkeit erreichen, wenn wir an Stelle der eben genannten Relation fiir 
— © die folgende setzen 


—© = €44¢ + 6'4y+ S"4y+ ¥4t"4qg .... (82) 

Oft jedoch kann man ein etwas besseres Resultat erreichen, ohne eine complicirtere 

Gleichung anwenden zu miissen. Denn es kann UT! + T” angenihert als gleich 1/, ©” 

geschitzt werden. Wenn daher 4q, und 4g; ungefiihr so gross sind, wie Iq), was 

oft der Fall ist, so wird es besser sein, den Coéfficienten 6/,) an Stelle von '/, im 
letzten Gliede zu gebrauchen. 

Fiir 4g. hat man dann die Gleichune: 


5 


—, (S o!"S') —— (S'S"S S!"\ A qo + 8/50 (2" S'" S') 443 ‘ ? ; : (33) 
Dabei findet man (T" GG’) aus der Formel: 


(Se S "sae zp [1 ee 5 as [(S' So" 6") + (Bo el" CS! )I 
+= eu (1 + 4s) (8. or" S') 


a V9 


(34) 


die sich leicht aus den Gleichungen (27) und (81) ableiten lisst. 

Die quadratische Gleichung (33) ergiebt zwei Werthe fiir die Correction, welche 
an die Position des Kérpers anzubringen ist. Wenn sie nicht zu gross sind, werden 
sie zu zwei verschiedenen Lésungen des Problems gehéren, gewéhnlich zu den zwei 
am wenigsten von den angenommenen Werthen entfernten. Ein sehr grosser Werth 
von 4g, muss, als Lésung des Problems betrachtet, als zweifelhaftes Resultat an- 
gesehen werden. In der Mehrzahl der Falle kommt es nur darauf an, diejenigen 
Wurzeln der Gleichung zu erhalten, welche sich durch ihre Kleinheit auszeichnen und die 
sich am leichtesten dadurch berechnen lassen, dass man an denjenigen Werth, welchen 
man durch Vernachliissigung des quadratischen Gliedes erhilt, eine kleine Correction 


anbringt. 
Befindet sich der Komet der Erde ziemlich nahe, so kann man von dem Umstande 
Gebrauch machen, dass die Erdbahn die eine Lésung des Problems, d. h. dass — @, 


der cine Werth von 4g, ist, und man ist dann der allerdings nicht bedeutenden 
Arbeit der Berechnung des Werthes von ({"G'"G') iiberhoben. Aus der Theorie der 


Gleichungen folgt, dass wenn — @) und ¢ die beiden Wurzeln sind, dann: 
GS! oS! ( 6'") (S ol" S') 
eae Caos 3/. oa So" S') ’ fom Oa 3/5 (&" Si") 
ist. Durch Elimination von (”G'"G’) ergiebt sich: 
(02 — 2) (SSS) = — qe (S'S"S"), 


und folglich: 


1 1 (S'S"S") 
ze  @ (666) 
ot GS! 
Nun ist aber sere derjenige Werth von 4q., den man bei Vernachlassigung 


des quadratischen Gliedes in Gleichung (33) erhiilt. Bezeichnet man diesen Werth mit 
[4q.], so ist der genauere Werth: 


PRE ee oe ie 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 54 


Die Grissen 4g, und 4q kénnen aus folgenden Gleichungen berechnet werden: 


= (S S'S") = (G' eo" S'") An aie 6/49 (SSE 6") Ags \ ' (36) 
— (SS'S") = C'S"S") 4a, + hw @"S'S") 4g; J 


Es zeigt sich nun aber, dass die Coéfficienten von 4g,’ in letzteren Gleichungen ge- 
wohnlich nicht sehr verschiedene Werthe von den Coéfficienten derselben Grésse in 
Gleichung (33) haben werden. Deshalb kinnen wir mit geniigender Genauigkeit schreiben : 


A | AG ed a [4a]J 


wo [4a], [4a], [443] die Werthe bezeichnen, welche man aus den Gleichungen (29) 
erhalt. 

Bei den successiven Correctionen der Entfernungen q,, q2, q3 Wird es nicht néthig sein, 
die Werthe von 6’, S@”, 6” nochmals zu berechnen, wenn sie bereits aus ziemlich guten 
Werthen von q, q., g berechnet waren. Wenn jedoch die erste Annahme, wie das 
gewohnlich der Fall ist, nur auf einem geniherten Errathen basirt, dann miissen die 
Werthe von 6’, GS”, G’” nochmals nach ein oder zwei Correctionen von 4@;, q2, q3 Vou 
Neuem berechnet werden. Wenn man die besten Resultate erhalten will, ohne 
SG’, S", S” wieder zu berechnen, so kann man wie folgt verfahren: Es seien G', S", 
©" die berechneten Werthe; Dq,, Dg,, Dg, beziiglich die Summen der Correctionen 
von jeder der drei Griéssen q,, qo, dg, die seit der Berechnung von G’, 6”, SG!” gemacht 
worden sind; © der Rest nach allen Correctionen, die von q;, %, 43 gemacht worden 
sind, und 4q,, 4q, 4q, die noch iibrigen Correctionen, die wir suchen. Dann ist 
sehr geniahert: 

—-GS=(8 + U On + 2 4u)} Jn + {S" + QW" Da + 1 4a)} a) 

fe" 2" Da + th 4a) ta GY 
Dieselben Betrachtungen, welche wir bei Gleichung (30) angewendet haben, noe 
uns, auch diese Gleichung zu vereinfachen und mit einem ziemlichen Grade von Genauig- 
keit wie folgt zu schreiben: 


hy Oa (So"S') = — {(S' o's 6") 216 /, (L" SI" S') (Da at Vy 4 qo)} Aq wee (39) 
4q, = [4a] if Aq, — [44] | 


ae Re eS 
pee Aq, = [443] + 4a — [dae] J ( ) 
wobel: 
i eo" S'") (S ol"GS (ox 3) (> oS" 
A eee Oe — ee 4AQ.| = — (SS —— ) 
[ dh | (SG! oS" 6") [ eh (SS I So")? [4 qd. | ae (S'S >i Si) (41) 


Correction der Fundamentalgleichung, 


Wenn man auf die geschilderte Weise durch numerische Auflésung der Fundamental- 
gleichung geniherte Werthe fiir die drei Positionen des Kérpers gewonnen hat, so wird es 
immer méglich sein, eine kleine numerische Correction an die Gleichung anzubringen, 
um sie genau mit den Gesetzen der elliptischen Bewegung in einem fingirten Falle, der 
sich nur wenig vom wirklichen unterscheidet, iibereinstimmend zu machen. Nach einer 
solchen Correction wird die Gleichung augenscheinlich mit einem viel héheren Grade von 
Genauigkeit auf den wirklichen Fall anwendbar sein. 

Fir verschiedene Methoden bei Anwendung dieses Principes bleibt ein grosser 
Spielraum. Die Methode, welche nach Gibbs’ ina am directesten zum Ziele fiihrt, 
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ist die folgende, bei der die Correction der Intervalle fiir Aberration verbunden ist mit 
der Correction, die angesichts davon néthig ist, dass die Gleichung nur eine geniiherte 
Giiltigkeit besitzt. 


Die Lésung der Fundamentalgleichung ergiebt drei Punkte, die nothwendig in 
einer Ebene mit der Sonne und auf den Gesichtslinien der verschiedenen Beobachtungen 
liegen miissen. Durch diese drei Punkte kann man eine Ellipse legen und die Zeit- 
intervalle berechnen, welche nach den strengen Gesetzen der elliptischen Bewegung fiir 
den Durchgang des Kérpers zwischen diesen Punkten erforderlich ist. Wren diese 
berechneten Intervalle identisch mit den gegebenen, fiir Aberration corrigirten, so wiire 
die wirkliche Lésung des Problems gefunden. Gibbs nimmt nun zuniichst an, dass die 
berechneten Intervalle etwas zu lang seien. Dann ist klar, dass, wenn man die Berech- 
nung wiederholt und in der Fundamentalgleichung Intervalle gebraucht, die im selben 
Verhiltniss zu kurz, wie die berechneten zu lang gewihlt sind, dass dann die auf Grund 
der zweiten Aufliésung der Fundamentalgleichung berechneten Intervalle fast genau mit 
den gewiinschten Werthen iibereinstimmen miissen. Wenn néthig, kann dieser Process 
wiederholt und auf diese Weise jeder beliebige Grad von Genauigkeit erhalten werden, 
sobald die Lésung der uncorrigirten Gleichung nur eine Anniiherung an die wahren 
Positionen giebt. Hierbei ist es indess néthig, dass die Intervalle nicht zu gross sind. 
Aus den Resultaten des Rechenbeispieles der Ceres, die spiiter mitgetheilt werden sollen, 
bei der die heliocentrische Bewegung 62° iibersteigt, die berechneten Werthe der Inter- 
valle der Zeit aber von den gegebenen Werthen um wenig mehr als einen Theil von 
Zweitausend abweichen, geht zur Geniige hervor, dass hier die Grenze der Anwendbarkeit 
der vorstehenden Formeln noch nicht erreicht ist. 


Wenn wir auf das Problem die herkémmliche Bezeichnungsweise anwenden, so 
reprasentirt die Fundamentalgleichung bei fiir Aberration nicht corrigirten Intervallen 
die erste Hypothese; dieselbe Gleichung fiir Intervalle, die gewisse numerische Coéffi- 
cienten, welche nur wenig von der EKinheit abweichen, enthalten, die zweite Hypothese; 
die dritte Hypothese, falls eine solche néthig sein sollte, wird durch eine dhnliche 
Gleichung mit corrigirten Intervallen reprasentirt u. s. f. 

Das angefiihrte Verfahren bringt gewisse Ersparnisse an Arbeit mit sich, erfordert 
aber auch gewisse zu beobachtende Vorsichtsmaassregeln, die nicht unerwahnt bleiben 
diirfen, damit die bei den Rechnungen vernachlissigten Zahlen das Resultat nicht tiber 
Gebiihr beeinflussen. 

Es ist klar, dass man sich zunichst bei der Correction der Fundamentalgleichung 
nicht um die Lage der Bahn im Sonnensystem zu kiimmern braucht. Die Zeitintervalle, 
welche diese Correctionen bestimmen, hingen nur ab von den drei heliocentrischen Ent- 
fernungen 7,, 72, 7; und den zwei heliocentrischen Winkeln, die durch v, — y, und 
V, — v dargestellt werden, wenn man mit 0, %, % die drei wahren Anomalien be- 
zeichnet. Diese Winkel v, — v, und v,; — v, kénnen aber durch 7r,, 72, 7; und nm, No, 
m,, und darum auch durch 7;, r,, 7; und die gegebenen Intervalle bestimmt werden. 
Denn die Fundamentalgleichung, die sich auch wie folgt schreiben lasst: 


Ny My rp nie + Ne. Ms eee ee we PNT fer (42) 


zeigt an, dass man ein Dreieck bilden kann, dessen Seiten beziiglich nm, 7, 7% und 
nz 1; (zur Kiirze setzen wir 8;, 8, 8;) sind, deren Richtungen den drei heliocentrischen 
Richtungen des Kérpers parallel sind. Es sind also v; — v, und v, — % die den 
Seiten s; und s, gegeniiberliegenden Winkel. Man hat mithin nach der bekannten 


Formel: 
54* 
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Pe edt) Wis Ce bor Deo ay) 

@ 2 = (8 +b 8. 4 83) (— 8 + 8 + S3) ; (43) 
pea _eatatyG—s +4) 

2 a ek (3, + 8 + 83) (8; + 8 — 83) 


Wenn daher die Lisung der Fundamentalgleichung eine geniigende Naherung fiir 
die Werthe von 1, 7, 73 ergeben hat (etwa fiinf- oder sechsstellige Werthe, wenn das 
Endresultat so genau sein soll, wie es siebenstellige Logarithmen ergeben), so sind ™, 
Ny, M4, mittelst siebenstelliger Logarithmen durch die Gleichungen (2) und die heliocen- 
trischen Winkel durch die Gleichungen (43) zu berechnen. 

Der diesen Werthen der heliocentrischen Entfernungen und Winkel correspondirende 
Semiparameter ist gegeben durch die Gleichung: 


M71 — Ny Vo + Nz 13 
NM — Ny, + Nz 
Die in diesem Werthe fiir den Semiparameter vorkommenden Ausdriicke m, — my + 13 
und 7%, — My -—+ N37, oder s, — 8 + 83, die sowohl im Semiparameterwerth, wie 


auch in den Formeln fiir die Bestimmung der heliocentrischen Winkel auftreten, sind 
als kleine Gréssen zweiter Ordnung zu betrachten, wofern man namlich die heliocen- 
trischen Winkel als kleine Gréssen erster Ordnung ansieht; dieselben kénnen jedoch 
aus den geniherten numerischen Werthen ibrer einzelnen Glieder nicht sehr genau be- 
stimmt werden. Die erste dieser zwei Gréssen kann indess genau bestimmt werden 
mittelst der Formel: 


A, B, B, A B. 
3 D3 
i gS 
ie > rs 
0 
In Bezug auf die Grésse s, — s, + 83 zeigt eine kleine Ueberlegung, dass, wenn 


man nur genau denselben Werth fiir sie anwendet, mag sie nun in den heliocentrischen 
Winkeln oder im Semiparameter auftreten, die Ungenauigkeit bei der Bestimmung dieses 
Werthes, deren Ursache bereits erwihnt worden ist, ohne Belang fiir den Process der 
Correction der Fundamentalgleichung ist. Denn wiewohl der Logarithmus von s, — s, 
+ s;, auf Grund siebenstelliger Logarithmen aus 7,, r,, 73 berechnet, nur als auf vier 
oder fiinf Stellen genau angesehen werden kann, so kann man ihn doch als absolut 
streng betrachten, falls man den Werth einer der heliocentrischen Entfernungen, etwa 
von fy, um ein Geringes findert. Indess braucht man sich gar nicht weiter um diese 
Verinderung zu bekiimmern, da sie eine Grisse ist, die bei Rechnung mit siebenstelligen 
Logarithmen zu vernachlassigen ist. Dass dabei die in dieser Weise bestimmten helio- 
centrischen Winkel nicht so genau, als sie es kénnten, mit den durch die erste Lisung 
der Fundamentalgleichung ergebenen Positionen auf den Visirlinien iibereinstimmen, ist 
ohne weiteren Belang fiir die Correction der Fundamentalgleichung, welche nur die zwei 
Bedingungen vollstiindig erfiillen muss, dass erstens die Werthe der heliocentrischen 
Entfernungen und Winkel die durch die Fundamentalgleichung geforderten Beziehungen 
fiir die gegebenen Zeitintervalle erfiillen, und dass zweitens die durch die strengen 
Gesetze der elliptischen Bewegung geforderten Beziehungen fiir die berechneten Zeit- 
intervalle gelten. Die dritte Bedingung, dass keiner dieser Werthe zu weit von den 
wirklichen abweicht, ist weniger wesentlich. 

Nach Bestimmung der heliocentrischen Winkel und des Semiparameters kinnen zu- 
nachst die Excentricitit und die wahren Anomalien der drei Positionen bestimmt werden, 
und aus diesen die Zeitintervalle. Diese Processe bediirfen keiner besonderen Er- 
klarung. Die in Betracht kommenden Formeln werden in der Formeliibersicht mit- 
getheilt werden. 
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Bestimmung der Babn aus drei Positionen und den Zeitintervallen. 


Die im Vorhergehenden fiir den Semiparameter und die heliocentrischen Winkel 
gegebenen Werthe hiingen von der Grisse s, — s, -+ s, ab, deren numerische Bestim- 
mung aus s;, s, und s, bis auf Glieder zweiten Grades incl. scharf ist, wenn die helio- 
centrischen Winkel klein sind. Das ist indess ohne Belang fiir den Process, den wir 
als die Correction der Fundamentalgleichung bezeichneten. Fiir die genaue Bestimmung 
der Bahn aus den durch die corrigirte Gleichung gegebenen Positionen — oder auch, 
falls man das fiir gentigend erachtet, aus den durch die uncorrigirte Gleichung 
gegebenen — wird jedoch gewéhnlich eine genauere Bestimmung der Grésse s, — 8) + 8; 
nothwendig sein. Dabei kann man auf verschiedene Art verfahren, z B. wie folgt. 
Man setzt: 

eC Co i eee emer es (| 


und bezeichnet mit s, die Linge des Vectors @,, die man erhilt, indem man die Wurzel 
aus der Summe der Quadrate der Vectorcomponenten nimmt. Dann ist klar, dass s, die 
lingere, sy die kiirzere Diagonale des aus den Seiten s, und s, gebildeten Parallelo- 
grammes ist. Es hat daher das Dreieck mit den Seiten s,, s,., s,; denselben Flichen- 
inhalt, wie das Dreieck mit den Seiten s,, s; und s4, da jedes die Halfte eines Parallelo- 
grammes ist. Daraus ergiebt sich: 


(3; “+ 3) + S3) (— Sy + 8 + S;) (8; Se i S3) (8, +S S3) \ (47) 
a (s; + ee $3) (— + 8% + s3) (— 5, — %& + 83) (81 + s, — s3)J 


G@+tata)catatsG—oats)G@ta—s) yg 
(8, -F Sy ++ 53) (C— sy + 8 + 65) (8: + 83 — 55) 

Die numerische Bestimmung dieses Werthes von s,; — s, + s3; ist nur scharf bis auf 

Glieder ersten Grades incl. 

Die Excentricitit und die wahren Anomalier kénnen in derselben Weise wie bei 
der Correction der Formel bestimmt werden. Die Lage der Bahn im Raume aber kann 
durch folgende Betrachtung gewonnen werden. Der Vector — @, ist von der Sonne 
nach der zweiten Position, der Vector G, von der ersten nach der dritten Position des 
Koérpers gerichtet. Setzt man: 


und: 


8) =O 


G4. Ge 
6,= G@ ——- G. . - ss ss ws « (49) 
2 
so wird der Vector G, in der Ebene der Bahn, senkrecht auf — ©, und auf der Seite, 
wo die Anomalien zunehmen, liegen. Bezeichnen wir die Linge von ©, mit s;, so sind: 
= and — 
8. 85 


die Vectoreinheiten. Seien 93 und 9’ die Vectoreinheiten, welche die Lage der Bahn 
fora) 


bestimmen, % von der Sonne nach dem Perihel gezogen, 3’ rechtwinklig auf J in der 
Bahnebene und auf der Seite, wo die Anomalien wachsen, dann hat man: 


©, ; S; a 
J = — C0svy —?. — sin Vy = fe Ta eee oo Ce gear (50) 
59 55 
; S S; 
Oy! — — SIN Vo vi a COS Vo 7? . . . . . . . . . (51) 
2 evo 


2 


Die Zeit des Periheldurchganges, 7’, kann aus irgend einer der Beobachtungen mittelst 
der Kepler’schen Gleichung: ; 


a, (¢ — T) = B—esinE. aD cele (84) 
bestimmt werden, indem die excentrische Anomalie H aus der wahren berechnet wird. 
Das Intervall ¢ — 7’ in dieser Gleichung wird in Tagen gemessen. Einen besseren Werth 
von 7 kann man erlangen, indem man das Mittel aus den drei durch die einzelnen 
Beobachtungen gegebenen Werthen nimmt, deren Gewichte man den Umstinden gemiss 
nehmen muss. Irgend welche bemerkenswerthe Unterschiede in den drei Werthen von 
T wiirden die Nothwendigkeit einer zweiten Correction der Formel anzeigen und zugleich 
die Basis fiir dieselbe liefern. 

Zur Berechnung einer Ephemeride hat man in Verbindung mit der vorstehenden 
Gleichung: 

R= — eed 4+ cosas + sn kps . 3 a eee 

Bisweilen wird es der Miihe lohnen, die Rechnungen fiir die Correction der 
Formel in der etwas lingeren Form, die fiir die Bestimmung der Bahn gegeben ist, 
vorzunehmen. Das wird der Fall sein, wenn man gleichzeitig die Formel auf ihre 
theoretische Unvollkommenheit hin und die Beobachtungen durch Vergleichung mit 
anderen, nicht zu entfernten, zu corrigiren wiinscht. Die rohe, durch die uncorrigirte 
Formel gegebene Anniherung an die Bahn wird fiir diesen Zweck geniigen. In der 
That wird, wenn die Beobachtungen durch sehr kleine Intervalle getrennt sind, die 
Unvollkommenheit der uncorrigirten Formel die Bahn wahrscheinlich weniger beeinflussen, 
als die Fehler bei den Beobachtungen. 

Der Rechner wird es vorziehen, die Bahn aus dem ersten und dritten heliocen- 
trischen Orte mit ihren Zeiten zu bestimmen. Dieser Process, der gewisse Vortheile 
bietet, ist vielleicht etwas langwieriger, als der hier gegebene, und eignet sich auch 
nicht so fiir die successiven Verbesserungen der Hypothese. Wiinscht man eine ver- 
besserte Hypothese aus einer so bestimmten Bahn abzuleiten, so muss man die Formeln 
aus XII. der folgenden Zusammenstellung anwenden. 


Zusammenstellung der Formeln mit Gebrauchsanweisuneg. 


[Fir den Fall, dass eine geniherte Bahn schon bekannt ist, s. XII] 


I. Vorlaufige Rechnungen, die sich auf die Zeitintervalle beziehen. 


t,, ty, tj == Zeiten der Beobachtungen in Tagen, log k = 8,2355814 (nach Gauss): 
t = k (ts — ty), t, = k (t, — t), 
fp et ba aa 
A, = rage po A; = ; me 43 
ee ty + %% + tf — tr + 34,%, + v2 By 7 in eZ Wee 
12 te 12 nae: 12 
Zur Controle: - 


As B; + By | A, Bs = 1/, T Ts. 


Il. Vorliufige Rechnungen, die sich auf die erste Beobachtung beziechen. 


A { “3 ; ae ; : 
X;, Y;, Z, (Componenten von &,) = die heliocentrischen Coordinaten der Erde ver- 
mehrt um die geocentrischen Coordinaten des Observatoriums. 


SS et = 
£1, ™, § (Componenten von §,) = die Richtungscosinus der beobachteten Position 
corrigitt fiir die Fixsternaberration. 


G; a x? + ¥; ++ Zi, (G, % ®1) — X; E + Y, ny + L bas Py = G? are (G . 01) 


Vorlaufige Rechnungen, die sich auf die zweite und dritte Beob- 
achtung beziehen. 


Die Formeln sind ganz analog denen, die sich auf die erste Beobachtung bezichen; 
die Gréssen sind bloss durch die zugehérigen Indices unterschieden. 


Ill. Gleichungen fiir die erste Hypothese., 


Wenn die yorhergehenden Gréssen berechnet sind, so werden ihre numerischen 
Werthe (oder, wenn dies fiir die Rechnung bequemer ist, ihre Logarithmen) in die 
folgenden Gleichungen substituirt: 

Componenten von ©;: 


% =a. +(& &) a = 4 +B) (a +f —(-8)) 
9 » 9 us 
i =at+ypys pf, =A, Ny (1 r R,) (a Sin oh Es (G : i) (HII, ) 
B, Z 
m= 3% = AG +B) (a + Z— G0) 


Zur Controle: . 
sf = af + BE + pf = APL + Br} 


Componenten von ©’: 


3 
Lal 


5 R.¢ = Ape Ay op — PY 
P= ye P=Am+AmB— PB} «+. s+ OD) 
a Y =A tt Ao ky — Py, 
Componenten von ©@,: 
Xx. 
do = Oo + (& - Be) = —&(—B)(m + = —G-%) 
Y, 
= 9 + Be By = — 4,(1— &,) (4. aig a — (@. %)) (111,) 
Z 
R= 1 = —&(— &) (w + Zt —G-B) 
3 2 
Zur Controle: .; ; : 
Sy = % + BY + vg = (1 — R,)? 1. 
Componenten von ©": 
3 Roi a = — Foon By + oo ; 
Pi =a aye fie ts yr gy PBs Fe wa eee a Ee, 
2 2 yl" Ss op 4. e R, ae Pp" | 
Componenten von @s;: 
X; a 
q; = Os + (G; - s) , = Az§ (1 + Ry) (4 E — (&; . i) 
Y, oe 
rs — Os <i Ps B; = A; 0; (1 si Rs) (4 =m ra The (G; 4 5s) (III) 
Rk; = = 7s = A, (1 + Rs) (1 + z — (G. wi) 
3 
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Zur Controle: 


y 


sy = oO + BY + py = Ay (1 + B3)? rs. 


Componenten von 6": 


Sey ol” —= A, é, + A; &, RB, — PO 
oe +R)? B= AG 43; + A3n3 R; — HS Bs ‘ (HI ') 
ay yl" = A, &, + As & By Py, 


Der Rechner kann nun irgend welche plausible Werthe der geocentrischen Ent- 
fernungen 01, @), @; oder der heliocentrischen Entfernungen r,, 7, 73 annehmen (erstere 
im Falle eines Kometen, letztere im Falle eines Asteroiden) und aus diesen angenom- 
menen Werthen die folgenden Gréssen berechnen: 


Durch die Gleichungen Durch die Gleichungen Durch die Gleichungen 
(QUE) (QUI): CUE) (a ys (Qunray (dante. 
1 do G3 
log, log ry log r3 
log R, log Ry log R 
log(1 + R,) log(1— Ry) log(1 + R;) 
log P' log P" log Pl" 

0, ne Os 
p Bs Bs; 

V1 V2 73 
os! on” oll! 

p be f my 
y vy" yl 


IV. Rechnungen, die sich auf die Differentialcoéfficienten beziehen. 


Componenten yon @” « G”: Componenten von G!”" « @!: 
a eM lth "RIN Lyre: mr Qt 
OP ye Say iE GS A oe 
= ULE 
b, = yall” — oft yl! b, = yl" of — allt y' 
pam MW RUT PP ELT 
G —@ B —s B oO Ge _ ol! hig Ss) pi’ oo! 


Componenten yon G' x G": 
a; = B yi" — ‘y! Bll 
b, = y'all — of y!" 
c, = of BY — Blow! 
G ees (S' oe" ci sae / l RB! = U wt wt wr 
ree S") = ae + 0.8 + gy = aw!’ + 8" + ay 
— ts oll! ae b, fa gh + C3 yl, 


T)ies ) 2 aR ay ray ‘A * aS wR . 

Diese Rechnungen werden durch die Uebereinstimmung der drei Werthe von 
G controlirt, die folgenden sind nur néthig, wenn die zu machenden Correctionen 
gross sind: 


H = (¥, 96'S’) = aé& + b No + Cy 8s 


a 9 > 2 
b= —(1-. q)(.—5 8) — 2B + 9). 
do G 1s do G re 


= , ; 
V. Correctionen der geocentrischen Entfernungen. 


Componenten von ©: 


“O = 6, + & + om, = aoe tay 
B= 6, + B + Bs Cre Ay =T aa + OY 


a,% + b8 + oy 


Y= + Yo + YP ie ( 


Ay = Cy — Sy) L (4 qy)% 
(Diese Gleichung wird gewéhnlich sehr leicht durch wiederholte Substitutionen 


gelést.) 
4g, = © — 4% L (4 q)?, Aq; = OC; — 8p L (4) 


VI. Suecessive Correctionen. 


4 4,, 44, 443 werden als Correctionen zu q,, qs, dz addirt. Mit den so erhaltenen 
Werthen wird die Berechnung mittelst der Gleichungen (III,), (IU,), (10) von Neuem 
begonnen. Dabei stehen zwei Wege offen: 


a) Entweder kann die Arbeit genau wie zuvor bei der Bestimmung der neuen 
Correctionen fiir q,, q2, q; durchgefiihrt werden. 


b) Oder es kénnen die Rechnungen mittelst der Gleichungen (II’), (IM), (HI’”) 
unter Weglassung von IV. durchgefiihrt werden, indem man die alten Werthe fiir a,, 
by, , 4, ete, G und LZ mit den neuen Resten « fB, y benutzt, um neue Correctionen 
fiir gj, G2, q; durch die Gleichungen: 

C; 
Bg /5L (Da “he C2)’ 
4q= 4+ 4m— G, 4g, = C0; + Iga — G 


Aq, = 


zu bekommen, wobei Dq, die friihere Correction von q, bezeichnet. (Allgemeiner wird 
in irgend einem Stadium der Arbeit Dg, die Summe aller Correctionen von q, repri- 
sentiren, die seit der letzten Berechnung von a, b, etc. gemacht worden sind.) 


Soweit eine allgemeine Regel gegeben werden kann, ist es, ausser in dem Falle 

4 ce r= Pin) ? ? ’ 
dass die angenommenen Werthe eine gute Niherung reprisentiren, rathsam, a,, b, ete. 

5 5 5 ’ oy Waly a3 
nochmals zu berechnen, G@ aber bloss einmal, etwa nach den zweiten Correctionen von 
iy 425 Ize Ob ZL auch von Neuem zu berechnen ist, hingt von seiner eigenen Grésse 
und derjenigen der Correction von g, ab, die noch zu machen ist. Wenn im spiiteren 
Stadium der Arbeit die Correctionen klein sind, so kénnen die Glieder, welche Z ent- 
halten, ganz vernachlissigt werden. 
Die Correctionen von 4), q2, ¢3 miissen wiederholt werden, bis die Gleichungen: 
= 0, B —= 0, ae = 0) 

erfiillt sind. Fiir die folgenden Rechnungen, die indess mit der grésstméglichen Genauig- 


keit durchzufiihren sind, werden geniherte Werthe von 7, 7, 73 geniigen. 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie, 


or 
Cr 
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VII. Probe auf die erste Hypothese. 


log’, logs, logrs (geniherte Werthe aus den vorhergehenden Rechnungen): 


N ec 4 Bote? oi Bots a + Ay Bere? 
Sf SSA hy ay eee 
Sg = 2 — By ee 
8; = Asr, + A; By rz? 
SS 4, Gi ee ae es) 
Ss ar S15 Saas 895 ss 53. 
Der Werth von s — s, kann sehr klein und in Folge dessen sein Logarithmus sehr 


schlecht bestimmt sein. Das schadet indess nichts, wofern nur der Rechner sorgfaltig 
denselben Werth, natiirlich so genau berechnet wie méglich 
selbe in den folgenden Formeln vorkommt: 


, gebraucht, wo immer der- 


$s — s,) (s — 8) (s — 83) R 
a ( we tae —— op — 
3 g 2 ( 2 1) ia 
2(s — 8) R 
ee tg 1/y (v3 — %») = 
W 9 3/2 (v3 2) er 
; 8 — & 
tg Yo (vs — %4) = R ; 
Zur Auffindung von Fehlern: 
V/5 (V3 — 0) = Yy (v. —%,) +h (v3 — ¥,) 
p Sei? 
Ua Ue 
INET Ui 2 sin ¥/p (vy; — %) 
h 1 
- Pp 
cae aie age 
1 "3 
ecos'/,(v, + %,) = — Rupees 
tg "/y (v3 + %) e? 
Zur Controle: 
) 
€COS Vo = — 
2 
= eee ry 
Tae 1 — @ 
tg '/y EB, = &tg3/,%, tg Wo Ey = &tg 1/5 0p, tg '/,E, = &tg1/y 0; 
Ticate, == w2(E, — E,) + earsin BE, — easin BE, 
T3 calc, == a2 (H, — Ey) + ea’esin E, — eaesin E,. 


VII. 


Zur zweiten Hypothese. 


CP 0,005 761 3k (Q2 — Qs) (Aberrationsconstante nach Struve) 
Ot; = 0,005 7613k% (0, — oy) log (0,005 761.3%) = 5,996 10. 

A logt, = logt — log (ts cate. — 9%) A log | = Alogt, — Alogts 
A logt, == logts — log (tscae. — 9 T3) ts 

A log (t,t3) = Alogt, + Alog ty Alog Ay = 


= A; A log 2. 
3 
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Ale A. es dey log — 
3 
Alog By = Alog(t, 3) — an A log = 
1 3 
eS 
4log By = Alog(t,t3) + Se A log 2 
2 3 


2 2 
Tv €, e 
A log By = Alog(t,t,) + - aud S dilog —- 
LD) BD, T3 
Diese Correctionen werden zu den Logarithmen von A,, A;, B,, By, B, in den 
Gleichungen (III,), (IT,), (III;) addirt und die so corrigirten Gleichungen zur Correction 
der Werthe von q), qd, ¢3 gebraucht, bis die Reste «, B, y verschwinden. Die neuen 
Werthe von A; und 4; miissen die Bedingung: 
A, + A4,=1 
erfiillen und die Correctionen 4log A;, Flog A, miissen, wenn néthig, zu diesem Zwecke 
berichtigt werden, 
> 


Dritte Hypothese. 


Eine zweite Correction der Gleichungen (IIJ,), (III,), (III;) wird auf dieselbe Weise 
erhalten, wie die erste, doch wird sie selten néthig sein. 


IX. Bestimmung der Ellipse. 


Voraussetzung ist, dass die Werthe von: 
OH, By, V1 M2, Bo, V2 Os 4 Bs, 13 
Tix Ya, "3 Ry, Ry, Rs Si Sa, 83 
aus den Gleichungen (III,), (III,), (IIL,) mit der gréssten Genauigkeit berechnet sind, um 
die Reste «, 6, y zum Verschwinden zu bringen und dass die beiden Formeln fiir jede 
der Gréssen s,, S,, 8; sichtlich denselben Werth ergeben. 


Componenten von ©,: Componenten von ©; : 
O64 0 
0, = A — % Ay UE 
2 
Obs O aa 
Bs = Bs — By Bs = Bs — AO 2 a ae By 
064 Oy + 
4 =n — NN 1 = — 4 Ho eB ty 
2 
sat et+y aati +r 
s = Yo (s +5 + 8) S = Yo (s + S + §). 
Zur Controle hat man: 
te wash AO oti) (8 hy) Bre &) 
rea 5) 
as Se = eC o)) tg Yo (v2 — 4) = = 
55 S'\=— Ss 
R 
N= AR + By t+ Asks tg 1/z (0; — %) = = = 8 
2 Rs Rs 
aa eer ere er ee tg}/,(v, — 4.) = -———————_ 
p Be (¢—=18)) (3 — 8) g /2 (5 1) (6) (S75) 


55* 
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Der Rechner muss darauf achten, die corrigirten Werthe von A, und A; an- 
zuwenden (siehe VIII). Stérende Fehler in den Winkeln missen auf dieselben zweck- 
miissig vertheilt werden: 


ey de 
: Gin 3 
esin 1/5 (%; + °%) = == 
[a 2 sin 1/, (vz — %4) 
age eters 
ry "3 
ecos '/.(v3 + v4) = - 
2 cos 1/4 (v; — %) 
/ 
tg 1/y (v3 + %) e. 
Zur Controle: 
CCOS a iaie| 
Ue) 
1—e p pataN 
— —_ on b= Vilas): 
y2 +e ee Wee) 
Richtungscosinus der grossen Halbaxe: 
COS Vg SIN Vy 
a Oy th, 
89 85 
COS Vg SIN Vg 
Ws oe B, Bs 
89 S5 
COS Vg SIN Vy 
i 5 
& V2 35 V5 
Richtungscosinus der kleinen Halbaxe: 
SIN v; COS YU; 
A= = Ot, 4 = Os 
SIM Vy COS Vy 
[bres By + — Ps 
$9 $5 Bs 
SIN Vy COS Vy 
ge YP a tig 8 
So M2 $5 ¥ 
Componenten der Halbaxen : 
dy = at Ay — am G, ak 
bd, == bh b, == Oy 2D aD 


X. Zeit des Periheldurchganges. 


Correctionen fiir Aberration: 


tg gE, = étg"/or% dt, = — 0,005 7613 9, 

tg "/, Hy = &tg 1/, v, dt, = — 0,00576138 @, 

tg 3/y Hy, = &tg'/5 05 dt; = — 0,005 7613 @, 
log 0,0057613 —= 1,76052. 


t, ao 0 t, Poa dk! = k-} a's (A, 7 ai é sin F,) 

ty 4 fi) ty ace he = k-1 aris (A, ——¥: é sin E,) 

te -f- 0 ts el Am a as (2, — esin E;). 
Die dreifache Bestimmung von T bietet eine Controle fiir die Genauigkeit der 
Lésung des Problems dar. Wenn die Unterschiede yon T' derartig sind, dass sie eine 


weitere Correction der Formeln erfordern (dritte Hypothese), so hat man sich auf die 
Gleichungen: 


Tis) — — 
Alogr, = um ~&— 4 Alogt, = u 1 — Tw 
ts bees ty ty Sioa od hy 
zu stiitzen, in denen 7'q), TZ’), Tig) die beziiglich aus der ersten, zweiten, dritten Beob- 
achtung erhaltenen Werthe bezeichnen und J/ den Modul der gewohnlichen Logarithmen. 


XI. Fir eine Ephemeride. 


_ (({— T) = E— esinE. 
Neliocentrische Coordinaten (Componenten von 9): 
— ea, + a,cosKE + by sinE 
— ea, + a,cosE + by sin 
— ea, + a,cosK + b,sinE. 
Diese Gleichungen werden yollstindig controlirt durch die Uebereinstimmung der 


berechneten und beobachteten Positionen und die folgenden Relationen zwischen den 
Constanten: 


a,b, + dyby + azb, = 0, iG At, a ws bz + bf + 02 = (1 — e?) a 


x 


He 


& 


XII. 


Ist eine geniherte Bahn im Voraus bekannt, so kann man sie zur Verbesserung 
der Fundamentalgleichung benutzen. Die folgende Methode diirfte dabei die einfachste 
sein. Man suche die excentrischen Anomalien /,, E,, H,; und die heliocentrischen Ent- 
fernungen 1r,, Y:, 73, welche zu der genaherten Bahn gehéren, fiir die Zeiten der Beob- 
achtung, corrigirt fiir Aberration. 

Dann berechne man B, und B;, wie in L gezeigt, unter Anwendung der corri- 
girten Zeiten. 

Hierauf bestimme man A, und A; durch die Gleichung: 


B B. 
4, (1 + <1) wh (a + 7) 
1 = Y3 
sin (EF; — E,) — esinE, + esinE, sin(E, — E,) — esin E, + e sin E,’ 


in Verbindung mit der Gleichung A, + A; = 1. 
Dann bestimme man B, so, dass: 


B, By Bs 
A, r3 + re + As r3 


jedem der beiden Glieder der letzten Gleichung gleich wird. 

Es ist nicht néthig, dass die Zeiten, fir welche E,, Fy, FE, 11, %2, 73 berechnet 
sind, genau mit den fiir Aberration corrigirten Beobachtungszeiten tibereinstimmen. 
Seien die ersteren durch ¢', t',, t,, die letzteren durch t{, ¢5, tg reprasentirt und sei: 

A loge, = log (ts — ty) — log (ty — ts) 

4 logt; = log (t — tj) — log (t, — ¢}). 
Dann findet man B,, B;, A,, 43, Bz wie oben, indem man 7), t), t, gebraucht und 
Alogt,, Alogt,, um ihre Werthe wie in VIII. zu corrigiren. 


Zur Illustration seiner Methode hat Gibbs selbst als Beispiel den Planeten Ceres 
gewahlt (vergl. auch die Vorbemerkungen zur vorliegenden 3. Ausgabe, S. XXVI, An- 
merkung 1), welcher eine grosse heliocentrische Bewegung besitzt und von Gauss 
sowohl wie von Oppolzer vordem nach anderen, von einander verschiedenen Principien, 
weniger gliicklich spiter von Harzer mit einer practisch minderwertigen Methode 


behandelt worden ist. (Man vergleiche die Vorbemerkungen zur 3. Ausgabe des vor- 


Numerisches Beispiel: 
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liegenden Werkes, 8. XXII, XXIII und XXV bis XXVII.) 


Die folgenden Daten sind der Theoria motus §.159 entnommen: 


Die Ceres. 


Zeiten, 1805, September 


5,513.36 


139,427 11 


265,398 13 


Langen der Ceres 
Breiten der Ceres 
Langen der Erde 
Logarithmen der Entfernung 


von der Sonne 


Die Positionen der Ceres sind dabei von der Einwirkung der Parallaxe und Aber- 


ration befreit. 


Co) Oem Tl 


Le ee ee 


95° 32! 18,56 
—0° 59! 34,06 
342° 54! 56,00 


0,003 1514 


I. 


99° 49 5,87 
+ 7° 16! 36,80 
117° 12! 43/25 


9,992 986 1 


118° 5! 28,85 
47° 38! 491,39 
241° 58! 50,71 


0,005 697 4 


Man erhalt zunichst aus den gegebenen Zeiten die folgenden Werthe: 


Controle: 


Zahlen Logarithmen 
Aon Mere eee 133,91375 2,126 825 2 
Se ae 125,971 02 2,1002706 
Vacca ay can ah 259,884.77 2,414 7809 
AS sh eon ae 0,4847187 9,685 4897 
AyD een Panes 0,515 2812 9,7120443 
a eee 0,335 8520 
Pe hav cn WAR be 0,362.4066 
Be) ca emia 9,6692113 
oe teas ara eye 0,318 3722 
B, 9,5623916 
A,B, + B, + A,B; = 2,495 9086 
1/5 UT; == 2,495 908 L. 


Aus den gegebenen Positionen folet: 


log X,.. . | 9,9835515 | + | tog X,. . . |, 9,6581725 | — | wy X,... | 96775810 | — 
LODGE Ge Oris 9,4711748 — | logY,.. . |) 99420444 | 4 10g) XY, ss « ||| OObLbb4L7 | — 
eer: 0 Be 0 eae 0 

oy eer rear 8,984.527 0 | — |log& .. . 1 9,2282738 — |logé ... || 9,6690294 | — 
LOGINS eave | 9,9979027 | + login, .. - |} 9,9900800 L logy, -. « || 9,9416855 | + 
logt, .. . | 8,2887150 | — | logt, ... || 91026549 | + |toget, ... | 91940813 | + 
€,.%, . .. | 08874081 | — | &.% .. . || 0,9814928 1 | &.%,..» . | 06599804 | — 
i ag ae 0,8645336 | 4 Ms5 «. > «|| 01006681 | io eee ho Bo) Ohralb carpe | act 


Il. 


Die vorstehenden Rechnungen liefern die numerischen Werthe fiir die Gleichungen 
(U,), (111’), (1, ), G1"), (111), (111), die anbei folgen. Die Klammern bedeuten, dass 
an Stelle der Zahlen ihre Logarithmen gesetzt sind. 

Jetzt haben wir fiir die heliocentrischen Entfernungen 7,, 7,, 73 Werthe anzu- 
nehmen. Als naturgemiisse Annahme bietet sich hier die mittlere Proportionale 
zwischen den mittleren Entfernungen von Mars und Jupiter zur Sonne dar. Um 
jedoch die Convergenz der Rechnungen zu priifen, wenn die Annahmen nicht gliicklich 
gewahlt sind, soll die viel weniger wahrscheinliche Annahme gemacht werden — die 
sich in der That viel weiter von der Wahrheit entfernt —, dass die heliocentrischen 
Entfernungen das arithmetische Mittel zwischen den Entfernungen von Mars und 
Jupiter zur Sonne sind. Das ergiebt 0,526 fiir den Logarithmus jeder der drei Ent- 
fernungen 7,, 7, 7;. Aus diesen angenommenen Werthen berechnet man die ersten 
Zahlencolumnen in den drei folgenden Tabellen: 


d, = 0, — 0,3874081 &, —= — [8,6700167] (q, — 9,5901555) (1 + R,) 
ry = af + 0,8645336 B, =  [9,6833924] (q, + 0,0900552) (1 + R,)}- - (IIL) 
R, = [9,6692113] r;8 y, = — [7,9242047] (q, + 0,3874081) (1 + R,) | 
me he we — — 0,046775 — [8,67002] R, — a] 
a oes ae p' = 0,482883 + [9,68339] R, — PB; ----- (II1’) 
its y' = — 0,008399 — [7,92420] R, — P’ al 
eee a cele 2 | — 0,667 31 — 0,045 58 —0,0010434 | +0,0000006 
is, = 3,226.06 2.55875 2.51317 2.514213 4 2,5142140 
i | sf 0,526.00 (),434.960 (),428079 1 0,428 2376 0,428 2377 
log Rh, . . | + 8,091 21 8,364 331 8,384.9740 8,384.4985 
log + R&R)... oa 0,005 33 0,009 934 0,0104122 0,0104010 
log PY. ’ + 8,019 67 8,369 626 8,395 7468 8,395 145 7 
SS ae Soe |i 0,301 36 0,336 506 0,339 0605 0,3390018 
ae ieee so Ee 1,61938 1,307 304. 1,286 223 1,286 7056 
Pee etc see od Se _- 0,030 72 0,025 316 0,024.9518 0,024.960 1 
CU at Sree 0,050505 | 0,056 343 8 
i a a fe 047139 /—0,4620942 
ee a pa" 3, 05 = 0,008 18 | | 0,007 982 1 


— 440 — 


do = Oo + 0,9314223  o = + [9,2282738) (g, + 1,7286820) (1 — Pa) | 
r2 = q2 + 0,1006681  B, = — [9,9900800] (a2 — 0,0361309) (1 — Ry) - - Us) 
R, = [0,3183722] rz8 Y, = — [9,1026549] (gq. — 0,9314223) (1 — Ry) | 
di => 0.169151 ,— 1929827 |e Pee | 
pi ee a" = — 0,977417 + [9,99008] R, + P’B,} ---- (M1) 
(rsetayye yl = — 0,126664 + [910265] R, + P" ys 
4 Qo — 0,778 26 + 0,005 042 -+ 0,0013222 | + 0,0000021 
Choe ae eee a 3,342.35 2.56409 | 2,569132 2,570 4542 2,5704563 
UO 3 8 po 3 2 + 0,526 00 0,412 233 0,4130733 0,413 2934 | 0,413 2937 
kinda 52 -a 3% A 8,740 37 9,081 673 9,079 1524 9,0784920 | 
log(@ = R,)). =. a 9,975 43 9,944 142 9,944 4866 9,9445766 
OG) TEM Be syne) 10 -f 8,71411 9,199 120 9,195 4270 9,1944598 | 
Hiente es oe ah 0,81059 0,638 489 0,639 7466 0,6400760 — 
BS wiecaltery a) ¥ — 3,053 79 2,172 660 2,1787230 | 2,1803116 
WES oy i 9 30) Oo — 0,288 58 0,181 845 0,182 5846 | 0,182 733 
ORE a Serene e “4 0,201 82 0,249 1854 | 
Bawls. ska oho 2 — 1,081 77 1,2018221 
We oe ria (Cae a —- 0,13464 0,1400944 
qd; = 0; — 0,5599304  o, = — [9,3810737] (q, + 1,5798168) (1+ R,) 
re ==g2 + 0,7130624 6; =  [9,6587308] (q, ==-0-4630521) 1 +R) +: - (,) 
R; == [95623916] rs? y, == —[8,8361256] (gs + 0,5599304) (1+ R,) 
ol! <= O,940477 = [9.38707 | Ry =P ee | 
Pp" = aces: a p= +. 0.450537 <b [9.65373] Ry, —.P" By tor 2 Ce 
Ne y!" == + 0,068569 + [8,83613] R, — P's 
71 ee — 0,807 80 —0,04055 | +.0,0025316 | +0,0000031 
(eee ae a3 3,249 45 2,441 65 2.40110 | 24036316 |  2,4036347 
(GOT OVE 6 see 7’ 0,526 00 0,412217 0,4057319 | 0,4061394 | — 0,4061399 
(Kitt, 9 @ 0 6.0 4 aa 7,984 39 8,825 742 8,345 1948 | 8,343 9733 
log +R). .> | + 0,004.17 0,009 099 0,0095108  —-0,0094848 
IG OF aaa ra EE 7,91715 8,357 016 83817516 |  8,8801998 | 
(So. im yuh oo a — L728 0,987 590 09785152 | 0,9790776 
ee eri! Fare =e 1,26749 0,910 305 0,892 495 6 0,893 6069 
Te ee ae i 0,26373 0,210171 0,2075292 | 0,2076940 
ae ee ee — 0,228 47 0,2222335 | 
BM, l 0,444.41 0,4390163 | 
ath } 0,066.90 0,0650888 | 


Die Werthe yon «’, B’ ete. 


Groéssen: 


— 0,01254 
+ 0,017 26 


c¢, = — 0,157 46 


Ve 
liefern die Grundlage fiir die Berechnung folgender 
@, = — 0,03517 a3 = — 0,07232 


be == — 0,005 25 bs = — 0,008 45 
Co == — 0,085 26 Cz; == — 0,04050. 
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Fiir G ergeben sich drei auffallend iibereinstimmende Werthe. Nehmen wir ihr 

Mittel,"so wird: 
G—= 0.01006. 
So erhalten wir: 
H = — 0,00998 dy = 0,028 22: 

(Von der Berechnung von H und ZL hiitte man dabei ganz absehen kénnen, wenn man 
ihre kleinen Werthe hitte voraussehen kiénnen. In der That ergiebt sich, dass die Glieder, 
welche LZ enthalten, die Convergenz kaum verbessern, da sie kleiner als die vernachlissigten 
Gréssen sind. Nichtsdestoweniger illustrirt der Gebrauch dieser Glieder in unserem Bei- 
spiel einen Process, dessen Anwendung sich in anderen Fallen als vortheilhaft erweist.) 


NG 


Entnehmen wir die Werthe von o, % ... den Columnen unter (III,), (II), (HI), 
so folgen die Reste: 


% = — 0,06058 Bp = — 0,16692 y == — 0,05557, 
aus denen sich mittelst der zuletzt berechneten Zahlen die Werthe ergeben: 
C, = — 0,658 88 C, = — 0,76983 C—O OBO 


die als Correctionen fiir die Werthe von q,, gd, q; verwendet werden kénuen. Um 
fiir diese Correctionen genauere Werthe zu erhalten, setzen wir: 
A dg = Cy — Sy L(4q)? oder Ag, —= — 0,76983 — 0,01393 (4 q,)?, 
was: 
4 qd, = — 0,77826 
ergiebt. Die quadratischen Glieder vermindern den Werth von 4g, um 0,00843. 
Durch Subtraction der gleichen Grésse von C, und C, folgt: 


Aq == — 0,66731, Ag, <= —0,80780. 


VE 
Indem man diese Correctionen an die Werthe von q), q2, q3 anbringt, erhalt man 
die zweiten Zahlencolumnen unter den Gleichungen (III,), (III,), (U,). Auf die Rech- 
nung mittelst der Gleichungen (III’) ete. gehen wir nicht ein, sondern begniigen uns 
mit den letzten Werthen von a, b, ete. G und ZL, die mit den neuen Resten: 


a — — 0,012595 B = 0,044949 y = 0,003012 
die Werthe: 
C, — — 0,04567 C, = 0,004 952 C; — — 0,04064 
A qo = Cy — L (D& + Yo Cy) Faq = 0,004952 — 0,023 22 (— 0,778 26 + 0,00247) 4 gy 
ergeben. 
Daraus folgt: A gy = 04005042. 


Da das Glied, welches J enthiilt, den Werth von 4q, um 0,00009 vergréssert hat, so 
addiren wir diese Grésse zu C, und C, und erhalten so: 
4q, = — 0,04558 4 q, —= — 0,04055. 
Mittelst dieser Correctionen berechnet man die dritten Zahlencolumnen unter den 
Gleichungen (III, ) ete. Dabei berechnet man die Gréssen a ete. von Neuem, und wiederholt 
mit ihnen dann die hauptsichlichsten Rechnungen von IV., wodurch sich die neuen Werthe: 


a, = —.0,0167215 di —= — 0,0335815 a, == — 0,07438299 
b, — + 0,0149145 by = — 0,0054413 bz == — 0,0098825 
ce, = — 0,1576886 Cy —= — 0,077 9570 ec, == — 0,0474318 
G—=  0,0090929. 
ergeben. 
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Die Gréssen H und DL kénnen wir ohne Bedenken in diesem Stadium der An- 
niherung vernachlassigen. 
Mit letzteren Werthen ergeben die neuen Reste: 
«o — + 0,0002919 B = — 0,0000044 y = + 0,0000288 
die Werthe: 
4q, = CO, = + 0,001043 4 Ags == Cy == + 0,0013222 
Aoy.= GC, = + °0,00203 16, 


Diese Correctionen liefern die Grundlage fiir die vierten Zahlencolonnen unter den 
Gleichungen (III,) ete. Als Reste folgen: 
a = 0,0000002 B = + 0,0000009 y = + 0,0000001 
und als neue Correctionen: 
Aq, = + 0,0000006 Aq, = + 0,0000021 4q,; = + 0,0000081. 
Die corrigirten Werthe von q,, qd, q3 ergaben: 
logr, == 0,428 2377 log’, = 0,413 2937 logr; == 0,4061399. 


Wir haben die Anniherung weiter, als fiir die folgende Correction ndéthig ist, 
getrieben, um genau zu sehen, zu welchen Resultaten die uncorrigirte Formel fiihrt und 
um der Controle willen, welche durch die vierten Reste geboten wird. 


VI. 


Die Rechnungen zur Priifung der uncorrigirten Formel (erste Hypothese) sind 
folgende: 


Zahl oder Bogen Logarithmus 
ry A. 0,428 2377 
ro 0,4132937 
(pte oe 0,406 1399 
A, Byry3 at 0,011 74865 8,069 9879 
Bir? ate 0,119809 44 9,078 4911 
A, Byrz3 ae 0,01137670 8,0560162 
N. a 0,14293479 9,1551380 
8; ae 1,3308476 0,1241283 
Bias Nei 2,279 6616 0,357 8704 
83 Ae 1,341 7404 | 0,1276685 
ca + 2,476 1248 0,3937725 
g —83 gl fale 1,145 2772 | 0,0589106 
8 — 8 -f- 0,196 463 2 9,293 281 2 
$—&, + 1,134.384 4 | 0,054.760 2 
R ae | 9,506 5898 
ae Ee Oe te | 0,439 1732 
SI ACT Wee cy hale =e 15° 48' 10,82 9,4518296 
tg Voy —= 04): ae 15° 39! 86/38 9,447 6792 
fg 4/, (aves By) neg of. 81° 27! 47!,90 9,786 6915 
2 sin 7, (vs + v,) - ~~ 8,709 9387 
€ cos ‘/.(v, + v,) . 2 8,787 2701 
tg, (3 ++ 0;) . — | —89° 55 32,31 | 9,922.6686 
AS eats oe 8,9025438 
é -+ 9,965 225 9 
iE ee oe + | 0,441 9546 
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eee 
7 


| Zahl oder Bogen Logarithmus 

| 
ee ee 
Ce Te ee em | — — 35° 41! 39,75 9,856 3809 
PR ee att ia — 19 53! 287,93 9,558.498 1 
Geos es Sealy & — 4° 13) 52/55 8,869 1380 
ee tne Os eat | — 33° 33’ 0,17 9,8216068 
Ree an WT Ge iy | —18° 28’ 6/35 9,523 7240 
OA ae its Wen ee, = — 8° 54! 24// 9] 8,834.363 9 
ON ea aa en ee ~67° 6! 0,34 9,964.347 3 
SUR ee oes We on -- — 86° 56! 12/70: -| 9,778 827 2 
RON Mo Gate Os ok Oh ae — 749'-48" 42 | 9,1833734 
CAREAU TA. eee eee | — 0,338 706 1 9,529 823 0 
CWA SIR Es. otal tid asl] 0,2209545 9,344. 3029 
COWHER Se dl 0,049 986 1 8,698 849 1 
(Hs — B)oow oe doe | 2,422.6307 0,384 287 2 
AGE, — BH) oe cet] 4+ 2,339 1145 0,3690515 
Berry force it eae at 2,304.879 1 0,362648 2 
T, cale. fe 2,168 146 1 0,3360885 

VIII. 


Die Logarithmen der berechneten Werthe der Zeitintervalle iibersteigen die fiir 
dieselben gegebenen Werthe um 0,0002416 beim ersten Intervall (¢;) und um 0,000 2365 
beim zweiten Intervall (t,). Daher setzen wir, indem die Correction fiir Aberration in 
unseren Daten enthalten ist, als Correction der Formel (bei der zweiten Hypothese): 


A log t% = — 0,0002365 A log t; = — 0,0002416; 
das ergiebt: 
wig A, = 0,000 0026 A log A, = — 0,0000025 
A log By = — 0,000487 2 A log B, = — 0,000478 2 
A log B, = — 0,0004665. 
Die neuen Werthe der Logarithmen von A, und A, sind: 
log A, = 9,6854923 log Az = 9,7120418. 


Indem man diese Correctionen an die Gleichungen (IIJ,), (III,), (III;) anbringt, 


ergiebt sich: 


< prone © == — [8,6700193] (q, — 9,5901555) (1 + R,) 
t: = dy + 0,864553 6 ar : a 
tes B, = + [9,6833950] (g¢, + 0,0900552) (1+ R,)}--- + (M,) 
>» —. [O.Rea 7 — 8 as 
Py = [9,6687241] ry", __ (7,9242073] (q, + 0,3874081) (1+ B1)|  corrigivt. 
d oC a eee ae + 0,0002887 — 0,0000217 
foc + 2,514.2140 2,5145027 2,5144810 
log 1 + 0,428 237 7 0,428 2816 0,428 2782 
LOGs Pte ae =f 8,383 8110 8,383 8793 8,383 889 4 
log & + Ry. reo, ne .0,010 3847 0,010 386 3 0,010 3865 
ces A Bite Berube Wie 0,3389910 0,338 9784. 0,338 9796 
8, . al. 1,286 665 4 1,286 8124 1,286 802 4 
, me 0,024.9598 0,024.9619 0,024.961 7 
loy 8 ts 0,124.157 1 
to = + [9,2282738] (g, + 1,7286820) (1— R,) 
f= Go = acest : LY, ) ( 921206 ( > 
2 8B, —= — [9,9900800] (q¢2 — 0,0361309) (1 — R,) w (Le) 
i —— — | 0,< 3178940] 15 Tina 9 ee ee [9,102 6549 | (qs ee 0,931 422 3) (1 _p,)| corrigirt. 


6* 


ou 
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As See eget OE — 0,000 0955 -+ 0,0000187 
UME, CERN eB TED S a 2,570 4563 2,570 3608 2,5703795 
UDG ecco riche oostinichn20% + 0,413 2937 0,4132778 0,413 2809 
LODE wo sen keeeaeomne as 4. 9,0780129 9,0780605 9,0780513 
Oi (GL = Mp) o 6 25 0 6 ++ 9,9446418 9,944.635 3 9,944.6365 
Cet) avon Sut Romer eee oid 4 0,640 1725 0,6401487 0,640 1532 
nt Oe ac, SOON _ 9,1806412 9,1805261 2,180 548.2 
Mists ON. ig. -o Ath sy vonon — 0,1827615 0,182 748 1 0,182 7507 
NOU, a6 5 5 6 bo 6 +- 0,357 917 4 
%, == — [9,3810712] (¢, + 1,5798163) (1 + Rs) 


2 = q2 + 0,7130624 “3 
age = ei “, By = + [96537283] (q, — 04630521) (1+ R,)}-- - - (Il) 
Hip WD O EP Gs ie hela [8,8361231] (q; + 0,5599304) (1+ R,)} corrigirt. 


Ak a + 0,0003302 + 0,000042 4 
Gig. A ee a ae 2,403 6347 2,403 9649 2,404. 007 3 
bore jx. kee aE 0,406 1399 0,406 1929 0,4061998 
Lge a ea oR. to 4 83435055 8,343 3463 8,3433257 
Logi lesee eye tg aes “2 0,009 4742 0,0094708 0,009 4704 
DM ae der HA al atO = 0,9790500 0,979 1236 0,979 1329 
ents «Deka ai ao Lae a5 0,8935824 0,893 7277 0,893 746 1 
Anes Mea AREA, — Shier a8 ab 0,207 688 2 0,2077097 0,207 7124 
Fogat CMe lini 8 > ays a5 | 0,1277120 


Mit diesen corrigirten Gleichungen ergeben unsere letzten Werthe von q, qo, 93 
die Reste: 


==" 0,000 1135 B = — 0,0003934 y = — 0,0000326; 
diese liefern die Correctionen: 
Aq, = 0,0002887 4 qd. = — 0,0000955 Aq; = 0,0003302. 
Die niichsten Reste sind: 
a —= 0,000 0085 B = 0,0000140 y = — 0,0000003 
und sie ergeben die Correctionen: 
Iq, = — 0,0000217 Aq. = 0,0000187 4q,; = 0,0000424. 
Die nichsten Reste sind: 
« = — 0,0000001 B = 0,0000003 y = 0,0000000, 


die als verschwindend klein betrachtet werden kénnen. 


Lei 


Ks bleibt nur noch die Bestimmung der Ellipse tibrig, welehe durch die Punkte 
geht, auf die sich die Zahlen in den letzten Columnen unter den corrigirten Gleichungen 
(IIL,), CIl,), CI;) beziehen, sowie die Bestimmung der Zeit des Periheldurchganges. 
Die Rechnungen sind folgende: 
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Zahl oder Bogen Logarithmus 
a ae er a eee eee 
Se Sy ee eee ee 1,3181125 0,1199525 
By - — 0,3980568 9,594.4547 
V4 : eee 0,232674.1 9,366748 1 
sf | + 1,9460518 0,289 154.3 
Ss | + 1,8950100 0.144.577 2 
8, | + 1,3309385 8 
8s | + 1,3418749 
Sy | + 2,2799084 0,357 9174 
Ss. ies aaa | 2,476 3596 0,3938137 
$— 8, | + 1,1454238 0,058. 966 2 
pees ete 1,1344847 0,054.7986 
S ee i 2,033 9104 0,308 3318 
— we 0,7029746 9,846 9397 
Sa, i" + 0,638.9004 9,805 4332 
fees Es 0,692035 5 9,840 1284 
S,.S,). eet 0,029 2373 8,465 937 38 
S;.S, 557. = 7,7501025 
S,-S,. sz? ay. = 0,003 600696 7,556 3864 
©, -S, 357 8, - (+0 0,012 265017 8,088668 2 
SG, -S. sy? Ya ‘lcs 0,001 027 926 7,0119616 
«, Set koe Sa xt od 1,3145118 0,1187645 
Beate 5 8 wets 6r  a 0,405 321 3 9,607 7994 
Wie ones | ce 0,231 6462 9,364.825 2 
se 5 1,945 8866 0,289 1176 
R | + 9,013 2057 
et, eh are ee ae 9,506 6028 
ier eee Ao fake Hh Se 0,142.78017 9,154.6679 
ee eee eked + 2,7517987 0,439 6167 
ee Gi) os + 15° 48’ 7,67 9,451 8042 
tg*J.(vs — Us) - - = 15° 39/ 31,14 9,447 6366 
tg (Go — @,) sc a ee 31° 27! 38",81 9,7866517 
esin (Ue tv)... . | — 8,709 9782 
ecos'/,(v; +) .... | + | 8,795 1055 
tg /, (vg + 0) j — 39° 25! 12/94 9,9148727 
Dende oo a esha-6 ts vs fe 0,080761 04 8,907 2019 
BP ek es Oats 2. | — 35° 26" 257,87 9,8523140 
tg fh By. % foe | = 79° 38/°18”,20 9,5524725 
eG fed~ #cllele jax | — | — 8° 58! 47",06 8,8424313 
Le Ae _ 9,964849 3 
eas al gt Ree ee + 0,442.4586 
b + 0,441 0376 
‘ | ore 0,8139130 9,9105780 
oe St. 0,556 4152 9,745 3990 
Pe ee een ee oe 0,167 1768 9,223 1760 
Ame | — | 0,551 7065 9,741 7081 
te ee feel 0,830.401 6 9,919 288 1 
— 0,077 80215 8,8909916 
a Lee 0,3530366 
NE ey ah Pedal 0,187 857 6 
“ait s glee ace iene RCT, a) + | 9,665 634.6 
Dougisircis eee Weel 0,1827457 
i. oa 0,360 3257 
a Ae 9,332029 2 


a} Cracs SS Hy Uy i By Bs Se V4 V2 
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en) 


Zahl oder Bogen Logarithmus 
oe ee eee eee 
Pa pdltnets Gym Oe O48. — — 83° 16! 50,08 9,817 1633 
Heli & of ap ool Sears — —— 18° 12f 53/710 9,517 3218 
ENO “> SO Ge Gath _ — 3° 40! 16.33 8,807 2806 
P= "TROGIR 3 bo a 6 — 19,8567] 1,297 907 4 
I WWHEG SDI 5-5 6 0 + — 12,852 91 1,109 0014 
NOP OGHINID SG 5 0 6 af ||| = 2,765 89 0,441 8347 
i eGHeI OSS ag) oh da BG — 311,31839 2,493 2048 
WAV Oey ee SS 170,400 27 2,931 4703 
PUG BR 4 e — 34,34174 1,535 8223 
Ta) eG) Bene ese 296,975 04 
Tayi) 4 tes ff -- 296,974.47 
T(3) peter care + 296,973 98 
Soap WANA eerie crepes i -++ 296,974 50 

Xi. 


Das ergiebt folgende Gleichungen fiir eine Ephemeride: 
T = 1806, Juni, 23,97450, Paris M. Zt. 
[2,8863186] (¢ — TL) = Ein secunden — [4,2216270] sin E. 


Heliocentrische Coordinaten in Bezug auf die Ekliptik. 


x = + 0,1820700 — [0,3530366]| cos H — [0,1827457] sin E 
y = — 0,1244685 + [0,1878576] cos EH — [0,3603257] sin E 
z = — 0,0373970 + [9,6656346] cosH + [9,3320292] sin E. 


Die Unterschiede der Werthe von Z'q), Ti, Ti) yon ihrem Mittelwerthe T geben 
die Fehlerreste dieser Hypothese an. Dieselben zeigen Unterschiede in den berechneten 
und beobachteten geocentrischen Positionen, welche durch die geocentrischen Winkel 
reprisentirt sind, die den Wegstrecken gegeniiber legen, welche vom Planeten in 
folgenden Tagesbruchtheilen beschrieben werden: 0,00054, 0,00003, 0,00052. Da die 
heliocentrische Bewegung des Planeten circa 1/,° pro Tag betrigt und er zur Zeit der 
ersten und dritten Beobachtung bedeutend weiter von der Erde als von der Sonne ent- 
fernt ist, so werden die Fehler weniger als eine halbe Bogensecunde. betragen. 

Wenn wir eine Genauigkeit, wie sie durch siebenstellige Logarithmen erreicht 
wird, anstreben, kénnen wir eine dritte Hypothese bilden, die auf folgenden Correctionen 
beruht: 


Daven OT 

Alogt, = M-®) On a 0,000001 7, 
ts + al ty 

Alogt; = M de) = re — 0,0000018. 
ome 


Die Gleichungen fiir eine Ephemeride werden dann: 
T = 1806, Juni, 23,96378, Paris M. Zt. 
[2,886 3140] ¢@ — 1) == Fin secunden — [42216530] sin B. 


Meliocentrische Coordinaten beztiglich der Ekliptik. 


x = + 0,1820765 — [0,3530261] cos H — [0,1827783] sin E 
y = — 0,1244853 + [0,1878904]| cos HE — [0,3603153] sin B 
= 


— 0,0373987 + [9,6656285] cos E + [9,3320758] sin E. 
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Die Uebereinstimmung der berechneten geocentrischen Positionen mit den Daten 
zeigt folgende Tabelle an: 


—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—___ 


Zeiten, 1805, September 5,513 36 | 139,427 11 265,398 13 
Zweite Hypothese: 
HEBD OONY Se gly x ese tat ees 95° 82/ 18’,88 99° 49’ 5/787 118° 5! 28/52 
Fehler... ..., 0",32 0,00 — 0,33 
reienc. <. . ates —0° 59’ 84,01 TP 0! 2860.82 7° 38/ 49,34 
WADI Oma ec. aes 0,05 0” 02 — 0,05 
Dritte Hypothese: 
RT Ye tee Ro. ete ae | 95° (32/18".65 Ota Ob 62 TSP s 512879 
Fehler . Re a8 erate ee 0,09 — 0,05 — 0,06 
PSVOLGON ta he Fai caw — 0° 59! 84/04 (alo es OU are 7° 38' 49/738 
DE es Le ae led ok 0",02 — 0,02 — 0,01 


Das directe Resultat von jeder Hypothese giebt drei Positionen des Planeten, aus 
denen zusammen mit den Zwischenzeiten die Bahn auf verschiedene Weise berechnet 
werden kann, wobei man insofern verschiedene Resultate erhalt, als die gegebenen 
Positionen von der Wirklichkeit in Folge der Unsicherheit der Hypothesen abweichen. 
Daher zeigt sich in mancher Beziehung die Richtigkeit einer Hypothese am_ besten 
durch die Werthe der geocentrischen oder heliocentrischen Entfernungen, die aus ihr 
direct abgeleitet sind. In beifolgender Tafel sind die Logarithmen der heliocentrischen 
Entfernungen zusammengestellt und die von Gauss und Oppolzer nach ihren Methoden 
fiir dasselbe Beispiel gefundenen Werthe zum Vergleich beigefiigt. Ks mag noch her- 
yorgehoben werden, dass die durch die zweite Hypothese gegebenen Positionen im 
Wesentlichen schon correct sind und dass, wenn die Bahn aus der ersten und dritten 
Position mit den Zwischenzeiten berechnet worden ware, nur wenig zu wiinschen tbrig 
geblieben ware: 


log 1, log rs log 7’ 
Gibbs: 
Erste Hypothese .... 0,428 237 7 0,413 2937 0,406 139 9 
Zweite es 0,428 278 2 0,413 2809 0,406 1998 
Dritte i 0,428 2786 0,413 2808 0,406 2003 
Gauss: 
Erste Hypothese . . 0,432 393 4 0,411 4726 0,409471 2 
Zweite _ 0,4291773 0,412 937 1 0,407 1975 
Dritte 4 0,428 484 1 0,4132107 0,406 4697 
Vierte is 0,428 279 2 0,413 2817 0,406 203 3 
Oppolzer: 
Erste Hypothese .... 0,428 1340 0,413 3300 0,406 1699 
Zweite a 0,428 279 4 0,413 280 1 0,406 197 6 
Dritte s 0,428 278 7 0,406 2009 


Beziiglich der drei verschiedenen Methoden mag noch bemerkt werden, dass die 


Bestimmung der Positionen bei einer Hypothese nach Gauss’ Methode die successiven 
Correctionen einer einzigen unabhingigen Variabeln, die entsprechende Bestimmung 
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bei Oppolzer’s Methode die suecessiven Correctionen von zwei independenten Variablen 
verlangt, wihrend dieselbe Bestimmung nach Gibbs’ Methode die successiven Correctionen 
von drei unabhingigen Variablen erfordert. — 


ZAweiundachtzigste Vorlesung. 


Die Leuschner’schen Methoden. 


Laplace hat bereits in der Mécanique Céleste, T. I., premiére partie livre II, 
chap. IV, eine Methode der Bahnbestimmung angegeben, welche vom theoretischen Stand- 
punkte die idealste Lisung des Problems enthalt. Das Grundprincip dieser Methode ist, 
dass zunachst aus den gegebenen Beobachtungen zur Zeit einer innerhalb der Beobachtungs- 
zeiten gewihlten Epoche t) die sphirischen Coordinaten des Kérpers, dessen Bahn zu 
bestimmen ist, sowie deren Geschwindigkeiten und Beschleunigungen ermittelt werden, 
wobei diese Gréssen selbstverstiindlich auf die Erde bezogen sind. Sodann wird die 
geocentrische Distanz und ihre Geschwindigkeit etc. aus den eben genannten Coordinaten, 
Geschwindigkeiten und Beschleunigungen, mit Heranziehung der bekannten Sonnen- 
coordinaten etc., aus den Bewegungsgleichungen abgeleitet. 

Die bisher gegen die praktische Bedeutung dieses Verfahrens erhobenen Einwande 
werden, wie noch weiter unten klargestellt werden wird, durch die in dieser Vorlesung 
zur Darstellung kommenden Leuschner’schen Methoden, welche auf der Laplace’schen 
Methode zwar basiren, von deren Mangeln jedoch frei sind, vollstandig beseitigt!). 

Das Laplace’sche Verfahren ist im neunzehnten Jahrhundert verschiedentlich be- 
arbeitet worden, aber lange nicht in so ausgiebigem Maasse wie die Gauss’sche Methode. 
Sonst waren die praktischen Vorziige desselben wohl lingst erkannt worden. Unter den 
neueren Bearbeitungen sind die von Bruns?2), von Poincaré*) und, wie bereits in den 
»Yorbemerkungen zur dritten Ausgabe“ dieses Werkes erwihnt ist, von Harzer*) zu 
nennen. Die folgenden Bedenken gegen die praktische Verwendbarkeit der Harzer’- 
schen Methode gaben den ersten Anlass zu den Arbeiten Leuschner’s auf diesem 
Gebiete: 

A. Ks muss ein System von fiinf Gleichungen, vor und nachdem die Correctionen 
fiir Parallaxe und Aberration angebracht worden sind, fiir jede der beiden beobachteten 
Coordinaten gelést werden. Im Ganzen sind also im Allgemeinen mindestens vier der- 
artige Systeme zu lésen. Weitere Lésungen kénnen nothwendig werden, wenn die aus 
der Lésung der beiden ersten Systeme resultirenden geocentrischen Distanzen zur defini- 
tiven Bestimmung der genannten Correctionen nicht geniigend genau sind. 

B. Ks fehlen etwaige Anweisungen zur Erleichterung der Lisung der Gleichung 
siebenten Grades, aus welcher die geocentrische Distanz zur Zeit der Epoche t ge- 
wonnen wird. Diese Gleichung muss mit viel Mithe mindestens zweimal durch Versuche 
gelést werden. 

C. Nachdem die Unterschiede, Beobachtung minus Rechnung, fiir die fiinf gegebenen 
Beobachtungen auf Grund der letzten Anniherung der geocentrischen Distanzen bestimmt 


*) yShort Methods of Determining Orbits‘ by A. O. Leuschner; Publications of the Lick 
Observatory, Vol. VII. Bisher sind nur die Theile 1, 2, 3 dieses Bandes und zwar als Separatabdruck 
erschienen, waihrend die iibrigen Theile erst gedruckt werden. 

2) CAEN @ 2B 24. 

*) Bulletin Astronomique, t. XXIIT, p. 161. 

o)) Ake NG, Bal 
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worden sind, miissen die Coéfficienten der sechs zu ermittelnden Aenderungen der recht- 
winkligen heliocentrischen Coordinaten und deren Geschwindigkeiten zur Zeit der Kpoche 
fiir zehn Beobachtungsgleichungen berechnet werden. Die Gesammtzahl dieser Coéfficienten 
ist demnach sechzig. Will man aber nur dreien der gegebenen Beobachtungen Geniige 
leisten, so braucht man immerhin noch sechsunddreissig Coéfficienten. Obwohl erleich- 
ternde Winke zur Berechnung der sechs Unbekannten aus den zehn Gleichungen gegeben 
sind, so scheint der erforderliche Arbeitsaufwand nur dann gerechtfertigt zu sein, wenn 
die Bahnbestimmung auf Normalértern beruht. 

Diese praktischen Einwiinde hat Leuschner, wie folgt, bereits in seiner ersten 
Arbeit!) beseitigt: 

1. Durch Beschrankung der Anzahl der Beobachtungen auf drei, das Minimum, 
welches zur Bahnbestimmung nothwendig ist. Hierdurch wird eine bedeutende Ab- 
kiirzung der Rechnung erzielt, ohne dass man viel an Genauigkeit einbiisst. 

2. Durch Verminderung der bei der Lésung des Problems zu bestimmenden Funda- 
mentalgréssen yon sechs auf vier. Diese Gréssen bestehen a) einerseits in den oben 
genannten Beobachtungsgréssen zur Zeit der Epoche, nimlich den geocentrischen Coordi- 
naten, deren Geschwindigkeiten und Beschleunigungen, b) andererseits in den ent- 
sprechenden heliocentrischen rechtwinkligen Coordinaten und deren Geschwindigkeiten. 

3. Durch eine kurze Methode der Bestimmung einer ersten Anniherung der Funda- 
mentalgréssen a), wodurch die Lésung von Gleichungssystemen vermieden wird. 

4. Durch eine kurze Methode der Lésung der in B) genannten Gleichung 
siebenten Grades. 

5. Durch eine kurze Methode der Bestimmung der definitiven Werthe der Funda- 
mentalgréssen b), aus denen die Elemente abgeleitet werden. 

Die diesen Verbesserungen zu Grunde liegenden Principien werden im Laufe der 
Darstellung noch zum Vorschein kommen. 

Wenn nun trotzdem Bauschinger?), gestiitzt auf die von ihm angefiihrte La- 
grange’sche Kritik?) der Laplace’schen Methode — wonach diese letztere analytisch die 
einfachste Liésung des Problems sei, in der Anwendung aber keinen entsprechenden 
Nutzen gewihre, da es nicht gelinge, die Differentialquotienten der Coordinaten mit der 
néthigen Sicherheit zu bestimmen — behauptet, dass jede Anwendung von Bearbeitungen 
des Problems auf Grund der Laplace’schen Methode ,von der Miihseligkeit der Rechnung 
und yon der geringen Sicherheit des Resultats den Beweis erbringt“, so muss darauf 
hingewiesen werden, dass diese Beurtheilung der beiden einzigen bisher ausfiihrlich ver- 
éffentlichten Beispiele+) des Leuschner’schen Verfahrens durchaus unzutreffend ist. 
Hierbei mag noch erwihnt werden, dass Lagrange seine Kritik durchaus nicht erliutert 
hat, sondern nur als Ansicht in einem an Laplace gerichteten Briefe aus- 
spricht. — 

Was nun den Einfluss der aus drei Beobachtungen berechneten Differentialquotienten 
der Coordinaten auf die Genauigkeit der Bahnbestimmung anbetrifft, so zeigt Bruns 
und beweist Poincaré ausfihrlich, dass die Genauigkeit der auf dem Laplace’schen 
Princip beruhenden Methoden um eine Gréssenordnung héher ist, als die Genauigkeit 
der Gauss’schen Methode, wenn die Epoche mit dem Mittel der Beobachtungszeiten 
zusammenfallend gewihlt wird; und dass die Genauigkeit der Methoden die gleiche 
ist, wenn man das Datum der mittleren Beobachtung als Epoche wahlt. 


1) Publications of the Lick Observatory, Vol. VII, part. 1. 

») Die Bahnbestimmung der Himmelskérper, Leipzig 1906. cfr. S. 3! 
®) Oeuvres, Vol. XIV, p. 108. 4 

‘) Publications of the Lick Observatory, Vol. VII, parts 2 and 3. 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 57 
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Nun hat zwar die Leuschner’sche Methode fiir den Kometen a 1904, dessen 
Bahn sich sp&ter als parabolisch herausstellte, aus kurzen Zwischenzeiten elliptische 
Elemente ergeben!), aber der Grund dieses scheinbaren Fehlschlages bestand nicht in 
der Ungenauigkeit der Differentialquotienten der Coordinaten, sondern darin, dass gemiss 
der urspriinglichen Fassung der Leuschner’schen Methoden die Lésung eine allgemeine 
war, und dass die Bahn in dem gegebenen Falle mittelst irgend welcher allgemeiner 
Methoden iiberhaupt unbestimmbar war’). Es ist naturgemass auch nicht zulassig, 
Resultate, die sich einerseits ohne und andererseits mit Voraussetzung tiber die Excen- 
tricitat ergeben, mit einander zu vergleichen und danach die Methoden zu beurtheilen. 
Vergleichbar sind nur entsprechende Methoden, also entweder nur parabolische oder 
nur allgemeine ete. 

Bedeutete nun das Verfahren Leuschner’s schon in seiner urspringlichen 
Fassung, wie auch Poincaré*) bestatigt, einen bedeutenden Fortschritt in der Bahn- 
bestimmung, so lassen seine neuesten Verbesserungen und die Formulirung‘), welche 
hier zur Darstellung kommt, wohl kaum etwas zu wiinschen iibrig °). 


Die hauptsichlichsten dieser Verbesserungen sind: 


1. Die Bahn kann mit oder ohne Voraussetzung iiber die Excentricitaét berechnet werden. 

2. Der Einfluss der Aberration und der Parallaxe kann vollstindig in der ersten 
Anniherung eliminirt werden. 

3. Es sind Kriterien gegeben, nach denen die Richtigkeit der Annahme einer Parabel 
oder einer Kreisbahn bereits im Laufe der Rechnung entschieden werden kann. 

4. Man kann im Laufe der Rechnung bequem von der Parabel oder Kreisbahn auf 
eine allgemeine Bahn iibergehen. 

5. Durch Einfiihrung geschlossener Ausdriicke kann die Bahnverbesserung auf 
Zwischenzeiten von beliebiger Linge ausgedehnt werden. 

6. Man kann bequem die Grenzen der méglichen Umlaufszeit bestimmen und somit 
die Sicherheit der Bahnbestimmung beurtheilen. 

7. Fir stark gestérte Kérper kann man die Stérungen in der ersten Anniherung 
beriicksichtigen und erhalt somit osculirende Elemente. 

8. Die Allgemeinheit der Methoden gestattet deren Anwendung ohne Unterschied 
auf Kometen, Planeten oder Trabanten. 


Khe zur Ableitung der Formeln geschritten wird, mag noch daran erinnert werden, 
dass naturgemiass erste Bahnbestimmungen nur fiir kurze Zwischenzeiten in Betracht 
kommen. MHierzu dienen die im Folgenden im I. Abschnitte gegebenen directen 
Methoden. Die im I. Abschnitte entwickelten Methoden der Bahnyerbesserung 
sind auf Zwischenzeiten beliebiger Linge angepasst. 


*) Lick Observatory Bulletins, No. 54 and 55. 

*) Popular Astronomy, On the General Applicability of the Short Method ete., Vol. XTII, p. 302, 

*) Bulletin Astronomique, t. XXIII, p. 184. 

“) Publications of the Lick Observatory, Vol. VII, part 7. 

*) Die bisher auf dem Student’s-Observatory in Berkeley gemachten Anwendungen, deren 
Resultate in den Bulletins of the Lick Observatory, No. 73 et sequ. verdffentlicht sind, haben 
fir dieselben Zwischenzeiten genauere Elemente ergeben als andere Methoden. Man vergleiche 
auch die Arbeit von Prof. R. T. Crawford: ,Applications of Leuschner’s Short Methods of 
Determining Orbits, Publications of the Lick Observatory, Vol. VII, part 8“. 


a.) a 


I. Directe Methoden. 


Allgemeines. 
Ableitung der Differentialquotienten der beobachteten Coordinaten. 


Ks seien m% und 0, die beobachtete Rectascension und Declination in Bezug auf den 
Erdort zur Zeit der Ausgangsepoche fo, welche mit der Beobachtungszeit des mittleren 
der drei gegebenen Oerter zusammenfallend gewahlt werden soll, so dai also t, = t,; 
Oy == 0; Oo = 0, ist. Ferner scien o/, 6’ und «’, 0” die entsprechenden Geschwindigkeiten 
und Beschleunigungen, und zwar soll als Zeiteinheit dieser und der héheren Differential- 
quotienten durchweg der mittlere Sonnentag, dividirt durch die Gauss’sche Constante /, 
eingefiihrt werden. Der Kinfluss der Correctionen fiir Parallaxe und Aberration kann 
im Laufe der Bahnbestimmung vollstindig eliminirt werden und braucht daher vorliufig 
nicht beriicksichtigt zu werden. Jedoch sind die beobachteten Coordinaten auf den 
jeweiligen Jahresanfang und zwar mit Einschluss der Fixsternaberration reducirt gedacht. 
Dann hat man nach dem Taylor’schen Lehrsatze fiir die zur Beobachtungszeit t gehirige 


Rectascension «: 
2 13 


4 
wo = terol + at at oa 


und eine abnliche Reihe fiir 0, wobei gemiiss der angenommenen Zeiteinheit +1 die mit 
der Gauss’schen Constante multiplicirte Zwischenzeit darstellt. Die Zwischenzeit wird 
immer positiv angesetzt, so dass in der Gleichung (1) fiir Beobachtungszeiten, welche 
der Ausgangsepoche t, = t) folgen oder vorausgehen, beziiglich das obere oder untere 
Zeichen gilt. 

Wendet man die Gleichung (1) einmal auf die Rectascensionen und dann auf die 
Declinationen der beobachtungszeiten ¢, und ft; an und setzt: 

tT =k(tz—t,), ts = k(t, —t), 

so kann man daraus mit Vernachlassigung der dritten und héheren Differentialquotienten 
a’, 6” ete., angeniherte Werthe einerseits von @’, '’, andererseits von 0’, 0” berechnen. 
Um jedoch den dabei begangenen Fehler beurtheilen zu kénnen, soll zunichst in « sowie 6 
das mit «”, 0’ multiplicirte Glied beibehalten und als bekannt vorausgesetzt werden. 

Dividirt man dann noch jede Gleichung durch den zugehérigen Werth von 1, so 
erhilt man z. B. fiir die Rectascensionen: 


Ge 2 
go — 2! = «a, — > of” 
2 6 
; (2) 
T Fe 
a = o!! == 0; 1 gl" 
2 6 
wobei gesetzt worden ist: 
Oy — &% 03 — Oy 
Pay ge Sans F Oy te wee + (Ba) 
Ts 4 


Hierbei soll noch die Bestimmung getroffen werden, dass die Differenzen der Rectas- 


censionen in Bogensecunden anzusetzen sind. 
Die Auflisung dieser Gleichungen nach @ und o, etwa mit Anwendung von Deter- 
minanten, ergiebt durch Einfiihrung von: 
Ty O43 Ts " oy 1 — M8 
— kit, —t iy Sa Ot 9—— -:.++ (a 
To v (ts dk, 0 Ts ’ Ty ( ) 
die folgenden Ausdriicke fiir die Geschwindigkeit und die Beschleunigung in Rectascension 


mr Zeit der Ausgangsepoche ft) = f,: 
57* 
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mt 


gil oi, — a", of! = ot 4 (ts =e) ot) on Pee ae (5a) 
In Ahnlicher Weise erhilt man aus den Declinationen: 
Sie Sites te jy ee eer 
T3 Ty 
{ee Gaal le pe le iy “gh Se Fe ee) 
T, OP 
/ ' ist T3 Wid " ” ut 
0 = Lessa sa ) 0 = Oo Ae ta (5b) 


Diese Differentialcoéfficienten lassen sich auch bequem mit Anwendung verschiedener 
Formeln der Interpolation und der numerischen Differentiation ableiten. 

Angeniherte Werthe der spiiter zur Bahnbestimmung nothwendigen Geschwindig- 
keiten und Beschleunigungen in den geocentrischen Coordinaten lassen sich aus drei 
Beobachtungen aus den Gleichungen (4a, b) mit Heranziehung der Gleichungen (3a, b) 
berechnen. Vergleicht man nun die Gleichungen (4a, b) und (5a, b) mit cinander, so 
ergiebt sich, dass der dabei in den Geschwindigkeiten und Beschleunigungen begangene 
Fehler der Hauptsache nach von der zweiten, beziehungsweise ersten Ordnung, in Bezug 
auf die Zwischenzeiten, multiplicirt mit dem dritten Differentialquotienten, ist. Fiir 
gleiche Zwischenzeiten verschwindet das mit (t; — T,) multiplicirte Glied in den Be- 
schleunigungen (Gleichung 5a, b), und der Fehler ist dann iiberhaupt nur von der zweiten 
Ordnung in Bezug auf die Zwischenzeiten. Wenn man die Epoche mit dem Mittel der 
Beobachtungszeiten zusammenfallend wihlt, so kann in aihnlicher Weise wie oben gezeigt 
werden, dass der Fehler iiberhaupt immer nur von der zweiten Ordnung in Bezug auf 
die Zwischenzeiten ist. Fiir gleiche Zwischenzeiten werden diese Resultate natiirlich fiir 
die beiden Arten der Wahl der Epoche identisch. Wie wir spater sehen werden, wird 
schliesslich der Fehler in der geocentrischen Distanz, und also in der Bahnbestimmung 
von derselben Ordnung sein, wie der Fehler in den zu Grunde gelegten Geschwindig- 
keiten und Beschleunigungen. 

Ausser den Zwischenzeiten hingt aber der Fehler, wie schon erwihnt, auch noch 
von den dritten (und héheren) Differentialquotienten ab. Wie diese Differentialquotienten 
von der geocentrischen Bewegung abhingen, lisst sich bequem mit Hiilfe der Formeln 
der numerischen Differentiation, wie sie zum Theil in der fiinfundneunzigsten Vorlesung, 
8. 533, zur Behandlung kommen, beurtheilen. Da nun aber specielle Formeln der numeri- 
schen Differentiation zur Berechnung der spiiter zur Bahnbestimmung heranzuziehenden ~ 
Geschwindigkeiten der rechtwinkligen Sonnencoordinaten erforderlich sein werden, so 
sollen diese Formeln hier zunichst kurz abgeleitet werden. 

Nimmt man das Mittel der Formeln (3) und a der elften ita so bekommt man: 


f+” =fatof@ +o p@+ = @+ =" r@ .. © 


4 ae . ~ se . . 
Setzt man gemiss der ersten Columne, Fig. 15, fiir das Intervall statt eins seinen 
Werth w ein, so lisst sich das Argument (a +) allgemein schreiben: 


ee Sea oe ei eee eR 


wobei 7 eine ganze und n eine gebrochene positive oder negative Zahl darstellt. Somit 
ist auch: 

Ab SS WAN sit Bice 4 ies na Sol ee 
wenn man yon einem bestimmten Anfangswerthe (a@ + iw) ausgeht. Differentiirt man 


nun die Formel (6) nach 7, so erhilt man mit Riicksicht auf die Gleichungen (7) und (8): 
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df), 3n2—1 ny 2] 
wg P+ ie) +E Pat iw) tn] pa ti) + 2 patiw)+—| . (9) 
Anstatt des Ausdruckes (7) kann man das Argument J auch schreiben: 

eee | 

I=atlit+5+m]w Ry ee ane ere er are ae LA 
wobei 
nm = m+ : 
—= 5 


gesetzt ist. Fiihrt man diesen Werth von x in die Gleichung (6) ein, so ergiebt sich 
mit Riicksicht auf 


f24(q AOS py es "(a +|i rs 5 |) V2 ane at |: +5|~), 


wobei gemiss der iiblichen Bezeichnungsweise a "(a +[i+5}u) das Mittel zweier auf 


einander folgenden geraden Differenzen ist: 


172 
fO = f(a +|i 4 5 |") + mf" (a+|: ne =|) ne calle (a+ [ 


rae ™(a+[i4}]) | (m—|5| )(m—[5| ) 7 («4 [ +4]~) 


6 ft | f D4. i 
Da nun nach Gleichung (7’): 
dl = mdu, 


so ergiebt die Differentiation der Gleichung (10) nach 17: 


| <eylaem 
ote (et [eta}) +t [a e) Stl 


: 1 2m? — $ : 1 : 
+m |r (a+ f > 5|") + aps al : (a + f + 3 |") + | 
Wendet man die Gleichung (9) bezw. (11) auf Fille an, wo das Argument des Diffe- 


rentialquotienten in der Nahe eines Argumentwerthes der Tafel bezw. in der Nahe der 
Mitte zweier Argumentwerthe liegt, so kann man fiir und m immer positive oder nega- 


tive Werthe, welche numerisch kleiner als 0,25 sind, wiahlen. Damit erzielt man aber 
auch ein rasches Fallen der Coéfficienten. Nach Berechnungen von Professor F. K. Ginzel 
hat v. Oppolzer dem zweiten Bande seines Lehrbuches der Bahnbestimmung Tafeln 
einverleibt, welche die Zahlenwerthe der Coéfficienten in den Reihen fiir den ersten und 
zweiten Differentialquotienten in grosser Ausdehnung — bis zu den Coéfficienten der 
zehnten Differenzen — mit den Argumenten n und m enthalten. Die Coéfficiententafeln, 
welche fiir den ersten Differentialquotienten gelten, sind im vorliegenden Werke als 
Tafel XIV (N Tafel) und Tafel XV (Jf Tafel) reproducirt worden. Die in den Tafeln 
gewihlte Bezeichnung der Coéfficienten erklirt sich aus der folgenden Schreibweise der 
Formeln (9) und (11), wobei auf der linken Seite gleich die Gauss’sche Constante als 
Factor eingefiihrt ist, um die Differentialquotienten auf die gewihlte Zeiteinheit von = 


mittleren Sonnentagen zu reduciren: 
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kw “oe = f'(a + iw) + NB (n) f(a + i) + n[F" a + tw) + Nm) F(a +t) --] 
l=atlitnlw=t. 


cw — F(a [i+ ge) + aremen (a+ [e+ ih) ney (19) 
m Ir (a 4 + z| w) + Mi (m)f™ (a ao f + 5| w) . | | | 
t=atlit y+ mw = to. i, th oe eee | 


Man benutzt die n- oder m-Formel zur Berechnung der Geschwindigkeiten der 
rechtwinkligen Sonnencoordinaten aus den Differenzwerthen einer Sonnenephemeride, je 
nachdem 1 = ft) einem tabulirten Argumente oder der Mitte zweier Argumente am 
niichsten liegt; m oder » sind dann immer numerisch < 0,25. Die N(m)- und M(m)- 
Coéfficienten sind den Tafeln XIV und XV zu entnehmen. Man kann die Differenzen 
fiir ein halb-, ein-, zwei-, oder mehrtigige Intervalle entnehmen. Fir einhalbtagige Inter- 


valle ist w= * und log = = 2,065 449. Da fiir die Sonnencoordinaten f(l) = X, Y, Z, 
kw 

l : fa 

so hat “man 4X’) ¥% Zes= a wobei sich der Werth von 1 aus einer der Glei- 


chungen (12) ergiebt. Diese Geschwindigkeiten in den Sonnencoordinaten kénnten leicht 
bei der Herstellung der astronomischen Jahrbiicher mitberechnet werden. Geschahe 
dies in Zukunft, so wiirde dies zur weiteren Bequemlichkeit dieser Methoden 
beitragen. 

Aus den Gleichungen (9) und (11) geht hervor, dass der erste Differentialquotient 
einer tabulirten Function der Hauptsache nach von der Grésse der ersten Differenz, 
dividirt durch das Intervall, ist. Durch weitere Differentiationen nach / findet sich leicht, 


; ’ : dv : : 
dass der pte Differentialquotient, qe Vo" der Grosse der pten Differenz, f? (a + [i + »] w) ete., 


dividirt durch w? ist. Hieraus kann man zunichst schliessen, dass die in (4a, b) ver- 
nachlassigten Differentialquotienten @”’, 0’” in Einheiten des mittleren Sonnentages der 
Hauptsache nach gleich den dritten Differenzen f'* der beobachteten Coordinaten, divi- 
dirt durch die dritte Potenz der Durchschnittszwischenzeit w ist. Weil nun aber die 


Differentialquotienten in Einheiten von a mittleren Sonnentagen ausgedriickt sind, so 


sind of”, 0’ von der Grosse der dritten Differenz, dividirt durch (kw)3 = 13. Da ferner, 


wie oben gezeigt worden ist, der Fehler in den Geschwindigkeiten o, 0) und in den 
wr ro add mt 
Beschleunigungen a, 09 der Hauptsache nach von der Grésse t? ——-, t2 —, bezw. t— 


6 6 oy 
6” 


7 ist, so ist also der Febler der aus drei Beobachtungen berechneten Werthe von 


olit WW 
a, 003 o&, Oy der Hauptsache nach numerisch gleich Less bezw. — 
si 6t 3.08 

Zwischenzeiten aber wird der Fehler in og, 0¢, wie oben gezeigt wurde, von den f.” 
Vv 
1272 
un eine Differenzenordnung niedriger als bei ungleichen Zwischenzeiten. Bedenkt 
man nun, dass die Geschwindigkeiten und Beschleunigungen in der angenommenen Zeit- 


tT 


Fiir gleiche 


unabhingig und wird, wie leicht ersichtlich ist!), von der Grésse , also im Allgemeinen 


") Indem man die «'’, d'Y in der Ableitung der Formeln (5a, b) einschliesst, ef. 8. 458, 
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1 WW 
einheit von re mittleren Sonnentagen von der Griésse —, bez. ies sind, und vergleicht 
T T 


in eit 


man diese Werte mit den entsprechenden Fehlern ——, bezw. ee — oder statt des letz- 
t T 
Iv 
teren 197? fiir gleiche Zwischenzeiten — so ersieht man sofort, dass im Falle von drei 


Beobachtungen die Genauigkeit der Geschwindigkeiten desto grésser ist, je kleiner die 
Vit 
fe im Vergleich zu den f", sind. Ebenso ist die Genauigkeit der Beschleunigungen desto 
pe 
12 
gleich zu den f" sind. Bei gegebenen Zwischenzeiten hingt also die Genauigkeit der 
Bahnbestimmung, abgesehen von den Beobachtungsfehlern, ausschliesslich von dem 
Fallen der Differenzen ab. Welchen Einfluss die Linge der Zwischenzeit und 
die Beobachtungsfehler ausiiben, wird auf S.456 bezw. S.457 erértert werden. Da drei 
Beobachtungen die erste und zweite Differenz direct ergeben, so kann man nach dem 
Gange dieser beiden ersten (auch bei ungleichen Zwischenzeiten) den Gang, d. h. die 
relative Grésse der vernachlissigten Differenzen, und somit die etwaige numerische 
Grosse der Fehler von vornherein beurtheilen. Im Allgemeinen steht ein rasches Fallen 
der Differenzen nicht zu erwarten, wenn schon die f". mit den f'. an Grésse vergleichbar 
sind. Man wahlt dann, wenn méglich, kleinere Zwischenzeiten (s. unten) oder man be- 
rechnet die Bahn aus mehr als drei Beobachtungen. (Siehe Anmerkung 1, 8.456.) 
Fallen also die Differenzen verhiltnissmissig rasch, so hat die Vernachlissigung 
der dritten und héheren Differenzen oder Differentialquotienten durchaus keinen schadi- 
genden Einfluss auf die Genauigkeit der Bahn, und diese ergiebt sich direct in der ersten 


mw 


grésser, je kleiner die 


— oder bei gleichen Zwischenzeiten die im Ver- 


Annaherung aus den im Folgenden abgeleiteten Formeln. Fallen die Differenzen nur 
langsam, so gestatten die im IJ. Abschnitt (s. 8.477) gegebenen Methoden die Bahn- 
verbesserung auf ganz bequeme Weise. Nur wenn die héheren Differenzen mit den 
f:. und f". an Grésse vergleichbar sind, was man etwa schliessen kann, wenn schon die 
f" die Grésse der f’. erreichen, ist selbst eine angeniherte Bahnbestimmung auf directem 
Wege aus den gegebenen Beobachtungen nicht méglich. Dann aber kommt Folgendes 
in Betracht. Unter Annahme des mittleren Sonnentages als Zeiteinheit sei w, die Durch- 
schnittszwischenzeit fiir drei gegebene Beobachtungen, w, dieselbe Grosse fiir drei andere 
Beobachtungen. Dann ist nach dem Vorhergehenden in derselben Zeiteinheit: 


— = gl + [it n]w,)+--= waft + [i + nJws) ++ 


Nun sei w,<.w,. Dann kann man schreiben: 


fr(a + [i+ n)u,) = (2) 70a + [i+ n]w,) +. 


; : : : : : w,\8 
Diese Gleichung bedeutet, dass fiir die Zwischenzeit w, die dritten Differenzen (=) mal 
2 
° M4 8, os. . . . Wy, 
kleiner sind als die dritten Differenzen fiir w,, wiihrend die ersten Differenzen nur p, mal 
2 


kleiner sind als die ersten Differenzen fiir wy. Daraus folgt aber, dass, wenn es fiir ge- 
wihlte Zwischenzeiten w, wirklich vorkommen sollte, dass die Differenzen nicht gentigend 
rasch fallen, in jedem Falle, zuniichst wenigstens theoretisch, Beobachtungen mit kleineren 
Zwischenzeiten w, gewihlt werden kénnen, fiir welche der durch Vernachlissigung der 
dritten Differenzen begangene Fehler unmerklich ist, oder wenigstens eine Grésse nicht 
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erreicht, welche, wie bei den urspriinglichen Zwischenzeiten, eine Bahnbestimmung un- 
moglich macht. Aehnliche Betrachtungen kénnte man fiir die vernachlassigten vierten 
und héheren Differenzen anstellen. Hier ist nun in Betracht zu ziehen, dass die in den 
Gleichungen (3a, b), (4a, b) auftretenden Differenzen directen Aufschluss dariiber geben, 
zu wie viel Stellen die Werthe o, 05, %, 09 und daher auch die Bahn auf Grund der 
gegebenen Beobachtungen innerhalb der Beobachtungsfehler bestimmbar ist. Da nun 
aber fiir w, auch die numerischen Werthe der ersten und zweiten Differenzen im Ver- 
gleich zu w, kleiner werden, so ist die Bahn fiir w, zu weniger Stellen genau bestimmbar 
als fiir wz. Die Beobachtungen werden jedoch genau reprisentirt. Die Bahn kann 
dann, wenn néthig, nach den Formeln des II. Abschnittes leicht auf Grund laingerer 
Zwischenzeiten verbessert werden. In der Praxis wird man kleinere Zwischenzeiten nur 
dann nicht wihlen kénnen, wenn derartige Beobachtungen nicht erhaltlich sind. In 
diesem Falle, der wohl theoretisch denkbar ist, aber in der Praxis kaum zu erwarten 
steht, bestimme man «@’, 0’, «’, 0” aus mehr als drei Beobachtungen ?). 


‘) Die Berechnung von «’, J’, «’, J” aus mehr als drei Beobachtungen kommt nur dann in 


Betracht, wenn in dem oben erorterten Falle Beobachtungen mit kleineren Zwischenzeiten nicht er- 
haltlich sind, oder wenn man eine directe Bahnbestimmung auf Grund derartiger langer Zwischen- 
zeiten zwischen der ersten und mittleren, sowie der mittleren und letzten Beobachtung machen will, 
dass der durch die Vernachlassigung der hdheren Differenzen entstehende Fehler von der Ordnung 
der entsprechenden Werthe der Geschwindigkeiten und Beschleunigungen ist. Fir eine ungerade 
Zahl von Beobachtungen berechnet man dann a’, J’, «’, J”, indem man zunachst den mittleren 
Sonnentag als Zeiteinheit wahlt, wie folgt: Man hat z. B. fiir die Rectascensionen, ahnlich der Glei- 


chung (1), 8. 451, & it, ¢:—4,)" (t; SS 
Gy = ay al + a Ce emote 


wobei das Datum der mittleren stig als EKpoche saute ist. Aus (27 + 1) Beobachtungen 
kénnen dann 2n Differentialquotienten bestimmt werden. Zunachst bestimme man «}, « aus der 
ersten, mittleren und letzten Beobachtung nach den Formeln (8a), (4a). Seien dann «) + 2, a, 
ay + d,@% die aus fiinf Beobachtungen, e& + d,¢) + d.2e), «J + ,e§ + d.¢4, die aus sieben Beob- 
achtungen erhaltenen Werthe von @’, «’, dann ist: 


a ey + %4& $F WH +--+) _ 

aw + 0, a = Dy ey + Prt { . . . . . . . . - . . (2) 
a = a) + a5 + Oye at 

Dabei werden folgende Differentialquotienten wen’: hoher als der zweite bei Benutzung von 


drei, hoher als dep vierte bei Benutzung von fiinf Beobachtungen u. s. w. Es ist also fae drei 
Beobachtungen : 


lI 1 


und allgemein: 


Ch ey ee Oe en, 
und fiir finf Beobachtungen: 
Onety Shia = oN a EEA 
Fir fiinf Beobachtungen kann man also joe den Formeln (1) und (2) schreiben: 
(t5— be (i; — te)” ae (t;—t,)* 
a, = a, + (t;—t,) [ey + 3,9) + —— ye 9] + d, a Pal ee Or eae) 
wobei, nach der Zeit geor dnet, 7 = Sieh Zoi ORUDO RO ==eOr Este et man nun: 
(t; male . 
Cpe | PUT F (t;— ty) & + —s— a) 
P= rekon —s = Eee eee i,@, 
v 
Vg = de, ia y 19); Yu ae 1&0 (| naa Q 1&9, [io ee re (4) 
hoe (t; — to)? _ &—+t,) t;—t, | 
a 


so ergeben sich aus Gleichung (3) die folgenden Gleichungen: 
Gy Om, ope A 0 ey ae) 
dsWy + b.2, + ay, + 2, = Mags + + ~ (b) | 
d,W, + 0,0, + ey, +e, = Megs «pee OD + tg SFBE uae Reig eta nezoan ee) 
Wy = Usa. Oya en Seen) 5 ene | 


— 457 — 


Jetzt soll nun noch der in @, 05, «i, 0” durch Vernachlissigung der héheren Diffe- 
renzen verursachte Fehler mit den in denselben Grissen durch die Beobachtungsfehler 
verursachten Fehlern verglichen werden. Zu diesem Zwecke kann z. B. folgendes Differenz- 
schema, in welchem der Einfachheit halber das Intervall w constant gewahlt ist, fiir 5 
gegebene Rectascensionen o, + ¢,, H+ e etc, wo @, eg etc. die Beobachtungsfehler dar- 
stellen und die @ durch Functionswerthe ausgedriickt sind, dienen; 

fa@+[t—2]w)+ea , - 8 

peri irn B oe He ee poeta) +4 tate 
ee ee DR Pata shay nag 
ee ney Mig re Rh BE re crea) 24, ee 
f(at[i+2}w) +e, fa@+t+lt+glw)+e—e 


f(a + [i — 3] w) + &, — 8e, + 8e, —e, re , 

PGLE+ iw) +4 — Bat 8q—qo FTI Te Aah Ba fa te 
a7) 
dl? 


Bestimmt man nun w? 


durch Differentiation der Gleichung (9) und setzt dann in 


Da nur die Unbekannten y und  schliesslich erforderlich sind, so braucht man x und w nicht 
zu berechnen. Aehnlich wie bei der Gauss’schen Methode der Elimination erhalt man mit Weg- 
lassung des Subseriptes « aus der ersten der Gleichungen (5): 

b, Ci a 


RF i art Pon Of mam et hg Od eg RE SY hea athe wa ey de TO 6 
ee a,” roa (6) 


Eliminirt man mit Hilfe von Gleichung (6) w aus den drei letzten der Gleichungen (5) und setzt: 


a; 
Pa = [r- 1; Pi = YO Ciy i 4 a AA 8 ie eee te (7) 
so ergiebt sich: 
[Gece Cad | eaten Le el econ, ae 
[hye +[4.Jy+ Yeon... @ | Geek Ge DE. oa be ec (8) 
[6;.1)2 + [e,.1]y +- [1,.1]e = Bats 
Eliminirt man weiter die Unbekannte x aus den ersten beiden dieser Gleichungen mit Hiilfe 
der letzten und setzt: 


[b; . 1] a ee, 6 
eee =e 2h 0, % 13.4 = 2, Rig eee (9) 
so erhalt man die folgenden Gleichungen fiir y und ¢: 
fee 2a ae sels. a= ie. 1G eel a LNs Ale age ee sg tes (10) 
und aus diesen: 
— no[1,.2] — [1 - 2] ; me 4[ Cy. 2] —n, [e, . 2] Pee aa (11) 
ote 2 Bl ie eile 2t 7 CLep 2 TI, 2) — [eT ts- 2 


In der Anwendung ist diese Art der Loésung ausserordentlich einfach. Ganz ahnlich vollzieht 
sich die Lisung fiir die Declinationen. Der Hauptvorzug dieser Lésung besteht darin, dass alle 
Coéfficienten der Gleichungen (5) etc., fiir die Rectascensionen numerisch identisch sind mit den ent- 
sprechenden fiir die Declinationen. Nach Berechnung der [p,.2] Coéfficienten aus dem Formel- 
system (9) ergeben die Gleichungen (11) und (4) die Correctionen 9, @, 0,9, 0,9, 09 und die Glei- 
chungen (2) die Werthe von «’, a”, d’, 0” wie folgt: 

Me lee eC ny iO On a eat C= Ogu sis ee a LA) 
wobei in Gleichung (11) fiir m,, n, nach der ersten der Gleichungen (4), my 41 Mu, bezw. roy, My 9 
einzusetzen ist. Fir fiinf Beobachtungen stellt sich die ganze Rechnung wie folet: Man rechne zu- 
nachst «',, «, 0%, 0% aus den Formeln (3a, b) und (4a, b), 8.451 u. 452; dann die a,, b;, c,-Coéfficienten, 
SOWIE Ny yr Ny qr Mo.Jr M4.j U8 (4); dann die [p;-1] aus (7); dann die [p,;.2] aus (9); dann y,, 2y) Ygy “5 
aus (11) und «’, «”, 0’, 0” aus (12). ge 

In ahnlicher Weise kann man mit 7 oder einer grisseren ungeraden Zahl, oder auch mit einer 
geraden Zahl yon Beobachtungen verfahren. Ks eriibrigt noch, die oben berechneten Werthe der 
Geschwindigkeiten und Beschleunigungen durch Division von I, bezw. hk”, auf die gewahlte Zeiteinheit 


yon es mittleren Sonnentagen zu reduciren. 


on 
@ 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 
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der Gleichung (9) und in dem soeben erhaltenen zweiten Differentialquotienten » gleich 
Null, so dass 1 = a + iw, so erhalt man fiir die, der Rectascension &, entsprechende 


Epoche (a + iw), wenn man noch + mittlere Sonnentage als Zeiteinheit einfiihrt: 
y 


we Gitte) =i =): (ain) — FF at iw) cle 


d(a + iw) 
1 
ee = va" = "(a+ iw) — Sh" @ + iw)... 


Wendet man diese Formeln der numerischen Differentiation auf die im obigen Differenz- 
schema enthaltenen fehlerhaften Differenzen an, so ergiebt sich: 


2 1 
A Netansg © (a+ iw) — % f" @ + iw) + sz (es — 2) — Tq (6s — 41) + aga ; 


| 


. (13) 


4 


4 i! 
C0! = fat iw) — 5 "(Gp tw) be (ee + 62) — 5% — 35 (6 +e). ++ 


wo die Summe der Glieder, welche die ¢ enthalten, die durch die Beobachtungsfehler 
in ta’, v2’ verursachten Fehler darstellen. Es ist offenbar, dass, wenn diese Fehler- 
summen an Grésse mit den f2! oder f:. vergleichbar sind, dann der Einschluss dieser 
Differenzen durch Heranziehung von 4 oder 5 Beobachtungen durchaus nutzlos sein 
wiirde. Im giinstigsten Falle, wenn die Fehler constant sind, verschwinden die Fehler- 
summen, und dann gelten einfach die weiter oben angestellten Betrachtungen tiber die 
Genauigkeit der ersten und zweiten Differentialquotienten. Um den ungiinstigsten Fall 
zu beurtheilen, sei angenommen, dass die e numerisch einander gleich, ihre Vorzeichen 
aber derartig sind, dass jeder Fehler in der einen oder anderen Summe vollauf zahlt. 
Dann sind die Maximalfehler in ta’ und te’, die jedoch, wie aus den Fehlersummen 


2 . 
in Gleichung (13) ersichtlich ist, nicht gleichzeitig bestehen kénnen, = und ee Be- 
nutzt man aber nur 3 Beobachtungen, so dass man e; = e, = 0 setzen kann, so sind 


‘ 


die Maximalfehler 3° und Be & Fiir gleiche Zwischenzeiten sind diese Fehler nun mit 


den durch Vernachlassigung der héheren Differenzen verursachten Fehlern zu vergleichen. 
Vergleicht man also: 


Le f ene : ve 
in Ta’: Tal (a+ iw) mit —e; in T20"": pi (a + tw) mit é, 
oO 


3 
6 
so folgt, dass die Heranziehung von mehr als 3 Beobachtungen nutzlos ist, wenn: 

VN a et : <a 

f" (a+ iw) < 8e; f’ (at+iw) < 62e 
ist. Wie zu erwarten stand, wird die Genauigkeit der Beschleunigungen am meisten 
durch die Beobachtungsfehler geschiidigt, und kann die weitere Discussion der Ge- 
schwindigkeiten daher unterlassen werden. Um die Genauigkcit der Bahnbestimmung 
i ne *. ry ae . 
durch Kinschluss von 5 Beobachtungen erhéhen zu kénnen, miisste also fiir jede Bogen- 
secunde in e die Differenz f'. betriichtlich grésser als 62”, also betriichtlich groésser als 
I’ sein. Bei Kometen vorziiglich sind indess die Beobachtungsfehler bedeutend grésser 
Baie ” Meee Ru cried IV os . Py . . . . 
als 1". Fir ¢ == 5” miisste f. betriichtlich grésser als 5’ sein. Daher ist die Benutzung 

mY bd e) e ac € , yg Pate Vee 2¢ Q 7 1 5 

von 5 pees mehr) Beobachtungen fiir directe Bahnbestimmungen nur bei lingeren Inter- 
vallen, fiir welche die Differenzwerthe grésser sind, von Vortheil. Fiir ungleiche Zwischen- 


elit 


y 4] a iy ~ AA 233 « 1 “Haq * - 
zeiten wurde oben (S, 455) 373 als Grosse des Fehlers in den Beschleunigungen oi, 0% 


UT 
gefunden. Also ist der Fehler in t2a, 720) etw 3 Vergleicht man diesen Fehler 
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mit dem durch die Beobachtungsfehler verursachten Maximalfebler sl e, 80 ergiebt sich, 


dass f" betrachtlich grésser als 15.5¢ sein muss, um aus dem Einschluss der dritten 
Differenzen Vortheil ziehen zu kénnen. Man kénnte also in diesem Falle schon eher 
Nutzen aus dem Gebrauch von vier Beobachtungen zichen; allein es ist vortheilhafter, 
auch bei ungleichen Zwischenzeiten, sich mit der aus der directen Lisung aus drei Beob- 
achtungen ergebenden Bahn zu begniigen, und dieselbe, wenn néthig, nach den Formeln 
des II. Abschnittes zu verbessern., 

Fasst man die vorangehenden Betrachtungen zusammen, so ergiebt sich, dass ge- 
niigend genaue Werthe der Geschwindigkeiten und Beschleunigungen fiir eine directe 
Bahnbestimmung aus drei Beobachtungen sich aus den Formeln (4a, b) gewinnen lassen, 


nt TN 
solange fiir ungleiche Zwischenzeiten aie nicht die Grésse von f:. und 3 oder fiir un- 
Iv 
gleiche Zwischenzeiten —, nicht die Grésse von f!! erreichen, was man aus der relativen 


12” 

Grésse der f!. und /f"' beurtheilen kann. Anderenfalls lassen sich aber geniigend genaue 
Anfangswerthe aus kleineren Zwischenzeiten bestimmen. Tritt aber eine Ausnahme fiir die 
kleinsten erhaltlichen Zwischenzeiten ein, so zicht man am besten mehr als drei Beobachtungen 
zur Bahnbestimmung heran!), Ausserdem ist die Benutzung von fiinf Beobachtungen zur 
directen Bahnbestimmung nur fiir langere Zwischenzeiten von Vortheil. Die ganze Ten- 
denz dieser Methoden ist aber, die Zwischenzeiten, wenn méglich gleiche, so 
zu wahlen, dass die Bahn direct bestimmt werden kann und dieselbe dann mit 
Benutzung der im II. Abschnitt gegebenen Methoden zu verbessern. 


Bestimmung der geocentrischen Distanz und ihrer Geschwindigkeit. 


Die Bestimmung der geocentrischen Distanz und ihrer Geschwindigkeit soll in der 
Weise vorgenommen werden, dass die Aberration und Parallaxe im Laufe der Rechnung 
eliminirt werden kann. Die erstere kann ohne weiteres beriicksichtigt werden, die letz- 
tere durch Berechnung von Correctionsgliedern. Will man aber die Parallaxe vernach- 
lissigen, so fallen die von ihr abhangigen Glieder fort. Das Princip der Elimination 
ist, dass die hier fiir die reducirte Epochenzeit abzuleitenden heliocentrischen recht- 
winkligen Coordinaten a, y, zg und deren Geschwindigkeiten 2’, y’, 2’, aus denen die Ele- 
mente abzuleiten sind, von dem Einfluss der Aberration und Parallaxe vollstindig be- 
freit sein sollen. 

Zunichst seien die beobachteten Rectascensionen und Declinationen in der iiblichen 
Weise mit Einschluss der Aberrationsglieder auf den Jahresanfang reducirt. Seien ferner 
X, Y,Z und X’, Y', Z’ die fiir den Jahresanfang interpolirten Sonnencoordinaten und deren 
Geschwindigkeiten zur Zeit der Epoche t), d. h. zur Zeit tg der mittleren Beobachtung, 
dann hat man nach den in der dreizehnten Vorlesung aus einander gesetzten Principien 


der Aberration: 
Bi 0 ORs ae Rig poe tee ogee ow ALA) 


wobei die heliocentrische Coordinate # der reducirten Epoche angehért. Dies Verfahren, 
die Aberration vollstindig zu beriicksichtigen, ist also dasselbe, welches gewébnlich bei 
ersten Babnbestimmungen angewandt wird. Nach Ermittelung der geocentrischen Distanz 
ist dann noch die beobachtete Epoche yon der Aberrationszeit zu befreien. 

Damit die Gleichung (14) streng richtig sei, miissen die darin enthaltenen Coordi- 
naten des Kérpers und der Sonne auf denselben Punkt der Erde bezogen sein, also z. b. 


1) Vergleiche hierzu die Anmerkung 1, 8. 456. 


58* 
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entweder auf den Beobachtungsort oder auf den Mittelpunkt der Erde. Differentiirt 
: ioe? 
man nun aber die Gleichung (14) zwei Mal nach der in Einheiten von r mittleren Sonnen- 


tagen ausgedriickten Zeit, so dass: 


29 0080008 01)" aE Te tee ee el) 
und eliminirt dann X” auf Grund der Bewegungsgleichung der Sonne um die Erde, namlich: 
: x 

XN, +, » EMEA S25 SER RSE EG) 


wobei, da eine erste Bahnbestimmung héchstens sechsstellig ausgefiihrt wird, die (Erd 
+ Mond)-Masse der Null gleichgesetzt worden ist, so ist, wie Bruns besonders in seiner 
oben citirten Abhandlung betont hat, zu bedenken, daB die Gleichung (16) sich auf die 
scheinbare Bewegung der Sonne um den Schwerpunkt des Erde-Mond-Systems bezieht. 
Daher miissen auch die auf die Erde bezogenen Coordinaten des Koérpers in der 
Gleichung (15) auf denselben Schwerpunkt bezogen werden. Die in Betracht kommende 
Parallaxe ist also der Winkel, welchen die vom Kérper nach dem Beobachtungsort und 
dem Schwerpunkt gezogenen Linien mit einander bilden. Alle auf den Schwerpunkt 
bezogenen Coordinaten sollen durchweg durch das Subscript m unterschieden werden. 
Die an die beobachteten Coordinaten @# und 0 anzubringenden Parallaxencorrectionen 
kénnen dann als die Summe der Componenten zweier Verschiebungen aufgefasst werden, 
von denen die eine die gewéhnliche Parallaxe, die hier mit geocentrischer Parallaxe 
bezeichnet werden soll, ist, und von denen die andere durch den Winkel, welchen die 
vom Kérper nach dem Erdcentrum und nach dem Schwerpunkt gezogenen Linien mit 
einander bilden, bestimmt ist. Bruns bezeichnet die auf den Schwerpunkt bezogenen 
Coordinaten als barycentrische Coordinaten, und danach soll die zweite der eben 
definirten Verschiebungen als barycentrische Parallaxe bezeichnet werden. Die 
Parallaxen in % und 0 werden gewohnlich mit pa und ps bezeichnet!). Zur Unterschei- 
dung der in Betracht kommenden Parallaxen sollen hier die Bezeichnungen p%, p4; p™, p% 
fiir die geocentrische, beziehungsweise barycentrische Parallaxe gewihlt werden; 
@ stellt, wie in der Gleichung (15), die geocentrische Distanz des Kérpers dar. p.o, ps @ 
nennt man gewohnlich die Parallaxenfactoren. 

Sind also % und 0 die auf den Jahresanfang bezogenen Coordinaten in Bezug auf 
den Beobachtungsort und denkt man sich die Coordinaten des Kérpers und der Sonne 
auf den Schwerpunkt bezogen, so hat man gemiiss der Gleichungen (15). und (16) zu setzen: 

En = Om 008 (0 + p% + ps) cos(% + po + pm) =a+X,..... (17) 
Es sollen nun vorerst die Formeln zur Berechnung von p™, py abgeleitet werden. Seien 
dazu a@ und 0¢ die einer Mondephemeride zu entnehmenden geocentrischen Coordinaten 
des Mondes und d, die Distanz des Schwerpunktes vom Erdcentrum, dann sind die recht- 
winkligen Coordinaten des Erdcentrums in Bezug auf den Schwerpunkt: 

4, X = —d, cosd@cosag, 4, ¥ = —d, cosd¢sinag, 4,Z = —d,sindg. . (18) 
und folglich: 

Xm = XbA K Yn = YAY, 2 SH Bae 6 oe 29) 
wobei X, Y, Z wieder die geocentrischen Coordinaten der Sonne sind. Weiter erhilt 
man fiir den Kérper, ganz in derselben Weise wie die Gleichungen (8) der zwdlften 
Vorlesung abgeleitet worden sind, wenn man die auf das Erdcentrum bezogenen Coordi- 
naten durch das Subscript g unterscheidet: 


") Die Formeln fiir p, und ps, die geocentrische Parallaxe in « und @ darstellend, finden sich 
in der zwolften Vorlesung, 8.107, Formeln II Ab. 
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Q,,, COS (0, + pit) cos (%, + pm) = Q, cos oF cosa, + 4, X 

Q,, cos (0, + pi!) sin (a, + vv) = @, cos 0 sin a, + 4, ¥ (20) 
Q,, Sin (0, + p*) = 0, sin 0, +4,Z | 

wobei J, X, 4, Y, 4, Z durch die Gleichungen (18) bestimmt sind. Aus diesen Gleichungen 

leitet man p™ — %,—%,, py = Domed in der tiblichen Weise, wie folgt, ab: Addirt 

man die beiden ersten Gleichungen, einerseits nachdem die erste mit — sin hy, die zweite 

mit + cos,, anderseits nachdem die erste mit + cose , die zweite mit + sin %, multi- 

plicirt worden ist, so ergiebt sich: 

Q,, 008 (9, +p’) sin p™ = — sin a, 4, X + cosa, A, ¥ = d, cos dg sin (%, — a) | 

@,, €08 (0, + pi!) cos p™ = Q, cos0, + cose, 4,X+ sinw, 4, Y=@ cos 0 —d, cosd cos(a,—arq)f>? 


oder auch, mit Vernachliissigung von Gréssen zweiter Ordnung in Bezug auf die Parallaxen: 


d, cosd¢ . 
Wo meee = 9 
C05 = Sa tos 5, BACs OG) sigh a Ye en ee oe) 
Qm cos (Og + p'") = @, cos 0g —d, cos0¢ cos (%—ag) .... . (23) 


Aus dieser letzteren Gleichung ergiebt sich in Verbindung mit der letzten der Gleichungen 
(20) in ahnlicher Weise wie oben: 


d . : 
0 ps = SELL | sind ¢ cos 0, + cos 0¢ sin 0, cos (%, — u«)| aca!) 
; d, . pee 
Zur Bestimmung der Constante aU hat man zunichst, wenn d die Distanz des Mondes 
si 


vom Erdcentrum in Einheiten der mittleren Entfernung der Sonne, 2 und 2, die Aequa- 
torialhorizontalparallaxen der Sonne und des Mondes, m und m, die Massen der Erde und 
des Mondes darstellen: 

Mm . © 
mem %,1tp’ 


wobei w das Verhiltniss der Mondmasse zur Erdmasse ist. Setzt man mit Newcomb?) 


dp —= 0 


mt, = 57’ 2".68, uw = ae und mit Hinks?) a = 8”.807, so findet man: 
1 _ __ 6.4379 
sin 1 


Man begeht natiirlich keinen merklichen Fehler, wenn man bei der Berechnung der bary- 
centrischen Parallaxenfactoren in den Gleichungen (22) und (24) die beobachteten Coordi- 
naten % und 6 anstatt der unbekannten geocentrischen o%, 0, einsetzt. 
Bildet man jetzt folgende Summen der Parallaxenfactoren und bezeichnet die all- 
gemeine Parallaxe mit p, so dass 
Oe Fe ig Pe Rg Fat Om PF — Op PGT Oy Por ov FeO URB} 
so kann man ohne merklichen Fehler setzen: 
0, PL = 0, PE: On Dy = 0, P% - eS A eae (26) 


Somit sind also die allgemeinen Parallaxenfactoren, welche die geocentrische, sowie die 
barycentrische Parallaxe einschliessen, ermittelt. 


1) The Elements of the Four Inner Planets and the Fundamental Constants of Astronomy. 
Supplement to the American Ephemeris and Nautical Almanac for 1897, — *) Monthly Notices of 
the Royal Astronomical Society, volume LXIX, p. 567. 
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Die Gleichung (17) lasst sich jetzt schreiben: 


Om cos (0 + yoy) cos (% + pa) = + Xm 
und ebenso: <i ute eee 
Qn cos (0 + pa) sin (0 + pa) = y + Yn | 
Om Sin (0 + pa) -=2+Zy 
oder auch, nach Auflésung der Sinus und Cosinus der Winkelsummen und mit Vernach- 
lassigung von Gliedern héherer Ordnung als der ersten in Bezug auf die Parallaxen: 


Om cos 0 COS — Om cosd sinh Pu— Om sind cosups = 4 + Xm, 
Om cos 0 sin & + Om cosO cos Pu — Om sind sina ps = y+ Ym, 


Om sind + Om cos 0 ps = g4- Zag 
Setzt man nun: 
A,X = cos 0 sin & pu Om + sin 0 C08 65 Om; Fo Y = — Cos 0 COS % pu Om + sin O sin & Ps Om;\ (28) 
A, Z = —c0s 0 ps Om J 


und weiter: 
AX = Ak Pax, AY Ay AY, a2 = 2 
so ergiebt sich: 
(E) = @n¢c0s0 cosm == 4 + X + AX, (yn) = Oncosd sina —=y+¥+AHY,\ | . (30) 
(€) = Omsind = 2+Z4+4Z J 
wo (&) ete. zur Unterscheidung von &,, etc. gesetzt ist. Differentiirt man jetzt die Glei- 
chung (30) und bedenkt, dass 


x y Z xe : Aeeee 
Uh Pe ae aA hs [je en Wipes 1 se as aS 31 
Ui = , Y= 7 2 = ’ Xm = 3) ei 3) aa a - ( ) 
re 73 r3 IRR Oita = 


ist, so erhailt man zunichst, wenn vorliufig die Resultate in nur einer Coordinate aus- 
geschrieben werden: 


(EY = (0ncosd cosa)’ = al + X’'+(AXY. .. 2... . (82) 
PES oe = x " « 
(5) == (07,0080 cose.) — se tray) S183. 0 sans ed eee ca 

In der Gleichung (33) soll nun nach (31) angenommen werden: 

ican Ee 
(K+ 4X)" = —qa aa (34) 
wobei: 

(R+ 4K)? = (X+ IX)? + (¥+ 4Y)?4 (24+ 42). . - (35) 


Die Gleichung (33) lisst sich aber mit Riicksicht auf die Gleichungen (29), (19) 
und (31) genau schreiben: 


(6)” = (emevsdeosa)” = —Z =" 4 (4 xy"... . . (86) 
um 


Y oO 


Fiihrt man daher den Ausdruck (34) in die Gleichung (33) ein, begniigt sich in Glei- 
chung (34) mit Gliedern erster Ordnung in Bezug auf die Parallaxe, so dass: 
xX+4x Xm + 4X Xm X, A 
er ae satel eg ee eee Bee feet Soe 
(hk “- 4 R)3 (Rn +t A, f)8 Rim Rm Ry 
und vergleicht dann die Gleichung (33) mit der strengen Gleichung (36), so findet sich 
fiir die an der rechten Seite der Gleichung (33) anzubringende Correction: 


xX A, X 
wh XK) id pi A, = ree 


Fithrt man also jetzt den Werth von (X + 4X)" aus der Gleichung (34) in die Glei- 
chung (33) ein und addirt den Ausdruck (37) als Correction zur rechten Seite, so ist genau: 
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x X+ 4X Sy xe in VIE 
Pinta a > ope ate pe 
Eliminirt man weiter die heliocentrische Coordinate a aus dieser Gleichung mit Hiilfe 
von Gleichung (30) und setzt vorliufig die rechtwinkligen Coordinaten an, so ergiebt sich : 
ren: 1 x Bek 
<= (2 SX) |) = uf ga. t (80 
+R = &+40(5- gs FH) ~ 37 AR + (AW + BS + (89) 
Setzt man nun in den mit 4,R und 4, X multiplicirten Gliedern: 
Xm = (X+ 4X), Ke = (fh + 2 RB), 
so ist der dadurch verursachte Fehler von der zweiten Ordnung in Bezug auf die Par- 
allaxen und kann also vernachlissigt werden. Man erhalt dann: 


(€)” = (@meosd cosa) = (38) 


A,X 
(Ry 


(&) 1 4,R)|\ 5 
©" +93 =O (a-gpll +3 |} + ew t (40) 


wobei noch gesetzt worden ist: 

(A) = X4+4X—X44,X44,% (H=—R+4AR=—=R4+4, R44... (41) 
Nun lassen sich bequeme Formeln zur Berechnung der Summe der beiden letzten 

Glieder rechter Hand der Gleichung (40) aufstellen. Der zweite Differentialquotient (4, X)” 

ergiebt sich zunichst aus den drei Werthen von 4,X, welche den drei Beobachtungen 

entsprechen, in derselben Weise aus den Formeln (4a, b), wie «/, 0 sich aus den drei 

Werthen von «, 0 ergeben. Man erhiilt also fiir die Summe der beiden Glieder, wenn 


man noch, wegen ¢, =f), das Subscript 2 mit dem Subscript 0 identificirt: 


2 ts oe to to Fora ty A, Xo 
rer Wee a eS. 
Setzt man jetzt: 
Ay X5(ty — t) + 4p Xa (ts — to) = Fo Xo(ts—t)(1 +d) . . . ~. . (438) 
so erhilt man nach einigen leichten Reductionen anstatt (42): 
2d, 1 
—=1—|4 Ee en ee er ee eG 
Lesee + cape 42% ae 


In ganz derselben Weise ergeben sich aus der Formel (43) d, und d, aus den Cor- 
rectionsgréssen 4,Y und 4,Z fiir die drei Beobachtungsdaten. 

Setzt man, wie in Gleichung (33), statt (&), (7), (¢), die polaren Coordinaten in die 
Gleichung (40) und in den entsprechenden Gleichungen fiir die beiden anderen Coordi- 
naten bezw. ein, und fiihrt dann die angedeutete zweifache Differentiation durch, so erhilt 
man, wenn alle sich auf die hier allein geltende Epoche t, = t) beziehenden Subscripte 
0 oder 2 fortgelassen werden, nach Kinsetzung von: 


S == (R)cosD;, 3 == ey,c090, 


1 De b 
ri a Rh yee me ed eco DER Jes 
(X) = SecosA, (§) =Gcosa, jcosa EE * T, =| ax 
ie $e eed Mr eh eee 
id Sarin faites Neha lade | 
(Y)= SsinA, (y) = Gsino, jsina a T; “4 : 


ai May 
(Z) = StgD, (€)=otgd, jtgd = las t+ Fe, | 7 


[wobei noch zu beachten ist, dass z B. J,X sich auf die zweite Correction 
(Gleichungen (28)) zur Zeit der Epoche bezieht], die folgenden Fundamental- 


— 464 — 


gleichungen, in denen der Einfluss der Parallaxe und der Aberration einschliesslich 
Gréssen erster Ordnung dieser Correctionen vollstindig beriicksichtigt ist: 


1 1 1 
6"'cosa — 2 o'sin aa! — 6 sin el" — 6 coset a a = |=ses4| = a + ye @ 412) | + ieosa(a)| 


1 1 
6"'sina +26’ cosau' + 6 cosan” — 6 sina | -- =|= == Ssin| Sa oF =) | + isina 0) (46) 


(h)? 
6" tgd + 26'(tgd)’ + 6 | 99)" 4 ead Sig) |= ~ a, (i +8 a) +Jjtgd (c) 


Verfihrt man jetzt nach dem Vorgange Harzer’s und addirt die Gleichungen (46a) 
und (46b), einerseits nachdem die erste mit cosa, die zweite mit sina, andererseits nach- 
dem die erste mit — sina, die zweite mit cosw multiplicirt worden ist, und behalt die 
Gleichung (46c¢) unverindert bei, so erhalt man: 


o’+6[4 — a2] = Seos(A—o)[ 5 — Ga (1 +8) | +ieos(@—a) 


(ft)? (R) 
Mf) ” 1 1 4,R | ma) — ane 47 
20'u' + ou = Ssin(A— | [— ae (1+8 a + j sin (a — @) (47) 
tgd 5) 1 1 AR 
o"tgd +20'(tgd) +0] + (tg0)"| = Sid l= — apt + 3S CR) +yjtgd 
Da man die Differentialquotienten (tg0)' und (tg0)” aus: 
(ig0)' = sec200';  (tg.0)" = sec?d[2tgd0'2 +07] . ..... . « (48) 


berechnen kann, so sind in den Gleichungen (47) alle Gréssen bis auf 6, 6’, 6” und r 
bekannt. Zur Loésung des Problems ist daher noch eine vierte Gleichung nothwendig. 
Diese Gleichung erhalt man aus dem von der Sonne, dem Beziehungspunkt?) im 
Erde-Mond-System und dem Kérper gebildeten Dreieck. Denn es ist: 


72 == 0F, 4 (BR)? —2 On (Rice et 2. coe ee eee ee) 
wo cost bestimmt ist durch: 
cosy == sind sinD + cosdcosDcos(A—a@) ....... . (50) 


In den Gleichungen (47) und (49) ist also nach dem Vorhergehenden der Aberration 
dadurch Rechnung getragen worden, dass der scheinbare Ort zur Zeit der Beobachtung 
mit dem wahren Ort der reducirten Beobachtungszeit identificirt worden ist. Die Elimi- 
nation der allgemeinen (geocentrischen und barycentrischen) Parallaxe vollzieht sich durch 
die Anbringung der Correctionen JX = 4, X + 4, X ete. an die geocentrischen Sonnen- 
coordinaten. WVernachlassigt man, was bei ganz kleinen Zwischenzeiten gewdhnlich der 
Fall ist, die Parallaxe, so sind auch alle Correctionsglieder fortzulassen, d.h. 7X = 4Y 
= 47 — 0 fir alle drei Beobachtungen, und fiir die Epoche werden (X), (Y), (Z) gleich 
den direct aus einer Sonnenephemeride interpolirten Werthen X, Y, Z und (R) wird R. 
In den Gleichungen (47) sind dann die von j, a, d abhiingigen Glieder fortzulassen, ebenso 
in den nun folgenden Entwickelungen alle Glieder, die diese Gréssen enthalten. 

Durch Auflésung der Gleichungen (47) lassen sich 6, 6’ und 6” als Functionen der 
Unbekannten r und bekannter Gréssen darstellen. In der ersten und dritten der Glei- 
chungen (47) enthalten die Coéfficienten von 6 zwar die Unbekanute r, aber die Deter- 
minante der Coéfficienten von 6, 6’ und 6” ist yon derselben unabhingig. Diese 
Determinante, die also nur bekannte Grissen enthilt, soll mit 2.N bezeichnet werden. 
Bubesuint man nun die Ausdriicke rechter Hand der Gleichungen (47) an Stelle der 


) Der Punkt, auf den sich (), (9), (¢), (X), (1), (4) beziehen. Dieser Punkt liegt auf der 
Gesichtslinie und hat die Distanz e,, vom Korper. 
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Coéfficienten von 6 in 2.N, so erkennt man sofort, dass die so entstehende neue Deter- 
minante sich als die Summe von zwei Determinanten schreiben liisst, von denen die erste 
- 1 1 ae . : 
den Factor S =a + 3) und die zweite den Factor j enthilt. 
Setzt man also, weil: 


N= a'8tg 0 — a! (tg 0)' + alg 0)" 2 ew ee BD) 


noch: 
m= a@2tgd + (tg 0)" 
C, = tgdcos(A — a) — igD, OC, =sin(A—a), CO; = Scos(A— ) 


¢, = tgdcos(a —a)—tgd, Cy = sin(a —«), cz = j cos(a —a) 
oe i ) ee any: 
x= — F(t Cnty); k= FT LOyae" + Opn Oe) 
Ax = — fe, 0! + ¢5(tgd)']; AA ~[e, oe” + ey 2] 
N 2N 


so ergiebt die Lisung der Gleichungen (47): 


6=a[ salt) +44 


f= 3 sap +8] + 4 | sti aloes 


Die erste dieser beiden Gleichungen ist der sogenannte Lambert’sche Satz iiber 
die Kriimmung des geocentrischen Laufes!). Die weitere Bestimmung der Bahn 
kann nun in verschiedener Weise vorgenommen werden, je nachdem man dieselbe mit 
oder ohne Voraussetzung iiber die Excentricitat durchfiihren will. Will man eine all- 
gemeine Bahn bestimmen, so leitet man 6 und r aus der Gleichung (49) und aus der 
ersten der Gleichungen (53) ab. Will man aber eine Parabel berechnen, so dass der 
Gleichung: 9 
ia dea i arc Ree ae tok pee Sk Digs 1G MS (54) 


geniigt werden muss, so leitet man die Bahn am bequemsten aus dieser Gleichung und 
‘4 


dem Verhialtniss von 2 ab. In &hnlicher Weise wird man im Falle einer Kreisbahn 


1 hae 
verfahren, nur dass dann das Glied rechter Hand der Gleichung (54) i anstatt a ist. Es 


o' pigs : 
sollen nun zunichst Formeln fiir 7 und fiir die in Gleichung (54) auftretenden Ge- 


schwindigkeiten der heliocentrischen Coordinaten aufgestellt werden. 


Die Elimination von [= — a (1 + 3 a) aus den beiden Gleichungen (53) 
ergiebt leicht: , ; 
6 
a eC) 
wo gesetzt worden ist: 
ES ee | ae os ee aT 
u 


ee hG 
Es lisst sich aber auch direct ein bequemer Ausdruck fiir 7 aufstellen, wenn man 


a! il 4,K 
Sag (tsa) 
La ap (+ 8G 

1) Siehe die zweiunddreissigste Vorlesung. 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 59 
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aus der zweiten der Gleichungen (47) vermittelst der ersten der Gleichungen (53) elimi- 
nirt. Man erhalt dann: 


s 
6! u nn. jae Su Ax _ 
—=— s+ gasin (A — 0) + gra sin (a — 0) — sin (A — 0) Fe (57) 
oder mit Riicksicht auf die Formeln (52): 
Cae tale z NC, = ein jl jCy 00 + ¢,(tgd)’ 
6 20 Colt O,(tgd! 20 ' 2a'o 2a'6 Ca’ + C,(tgd)” 
der auch: 
oder Gee AC of! On Ree C, — ¢, Cy (58) 
6  2.Ca Ss Oyo) 7 26 Ce C0). 
Definirt man nun noch folgende Hiilfsgréssen : 
pe ee ie a0) A 2 eee Sr 
C, G 


und dividirt Zihler und Nemner der beiden Glieder der rechten Seite der Gleichung (58) 
durch C,, so ergiebt sich: 


uf 
Cy 1 Paso ee Jy y 
ee pe) Fo "a 
oder endlich, wenn man noch setzt: 
iE 
Ja Se ae eee 
ie Cis Ag ee a ene a (61) 
‘ore a @ 6 


Vergleicht man diese Gleichung mit der Gleichung (55), so ersieht man, dass das erste 
Glied rechter Hand der Ausdruck fiir = ist und dass die beiden Ausdriicke (56) und 


(60) fiir B identisch sind. Die Gleichung (61) hatte auch aus den Gleichungen (55) 
und (56) abgeleitet werden kénnen, allein fiir die Rechnung sind die Formeln (59) und 


(60) bequemer, weil dadurch die Berechnung von x und 4x bei der Bestimmung von 
/ 
g ganz umgangen werden kann. 


Die Ausdriicke fiir die Geschwindigkeiten der heliocentrischen Coordinaten sollen 
aus der Gleichung (32) abgeleitet werden. Danach ist fiir die erste Coordinate: 


a! = (€)'— X' — (4X)! = o'cosu — 6 sinnw! — X'—(4X)' . . . . (62) 

Uy 

Wenn man nan den Factor 6 aus den beiden ersten Gliedern rechts heraushebt und < 

mit Hilfe der Gleichung (55) eliminirt, wobei natiirlich - gemiB der Formel (61) zu 


berechnen ist, so ergiebt sich, indem man in derselben Weise mit den beiden anderen 
Coordinaten verfibrt: 


“A 
eg = #| = cos — sina! | —B cosa — X'— (AX), 
hee 
y = 6) — sino + cos ae! | — sin y'’—(4Y)’, 


Ul A \ 
pees | tg 4. (ig 8) |-s19e —F =18e) 
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Setzt man jetzt: 
[X]’ = X' + (4X) + Boosa | 
Pee CP Bain er wk A i, ws (68) 
[Z) = 2 +(4zy + pid | 
und weiter: 
a, = 5, C08 % — sin oven’; Gy om * sino 4 cos oet!s Gy = 1g + (igdy _ (64) 


so erhilt man schliesslich folgende Ausdriicke fiir die Geschwindigkeiten: 
@ = 4,6—([(X]'; y =a,o—[Y]; ¢=ao—[Z]! ..... (65) 
An der Hand der bisher entwickelten Formeln soll nun die weitere Bestimmung 


der geocentrischen Distanz verschiedentlich vorgenommen werden, und zwar zuerst fiir 
die Parabel, dann fiir den Kreis, und schliesslich fiir eine allgemeine Bahn. 


Parabel. 
Fiir die Parabel sollen die Gleichungen (49) und (54) in Verbindung mit (65) 
herangezogen werden, Man ersieht also sofort, dass das Princip dieser Methode einer 
parabolischen Bahnbestimmung darin besteht, dass ecinerseits dem fiir die Parabel gel- 


tenden Geschwindigkeitsgesetz (54) von vornherein geniigt werden soll, und andererseits, 
/ 


Bg eg : : : : 
dass das Verhiltnis G? gemiss seiner Ableitung aus den allgemeinen Gleichungen (47), 


denselben Werth haben soll, als ob die Lésung ohne Voraussetzung iiber die Excen- 
tricitat vorgenommen wiirde. 

Damit ist aber gleich, wie spiter noch ausfiihrlich gezeigt werden wird, ein Mittel 
gegeben, ohne Schwierigkeit von der Parabel auf eine allgemeine Bahn iiberzugehen. 

Der Lambert’schen Gleichung (erste Gleichung 53) wird also nicht von vorn- 
herein Geniige geleistet. Dieselbe wird daher nur dann fiir die parabolische Liésung 
gelten, wenn die letztere auch mit der allgemeinen iibereinstimmt. Dadurch ist aber 
bereits wihrend der Rechnung ein Criterium gegeben, die Richtigkeit der Annahme 
einer Parabel zu priifen, sowie im Falle von mehr als einer parabolischen Lésung die 
physisch richtige zu bestimmen. 

Eliminirt man also r aus den Gleichungen (49) und (54), nachdem die Geschwindig- 
keiten in der letzteren durch ihre Werthe aus (65) ersetzt worden sind, so ergiebt sich: 


[02 — 2 Qm(R) cos + (R)?]'* {(az6 —[X]')? + (ayo —[Y]')? + (a6 —[Z])?} = 2 (66) 
oder, wenn man schreibt: 
a? = (a2+ a2 + a?) cos?d; b=(a,[X]'+ ay[Y]'+a,[Z]') cosd; G2=[X]?4[Y]?+ |Z]? (67) 
und 6 durch 9,,cos0 ersetzt: 


2 
a? 03, —2b0m+ G2 = 


[om — 2 Om Ht) cos + (R)A} 
Dividirt man beide Seiten dieser Gleichung durch a*(R)? und Ziahler und Nenner 
der rechten Seite durch (2), und schreibt: 


Ree er (29) 


ee ee Pe a i ee ar Ries tah! Gy eres SGN 
ik) (69) 
dann ist: : 9 
b Gr? a? (R)§ 


9 ¢ pa 


on Ma (2) ar a(R)? [22—2ecosy + 1]'6 


oder auch: 
59* 
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2 
b 2, atG2—b? a2(R)3 = 
[. ae a at(RP  [(e— eos @)? + sin? wy 


Das zweite Glied linker Hand ist immer positiv, wovon man sich leicht tiberzeugen 
kann, wenn man fiir a? und b? ihre Werthe aus (67) substituirt und die Quadratsummen 
auflést. Setzt man daher: 


b a? G? — b? Ge : 2 ae 
o_o! a= ee ee 0 = cos; s = sy (10 
tiny a* (Ry? chy he ere co) 
so erhalt man ¢ aus der Lésung der folgenden Gleichung: 
h 
f(z) = «—p')?+¢q?2— a (4 ate eee caine) 


[(@—o8 + sy 
Die Wurzeln dieser Gleichung kénnen als die Schnittpunkte einer Parabel und einer 
asymptotischen Curve aufgefasst werden, deren Gleichungen sind: 


I ' 
y = («¢—p’')?; i= Goepae a! eG mee Misha) 


Leuschner hat gezeigt'), dass diese Curven entweder einen oder drei Schnitt- 
punkte haben kénnen, fiir welche ¢ reell und positiv ist, und danach Criterien fiir die 
Anzahl der Lésungen aufgestellt 1). 

Dass immer wenigstens eine Liésung auf Grund der urspriinglichen Werthe von 
o, 0, , 6’, a, &” besteht, ist leicht zu beweisen, indem man die Gleichung (68) quadrirt 
und nach abnehmenden Potenzen von @,, ordnet. Betrachtet man dann nur das von Q,» 
unabhingige Glied G4(R)2—4, so erkennt man, dass dasselbe stets negativ ist, denn 


: : ; 2 : «1 U7 — 
bis auf die Parallaxenglieder ist G? = Rp) und weiter, mit Vernachlassigung der 


Excentricitit der Erdbahn, sind R = 1 und G? = 1, so dass angenihert G+(R)?—4 
= — 3 ist. Hieraus folgt aber nach der Theorie der Gleichungen, dass immer minde- 
stens eine Wurzel @,, und daher z positiv und reell ist. Dies bedeutet aber natiirlich 
nicht, dass nach vollendeter Bahnbestimmung die erste und letzte Beobachtung dar- 
gestellt sein werden, denn das hiingt, wie weiter oben aus einander gesetzt wurde, davon 
ab, ob die in a, 0’, o, 0” vernachlissigten héheren Differenzen in Wirklichkeit inner- 
halb der Sicherheit der Rechnung und der Beobachtungsfehler unmerklich waren. 

Die Bestimmung von ¢ aus der Gleichung (71), welche Gleichung vom sechsten 
Grade ist, erfolgt am bequemsten auf graphischem Wege, mit Benutzung der Eigen- 
schaften der Parabel und der Curve (72). Die Gleichungen der Achsen der Parabel 
und der symmetrisch verlaufenden Curve sind beziehungsweise ¢ — p’ und zg = ce. Die 


') Cfr. Publications of the Lick Observatory, Vol. VII, part 7. (Aber noch nicht erschienen.) 
Drei Schnittpunkte sind méglich, wenn entweder: 


p'>0; ¢>0; 
oder: p/>0; c<0; 90° <y<125°16; oder: p’<0; c>0; O<w< 54°44’, 
pain 8 2 
und wenn zugleich: (4) a (+) <0, 


wo gesetzt ist: 


2 seh 
m= c+ 38: of = o— py’. 
PPS. Von diesen drei parabolischen Lésungen ist aber nur eine gtiltig, niamlich die- 
jenige, welche dem Lambert’schen Satz, Gleichung (53), genugt. Cfr. auch S. 471, wo 


hochstens eine parabolische mit der allgemeinen Lisung ibereinstimmen kann. (Den 
ausfiihrlichen Beweis vergl. Publ. of the Lick Observatory, Vol. VII, part. 7.) — 


fs Ser aa iy nay), Gees Deu D l-. 11 
p= Pettey —re}; 2 S[24+ 5 @—Fq%| 


— 469 — 


Parabel liegt ganz auf der positiven Hiilfte der durch die Hauptachse y = 0 getheilten 


yz-Ebene, wihrend die Curve von der Hauptachse y = 0 durchschnitten wird, und die 
unter der Hauptachse liegende Linie y = —gq’? eine Asymptote zur Curve ist. Fiir die 


Schnittpunkte der Parabel und Curve kommt also nur der Theil der Curve in Betracht, 
welcher in der eben beschriebenen positiven Hilfte der yz-Ebene liegt. Ausserdem ist 
aber noch zu bedenken, dass, da fiir die gesuchten Lisungen ¢ immer positiv sein 
muss, nur diejenigen Theile der Parabel und der Curve in Betracht kommen, welche 
rechts von ¢ = 0 liegen. Des Weiteren sollen nun die von der Achse der Parabel 
und die yon der Achse der Curve ab geziihlten Abscissen beziehungsweise mit 2’ und 
€ bezeichnet werden, so dass 


Pe OS EO a ee oe IB) 
ist. Oder, wenn man noch 
Rima WOR: Mw sa ees oe Se a AD 
setzt, auch: 
Ce eC a ye ad cn we Ss Gee a oe CFO) 


Die Grésse c’ ist dann die Distanz zwischen den beiden Achsen von der Achse der 
Parabel ab gerechnet. Zahlt man vorlaufig noch die Ordinaten der Curve von der 


Linie y = — q’? und bezeichnet diese Ordinaten mit 7, so dass 
ae eC SNe mi oe ye Tey ee 
so kann man die Gleichung der Curve schreiben: 
h 
eee ga: 5) oe ee Re eee eT 
1= @yam ~~ 
oder, wenn man setzt: 
ig? = ee ee lee orate (78) 
s 
auch: 
h 
n = — cost Pe eae See hae se eee) 
Der fiir y — 0 oder » = gq” in Betracht kommende Maximalwerth von € soll nun mit 


£,, und der nach Gleichung (78) dem Werthe §,, entsprechende Werth von ® soll mit 
%, bezeichnet werden. Dann ist nach Gleichung (79), wenn man noch nach Gleichung (70) 
in h fiir (R) den angeniherten Werth von (Rk) = 1 setat: 
a2q'2s 

2 
Ebenso findet man aus den Gleichungen (78) und (73) fiir den dem Werthe z= 0 ent- 
sprechenden Werth € von ¢: 


COS Dy, = 


ea) 


en yg) ty OY. 
$ s 
und daher: 
‘igh lat 0 en Ree anc ae ee er earner mere rts (3 


Man kann also zunichst die Grenzen ®,, und %) bestimmen, um den Theil der Curve 
zu finden, auf dem die Schnittpunkte liegen miissen. Man kénnte also diesen Theil der 
Curve graphisch darstellen und ihre Schnittpunkte mit der fiir alle Bahnen constanten 
Parabel y = ¢’? dadurch aufsuchen, dass man diese letztere in der Weise in die fy- 
Ebene legt, dass c’ gleich der Distanz zwischen den Achsen der Parabel und der Curve 
wird. Man kann aber diese Art der graphischen Lisung noch sehr vereinfachen und 
die graphische Darstellung der Curve und Parabel selbst vermeiden. Zu diesem Zwecke 


soll zuniichst die Gleichung (72) der Parabel auf das Achsensystem 4 = 0, € = 0 
bezogen werden. Es wird dann mit Riicksicht auf die Formeln (76), (73) und (74): 


y=n-@P—E+re), 
wobei 7 und € nach den Formeln (78) und (79) als Functionen von & durch die 
Gleichungen der Curve bestimmt sind. Schreibt man daher 


y == fF Oy == 6 Pe — G99) = 0) ee ere ey 
so ergiebt diese Gleichung in Verbindung mit den Gleichungen (78) und (79) die den 


Schnittpunkten entsprechenden Werthe von # Nach den Gleichungen (73) und (78) 
ergeben sich dann die gesuchten Abscissen z der Schnittpunkte aus: 


In der Praxis bestimmt man zuerst nach den Formeln (80) und (81) die Grenzen 9 
und %,,, zwischen denen die den Schnittpunkten der Parabel und der Curve ent- 
sprechenden Werthe von ® liegen miissen. Sodann entnimmt man einer Tafel von 
natiirlichen trigonometrischen Functionen angeniherte Werthe (etwa auf drei Stellen) 
der Cosinus und der Tangenten yon ® etwa von 10 zu 10° oder 5 zu 5° zwischen 
F< F<%,, multiplicirt sodann die Cosinus und Tangenten, z. B. mit Hilfe von 


: : ‘ h 
Crelle’s Rechentafeln, mit den auf ein Blatt geschriebenen Constanten =4 und s und 


bildet somit zu eimander gehérige Werthe von y und § Ehe man diese hinschreibt, 
addirt man noch die auf ein Blatt geschriebenen Constanten — q’? und ¢’ beziehungs- 
weise zu 7 und €. Auf diese Weise erhilt man Werthe von y = y —q’? und 2 = + ¢' 
fiir einige Aquidistante Werthe von # zwischen den Grenzen %) und %,,. Die Subtrac- 
tion 2'2— y ergiebt dann die entsprechenden Werthe von y' = f(®). Man .bildet nun 
eine kleine Tafel, etwa wie folgt: 


4 2 yf) = eBay 


| 
| 
| 
| 


und entnimmt derselben den (oder im Falle von drei Lésungen) die, einem Zeichen- 
wechsel von /(®) entsprechenden Werthe von # Nun berechnet man ganz wie vorher 
und zwar genau bis zu derjenigen Anzahl von Stellen, bis zu denen man f() graphisch 
darstellen will, zwei oder drei Werthe von y' = /(®) fiir méglichst enge und Aqui- 
distante Werthe von % in der Nihe des Zeichenwechsels und zeichnet sodann die Curve 
y' = f(%) mit y als Ordinate und # als Abscisse. Der Schnittpunkt der Abscisse und 
der Curve ergiebt den gesuchten Werth von %, welchen man auf diese Weise direct 
und mit wenig Miihe geniigend genau bestimmen kann, um ¢ aus der Gleichung (83) 
bis auf vier oder fiinf Stellen genau zu erhalten. Es sei 2, der so erhaltene Werth 
von zg. Substituirt man nun den Werth 2, in das Glied f(¢) der Gleichung (71) und 
bezeichnet f(z,) mit M,, dann ist eine Correction 42, so zu bestimmen, dass f(z, 


+4) = 0 wird. Um eine Formel fiir 42, zu gewinnen, differentiiren wir die 
Formel (71) und erhalten so: 
df (2) h(z— ce) 
= 2(z¢— yp! —e : 
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Da nun 42, 80 bestimmt werden muss, dass: 


df (2) 
Af (a) = || 42, = — M, 
dz 

A ‘. i 
ist, so wird: 

a 
h (41 — ¢) 

re 9 Ty Ap ‘ 
(APF [eo +H 
Diese Formel ist so angesetzt, dass 42, sehr bequem mit Benutzung der Logarithmen 
von lauter bekannten Ausdriicken berechnet werden kann. Aus &, = 2, +42, be- 
rechnet man dann M, gemiiss der Gleichung (71) in derselben Weise wie M, aus 2, 
gefunden wurde und setzt die Anniherungen fort, bis man einen Werth von ¢ erhillt, 
fiir welchen f(z) — 0 wird. Eine einmalige Anwendung der Differentialformel ist aber 
gewohnlich geniigend, um, wenn das néthig sein sollte, den auf graphischem Wege 


Az, om 


- + + + (84) 


2 (2; —p') + 


erhaltenen Werth ¢2, endgiiltig zu corrigiren. 

Aus z berechnet man nun @», —= (R)z und 6 = @g,,cosd. Dann ergeben die 
ths : : 
Gleichungen (30) und (65), nachdem in der ersteren wegen 6 = 0, cos0 geschrieben 


worden ist: 
(eye One, 19) = Geme, (C= 6ig0. «= « (85) 


die Werthe a, y, 2, 2’, y’, 2’ der heliocentrischen Coordinaten und Geschwindigkeiten. 


Als Controle der parabolischen Lésung muss die Gleichung (54) genau (innerhalb 
der Unsicherheit der Rechnung) stimmen, nachdem noch r aus der Gleichung: 


Pee ies Ge Wee oe eo com: (8B) 
berechnet worden ist. 

Um nun die Richtigkeit der Annahme einer Parabel zu priifen, berechnet man 6, 
mit dem eben erhaltenen Werthe r aus der Lambert’schen Gleichung (53) und dann 
OL 
(R) cos 
mit dem aus der parabolischen Lésung erhaltenen Werth von zg nicht iiberein, so kann 
man sofort schliessen, dass eine Parabel unméglich ist, wenn nicht etwa eine sehr un- 
regelmissige geocentrische Bewegung Ursache giebt, die Genauigkeit der anfanglich 
bestimmten Werthe von «’,0’, «’,0’’ zu bezweifeln. Da man aber stets, wie weiter oben 
ausfiihrlich auseinander gesetzt worden ist, die Genauigkeit dieser Gréssen beurtheilen 
kann, so kann man leicht entscheiden, ob die parabolische Lésung fortgesetzt werden 
soll oder ob man zu einer allgemeinen Lésung tibergehen will. Die Zulassigkeit der 
parabolischen Lésung lisst sich nun aber unter der Annahme, dass die Werthe von 
a’, 0', w, 0” geniigend genau waren, sehr leicht aus Tafel XVI bestimmen. Aus dieser 
Tafel entnimmt man nimlich bei der alleemeinen Liésung den Werth von g mit den 


Ly Stimmt dann dieser Werth zz innerhalb der Unsicherheit der Lisung 


1 Wo: . ; : Ie: ; 
Argumenten ~ und —, wie sich sogleich weiter unten zeigen wird, wo— eine von a, 
m m 


0’, «, 0” abhingige Grosse ist. Aus der Anzahl von Stellen, mit denen «, 0’, o”, 0” 
aus den Differenzen der geocentrischen Bewegung bestimmt werden kann, ergiebt sich 


, : ae 
nun sofort bei einem Ueberblick iiber die Rechnung die Anzahl von Stellen, die in = 


genau bekannt sind. Die iibrigen Stellen reprasentiren eine Region von Lésungen von 
z, deren Grenze1 man sofort aus der Tafel ersehen kann. Fallt der unter Annahme 
einer Parabel gefundene Wertk von ¢ weit ausserhalb dieser Grenzen, so kann man mit 
Sicherheit auf eine allgemeine Bahnbestimmung iibergehen. Im Falle von drei Lésungen 
kann nur einer der entsprechenden Werthe von ¢ innerhalb dieser Grenzen fallen. 
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Die weitere Behandlung der Parabel vollzieht sich fast ganz so, wie bei anderen 
Bahnen und wird spiter mit diesen durchgefiihrt werden. 


Kreisbahn. 


Die Lésung der Kreisbahn kann ganz in derselben Weise vorgenommen werden, 
wie diejenige der Parabel. Nur ist in der Ableitung der’ Formeln zu beachten, dass in 


1 Bos 
der Gleichung (54) das Glied rechter Hand re anstatt — ist. Dadurch werden aber nur, 


wie man leicht iibersehen kann, einige der constanten Hiilfsgréssen geindert. Die 
Werthe der geinderten Constanten fiir die Kreisbahn sind: 


= aa C08 Oy = 6G3q? mid ae ee 
Die Formeln fiir die Kreisbahn sind sonst ganz dieselben wie fiir die Parabel. Diese 
Methode, eine Kreisbabn zu bestimmen, ist in der Anwendung vielleicht nicht ganz so 
bequem wie die iiblichen Methoden. Da sie aber auf drei Beobachtungen, anstatt der 
nur nothwendigen Anzahl von zwei Beobachtungen, gegriindet ist, so hat sie, ebenso 
wie die vorangehende parabolische Methode, den Vortheil, dass man bequem, ohne Neu- 
rechnung, auf eine allgemeine Bahn iibergehen kann, wenn die Lambert’sche Gleichung 
die Unzulinglichkeit der Annahme einer Kreisbahn zu Tage fordert. 

Was die Anzahl der Liésungen anbetrifft, so ist hervorzuheben, dass entweder nur 
eine oder keine Lésung méglich ist, und dass sich gleich am Anfang der Rechnung 
die Existenz der einen Lésung aus den Hiilfsgréssen eutscheiden lisst 1). 

Ist aber keine Liésung méglich, so geht man sofort mit denselben Hiilfsgréssen 
auf eine allgemeine Bahn iiber. 


Allgemeine Bahnbestimmung. 


Die Bestimmung der geocentrischen Distanz ohne Voraussetzung iiber die Excen- 
tricitét vollzieht sich, wie schon weiter oben angedeutet wurde, durch die Elimination 
von 7 aus der Lambert’schen Gleichung [erste Gleichung (53)| und der Gleichung (49). 


") Leitet man die Gleichung (68) fiir den Kreis ab, vernachlassigt dann, der Einfachheit halber, 
die auf die Parallaxenelimination beziiglichen Bezeichnungen, setzt wieder G? = R = 1 und ordnet 
die Glieder wieder nach abnehmenden Potenzen von g, so fallt das von @ unabhangige Glied fort, 
und die Gleichung wird fiinften Grades. Sind dann ¢ sowie p', oder 0b, (cfr. Gleichungen 70) 
negatiy, so existirt kein Zeichenwechsel und daher auch keine positive Wurzel 9. Da weiter kleine 
Planeten meist in der Nahe der Opposition entdeckt werden, so wird c = cosy immer negativ sein. 
Die einzige Moglichkeit einer dreifachen Lésung bestinde dann gemiiss der Anmerkung 1), S. 468, 
darin, dass 


PY 1 (LY <0, pi>0, e<0, 90° <y < 195°16! 
3 ( <V; Pp » EY, <yw<la . 
Im Allgemeinen wird aber ein kleiner Planet niher als 55° von der Opposition entdeckt werden und 


daher werden drei Lésungen kaum midglich sein. Ist aber ¢<0, p!>0, dann werden alle Coéffi- 
cienten der Gleichung fiinften Grades positiv, so dass selbst eine Lisung unméglich ist, wenn noch: 


Srey le 
1 ok A 4 
= = y ice song es @?’; wo hss 2)" 2 


Qe 


das heisst, wenn ¢ kleiner als der kleinste der Ausdriicke der ersten und grosser als der grésste 
der Ausdriicke der zweiten Zeile ist, was sich leicht aus den Hiulfseréssen entscheiden lasst. 
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Setzt man wie bei der Parabel in beiden Gleichungen ¢ = ce und dann noch in dem 
Lambert’schen Satz: 
fe n x okt Ax es Fe as 
m == — —___. (m) == — ——_—__( 1 3)- —. =m(1+3— 
(R)* cos 0 ee ayraet 13 (R) Y (Rycosd m(1 i (R) )+4m (oo 
so kénnen dieselben geschrieben werden: 
aa 
rs 


r? = (R)?(e2—2ecosp + 1) = w(R)?, 


wo die Bedeutung yon (v) und « ohne Weiteres ersichtlich ist. Die Elimination ergiebt: 


m2(R)6 
“6 — 8 6— 
r= (Ry = TO, 
oder auch: 
Vid A = hao dee ae mV a oR ae iat cie ar =) 
und endlich, wenn man die Ausdriicke fiir w und (v) wieder einsetzt: 
(22— 2z2cosp + 1)8[e—(m)}?>—m2@9=0........ (90) 


Lasst man die durch die Parallaxenelimination bedingten Bezeichnungen fort, so 
schreibt sich diese Gleichung: 


(e2—2¢c0sp +-1)8[2—m}t@—m2 =0......... (92) 
Die Werthe von z, welche diese Gleichung befriedigen, kénnen aus der Tafel XVI 


: ie : ' ‘ 
mit den Argumenten w und mm Allgemeinen zu sechs Stellen interpoliert werden‘). 


Die Tafel ist eine Erweiterung der Tafel XII[a im I. Bande des v. Oppolzer’schen 
Lehrbuches zur Bahnbestimmung, und ist von Studenten der Universitit von Kalifornien 
nach Vorschriften Leuschner’s berechnet worden. Die Tafel ist siebenstellig berechnet, 
jedoch empfiehlt Leuschner den interpolirten Werth von z durch Substitution in die 
Gleichung (90), bezw. (91), zu controlliren. Durch die Tafel ist die bisher in der 
Bahnbestimmung nothwendige versuchsweise Bestimmung der geocentri- 
schen Distanz abgeschafft. 


Unter Umstanden kann es vorkommen, dass sich kein Werth von z in der Tafel fiir 
1 : : 
berechnete Argumente w und — findet. Dies deutet entweder auf einen Rechenfehler 
m 


oder darauf hin, speciell wenn die Lésung der Tafel nach nicht weit verfehlt ist, dass 
die Anfangswerthe «@’, 0’, «, 0" durch Vernachlissigung der héheren Differenzen gelitten 
haben. In solchen Fallen interpoliert man aus der Tafel mit dem Argumente wy und 


| Pe rt are 1 
einem, dem berechneten Werthe von — so nahe als méglich liegenden Tafelwerthe = den 
m 


zugehérigen Werth yon z. Diese Bahn wird dann freilich naturgemiiss die erste und 
dritte Beobachtung nicht genau reprasentiren und eine Verbesserung erfordern, die indess 
bequem nach den Methoden des I. Abschnittes auszufiihren ist. 

Liegt der Bahnbestimmung die mit vollstandiger Elimination der Parallaxe abge- 
leitete Gleichung (90) zu Grunde, wo der Unterschied von (m) und m von der Ordnung 
der Parallaxe ist, oder zeigt die oben angedeutete Controlle, dass der aus Tafel XVI 


1) Die Anzahl der Lésungen ergiebt sich sofort aus der Tafel. Es existiren entweder eine 
oder zwei Lésungen. Die Criterien fiir die Anzahl der Lésungen einer Gleichung von der Art der 
hier in Betracht kommenden sind eingehend von Mrs. Young (Grace Chisholm) in den Monthly 
Notices of the Royal Astronomical Society, Vol. LVH, p.379, erértert worden. 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie, 60 


— 474 — 


entnommene Werth von ¢, noch einer kleinen Verbesserung, 42, bedarf, so erhalt man 
diese z. B. im ersteren Falle durch Differentiation von (90), aus der sich, wenn man 
diese Gleichung in der Form f(z) = 0 schreibt, und genau so verfahrt wie bei der 
Ableitung der Gleichung (84), der Werth ergiebt: 
Mi, 
= Buz) lis + 3@) (4 — 08 ¥)] See 
wo &, und (v), dieselben Ausdriicke wie in (89) darstellen und M, der Werth von f (2) 
ist, den man erhiilt, indem man den Tafelwerth z, in f(z) einsetzt. 
Im Weiteren verliuft die Berechnung der heliocentrischen Coordinaten und Ge- 
schwindigkeiten genau wie im Falle der Parabel oder der Kreisbahn. 


Az, 


Die Darstellung der beiden ausseren Oerter und die Berechnung 
der Elemente. 


Aus 2, y, @, a’, y', 2’ kann man die Elemente der Bahn mittelst der Formeln (33) 
uud (36) der vierten Vorlesung berechnen. Indess ist es rathsam, vorher die ausseren 
Oerter zu berechnen, und die Berechnung der Elemente aufzuschieben, bis man sich 
vergewissert hat, dass die heliocentrischen Coordinaten und Geschwindigkeiten keiner 
weiteren Verbesserung bediirftig sind. Man berechnet daher zuerst die auf den Aequator 
bezogenen Gauss’schen Constanten und nachher die Oerter in der iiblichen Weise, 
oder man bedient sich der Harzer’schen!) Reihen, welche die heliocentrischen Coordi- 
naten zur Zeit t als Functionen von 2, y, 2, a’, y', 2’ darstellen, die in abnlicher Weise, 
wie die Verhiltnisse der Dreiecksflachen der neunundsechzigsten Vorlesung abgeleitet 
werden. Differentiirt man die Gleichung (86) verschiedene Male, so ergiebt sich leicht: 


1 r! 
rr ae tyy tees rr! = — = f alB 4 y!8 4 g!8@—y'8, ry! — — — —By'r" . (93) 
¢? 
Differentiirt man weiter die Gleichung «'’ = — — fortgesetzt, indem man jedes 
. 


Mal r'”, wo es auftritt, durch die letzte Gleichung eliminirt, so erhalt man: 
1 
se A) eee y ' 
To sn = fm) e-F gO) a soe. Fe ae et ee 


wobei die f(n), g(m) allein von r, 7’, r” abhiingige Functionen bedeuten, die den recur- 
rirenden Gleichungen: 


Pe ae! g(n) 1 : 
rot) =s5[-SP + Oh o@+) = Sire) +9) 
geniigen. Aus den evidenten Formeln f(0) = 1, g(0) = 0 ergiebt sich dadurch: 


6 1 ; y : 1 é. 3 
BO) ae DG) tas 7) ei (= +a3— ite 


y! y's Sy'r" 1 81 y!2 yl! yl4 2 ,./9 Sf M19 
oie ob saute “i ee ee 

( ) 8r7 + 2 6 Sr f ) 720r9 + 120r8 30r7 Qr7 4 r6 16r5 
aes cae a 1 y 

g(1) = 5; g(2) Ps 0, 9(3) ag BS" 6r3” g(4) oe Ay 

] 8 r!2 Br ad y Ig rw 

j= i : Sire Ree es ghee eee 

9(5) + 1207r6 lO rs t 40 2? 98) = 24 77 7" 3r6 A ys } 


Multiplicirt man die Gleichung (94) beiderseits mit 7”, so repriisentirt die linke Seite 
das allgemeine Glied der Taylor’schen Reihe fiir a;,, d. h. fiir a zur Zeit t, da w und 


1) A. N. 3871. 


(95) 


— AT 


, 

a der Ausgangsepoche ¢, angehéren. Fiihrt man daher die Ausdriicke fiir f(n) und 
g(m) in (94) ein, so erhilt man fiir die Taylor’sche Reihe, wenn man die Coéfficienten 
von # und zg’ nach Potenzen der Zwischenzeit t ordnet und zugleich die Ausdriicke fiir 


y und ¢g ansetzt: 
~t 1 y!2 yg" ! Ig 3 higdlt 
a a 3 a 4 J ) 7 if Y 4 
fe ate ga tt ( F tee 2ré aes Br J 


2476 ps ' By 


xi r 1 B72 Br’ y pls ply! (96) 
be tt — 78 Wadi ait: 6 ie ; - 
si at: ee 44 7 Gx goer bt) ah 40 =i) sl oe 3 6 = Ayo ): | 
%=fietoes; w—hytgoys «a—het que! 
Da nun aber: 
r= gir, gaat pt yrp att yl int |. oy 
r : de a r a 


so kann man zuniichst die halbe grosse Axe a berechnen und erhalt dann an Stelle der 
Harzer’schen Coéfficienten: 


6 Fa 7 1 15(rr')? 3 T(rr')2 
(=~ FetO= Ta O= FI! (rr tae) =~ galt Gasser a 


rr 1 1 9(r aah ( ee 97’ 
ag or 9(4 Ve Fa H(6 es sal t- G ri ra WU, x a[1-(2 a rl by 
fe=1 + 07f(2) + 29f(3) + r4F(4) + 25f(5) + +5 es natydater ele Raptr 


Fiir die Parabel fallen dann die durch a dividirten Glieder fort. Fiir den Kreis ist 
r — a, und r’ — 0, wodurch die Coéfficienten eine sehr einfache Form annehmen. 


Diese Reihen sind bei kleinen Zwischenzeiten fusserst bequem zur Berechnung der 
ausseren Oerter sowohl, als der gewohnlichen 12tigigen Ephemeride. Da alle Gréssen 
bekannt sind, kann man gleich zu Anfang abschitzen, wo die Reihen innerhalb der Ge- 
nauigkeit der Rechnung abgebrochen werden kénnen. Wenn die Glieder f(5) und g(6) 
sehr merklich sind, dann ist es vortheilhafter, anstatt der Reihen geschlossene Ausdriicke 
zur Berechnung der Oerter zu benutzen. Man kann dazu entweder die weiter unten 
folgenden geschlossenen Ausdriicke fiir f; und gy, benutzen, oder man bedient sich 
der Gauss’schen Constanten fiir den Aequator, welche aus a, y, 2, 2’, y’, 2’ mit Be- 
nutzung der Formeln der vierten und zehnten Vorlesung abgeleitet werden kénnen. 

Es ist iiberhaupt immer vortheilhaft, diese Constanten zuerst zu berechnen, um die 
Umrechnung der Elemente auf die Ekliptik zu vermeiden, da die ekliptikalen Elemente 
leicht aus den Constanten fiir den Aequator hervorgehen. 

Auf §. 40 der vierten Vorlesung finden sich folgende Gleichungen: 

a = r{cosu cos &— sinusin &cosi}; y = 7 {cosusin 8 + sinwcosStcosi}\ (98) 
z= rsinusini 

wo 2, y, 2, 2 und i auf den Aequator bezogen sind und wo wu = + ist. Setzt man 

nun in den Gleichungen (4) der zehnten Vorlesung ¢€ = 0, so gelten diese letzteren 

Gleichungen auch fiir den Aequator. Fiihrt man diese Constanten fiir den Aequator 

also in die Gleichung (98) ein und setzt, wie gewéhnlich: A’+ v= A+ uw, dann er- 


halt man: : i ; : : 
sinacos(A’ + v) = sinacos Acosu— sinasinAsinu .... . . (99) 


oder, mit Benutzung der Gleichung (4) der zehnten Vorlesung: 

sina cos(A' + v) = — sin 8 cos i cos u — cos 8 sin u. 
Eliminirt man aus dieser Gleichung sin 8 cosu mit Hiilfe der zweiten, und dann sin wu sin? 
mit Hiilfe der dritten der Gleichungen (98), so ergiebt sich nach einigen leichten Trans- 


formationen: 
60* 


— 476 — 


sinacos(A' + v) = — = sini cos && — 7 C0845 


oder, wenn man sinicos 8 und cosi nach den Gleichungen (33) der vierten Vorlesung 


durch die Coordinaten und die in 7; mittleren Sonnentagen ausgedriickten Geschwindig- 
y 


keiten ersetzt: 
‘| ee , 
sin acos(A'+ v) = —=[a' (y2+ 22)—a(yy'+2e')] ... . . (100) 

ry p 

Da aber: 
get git gta? ee’ t yy tee rr ..., . «~~ (101) 
ist, so erhilt man endlich, nach einigen weiteren leichten Reductionen, wenn man zugleich 

die entsprechenden Gleichungen in den beiden anderen Coordinaten ansetzt: 


U / / / / / 
ro'—or ry —yr rz’ —er 
—, sinbcos(B’+ v)= gee en ecos(C’+ v)= = 


Vp Vp Ve 
Aus diesen Gleichungen und den Gleichungen (10) der zehnten Vorlesung (wobei jetzt 
jedoch x anstatt «” gesetzt ist), kann man die Gauss’schen Constanten fiir den Aequator 


sin acos(A'+ v) = (102) 


aus den heliocentrischen Coordinaten und Geschwindigkeiten yr, 7’, p und v bestimmen, 
wobei die letzteren Gréssen, wie auf 8.40 der vierten Vorlesung berechnet werden 
kénnen. Durch Differentiation der Gleichung p = r(1-+ecosv) erhalt man aber auch 
noch esiny =r Vp, und hat somit zur Berechnung von e und v: . 


6c0s? —— e_ ies = ep a a 
Fiir die Parabel ist esinv = Desin 5 cos 5 =’ Vp aye V2, oder, wenn man cos 
mit Hilfe von g = r 0032 eliminirt und bedenkt, dass g? = 2 ist. 
r 
sins = Z 104 


Es sollen nun auch gleich die Formeln abgeleitet werden, nach welchen man die 
ekliptikalen Elemente aus den Constanten fiir den Aequator berechnen kann. 
Analog den Gleichungen (99) kann man schreiben: 


sine cos(C" + v) = sine cos Ccosu— sine sin C sin u 

sin b sin(B’ + v) = sinbsin Bcosu + sinbcos B sin u 
. . / . . . . 

sine sin(C’ + v) = sine sin Cceosu + sine cos Csinu 


sin b cos(B' + v) = sinbcos Bcosu — sinb sin B sinu | 


(105) 


Die Gleichungen (4) der zehnten Vorlesung enthalten aber die Relationen, welche 

zwischen den ekliptikalen Elementen i und 8 und den Constanten fiir den Aequator 
. + no . ‘ J< . - op Sj @ wt ic . ahi } } 

bestehen. Fiihrt man daher auf der rechten Seite der Gleichungen (105) die ekliptikalen 
Elemente und die Schiefe der Ekliptik ¢ nach den Formeln (4) der zehnten Vorlesung 
ein, so erhilt man die gewiinschten Formeln. Maultiplicirt man also die erste und die 
dritte der Formeln (105) mit tg¢ und subtrahirt die Producte bezw. von der zweiten 
und vierten, so folgt bei Kinfiihrung von 8, i, ¢ nach einigen leichten Reductionen: 


— cosu = si oft Nhe eae Si ; 
cog 6 oY — Sinccos(C + v) — sind cos(B' + v)tge 


LL ee \ ; : oe fs eG 
Pre A bas sinc sin (C' + v) — sinbsin(B' + 0) tgé 


Oy 


& erbilt man aus der ersten und dritten oder fiinften der Gleichungen (4) der 
zehnten Vorlesung, und cosi aus der zweiten. 
Ausserdem ist: 


o=—u—v; A>=A’—ow; B= B'—o; C=C—ow... . (107) 

Als Controlle benutzt man die letzte der Gleichungen (11) der zehnten Vorlesung. Die 
iibrigen Elemente werden wie im Vorhergehenden bestimmt. 

Die oben erwihnten geschlossenen Ausdriicke fiir f; und gy finden hauptsichlich 


bei der Bahnverbesserung auf Grund liingerer Zwischenzeiten Verwendung und werden 
im II. Abschnitte abgeleitet werden. 


Il. Methoden der Bahnverbesserung. 


Die hier zur Entwickelung gelangenden Methoden der Bahnverbesserung haben 
entweder die Reihen fiir f und g, oder geschlossene Ausdriicke fiir dieselben zur Grundlage. 
Dieselben sind auf Verbesserung von Bahnen beliebiger Excentricitét eingerichtet 
und gestatten bequem, von einer Bahn auf die andere, wie zB. von der Parabel auf 
die Ellipse, iiberzugehen. Die auf die Reihen gegriindete Bahnverbesserung kommt 
hauptsichlich bei missigen Zwischenzeiten in Betracht, wie z. B., wenn man eine nach 
den Formeln des I. Abschnittes gerechnete Bahn verbessern will, um die Beobachtungen 
genauer darzustellen. In den Variationen der Reihen fiir f und g kénnen mit Bequem- 
lichkeit nur Produete yon der Ordnung der dritten Potenz der Zwischenzeiten, multi- 
plicirt mit einer Variation beriicksichtigt werden. Man kann von vornherein sich ver- 
gewissern, ob die Reihen ausreichen werden, indem man in den f und g Reihen (S. 475) 
die héheren Glieder abschitzt. Sind die mit héheren Potenzen von t als t* multipli- 
cirten Glieder unmerklich, dann geben die Reihen im Allgemeinen befriedigende Resul- 
tate. Anderenfalls ist es gerathen, von vornherein die aus den geschlossenen Ausdriicken 
fiir f und g abgeleiteten Formeln anzuwenden. Es ist, wenn man sich mit linearen 
Variationen begniigt: 


0 cosd6u = —sinadx+cosady, 900 = —sind(coswda+ sinady)+cosdcze . (108) 

Variirt man nun die Formeln (96), indem man die Producte ete. der Variationen, 
und die Glieder, welche mit héberen Potenzen von t als t? multiplicirt sind, tibergeht, 
da sie nicht in einfacher Weise beriicksichtigt werden kénnen und nur fiir langere 


Zwischenzeiten oder fiir sehr kleine Werthe von r merklich sind, so erhalt man fiir 
Daten, welche der Epoche folgen: 


6m = froa+o0f,+ y00' + 0'og, 


; Phe ON. Tamer o.. 
oft Grae tt Mis ae ee oo Se Le (109) 
1 ror 

On a a sae 

wobei @ — @, y, 2 gesetzt ist. 
Da &% = @, 0 = dO, Constanten sind, so ist ferner: 
g 
CL = cosa.cos 309 = = 09, oy = sinwcosd09 = 00, i dae (110) 
und: eRe ' 6) 
ee aE 0G. 4, ore anil) 
ae r aa re ey * 


Sa Ae 


Der Coéfficient von @@ in (111) ist der Cosinus des Winkels am Himmelskérper 
zwischen den nach der Sonne und der Erde gezogenen Linien. Wird dieser Winkel 
mit B bezeichnet, so ist auch: 


cos ff = SOE Or i==l008 BOO. ch stesy  e e) 

Aus den Formeln (109) erhilt man mit Riicksicht auf (110) und (112) (& 7, = ~), 

Bye) 

wenn man noch in Of das meist kleine, nicht bequem mitzunehmende Glied 7° 9 7 

fortlasst: 
wobei gesetzt ist: 
/ 
iY = fee 24 BE (se +1401 ="*)) ie 2 tae ey 


oder auch, fiir alle drei Coordinaten ausgeschrieben: 


ahe+ oe (302 a+ 08 |af — <7] : 


note es (ary +e[y'——" y}); Oy, = fy,0etg9,oy',¢ - - (115) 
) 


Fg ae P (svete? el 


Man kann zunichst durch Abschitzung der mit t? multiplicirten Glieder ent- 
scheiden, ob dieselben vernachlissigt werden kénnen. Aus den Gleichungen (108) und 
(115) erhilt man, wenn man 0,a = cosd 0 setzt: 


Se 04, = f° @+9,02', 


dF er jh ae Be 
Daal oa [cos 0 fy, — sin&, fr], By = — a [sin 0, (sin oy fy, + c08 0; fr,) — c08 0; fz,), Cy, = - 
1 7 
: ope jens | 
a 05 [cos os fy, — sin 3 fers), Bs; = — 05 | si 03 (sin Os fy, + COS 3 fr,) — COS O3fz,|, C3 = = 
3 : ; 
0, Oy = A,6o — 0, sin 0%, Ox =| C; COs 0, Oy! \ se 
0,0, = A;00 — C; sina, 0a’ + Cs cosas dy! (117) 
00, = B69 — C, sind, cos o% Oa’ — Q, sind, sin oy Oy! + CQ, cos d, 62" (118) 


=, . = < ar . aM ¢ 
003 = B;0e — C3 sin 0; cos 30.2’ — Cz sin Og sin us dy’ + C3 cos 03; 02" f 
Eliminirt man nun aus den Gleichungen (117) einmal y, das andere Mal a, so folgt: 


C; sin Os 0,0, — C, sin 0, 0,03 = (A, CO; sina; — A; C, sino,)00 + C, Cs sin (os —0,) dy’ 119 
C's C08 Ot; 0,04, — Cy Cos 0,3 = (A, Cs cos%s — Ag CO, cose,)0e@ + C, Cs sin(o%3 —o,) 6a" } oe 
Setzt man jetzt: 


oe Cs 608 03 0, 0%, — C; cos CL, O, Og Ne A, Cs cos 3; — A; CO; cos o% 
C, 0; sin (a%, — 0%,) ee C, C3 sin (ot, — 0) oe 
pees C3 Sin Ot 0, 04, — CO, Sin Oty 0, Og — A, Cs sin %3 — A C, sin % Ce 
; C, C; sin (03 — 0,) ; zi C, Cz sin (4, — 0) 
dann ist: 
On == Po Q200, “Oy == Py Updo 4. eee elon) 


Fiihrt man diese Ausdriicke fiir 2’ und Oy! in die Gleichungen (118) ein, so 
. . 9 
ergiebt sich: 


(116 
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yh 00, + C, sind, (cos &, Py + sino Py) Bes B, + C, sind, (cos 0, Q. + sin a, Qy) 
2) a —— 


CU, cos 0, i CU; cos 0, 
eo 003 + Cy, sin 05 (cos Hs Px + sin ts Py) — By + Cs sin 04 (Cos %; Qa + sin H%; Qy) tad) 
*3 Cs cos 0g ee Cs C08 05 
Oe = F,,— Wr, 00, 0% =P, — G00. 0... 2» « (128 


Die Formeln (120) bis (123) gelten fiir alle Arten von Bahnen. Will man 
in der Bahnyerbesserung keine Annahme iiber die Excentricitit machen, so erbilt man 
sofort aus den Gleichungen (123): 


io — Shy a ees eo Kees (1) 


Die Gleichungen (121) und (123) ergeben dann noch @a’, oy’, 62’. 

Will man aber versuchen, die Beobachtungen durch eine Parabel oder Kreis- 
bahn darzustellen, so muss natiirlich wieder die betreffende Geschwindigkeitsgleichung 
befriedigt werden. Dabei ist es natiirlich ganz einerlei, von weleher Art von Bahn man 
ausgeht. Macht man aber eine Voraussetzung iiber die Excentricitiit, so sind fiinf 
Bedingungsgleichungen zur Bestimmung der vier Unbekannten 69, 62’, dy', Oz’ gegeben. 
Koénnen dieselben nicht gleichzeitig befriedigt werden, so ist natiirlich nur eine allgemeine 
Bahnbestimmung méglich. Um die Zahl der Bedingungsgleichungen auf vier zu redu- 
ciren, ist es am bequemsten, entweder eine der Gleichungen (123) fortzulassen, oder 
diese beiden Gleichungen in der Weise in eine einzige zusammenzuziehen, dass die 
resultirende Bahn gleiche Fehler in den beiden ausseren Declinationen iibrig lisst. Um 
das Letztere zu erreichen, ertheilt man den Coéfficienten P, und Q, Gewichte, die sich 
direct aus den Zwischenzeiten und dem Gange der Function sin 0 ergeben, und fiihrt 
dann das Mittel der beiden Gleichungen (125) in die Rechnung ein. Wie man aber 
auch verfahren mag, jedenfalls ergiebt der, durch die nicht benutzten, oder die 
theilweise benutzten Gleichungen, in der betreffenden Coordinate zum Vorschein kom- 
mende Fehler ein Kriterium iiber die Zulaissigkeit der gemachten Excentri- 
cititsannahme. Ist der Fehler bedeutend grésser als die Unsicherheit der Beob- 
achtungen, so kann man ohne Miihe wahrend der Rechnung vermittelst der Formel 
(124) ete. auf eine allgemeine Bahn iibergehen. 

Will man nun eine Parabel berechnen, so miissen die Correctionen 00, 02’, 6y’, 
O62’, so bestimmt werden, dass: 


2 20r , 2dr)? 2(er)8 
(ef +a 4 (y + oy? +(e tee = = ia RON ace, 


f-+- Or r i yt rs 
oder, da: 


19 fg eet ne 
pea tok A ig i tall oretaapr 
ist, wo die allgemeine Geschwindigkeitsgleichung bedeutet, dass man yon einer be- 
liebigen Bahn ausgehen kann, auch: 
F 1 20r , 2(0r)? 2(oer)8 
Qala! + 2y'dy + 2e/0e' + (x')? + @y’)?+ Gel =—— HF 4 


++ (125 
ory ATE + ++ (128) 
Die Gleichung (112) giebt nur einen geniherten Werth von or als Function von 

de. Gerade hier kénnten die so oft angewandten Differentialbezichungen zwischen 
den zu corrigirenden Fundamentalgréssen, wie zB. den Elementen, und den Unter- 
schieden Beobachtung minus Rechnung fiir kleine Werthe von 7 oder g zu grossen 
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Ungenauigkeiten fiihren. Um dies zu vermeiden, soll zunichst Or genau als Function 
von 0@ ausgedriickt werden. Hs ist genau: 
(r + Or)? = (@ + Ox)? + (y + OY)? + & + O2)?, 
oder nach den Formeln (110), (111), (112) ebenfalls genau: 
2ror + (er)? = 2rcos Bde + (Ce). 

Oe 2rcosB +00 

60 })©=—o ar Por 
so erbilt man, nachdem 07 im Nenner durch IG@ ersetzt worden ist: 

2resB +00 =—TQr4+Tco). 


Multiplicirt man jetzt beide Seiten mit 0@, so ergiebt sich die folgende’ quadratische 
Gleichung: 


Setzt man nun: 


i 


(T00)?+2rl0e = (2rcesB + 09)00, 
ree = dr =—rt[r?+ 2rcosB + 60)00) 


Entwickelt man die Quadratwurzel und bedenkt, dass nach Formel (112) das untere 
Zeichen keine Bedeutung hat, so wird: 


sin = 


und daher auch: 


er ie ae B 


(Coe — (GO)o8e2 0 aay 
und daher auch: 
(Br)? = cos® B (Ge)? + SPM P apps... | 
(or)® = cos* B (C0)... | 


Eliminirt man nun Or, (6r)%, (6r)3 aus der Gleichung (125) vermittelst der For- 
meln (126) und (127) und ersetzt Oa’, Oy’, Oz nach den Formeln (121) und (123), 
wobei, da nur eine Gleichung 02’ einzufiihren ist, das Subscript 1 oder 3 fortgelassen 
ist, so erhalt man, wenn man noch nach Potenzen von ¢C@ ordnet, nach einigen leicht 


ersichtlichen Reductionen: 
5 
3 cos B (1 — — cos? B) 
oO 


(dQ)? + a7 (60)3--- (128) 


(127) 


— 3 cos? B 


M lf N\o Wc 
Q09 = P—F[(Oe' + (By? + @e')"] — 
wo gesetzt worden ist: 


a cos ae 1 


u'Qe + y'Qy + 2'Q:)) P= 5 —[a' Pot y' Py +2 Pr]. . (128') 


Glieder mit héheren Potenzen von 6g kénnen leicht dieser Gleichung hinzugefiigt 
werden, aber man wird kaum, selbst bei kleinen Werthen von r, Ursache haben, die 
dritten Potenzen beizubehalten. In der Praxis bestimmt man zuniichst die lineare Varia- 
tion von 0g aus QOg = P. Dann berechnet man Ox’, Oy’, Oz’ nach (121) und (123) 
und aus diesen die tibrigen Glieder rechter Hand der Gleichung (128), deren Summe 
mit 4P bezeichnet werden mag. Kin genauerer Werth von 6@ ergiebt sich dann aus 
Q0e = P+ 4Pus.w. Somit ergeben sich gleichzeitig die endgiiltigen Werthe der 
gesuchten Correctionen 00, 0a’, oy’, dz’. 

Zur Verbesserung einer Kreisbahn, entweder mit oder ohne Annahme iiber die 
Excentricitét, verfihrt man ganz iihnlich wie oben im Falle der Parabel. Da aber fiir 
den Kreis die geschlossenen Ausdriicke fiir f und g ebenso bequem sind, wie die ent- 
sprechenden Reihen, so kann man die Verbesserung einer Kreisbahn stets auf die ge- 
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schlossenen Ausdriicke fiir f und g griinden. Es sollen daher zunichst nach Kii hnert!) 
und v. Oppolzer?) die allgemeinen geschlossenen Ausdriicke fiir f und g und ihre 
linearen Variationen abgeleitet* werden. 

Da in der Bahnebene, wenn die positive z-Axe in das Perihel gelegt wird: 


“= reosv = a(cosH —e) y=rsinv=acospsnE.... (129) 
ist; da ferner: 
dM =udt, dE= “dM a eer ees bb) 
und somit auch: 
ad 


E' = a (130b) 


1 
dt rYa 


ist, so ergiebt die Differentiation der Coordinaten x und y, gemiiss der Gleichungen (129): 


,_ ae ale .,_ 4y Va 
[=.. > sin Ef oe qr O88 008 E ae HS (131) 
Wendet man nun die Gleichung @, = fpa@ + go! auf # und y (efr. Gleichung 96) 
an, so erhilt mau mit Riicksicht auf die Gleichungen (129) und (131): 
cos KE; — cos E = (ft — 1) (cos E — e) me ea 
rya Pe et ee eee eee 


sin E; — sin FE = (f;— 1) sin EF + g, —= 
. 


Multiplicirt man die erste Gleichung mit cos H, die zweite mit sin H und addiert, 


so ergiebt sich nach einer leichten Reduction, wenn noch 2g = E; — EF gesetzt wird: 
2 = = 
fe = 1—~— sing = 1 + — (c0829 —1) ck EE aE) 


Multiplicirt man aber die erste der Gleichungen (132) mit sin H, und die zweite 
mit cos # und subtrahirt, dann kann man ableiten: 
9 =rYValsin2Qg —(fi—l)esmE}......... (184) 


oder, wenn man f;—1 mit Hiilfe der Gleichung (133) eliminirt und einige leicht ersicht- 
liche Reductionen vornimmt: 


7 = &2sin2g — 2 ealssin g cos (Bh +E] - + +++ + (185) 
wofiir auch geschrieben werden kann: 
9 = ae {sin 2g —esin E, + esin BE} = abe (sin2g + (Mt, — E) —(M— B)}, 
oiler endlich, da M,—M = ~, ist: 
eee aap eae so. Re) SG ae CTS) 


Setzt man dagegen im ersten Gliede der rechten Seite der Gleichung (1dv) fiir a 
seinen Werth r+ aecos FE, so kann man auch schreiben: 


5 a = 1 
n= aersin2g+ 2aeesing (cos E cos g — cos [Ex + #}) 


‘) Folgerungen aus v. Oppolzer’s neuer Methode fir die Bearbeitung spiiterer Oppositionen. 
Astronomische Nachrichten, Bd. 95, Nr. 2266. 
») Lehrbuch zur Bahnbestimmung, Bd. I, 8. 96. 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 61 
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oder, da Sta: E|] = E+g ist, und die Differentiation von r = a(1 — cos £) mit 
Riicksicht auf (130a): 


rr = Chen . os 44 2 eee ea) 

ergiebt, auch: : ? 
= WersinQg+2arr'sinsg ....... ~~ « (188) 
Wendet man wiederum die Gleichung o = fro + go’ auf « und y an und be- 


stimmt dann g aus den beidenGleichungen, so folgt mit Riicksicht auf die Gleichung (4) 
der achten Vorlesung: 
_ &yr— Ye or resin (Ur — ») 
‘= at yd p 
Erhebt man scbliesslich diesen Werth von g ins Quadrat und bestimmt sin2g aus 
der Gleichung (133), so kann man folgende Gleichung ableiten, durch welche /f; als 
Function von g gegeben ist: 


feel te eee ee eee ee 


2 ryr? cos? 1/, (vp — v) é 


— = 1 
— 2 Vrre ave LV cos > (v4 — v). 


Die von Kiihnert aufgestellten Ausdriicke fiir f; und g werden fiir die Parabel 
unbestimmt, da sie die halbe grosse Axe und die excentrische Anomalie enthalten. Es 
soll daher eine Hiilfsgrésse eingefiihrt werden, welche auch fiir die Parabel bestimmt 
ist. Setzt man: 


j= WO... © ae eee eee) 
so ist 7, nach der Gleichung (133) im Allgemeinen bestimmt durch: 
ype) Dasing «oso oe te eae 


Fiir die Parabel kann dann »; direct bestimmt werden, doch soll zunichst g als Fune- 
tion von 7; ausgedriickt werden. Eliminirt man dazu mit Hiilfe der Gleichung (141) 
sing aus der vierten Gleichung der achten Vorlesung, so ist: 


a 1 
Vrr sin > (v— %) — aL Sie sh aS ge oe ge 
Die Gleichungen (139) und (140) aber ergeben: 
Voi 
r rz cos? 1/.(v — %) = 2 y2 (143) 
Addirt man diese Gleichung zum Quadrate der Gleichung (142), so ergiebt sich: 
= 2h Pi — Pe. Pe Oe ee 


Wird also 7; zuerst berechnet, so erhilt man f; und ge aus den Formeln (140) 
und (144). Aus den vorhergehenden Relationen ist leicht ersichtlich, dass Vt, sing und 
gy dasselbe Vorzeichen haben. Diese Gréssen sind also negativ fiir Daten, welche der 
Kpoche vorangehen. Es eriibrigt noch, einen Ausdruck fiir 7; in der Parabel abzu- 
leiten. Da oben gezeigt worden ist, dass: 


__ rr, sin(v—%) rire 2 sin 1/, (v — %) cos 1/4 (v— %) 
Vp V2q 


ist, und da: 
— / oe 5 
* = q sec?1/, », Ty == G see? Vay. Ke ee Leena nena) 


ist, so folgt mit Riicksicht auf die Gleichungen (139) und (140): 


Ye = VG (tg Yom — ty Yee). ss kd ae oe es (148) 


oder, da: a Me ae te —_—— 
: Vatg5 = Vr—g Votg > = Vn—4 Pathe oo ecme Gs 
ist, auch: 
v= Y¥n—a—Vr—q............ (148) 
Fir die Kreisbahn ist @ = r und r’ = 0. Somit ergeben die Gleichungen (133) 


und (138): 
a oe fi = cos 29; gt = a’k sin 29; — y2a sing. . (149) 


ae 

Fiir die Kreisbahn also kann man f; und y% direct berechnen, wihrend fiir andere Bahnen 
zunichst 7; zu bestimmen ist. Fiir die Ellipse und die Hyperbel ist 7; als Function von a 
und g gegeben |cfr. Gleichung (141)] und fiir die Parabel entweder als Functien von q,7, 7; 
oder als Function von q, v, % [efr. Gleichung (148) und (146)]. Die in y, vorkommenden 
heliocentrischen Coordinaten berechnet man in der iiblichen Weise. Die hier abgeleiteten 
geschlossenen Ausdriicke fiir und g; kénnen bequem zur Berechnung der rechtwinkligen 
heliocentrischen Coordinaten zur Zeit ¢ verwandt werden, wenn die Reihen fiir f; und 
g nicht ausreichen und wenn man die Berechnung der Constanten fiir den Aequator 
vermeiden will. 

Es sollen nun weiter die zur Bahnverbesserung auf Grund von Zwischen- 
zeiten beliebiger Linge nothwendigen Differentialbeziehungen zwischen 
fy g und den in diesen Methoden gewahlten Fundamentalgrossen @, 2’, y’, 2 
abgeleitet werden. Mit Riicksicht auf die in der allgemeinen Bahn geltenden be- 
kannten Relationen, speciell die theilweise schon benutzten: 


2 l ; 1 
ree — E—esinE, r=a(l—ecosE), g? — ———-, rr—abesin E, E'= 
a2 


(150) 


r a ra 
erhalt man mit Kiihnert durch Differentiation der Gleichung 
T 


== (EL; — EF) — e (sin E; — sin E): 
a 


2 ke in 29 2 sin? g 
00) =“{r@eont(Sr@— 4] or—* Sor}. - (151) 


wobei gesetzt worden ist: 


3 ag; aa i Wire ‘ 
F@=— Zt sing t ak(rr’) BIT: ee & & es (LD) 


Differentiirt man jetzt noch die Ausdriicke (133) und (136) oder (138) fiir f, und y 


und setzt: 


2 2 
oy = — {7% sinrg + © on 2g FOI | 
93 re ee dade ch ices ooke, 
ee sin? g 
a Io / ——_ fF | 
M= a 19 (2g — sin 2g) + °5 (9) 


so ergiebt sich: 

2a'le 2 

ed Bo 24 im 2 a \e M;, © (9g? sintg sin2g o(rr’ 

i — Pesta 2g + 7) sin 9+ ies An iat Ba in g g O(rr’) HED 

2, 4 aq? : : 

; sin? g sin 20 or + N; 0 (g2) + — sint g O(r7’) | 
t 


2 2a 

0K = aM i ri, 

Diese Ausdriicke sollen nun durch die Einfiihrung der Hiilfsgrésse y; nach der 

Formel (141) umgeformt werden, so dass dieselben fiir alle Arten von Bahnen 
61* 
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, F 9} Yo vi 
bestimmt sind. Bedenkt man, dass sin 29 = (=) Yt yj ses a gesetzt werden, und 


dass in N; nach der Gleichung (136) 2g —sin2g als Function von gy ausgedriickt werden 


kann, so erhalt man: 


eae, Bal, 2 ee )| 
Me as fant Yi HE (orn fi 2a V2 V 9 ts = 
; : ———, . (155) 
Beane vi pads Eire (ena 2 || 
m =—a[5(2[1—2|—a)+ rt (v2 Qa a 
ie eae 2 y [9 raps 2 
ee Bad ca 2(1—-F)|, UM m,0(9) +20 Woe | 
lrrel r 2a r2 | rer 2a (156) 
2? d eee oulte lee } ; 
a4 =e oe Mart m0) +2 06%) | 
t 


2 
Es ist zu beachten, dass | —- = cosg ist und deshalb, ebenso wie 7, direct be- 
a 


rechnet werden kann. 
2 5 
Fiir die Parabel ist g? = = und 0 (g?) = — wo Ot Daher fallen in Of; und 04% 


alle Glieder, welche VM; und N; enthalten, fort. Setzt man dann noch fiir die Parabel 
G-== "O80 Witd: 


Ch. — vel + ajar au 8 (rr’) | 


(red a eet Y 


“7 : ce Se 
Fe EU ee es | 
vt Tt 
: F 1 1 1 : : 
In der Kreisbahn ist g? = Pe und 0(g2) = — a Or. Daher ist die Summe der 


: ; a et, N; 
M, und N; enthaltenden Glieder beziehungsweise — or und = Or. Setzt man dann noch 
- ? 


r, = a und substituirt die Ausdriicke (155) fiir 1 und JN; in die Formeln (156), so folet: 


ee yp 3 : ‘ee — # | ap 
an MY faye ret on = rq(*|2 ~|—g) @r . (158) 


oder, wenn man 7; eliminirt und g nach den Formeln (149) einfiihrt: 


3 T Ut 


ae) at 


Oa, 9 = 57 CRW) Vase a de (9) 


Die Ausdriicke fiir 0f; und 0g in der Parabel und in der Kreisbahn lassen sich 
aber auch in einfacherer Weise direct ableiten. 

Um ferner eine allgemeine Bahn durch die Bahnverbesserung zu bestimmen, 
sind die Ausdriicke (156), (157) oder (159) zu benutzen, je nachdem die zu verbessernde 
Bahn eine allgemeine Bahn, eine Parabel oder eine Kreisbahn war. Macht man 
aber eine Annahme iiber die Excentricitiit, so muss offenbar wieder der betreffenden 
Geschwindigkeitsgleichung geniigt werden. Im Uebrigen verfihrt man ganz in der- 
selben Weise wie bei der Anwendung der Reihen fiir / und Ot 

Besonders zu betonen ist, dass in diesen Methoden der Bahnverbesse- 
rung eine neue Hypothese nicht in dem gewéhnlichen Sinne gebildet wird, 
dass man aus der ersten IHypothese (directen Lésung) sich genauere Werthe 
fiir die cingefiihrten Naiherungswerthe (wie zB. ftir die Verhaltnisse der 
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Dreiecke) verschafft, sondern dass man mit Hiilfe von Differentialbezie- 
hungen solche Correctionen zu den Fundamentalgréssen 0, %, y, 2 zur Zeit 
der Epoche berechnet, dass die Fehler zwischen Beobachtung und Rech- 
nung zum Verschwinden gebracht werden. Dies Verfahren hat denselben Vorzug 
der schnelleren Anniiherung gegeniiber der gewdhnlichen Hypothesenrechnung, wie ihn 
in der versuchsweisen Auffindung der Distanzen die fortgesetzte differentielle Verbesse- 
rung der ersten Annahme hat gegeniiber dem Verfahren, als Anfangswerth eines neuen 
Versuches den Endwerth des vorangehenden einzusetzen. 

Bei der Bahnverbesserung auf Grund der geschlossenen Ausdriicke fiir /, und g, 
wird nun ganz in derselben Weise verfahren, wie bei der Ableitung der Formeln (108) 
bis (118); nur hat man anstatt der beiden letzten Formeln (109) fiir of, og, an Stelle 
der Reihen die obigen geschlossenen <Ausdriicke einzufiihren. Zuniichst soll der all- 
gemeinste Fall behandelt werden, nimlich, dass man eine allgemeine Bahn durch 
Bestimmung einer neuen allgemeinen Bahn verbessern will. Setzt man der Kiirze 


halber: 
e fs t aes — > 1 f 160 
i ) j cos g cos = [E, — 1D | "or amr ahear ( ) 


wobei yf nattirlich das Vorzeichen von cos g bekommt, so erhilt man durch Anwendung 
der Formeln (155) und (156), anstatt der Formeln (113) und (114) die folgende 


Gleichung: 
6@ a es 2 4 SOE M, + aN) + SEM (og o| 7 aaa ee 
iy r, | 


161 
+9,20'+(oM, + o'N, Ny oan + {eer Hy? SON cert ange 
Da nun: g? = 224 9/24 22 = Lo!? und rr’ = xz’ ne pa = 2'00', 80 ist: 

8 (9) = 2D al da, a (rr') = Dove! + Yodo = Yova'4 Low 2. (162) 
Setzt man also: 
Zolw  wEtynt+e'§ 


- 0 0 (163) 


so erhilt man an Stelle der Gleichung (161) nach einigen leichten Umformungen mit 
Riicksicht auf die Ausdriicke (162) die folgende: 


COs (2 (co, fo'N) + orf] + VBesp 42 [ oo’ ry, + ¥2o%] - 


0 @, ={n5+ 

\ [5 ! 1 ot ees 

a Wn ry, $2077} 00-+4,00'+ [o'ry,+ Vay] Bova! 2(oM,+0 N) 2 @'b@ 
t 


ee wenn man: 


) 08 BY, ; } pee . 
_ =v ae ry, +y2o 6]; Mo,—=oM,+ o'N, 6 fa=he ae ~ [Qy ]+9e, | p+ 7 (165) 
ee auch: 
oe Ow, = fu, 00 + y,00'+ gu, 2a0 a! + 2m, WoO Un oa eh OO) 


7 1 ; 7 7 . . 2 a 
So hat man zum Beispiel fiir die Variation der #-Coordinate zur Zeit der ersten Beobachtung: 


; — cos ; | 2cosB yt ends | 
Ix vi ry bye, Me, = 2M, + 2'N,, ee . SE Tame, +278) +90 pt a | 
: rr; 


02, = fe, 00 + [91+ gm% + 2mez, 2") Oa’ + [g2,y + 2me, y’] Oy’ + [gay2 + 2me, 2’) Oz’. 
In ganz analoger Weise kénnen die Ausdriicke fiir 04, 02, 02%, OYs, O23 und die in 
denselben vorkommenden Hiilfsgrissen hingeschrieben werden. Setzt man dann diese 


(167) 
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Variationen der heliocentrischen Coordinaten fiir den ersten, bezw. dritten Ort in die 
Gleichungen (108) ein, so erhalt man wieder die Beziehungen zwischen den Unterschieden 
»Beobachtung minus Rechnung“ und den gesuchten Correctionen zu den Fundamental- 
gréssen @, a’, y', 2’, wodurch die letzteren bestimmt werden kénnen. So ist fiir den ersten 
und dritten Ort, wenn man wieder einige Hiilfsgrissen einfiihrt und dieselben vollstandig 


hinschreibt: 
1 ; I 
Ay, fae 01 [cos Oy hy — SUN Oy fe, | , Ap, = fig, [cos is bo SiN Hs fos] 
1 
1 ; 
Ane mi [cos O gy, — Sino gx]; Ay = ry [0s Os Jy, — SiN Hs Jar, | 
it a 
1 : 
Am, = — [C08 , My, — Sin %, Mx, |, Am, == — [c0s ts my,— sin & Mz, | 
age re ties 7 Qs ' tia (168) 
js : . SP : ; : ; 
By, "ae 0, [sin 0, (sin Oy hn + COS Oy ie) — cos 0, ful, Br, as 03 [sin 05 (sin hs hy, a COS 3 fis) ae BUS 0s fi, 
1 : 3 
1 : oe : Q 
By, = — [sind (inet y+ 60804 92.) 0088s Ju), By, = — [sin By (sin 5 dy +608 5 Ges) — 0089s 0] 
al 3 
1 . er : 
By = e [sin 0, (sino, my, + cose, Mx,)—C0S0, Mz, |, Bm,= — mn [sin ds (sins My, + COS; Mz) — COSOs Mz, | 
ul 3 
i= AL 6 = = 
Q1 Q3 


0,0, =A, 09 —[sino, C},—aAg,— 2’ Am, ]Oa'+ [cos 0, C+ y Ag, + 2Yy'Am,]Oy'+ [¢ Ag, + 22’ Am] 02! | 
0 0, = B,,0 o—[sind, cose, C,—2 By, —22' Bm, |0a'—[sin 0, sina, C,-yBg,—2y' Bn, |Oy'+ [cos 0, Cy +2Bg, +22’ By, 02! ed 
0,¢3= Ap, 00 — [sin a3 C3 — x Ag,— 22 Am,] 6 ”'+ [cos 03 C,+ yAg,t 2y’ Am] Oy’ + [2 Ag, + 2 2’ Am,| 02’ | (169) . 
0 0,= By, e—[sin 0; cost, Cs—*7By,—2. 2! Bm, 0 0'—[sin 0g8in ts Ca—y By, —2 y' Bm, | Oy'+ [C803 03 +2By,+2 2'Bm,| Oz' 


Der symmetrische Bau der Hiilfsgréssen Az, Ag,, Am, einerseits und der By, By, Bm, 
anderseits ist sofort ersichtlich. Die A;, und By, sind ganz dieselben Hiilfsgréssen, welche 


bei der Anwendung der Reihen fiir 0f; und 0g in den Formeln (116) mit Ay und B; 
bezeichnet worden sind. Fernerhin sind die Ay,, By, und Am,, Bm, dieselben Functionen 


der gy, und mw,, wie die A;,, By der fu,. 
Die Gleichungen (169) kénnen auch wie folgt geschrieben werden: 
a, 00+; Oa’ +¢ dy +d; 02 =n; ch atl ek cere sh Soom (169") 


wobei 7 = 1, 2, 3, 4 zur Bezeichnung der Coéfficienten der vier Gleichungen gewahlt 
werden kann, Fiir die Auflésung dieser Gleichungen gelten ungefihr dieselben Regeln 
wie fiir die Auflésung der Normalgleichungen in der Methode der kleinsten Quadrate. 
Im Allgemeinen wird daher die Anwendung der Gauss’schen Methode der Elimination 
von Vortheil sein. Doch kann die Auflésung unter Umstiinden, je nach dem Character 
der Coéfficienten, ausserordentlich vereinfacht werden. Der Rechner wird stets den Weg 
einschlagen, welcher den geringsten Arbeitsaufwand erfordert. Es sollen daher weiter 
keine Vorschriften iiber die Art der Auflésung gemacht werden. Auch kann unterlassen 
werden, diese Formeln auf die Bahnverbesserung mit Voraussetzung iiber die 
Excentricitat einzurichten; denn es wird kaum in der Praxis vorkommen, dass man 
von ciner gegebenen allgemeinen Bahn auf eine Parabel oder Kreisbabn tibergehen 
will. Anders liegen die Verhiiltnisse, wenn man in der Bahnverbesserung von einer 
Parabel oder Kreisbahn ausgeht, denn dann kann die verbesserte Bahn entweder 
von derselben Art sein, oder, im ersten Falle, in eine Ellipse bezw. Hyperbel, und 
im letzteren Falle in eine Ellipse tibergehen. 
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Ks sollen nun die Formeln der Bahnverbesserung fiir den Fall aufgestellt werden, 
dass man von einer Parabel ausgeht. Indem man wieder ganz wie bei der Ableitung 
der Formeln (108) bis (118) verfihrt, tritt jetzt die Formel (157) an Stelle der Formel (109). 
Die Endresultate kénnen aber sofort aus den Gleichungen (169) hingeschrieben werden, 
wenn man bedenkt, dass in der Parabel J und N;,, und somit auch alle von diesen beiden 
Gréssen abhiingigen Hiilfsgréssen fortfallen. Es fallen also die in den Formeln (167) und 
(168) definirten Hiilfsgréssen Me,» Am,» Bm, fort. Ausserdem werden, da a = © ist, die 
in der Formel (160) definirten Hiilfsgréssen yg und y% gleich eins. Man kann also die 
vereinfachten Hiilfsgréssen Jory fox, An, By, fiir die Parabel direct aus den Formeln (167) 
und (168) hinschreiben und erhalt dann die folgenden Formeln, die also nur giiltig 
sind, wenn man von einer Parabel ausgeht: 

(a) 0,0, = Ap, 00 —[sina, C,—2xAy,,] 62'+ [coso,O,t+ yA] Oy'+2Ay, 02! 
(b) 00, = By, 6e—[sind, cosa, C,—xB,,| Ox'—[sind, sina, C, —y By, ]ey'+[cos 0, C, + 2 By] 02’ 
(c) 0,a%, = Ap, 00 —[sina, C;— a Ay,| 0 2'+ [cos a; C,+ yAg,] Oy! + 2 Ay, 0 2’ 
(d) 00; = By, 0a —[sind, cosas Cs—ax By, 0 x'—[sin ds sin v3 C;—y By,| Oy’ +[cos 03 C, + 2B,,] 02! 

Damit man jetzt wieder bequem von einer Art Bahn auf eine andere iibergehen 
kann, sollen ganz nach Art der Gleichungen (121) und (123) die 6@' = Ga’, dy’, 02 
wieder auf die Form 6@' = Po — Qo 0@ gebracht werden. LEliminirt man aus der 
ersten und dritten der Gleichungen (170) das eine Mal 62’, das andere Mal 69 und setzt: 


ea AA Ae bag es TN) 


(170) 


so erhalt man: 
Ag, 0,0,—Ayg, 0,0, == AO o—[sin a, C, Ag,—sin 3 C3 Ag,] 0x'+ [cos % CO, Ag,—cos o%3 Cz Ag] Oy! }a70) 
Ay, 6,0,—A f, 6, 03 = —[sin o% C, Ay,—sindésC,A,,+Ax]0 x'+ [cosa C, Ay,—cos%,03;Ap,—Ay]0y'—Az ode’ 
Diese beiden Gleichungen sollen jetzt an die Stelle der ersten und dritten der 
Gleichungen (170) treten, und die vier in Betracht kommenden Gleichungen mégen wie 
folgt geschrieben werden, wo die Gleichungen (170 b) und (170d) zuletzt stehen: 
a, 02'+ db, dy’ =d,d0t+e¢, 
ay 0x'+ bo Oy +c,02 = a 
az0z'+b,;6y+co02 =—dd0o+e6 
a,0a'+b,0y'+¢,02' = d,00 a 
List man die erste dieser Gleichungen nach 6g und die zweite nach 02’ auf und 
substituirt die so erhaltenen Werthe von do und 02’ in die dritte, so ergiebt sich die 


preaes: Wor Pray ee ne kn ke 
wobei gesetzt worden ist: 


=< Beg = bs —— bg ——b,, @€ = 6 ——&——e, . (174 
a = as ea di, ay; i 3 Cy 2 “dh 7) 8 Co 2 d, 1 ( ) 
Aus dieser und der ersten der Gleichungen (172) erhailt man dann: 


il ga a bd, 0¢ = Pe— Qa | 

a,0—ab,  a,b—ab, . (178) 
7 He — ey ad, A a Ne 
oy ~~ a,b—ab, ab—ab, ° y— Wee 


Substituirt man diese Ausdriicke fiir 6x’ und dy’ in die dritte und vierte der 
Gleichungen (172), so ist: 
ge = 5 — MPa — De Py , ds + 45 Qe + bs Qv 4 4 a P,, — Q:,00 | 


°s As y LPAaTe) 
Bee a a He + 4 Q2 4 BG, =, 0,00 


C4 C4 
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Mit diesen Formeln verfihrt man nun ganz in derselben Weise, wie in dem Falle, 
in welchem die Bahnverbesserung auf die Reihen fiir 6/; und Gg gegriindet wurde. Es 
kommen also zur versuchsweisen Bestimmung einer Parabel oder zur Bestimmung einer 
allgemeinen Bahn die Formeln (128’) und (128), oder die Formel (124) in Betracht. 
Dabei gelten jetzt dieselben Kriterien und Regeln, welche in Verbindung mit diesen 
letzteren Gleichungen gegeben worden sind. 

Zur Verbesserung einer Kreisbahn endlich kommen die geschlossenen Ausdriicke 
(159) zur Anwendung. Da die Anwendung der entsprechenden Reihen kaum eine Zeit- 
ersparniss in sich schliesst, so wird dieselbe hier tiberhaupt tibergangen. Die Formeln (159) 
treten also jetzt an die Stelle der beiden letzten Formeln (109), und die erste Formel 
ergiebt: 


Bun = {he + 


d.h. man erhalt, wenn man den Coéfficienten von 0@ wieder mit fu, bezeichnet, die 
Form des Ausdruckes (113). Schreibt man also die fw, fiir alle drei Coordinaten des 
ersten und dritten Ortes aus, so kann die Rechnung, wie folgt, angelegt werden: 


t : = 
a ¢3 = %%fs— 9s - (178) 


3 
seE [ott — al (ci —a)]}00 + 000" - ts eh) 


3 cos B peas 

3h , 4 
(== gq = -——, Gh SH t3f, + = 
Op 1 ae 1 sh Ii 3 


fas = pat d[c,a + q2'], — fp=+ [cs — 3.2] | 
in = hot dlay +a ty = fey +diay—ey'l ps... QT) 
Ce he +dinet cell = f= + d[cg2 — ¢32"] | 


Sodann wird berechnet: A,, A;; B,, B3; C,, Cz; nach den Formeln (116) und P,, P,, 
Pry Pegs Qer Qyr Qe, Qz, nach den Formeln (120) und (122). Die weitere Anlage der 
Rechnung hingt davon ab, ob die Bahnverbesserung mit oder ohne Voraussetzung 
iiber die Excentricitéit gemacht werden soll. Man verfihrt also genau so, wie in dem 
Falle, dass die Ausgangsbahn eine Parabel ist. Soll aber die verbesserte Bahn ein 
Kreis sein, so muss der Gleichung: 
(a! + Oa) + (+ 0y)9 + (+ Oe)9 = = 
yr+eér at+¢éa 
gentigt werden. Fir den Fall, dass die Ausgangsbahn nicht genau kreisférmig war, 
kann man schreiben: 


Dae eee 
wf yltt t= 2 ot (HA) aa, ee 


? a r 


See 


Des weiteren verfihrt man mit den Gleichungen (180) und (181) wie bei der 
Parabel mit der Gleichung (125), nur dass jetzt 4 an Stelle von us tritt, und dass der 
a 


Factor 2 in den mit Potenzen von Or multiplicirten Gliedern der rechten Seite fortfillt. 
Man erhiilt dann an Stelle der Gleichungen (128) und (129) die folgenden: 


5 
3 cos B (1— cos) 


Dp 1 ry Ns ; We 1 — 3 cos? ; 
Q09 = 1 gee ba CCF ined CL) lame er : P (ae) + rer emmnemes| OT 
indem: 
cos B / ; : ae 
Q a D 92 a> [a Vx ++ ¥y Vy + & Os\, (2 Dy a [e' P a ea a 2' P,| ~ D (183) 


ist. 
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Diese Gleichungen ergeben in Verbindung mit den Gleichungen (121) und (123) 
die gesuchten Werthe von 0@, 02’, Oy’, Oz’, indess werden die Glieder zweiter und 
dritter Ordnung bei Planeten wegen der betriichtlichen Werthe von r kaum je in Be- 
tracht kommen. 

Ks ist nun gezeigt worden, wie man auf Grund irgend einer gegebenen Bahn die 
Correctionen 6@, Ga’, dy’, Oz’ aus den Unterschieden: ,Beobachtung minus Rechnung“ 
berechnen kann. Nachdem diese Correctionen an die urspriinglichen Werthe von 0, 2, 
y', 2’ angebracht worden sind, schliesst die Bestimmung der verbesserten Bahn mit der 
Darstellung der beiden iiusseren Oerter und der Berechnung der Elemente nach den 
betreffenden Formeln des I. Abschnittes. Die dabei etwa in Betracht kommenden ge- 
schlossenen Ausdriicke fiir /,, /s, g;, gs finden sich bezw. in den Formeln (141), (146) 
oder (147), (140), (144), (149), je nach der Art der zu verbessernden Bahn. Soll die 
verbesserte Bahn aus denselben Beobachtungen wie die urspriingliche Bahn abgeleitet 
werden, wie es z. B. oft der Fall ist, wenn die Darstellung der Beobachtungen durch 
die im I. Abschnitte entwickelten directen Methoden nicht geniigend war, so stellt sich 
die Rechnung sehr einfach, da viele Gréssen aus der directen Lésung bekannt sind. 
Wie viele Gréssen man zur Erleichterung der Bahnverbesserung benutzen kann, hingt 
natiirlich ganz von dem gegebenen Rechnungsmaterial ab, und muss dem Rechner iiber- 
lassen bleiben. Sehr oft kann man aus einer Ephemeride (ohne dass dabei die Elemente 
bekaunt zu sein brauchen) geniherte Werthe der Anfangsgréssen @, 9', a’, 0’ oder Q, 2’, 
y, 2 durch Interpolation und numerische Differentiation ableiten. Im allgemeinsten 
Falle werden nur die Elemente der Ausgangsbahn und die Constanten fiir den Aequator 
gegeben und die Bahn aus drei neuen, willkiirlich gewahlten Oertern fiir lange Zwischen- 
zeiten, am besten Normalértern, zu berechnen sein. In diesem Falle verschafft man sich 
die Ausgangswerthe a’, y’, 2’ durch Differentiation der als Functionen der Constanten 
fiir den akan ausgedriickten heliocentrischen Coordinaten wie folgt. Hs ist z. B.: 


a ao 5 = alr sinasin(A'+ v)] = rsinacos(A'+ Dee dé Leg sin a sin (A! +o) an qi? 
oder da: 
dv __kYp __ k(1 + ecosv)? T= 5( p Ne pesinv dv _ kesinv 
Ta. pre ' dt dt\l+ecosv/  (1+ecosv)idt Vp 
ist, auch: 
c= pS aya cnet! + v) ae SA Tee v). 


Vp es 


Daher ergiebt sich nach einigen leichten Transformationen fiir alle drei Geschwindig- 
keiten : 


,. sina sim ¢ 


[cos(A'+ v) + ecos A’), eb ba v) + ecos B'|, 2! = —= [cos(C’+ v)+ ecosC']. (184) 
Vp fe Vp 


Fir die Parabel ist p = 2q und e = 1; folglich: 


2 re v v a re) v =e 
ieee yz sinacos( A’ 5) eos, == y2 sinb cos( B+ 5 eos y2 sinccos( C + 5 eos (185) 


a eke k dr , : 
Fiir den Kreis ist ae Si is, ayine 0; folglich: 


io: tue ; 
Ce =, sin a.c0s (A! + Dg == aia Si b cos (Bi Lox aa, Sim ¢ cos(C! +v) (186) 


wobei A’ +07 — A+ wu ist, u. 8. w. 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 62 


— 490 — 


In allen Fallen muss ganz besonders darauf geachtet werden, dass die Unterschiede 
»Beobachtung minus Rechnung* den Ausgangswerthen @, 2’, y’, 2 und dem mittleren 
Orte genau entsprechen. LEventuell sind dieselben nach den betreffenden Formeln des 
I. Abschnittes zu berechnen. 

Es kann vorkommen, dass die auf Grund der Ausgangsbahn an die erste und dritte 
Beobachtung angebrachten Parallaxen verbesserungsbediirftig sind. Um dann eine Neu- 
rechnung zu vermeiden, verfahrt man wie folgt. Es seien %, 0; tg, 0g; %, 0. bezw. die 
beobachteten, die genauen geocentrischen, und die berechneten geocentrischen 
Coordinaten. Dann ist genau: 


0, = cosd Ga = e089 (cy — a) = 008 9( + wate — a) 00=0,—8.= 9 + Th gg 0, 


und dies sind die Unterschiede, welche durch die Bahnverbesserung zum Verschwinden 
é ; i 
gebracht werden sollen. Da nun aber 0@ noch nicht bekannt ist, so kann man neene 


co ee “¢ setzen und erhalt: 


0, 0 — cos | (« + Pet) — 1m | — cond 222 00, Ce = |(o-+ 222) —a,|— Boe. 


Hier sind die in eckige Klammern gesetzten Unterschiede die, welche man erhialt, wenn 
man die Beobachtungen mit den Anfangswerthen @ auf das Erdcentrum reducirt; 
wihrend die vollstindigen Ausdriicke fiir 0,« und 00 auf der linken Seite der Funda- 
mentalgleichungen (117) und (118) oder (169) oder (170) erscheinen sollten, wenn man 
eine Neurechnung wegen der Ungenauigkeit der Werthe von 9 vermeiden will. Denkt 
man sich also die vollstandigen Ausdriicke fiir 0,0 und 00 in die linken Seiten der 
genannten Gleichungen eingefiihrt und bringt dann die mit G@ multiplicirten Corrections- 
glieder auf die rechten Seiten, so kiénnen diese Glieder sofort beriicksichtigt werden, 
wenn man setzt: 


DaOi ... fe t 
A;, Ay, + cos a, bed fiir Aj, Ar; B;, B;, a eee fiir B;, By, as (187) 


a 


je nachdem es sich um Aj, A;, B,, Bz; oder um Ap, Ajs, Ba, By; handelt. 


Fiinfte Abtheilung. 


Berechnung einer elliptischen Bahn aus vier Beob- 
achtungen, von denen nur zwei vollstandig sind. 


Dreiundachtzigste Vorlesung. 


Einleitende Bemerkungen. 


Die Nothwendigkeit, zur ersten Berechnung der elliptischen Bahn zuweilen vier 
Beobachtungen, von denen nur zwei vollstindig sind, anzuwenden, haben wir schon 
frither erwihnt. Man erkennt sie leicht aus der schon in der 47. Vorlesung angestellten 
Betrachtung. Von derselben Nothwendigkeit kénnen wir uns noch aus einem anderen 
Gesichtspunkte iiberzeugen; wir haben in der vierten Abtheilung gesehen, dass die Bahn- 
bestimmung aus drei Beobachtungen unsicher wird bei solcher Beschaffenheit des Materials, 
dass der mittlere Sonnenort sehr nahe in dem durch den ersten und dritten geocentri- 
schen Ort gelegten gréssten Kreise liegt; es wurde in solchem Falle gerathen, Beobach- 
tungen von anderer Lage zu wahlen. Wenn nun i = 0 wird, ist es offenbar unméglich, 
giinstigeres Material in drei Beobachtungen zu finden; man wird also dann jene Methoden 
nicht anwenden diirfen. Auch bei den Methoden der dritten Abtheilung fiir die para- 
bolischen Bahnen haben wir einen ganz analogen Fall, den Ausnahmefall der Olbers’- 
schen Methode, kennen gelernt; der Nothwendigkeit, eine vierte Linge zu Hiilfe zu 
nehmen, wurden wir dadurch enthoben, dass bei der Parabel e gegeben ist, das zu Hiilfe 
zi ziehende weitere Datum also in den drei gegebenen Lingen schon enthalten ist. 
Wenn wir diese nahe Verwandtschaft zwischen dem Ausnahmefalle der Olbers’schen 
Methode fiir die Parabel und dem der Gauss’schen fiir die Ellipse uns nicht entgehen 
lassen, so zeigt sich uns zugleich ein Verfahren, welches die uns hier vorliegende Auf- 
gabe list, sowohl fiir den Fall, dass die vollstandigen Beobachtungen die dusseren, als 
fiir den Fall, dass sie die mittleren sind. Eine dem ersteren Falle entsprechende Aus- 
wahl der Beobachtungen wird in Betreff der Bestimmung von i und $2 etwas gréssere 
Genauigkeit versprechen, fiir die iibrigen Elemente indessen ohne Einfluss sein; in der 
Theoria motus c. c. hat Gauss deshalb nur den zweiten Fall behandelt, weil er etwas 
angenehmere Rechnungsformen gestattet. 

Die Auswahl der Beobachtungen fiir die Bestimmung der Bahn aus vier Oertern 
muss mit einer ganz besonderen Sorgfalt’ geschehen, wenigstens mit einer viel grésseren, 
als man fiir gewohnlich bei drei Oertern néthig hat, wenn der Erfolg der ganzen Rech- 
nung nicht in hohem Grade gefahrdet werden soll. Man muss nimlich ebenso sehr zu 
vermeiden suchen, dass die drei Zeitintervalle sehr ungleich, als auch, dass zwei der 


geocentrischen Lingen einander nahezu gleich werden, weil sonst, wie wir spéter deutlich 
62* 


— A92 


erkennen werden, schon ein kleiner und unvermeidlicher Beobachtungsfehler einen ausser- 
ordentlich bedeutenden Einfluss auf alle bei der Rechnung zum Vorschein kommenden 
Zahlen austiben wird. Ein kleiner Planet wird selten lange vor seiner Opposition ent- 
deckt, und es wird demnach zwischen der Epoche der Entdeckung und dem zweiten 
Stationirwerden, wo die Abnahme der Lingen in eine Zunahme tibergeht und der Planet 
auf die durchlaufenen Liingen und sehr nahe auf die schon vorher von ihm eingenom- 
menen Oerter zuriickkommt, kein grosses Intervall liegen; wenn man ohne besondere 
Aufmerksamkeit die Beobachtungen aussucht, etwa bloss mit der Riicksicht auf die 
Zwischenzeiten, so wird man beinahe immer auf Beobachtungen treffen, deren Langen 
zu wenig verschieden sind. Fiir so kleine Zeitriume, wie sie bei hinreichend grosser 
Neigung der Bahn statthaft sind, darf man sich hier bei der Methode aus vier Beob- 
achtungen keinen Erfolg versprechen, da fiir solche eine geniigende Langenbewegung 
nicht zu erwarten ist. 


Vierundachtzigste Vorlesung. 


Grundformeln fiir die Bestimmung der Distanzen aus vier Beobach- 
tungen, von denen nur die fiusseren yollstindig sind. 


Setzen wir der Kiirze halber: 


rr" sin (v'" — v') n, 

; — —_0 
rx" sin (vl — v) n' ; 
rr’ sin(v’ — v) nv - 

= = —— —— €, 
rr!" sin (vl” — v) n 

rr!" sin (vl — vo" Ny, 

- -- == == ¢ 
rr’ sin (vl — v) n a‘ 
rr” sin(v' — v) ni 

. - C,, 
rr" sin (v'" — v) n’ : 


so bestehen fiir die heliocentrischen Coordinaten aller vier Oerter die Gleichungen: 


eo == ¢.2 + da” | 
y! == .6 0y +- ey!" be pte lyse! ue ’ a) a (1) 
z= C, & +- Cc - | 
oS T.e - oa | 
y" = 6.9 + ny” cee tal hee web Niel gt cee ee (2) 
fee Oe oe oe 


ie schon in der vierten Abtheilung bemerkt wurde, kann man fiir jedes dieser 
beiden Systeme die z-Coordinate auf drei verschiedene, beliebig zu wahlende Funda- 
mentalebenen bezogen denken, wodurch in die Grundformeln die Winkelabstinde der 
geocentrischen Oerter und der Sonnenérter yon den jenen Fundamentalebenen ent- 
sprechenden gréssten Kreisen der Sphire zum Vorschein kommen. Den ersten der 
grossten Kreise legen wir durch den ersten geocentrischen Ort und den Pol der Hkliptik; 
beceioanen wir die geocentrischen g-Coordinaten der vier Planetenérter, bezogen auf die 
dem gréssten Kreise entsprechende Ebene, d. h. die Projectionen der vier Abstinde yon 
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der Erde 4, 4’, 4”, 4" auf eine zu jener Ebene senkrechte Axe mit £, &, ¢”, 2", 
denselben Theil der Sonnencoordinaten mit Z, Z', Z", Z'”, so haben wir, da ¢ = 6 — Z, 
Fhe ee Al ee 
fi — Zi —e (€ ae. Z) eg (er oe. Zi, 
= aes Aad — Cy (§ a. Z) + c, (err — er), 
Bedeuten ferner w, w', w, w'’ die Winkelabstinde der vier geocentrischen Oerter 


von dem durch den ersten Ort und den Pol der Ekliptik gelegten gréssten Kreise, 
wobei dann: 


E — vA | sin w 7) 
C= 2 sin w! 
ag —_ dy" sin wl! 


ee gee ae 
die Winkelabstinde der Sonnenérter von demselben gréssten Kreise mit W, W', W”, 
W'", so erhalten wir: 
2m sinw' — FR sin W' = — ¢, RsinW + ¢) (4 sinw"’ — R"sinW") | _, 
A" sinw" — R" sinW" — — c,RsinW + 6, (4"sinw" — R" sinw") | ®) 
Werden ferner mit w,, w:, w/, w, Wi, Wi, Wi, W. die Abstinde der vier 
geocentrischen Oerter und der vier Sonnenérter von einem durch den vierten Ort und 
den Pol gelegten gréssten Kreise bezeichnet, so haben wir auch: 
M' sinw, — R' sinW, = c (Asinw, — Rsin W,) — o Rl" sin W," | : 
A" sin w; — R" sin Wi = ey (A sinw, — Rsin W,) — o, Rl" sin Ww," | @) 
Sind noch 4, 4’, 4”, 2” die vier geocentrischen Liingen des Planeten, 6, fh” die 
Breiten der beiden vollsténdigen Oerter, ©, ©’, ©”, ©'”, wie gewohnlich, die Liingen 
der Sonne, so wird offenbar: 


sinw’ __ sin (A’ — A) 
«sine! sin Gl! — 1') 
sinw" __ sim (A” — Ah) 
Singh a= ind 
sinw'" = cos Bl" sin (A"" — A) 
sinw, = cosB sin (A — A) 


wWw=-o0 —-4 Ww =’a’—©o 
We = Gr =e Fis Wi eS i ay 
ww" — Gls s> oN wi == HW a” 
Ww" = Gy) = A, W, — Rt a3 ey 
Somit erhalten wir, wenn wir die erste und zweite der Gleichungen (4) in die 
erste und zweite der Gleichungen (3) dividiren, um 4’ und 4” zu eliminiren: 
R’ sin (1"" — ©’) sin (A — A) — R' sin (O' — 2) sin (A"" — ii’) 
= — ¢, 4cosB sin(A'" — a) sin(A’ — a) + ¢ 4” cosh" sin (A — a) sin (A — V) 
+ ¢, Rsin(A” — ©) sin (a — i) — oe, R sin (© — &) sin (a" — i’) 


Lt c” RB” sin (A! = ©”) sin(M es i) 6, " R" sin(@l bel A) ote Pg _- 4 
oder nach einigen leichten Reductionen: 
R' sin (’’ — O') = — ¢, {4 cos 8 sin (4' — 2) — Rain (A' — O)} 


ne ¢, {2 cos B sin Soi — A) + RR" sin(v’ — ©'")} 
oder wenn wir die curtirten Distanzen @ und 0” einfiihren: 
R'sin(d’ — ©!) = 6. {Rsin(A’ — ©) — asin (a — d)} 12 eeeemene (5) 
Le ' {Ri sin (A’ — ©!) — oo! sin (A’ — A")} J 
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Auf villig analogem Wege erhalt man noch die Gleichung: 
R" sin (A" — ©") = ¢, {Resin (A” — ©) — @ sin (A” — A)} ee) 
Ba! Gy Ry sin (a oe (oi) a Qo!” sin (a —2")| 
Um hieraus die Unbekannten @ und o’” zu bestimmen, bediirfte es der Kenntniss 
der Werthe von ¢,, ¢, ¢, und ¢; diese Kenntniss kann man sich successive sehr leicht 
verschaffen, indem man von geschatzten Werthen dieser Gréssen ausgeht. Angendhert 
ist nimlich, wenn ¢, ¢/, ¢’, t’” die vier Beobachtungszeiten, r’ und r” die Radienvectoren 
des zweiten und dritten Ortes vorstellen '): 


ane Jie aN (1 4 Kav — t) (el = 


fang Hep 9 r'3 
ti —t k? Pee t) (¢” — t) 
= ma (1+ eee 


qitt i 4! ke? fee t ii Abe 
oy = ws (+ eM —— : =) 


ie } 2 (t Say t) Ge — ei 
Cyn = eae . ¢ aa 2 pl" os 


Hier wird fiir r’ und r” immer eine Schiatzung zur Hand sein mit vollkommen 


hinreichender Sicherheit fiir den schliesslichen Erfolg, z. B. einer vorhergegangenen 
Berechnung einer Kreisbahn zu entnehmen. Substituirt man die entsprechenden Werthe 
in (5) und (6), so erhalt man eine Naherung fiir @ und 9’ und die heliocentrischen 
Coordinaten a, y, 2, 2", y'", 2”. Aus diesen letzteren bestimmen sich mit gesteigerter 


Genauigkeit neue Werthe von 7’ und r”, da: 


ra —(ge2+anryYrti(¢gytay + (¢z2e+ ce) 
(Ors (eng cl ‘ ws + (¢,y + eny’)? + (6,2 i Cuz), 

Macht man diese neue Substitution in den obigen Ausdriicken fiir c, e’, ¢, und Cy 
und darauf in (5) und (6), so werden wiederum genauere Werthe von @ und 9” und 
der Coordinaten gefunden werden; die Fortsetzung dieses Verfahrens pflegt in den 
praktischen Fallen bald dahin zu fiihren, dass sich in den erhaltenen Zahlen nichts mehr 
aindert, womit die Durchrechnung der ersten Hypothese erledigt ist. 

Bei der zweiten Hypothese berechnet man ¢,, C) 5 ¢, wnd ey nach strengeren For- 
meln, recht bequem z. B. mittelst der am Schlusse der vierten Abtheilung gezeigten 
Methode, welche sich auf den Lambert’schen Satz iiber die Bewegung in Kegelschnitten 
griindet. Werden die so zu erhaltenden Werthe der Verhiltnisse zwischen den Dreiecks- 
flachen in (5) und (6) eingesetzt, so bekommt man eine weitere Naherung fiir @ und 
o’", eine Naiherung, tiber die man in der Praxis selten hinauszugehen braucht. Fiir eine 
etwaige dritte und jede weitere Hypothese wiirden alle Operationen der zweiten zu 
wiederholen sein. : 

Die obigen Formeln kénnen, statt auf Lingen und Breiten, auch auf Rectascen- 
sionen und Declinationen mit der ganz geringfiigigen Modification angewandt werden, 
dass fiir R, RK’, RY, Bl” die Projectionen des Radius vector der Sonne auf den Aeguator, 


c/ ae 


') Genauer ist nach den Entwickelungen der vierten Abtheilung: 


fi ee {+ Sle ae on 


ti"! — { 678 
foto | Pete oe 
ho add a f \ a 67/8 \ 


als erste Anniherung, und analoge Werthe fiir c,, und c// zu setzen. 
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fir ©, ©’, ©”, ©’ die Rectascensionen der Sonne gesetzt werden. Diese Anwend- 
barkeit der Formeln ist nicht ohne Bedeutung und Nutzen, ausser friiher angefiihrten 
Griinden schon deshalb nicht, weil bei dem zweiten und dritten Orte die Declination 
missgliickt sein darf, ohne dass sie unbrauchbar werden. Bekanntlich werden die Decli- 
nationen hiufiger unsicher, und es wird, wenn man in solchem Falle Lingen und Breiten 
einfiihrt, die Unsicherheit zu einem Theile auf die Lingen mit iibertragen; diesem 
Uebelstande wird zuweilen durch Anwendung der Rectascensionen abzuhelfen sein. 


Fiinfundachtzigste Vorlesung. 


Andere Art der Entwickelung der Grundformeln. 


Um die Elimination von J’ oder von @/ noch einfacher zu bewirken, mache man die 
XZ-Ebene des Coordinatensystems demjenigen gréssten Kreise entsprechend, welcher 
durch den zweiten geocentrischen Ort und den Pol der Ekliptik geht. Die Projectionen 
der vier Distanzen J, J’, J", J’ auf die Y-Axe des Systems werden dann der 
Reihe nach: 

J cosB sin(A — i’) 
4 cosp' sin (d’ — Ad’) oder 0 
A" cos B" sin (A"” — 2) 
A" cos Bl" sin (A — 2’). 
Dieses sind also die geocentrischen Y-Coordinaten; zieht man von ihnen die auf 
dieselbe Axe bezogenen Sonnencoordinaten: 
R cosB sin(© — #) 
RF’ cosB’ sin(©' — #) 
R" cos B" sin(Q”" — #) 
R'" cos B" sin(O™ — 4’), 
in denen B, B’, B’, B’” die vier Breiten (beziehungsweise Declinationen) der Sonne vor- 
stellen, ab, so erhilt man die vier heliocentrischen Y-Coordinaten des Planeten: 
y =—4 cosp sin(A — A’) — R cosB sin(© — 4) 
— R' csB sin(O’ — *) 
A" cos B" sin (A"” —.A') — R" cos B" sin(O" — 1) 
yl" —_— dd COs Bp" sin (al"” — 1’) = Ru cos B'"’ sin (O%— i). 

Bezeichnen wir zu besserer Uebersicht die doppelte Dreiecksflache zwischen den 
Radienvectoren r und » mit [rr’], die zwischen r und r” mit [rr], und so weiter die 
iibrigen, so haben wir nach dem Vorhergehenden: 


Lea | 


FR cos B’ sin(v’ — ©') = io {o sin(A — MN) + R cosB sin(a! — ©)} 
+ a fo” sin(A"” — 2) + R" cos B” sin(a’ — ©")} 

Gad + a 
R' cos B' sin (A — ©O') = ao {o sin(A — AM) + R cosB sin(A’ — O)} 


[rr’] 


an [r 7) (0! sin (a — A) ae R" cos Bl sin (a’ -_ @")} 


o” sin(A" — a’) + R" cos BY sin(V’ — ©") 


= {o sin(A — 2’) =e R cosB sin (A! me ©)y 


4 ae {ol sin (Al"” — i) te R" cos Bl" sin (A! te Os, 


und nach Analogie, wenn die XZ-Ebene durch den dritten geocentrischen Ort gelegt wird: 
o’ sin(A’ — A") + R' cos B' sin(A"” — ©’) 


aa fecal {o sin(A — A") + R cosB sin(A” — ©)} 


ie eal fo!" sin (A — 2") + RB" cos BY sin(A"” — ©") 
[7 yl : i : M; 
R" cos BY sin (A"” —.©") = ig {o sin(A —2’”") + R cosB sin(a” — ©)} 


ae i foul sin ey 7b a) a R'" cos Bl" sin ae ee oe 


sie ah 
UE fares ” tae be Be | A MM / ee 1 = Uj 
R" cos B" sin (A"” — ©") = rr) fo’ sin(a’ — 2”) + R' cos B’ sin( ©’) 
+ ea “| {ol sin (Al — i") + Re COs B" sin (a” 2 ©”). 


Man hat hier sechs Gleichungen zwischen vier Distanzen; die darin vorkommenden 
Verhiltnisse der Dreiecksflichen kénnen, wenigstens in der ersten Hypothese, als gegebene 
Functionen von r’? und r’3 betrachtet werden. Wird statt r’ und r”’ R’ und R” ein- 
gesetzt, so muss sehr nahe die Erdbahn als Lésung, d. h. 9 = @’ = e” = oe” — 0 
erhalten werden. Hierin liegt der Grund, der verbietet, r’ und rv” aus den obigen sechs 
Grundgleichungen zu eliminiren, und auf diese Weise vier Gleichungen zwischen den 
vier Unbekannten @, 0’, e”, 9” herzustellen. Denn in solchen Gleichungen wiirde, da 
sie vom ersten Grade sind, jeder Unterschied zwischen der Liésung fiir die Erde und 
die fiir den Planeten hinwegfallen; mit anderen Worten, sie wiirden Gréssen der nullten 
Ordnung vernachlassigen. 

Wollte man dagegen aus den sechs Gleichungen Q, @’, 9”, @”’ eliminiren, um zwei 
Gleichungen r’* und r’3 iibrig zu behalten, so wiirde sich eine ahnliche Unzulassigkeit 
zeigen; man wiirde fiir r’ und r” nur eine einzige reelle Lisung erhalten, wihrend doch 
in den Gleichungen auch die Liésung r’ = R’, r’ = R” mit enthalten sein muss. Also 
auch hier wiirden Gréssen der nullten Ordnung vernachlassigt werden). Der in voriger 
Vorlesung angegebenen Art der Auflésung, bei welcher die Dreiecksflachenverhiltnisse 
zuerst mit geschatzten und spiter mit den aus g und g!” zu bestimmenden Werthen 
berechnet werden, kann man den Vorwurf der Vernachlissigung von Gréssen der nullten 
Ordnung nicht meh machen, da fiir die Erde und fiir den Planeten eine verschiedene 
Lésung erhalten wird. 

Nach diesen Betrachtungen werden wir fiir den hier betrachteten Fall, dass die 
erste und vierte Beobachtung vollstindig sind, zur Bestimmung von 4 und 4” oder 
o’ und oe” uns der beiden Gleichungen: 


*) Es ist, wie uns schon die Grundformel der Olbers’schen Methode lehrt, keineswegs immer 
unmoglich, gewisse Bestimmungsstiicke in der Bahnberechnung als Wurzeln von Glcichonven sehr 
niedrigen Grades, ja sogar ersten Grades, auf brauchbare Weise auszudriicken; aber es bleibt diese 
Moglichkeit doch immer auf solche Stiicke beschrinkt, welche ihrer Natur nach fiir die Erde unbe- 
stimmt werden, wie eben das Olbers’sche Vaxhaltian? 

wt 
ay, a 
@Q 
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[rr mt 


eal {@ sin (A ~s A’) +R cosB sin (A Se ©)} 


- 
ne i a {o!" sin (A — 2’) + R" cos BM sin(4’ — ©") 
ieee i 


a ff S 
R" cos B" sin(4a" — CO") = i. oa {o sin(A — A") + R cosB sin(d’ — ©) 
[rv 
ire ery: 
bedienen. Die Gréssen Q’ und e” kinnen, wenn man @ und 9!” auf die oben angegebene 
Weise gefunden hat, der zu beriicksichtigenden Aberration wegen aus den Gleichungen: 
g’ sin (A’ — 2") + R’ cos B' sin (A"” — ©) 


ae a mt 


air aa {o sin(A — a") + R cosB sin(a" — O)} 


RF’ cos B’ sin(’ — ©’) = 


+ {o"" sin (A — i") -+ R" c0s B" sin (Ae = eQ")s 


ry 
+ (en fo!" sin (al — A”) ao Ri" COS Bl" sin (A” ae ©’")} 
oe” sin (A" — 2’) + R" cos B" sin (4 — ©") 

[xr yl"! 


<= [rr] {og sin(A — id) + R cosB sin(d’ — ©) 


+ ir a {o!” sin (A — 2) + R'” cos Bl" sin(’ — ©'")s 
berechnet werden. Bei der Verbesserung der beiden Zeiten ¢’ und ¢’ wegen Aberration 
wiirden nun zwar nicht 9’ und oe”, sondern vielinehr Q! sec fh’, o!’sec 6” bekannt sein 
miissen. In der Wirklichkeit wird die angenommene Unkenntniss genauer Breitenwerthe, 
abgesehen davon, dass sie fiir die Breiten fast niemals statthaben wird, der Beriick- 
sichtigung der Aberration und anderer kleiner Correctionen, welche von der Breite ab- 
hingen, nicht hinderlich sein kénnen. 


Sechsundachtzigste Vorlesung,. 


Grundformeln fiir die Berechnung der Distanzen aus vier Beobach- 
tungen, deren fiussere unyollstiindig sind. 


Die Bestimmung der Distanzen aus den Grundgleichungen fillt etwas bequemer 
aus, wenn statt der 4usseren die beiden mittleren Oerter als vollstindige gebraucht 
werden, da in diesem Falle 9’ durch r’, 9” durch 7” und lauter bekannte Gréssen aus- 
gedriickt werden kénnen. Es wird sich deshalb bei erstlichen Anwendungen empfehlen, 
bei der ersten Hypothese die zweite und dritte Beobachtung vollstiindig zu gebrauchen, 
damit die ersten Schritte zur Naherung méglichst bequem ausfallen, bei den weiteren 
Hypothesen aber die Rechnung auf vollstindige Darstellung der dusseren Oecrter zu 
fiihren. 

Eliminirt man zu dem Zwecke aus den allgemeinen Grundgleichungen (1) und (2), 
der 84, Vorlesung, einmal 9, indem man die XZ-Ebene durch den ersten Ort und den 
Pol legt, darauf durch analoges Verfahren 9’, so wird nach der Bezeichnung der 
vorigen Vorlesung: 
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ee cee 
go’ sin(A’ — A) + R' cosB' sin(d — ©') 


aL 
= alk Roos Bsin(A — ©) 
ee . 
-|- pete {o!" sin (A — a) + Rl" cos Bl” sin(A — ©"")} 
eo" sin(A” — a) + R’ cos B" sin(dA — ©") 
[7 ‘6. 


= ——_~ - Roos Bsin(A — ©) 
ae 


a j 
at ra fo!" sin (AM pias a) 4p RM" cos B" sin (A eo o”")s 
go! sin(A’ — Al") + R' cos B' sin (Al — ©') 


— a {o sin(A — A") + R cosB sin(a'”— ©) 
J 


ie / 
cle ‘on - Rl" cos B" sin (A"” — ©") 
@” sin (A" — 2") + R" cos B" sin (A'"— ©") 


/ 
yl! y! / 


= [r 7" {o sin (A — A) + R cosB sin (is ©) 


" 
ie ae - R" cos B" sin Ge => uae 
if 


Durch Elimination von 0!” 


[er] 

[rr 
eS ead {o"' sin (A” = i) + R" cos B" sin (A = ©”) a ew So (1) 
as [rr] [7 r"| — [r r’| Die aed 
— [re] [r rn) 

Fy fo’ sin (A’ — A") + R' cos B' sin (a” — ©')s 
— HAT et sin a — 2) + Brews Brain a”— OM LL. . Gy 

1 hie He 
i [rr] fr" vin — [rr] fr r) 
ease [r aa [r re") 


Wird dann ferner gesetzt: 


und @ erhalt man: 


Xo’ sin (A’ — 2) + R' cos B’ sin(A — ©')S 


R cos B sin(A — ©) 


-R" cos BM" sin (4" — ©") 


[rr"] eon { Q! \ 
[erty way YY apy 
a yl! tl! ae: ay 
: v7 at "ee " + a 
[y' rt") © ple t! (, " Q,, \ ee ee el ee (3) 
ee) ied ot eae 
[ete] _ vat F . Qin \ 
lr al fit — t \ Qr!'3 f 


so bietet sich fiir die Berechnung von ge’ und @” aus den Gleichungen (1) und (2) 
folgendes Verfahren dar. Man berechnet, von Schatzungswerthen der Gréssen y” und 1 


[re] [rr] 


ausgehend, nach den Gleichungen (3) die vorlaufigen Werthe [rr]? [rr] Ul. 6. Ws 


von 
wobei angenihert: 
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Q! — Cy = k2 (t’ —— t) (" cn t’) 
Q” — Q,., —_ k2 (ie! fim: t) (" ae {") 1), 

Die Gleichungen (1) und (2) liefern dann geniherte Werthe von o’ und 0”, aus 
denen wiederum » und r” und genauere Werthe der Dreiecksflichenverhiltnisse abzu- 
leiten sind. Die wiederholte Substitution derselben in (1) und (2) wird endlich keine 
merklichen Aenderungen mehr in den zu findenden Zahlen herbeifthren. 


Siebenundachtzigste Vorlesung. 


Weitere Vereinfachung der Bedingungsgleichungen fiir ¢’ und 0”. 


Die Formeln der yorigen Vorlesung kénnen in denjenigen Fallen mit Nutzen 
gebraucht werden, in denen das mittlere der drei Zeitintervalle, ¢’ — t/, bedeutend gegen 
die dusseren an Grésse zuriicksteht, weil dann jene Formeln etwas gréssere Convergenz 
versprechen, als die folgenden, im Uebrigen bequemeren. 

Aus den Grundgleichungen (1) und (2) der 84, Vorlesung folgt namlich auch, wenn 
man den ersten Lingenmeridian, von welchem alle Lingen gerechnet werden sollen, 
durch den ersten geocentrischen Ort legt: 


g’ sin(d’ — A) + R' cos B' sin(A — ©') 
_ [r'r”’] w | 
al Pas Reos B sin(d ©) (1) 


Ire" 
Wird der erste Langenmeridian durch den vierten geocentrischen Ort gelegt, so 
ergiebt sich die der vorigen analoge Gleichung: 
oe” sin (A” — 2") + BR" cos B" sin(d"”" — ©") 
ms [r’ aid | 


ryt 
4 tr , {o" sin (A" — 2) + R" cos B" sin (A — ©") 


-R cosB sin(A — ©) 


rr] Oh atts hehe (2) 
Shay 
+ Ms 7) fo! sin ee a) a R' cos B' sin eee ©" 
| a i 
Es sei: ; 

Sat Se eo Sees | an} 

ey eae oe 

yt yt jf! — 7 Q! 

ae sgh) rae {1 =f sm} 

(x! r'"| oe Ql" 

ee eee a 

[r” | ur eS fit { Ove ) 

rr eT Bey’ 


") Oder besser : ¢ =— RIC" —y—w — 94 


qr <= Vy, hk? [cu nae t)? = (t!" ae t)?] 
— 1, ke [ce — t)? ed (i = ’)?] 
Ape = 1/, ke [ce a 7 ee (ul r= t")?]. 
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wobei in der ersten Hypothese gesetzt werden kann: 


Q=Fr¢ ~) @' —?#) 
Q! == 2 (es = t') CH a rs) 
ag! — k(t’ ~a* t) (t" ne t’) 


gi c= he CG: Ste 1!) eu <_! Dh; 
(In der ersten Hypothese ist demnach Q = Q”, Q’ = @”.') 
Die Gleichungen (1) und (2) nehmen nach Kinfiihrung von Q, Q’, O;..0" ok 
cee Form an: 
o’ sin(’ — A) + R'cos B’ sin(A — ©’) | 


= eee: Roos Bsin(A — ©). (1 + oo ) 


le 2 v'8 (3) 
( — ; nek ” in: " 
grap {BM cos BY sin (1 — O") + gl sin (A" — Ay (1 + 3A 


0” sin (A”" — i") # R" C08 RB" sin (A! _— @") 


t ME 9 es / Q 

= Ta RM cos BM sin (e"” — 0"). (1 + 555) (4) 
a m 

4 TE (Bl cos B sin (W!” — ©!) + olin Q! — 2") (1 + ge) 


Diese Gleichungen (3) und (4) haben vor den Gleichungen (1) und (2) den grossen 
Vorzug, dass darin r und r” nicht gleichzeitig auftreten, und dass man sie daher 
durch reine Hypothesen tiber 9’ auflésen kann. Denn zu jedem Werthe von 9’ bestimmt 
sich r’ nach der Formel: 

72 == R? + oO! sec B'2? + 2 FR’ Q' sec B' cosy’; 
die Gleichung (3) liefert also einen bestimmten Werth von @”, durch welchen dann auch 
die Gleichung (4) befriedigt werden muss. 

Mit Vortheil kann man hier, ahnlich wie bei der Gauss’schen Form der Olbers’- 
schen Methode fiir Kometen, o’ und 9” durch zwei andere Gréssen ersetzen. Es wird: 
r'2 == (Q' secP’ + R’ cosy’)? + R’? sin 2 

2 — (e" sec B" + R" cosy’)? + RR’? sin x? 
Setzt man daher: 
o’ sec B’ + R' cos vy = a 
0 "sec Bp" + Rl Dees = ee 
Rasy = 
Re sin gee CO", 
so gehen (3) und (4) iiber in: 
u' cos B! sin (A’ — A) + R' cos B! sin(A — ©') — R' cos y' cos B' sin (4’ — 2) 


ee pee es 2 he 
= ee - Roos Bsin(A — ©)+ (1 f 2 (wl? 


ae 


—— 

a a {R" cos B" sin (A — ©") — R" cos yx" cos B" sin (A” — A) (5) 
" ery " Q 

+ w' cos BY sin (A"” — 2)s (1 4 Dal? aaa 


) Genauer ist auch hier: 
@ =,re —y —w — | 
Q! —_ We k? Ce ee (ee #)*] 
Qu” = Ke [(e"" op (es t!)?] 
Qu = uf. 12 [(el” = t)? aH oe #")]. 
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w" cos B” sin (A" — 4”) + R" cos B" sin (A — ©") — R" cos x" cos B" sin (A — 2") 


-- ie ee R" cos BM sin (a — ©") (1 4 @ 

ma Tw OF 

a : 
| e's {R’ cos B' sin (A"" — ©') — R' cos y' cos B' sin (A’ — al’) (6) 

; ; : ya 
+ weonp'sin ! — 2") (1 + sear Sam) 


Achtundachtzigste Vorlesung. 


Fortsetzung der Entwickelungen der 87, Vorlesung. 


Die Glieder der Gleichungen (5) und (6) haben eine sehr cinfache geometrische 
Bedeutung, deren Erkenntniss uns erlauben wird, dieselben noch mehr zusammenzuzichen 
und in méglichst reducirter Form zu schreiben. 

Sehr leicht erkennt man, dass w’ nichts Anderes ist als die rechtwinklige Pro- 
jection des Radius vectors der zveiten Beobachtung auf die Richtung der Verbindungs- 
linie zwischen Planet und Erde, oder das Stiick dieser Linie, welches zwischen dem 
Planeten und dem Fusspunkte eines von der Sonne gefillten Perpendikels liegt. Die 
Grosse: 

cos B’ sin(A’ — 2) 

ist der Cosinus des Winkels, welchen die Verbindungslinie Erde-Planet in der zweiten 
Beobachtung mit einer Richtung macht, deren Linge (Rectascension) gleich 90° + A, 
und deren Breite (Declination) gleich Null ist. Die Grésse: 

(u' — RP’ cos x’) cos p' sin(a' — 2) 
ist demnach die Projection der Distanz 4’ auf die genannte Richtung; ebenso zeigt 
sich, dass: 

F' cos B’ sin(©! — 4) 

die Projection von R’ auf dieselbe Richtung ist. Die erste oder linke Seite der Glei- 
chung (5) ist offenbar nichts Anderes, als die Projection des Radius vectors des Planeten 
auf eine X-Axe, welche auf den Punkt der Sphire von der Linge (Rectascension) 
90° + A, und der Breite (Declination) 0° zielt. Werden iiberhaupt alle «-Coordinaten 
des Planeten auf diese Axe bezogen und mit a, #j, %j, 2’ bezeichnet, ebenso die Sonnen- 
coordinaten in Beziehung auf die genannte Axe mit X;, Xj, Xi, Xi’, so lisst sich die 
Gleichung (5) schreiben: 


) 4 Roe t’ t ott u\ fp! = t! - ¢ + t ii 1 
XA raz wi, + wane ei tars me Qe va + rae Qa; (0? + w?)% (1) 


wobei fiir die Rechnung die a, #, x; durch die Relationen: 

m= — X 

a, = (uw —- R’ cos x’) cos B' sin (4 — a) — Xi 

a, = (uw — R" cosy") cos B" sin (A — A) — xi 
gegeben werden. Die Gréssen der Gleichung (6) sind die x-Coordinaten des Planeten, 
bezogen auf eine andere Axe, deren Richtung der Linge (Rectascension) 90° + 4” und 
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der Breite (Declination) 0° entspricht. Nach Analogie mit dem Vorhergehenden kénnen 


wir schreiben: 
"1 tt —t om ge — 7 
“= yi ait ayn ie yu" say! uy 


i’ — (' yt i — ft" my w | { cilla 119\ —3, 
+ 4, ry Q tu + yr Q aa Oe a es ae alia ML (O) 
wobei die Relationen: 
ayn = (wl — R’ cosy’) cos Bl sin(a’ — A") — Xm 
ayn == (uw! — R" cos x") cos B" sin (A" — 1") — Xyn 
ayn == — Xan 
zuzuziehen sind. 

Die Form der Gleichungen (1) und (2) ist recht tibersichtlich, da die darin vor- 
kommenden Gréssen beinahe unmittelbar durch die Data des Materials ausgedriickt 
werden, daher die Vorbereitungsrechnungen sich auf ein Minimum reduciren. 

Wenn es darauf ankommt, jene Gleichungen auf méglichst kurze Weise ohne 
Riicksicht auf andere Beziehungen abzuleiten, so kann das durch folgende Bemerkungen 
gescheben. 

Jede heliocentrische Coordinate lisst sich ausdriicken als die Differenz: geocentrische 
Coordinate weniger Sonnencoordinate. Soll nun aus der allgemeineren Fundamental- 


tae [r’ r"] ' } [r r’| 
fey fre 
die Distanz 4 der ersten Beobachtung durch eine bestimmte Wahl des Coordinaten- 
systems eliminirt werden, so geniigt es, fiir die X-Axe eine Richtung zu suchen, von 
der man trotz der Unvollstindigkeit der ersten Beobachtung sagen kann, dass sie mit 
der Richtung von 4 einen Winkel von 90° bildet, damit die geocentrische Coordinate 
verschwinde. Solche Richtung hat aber offenbar der Pol des durch den ersten geocen- 
trischen Ort gelegten Lingen- (beziehungsweise Rectascensions-) Meridians. Dieselbe 
Betrachtung wiederholt sich fiir die Gleichung: 
ral yy EL an 
fat ag eae a 
hier muss die X-Axe so gewahlt werden, dass sie von dem unyollstindigen Orte der 
vierten Beobachtung 90° absteht und die geocentrische Coordinate mit 4” oder 9!” ver- 
schwindet. 

Leicht kann man nach derselben Betrachtungsweise auch denjenigen Gleichungen, 
welche dazu dienen, um aus @’ und @” die Gréssen @ und e”” zu finden, die einfachste 
Gestalt geben, Man braucht zu dem Zweck nur aus der allgemeinen Gleichung zwischen 
a, « und #” einmal die Distanz 4” zu eliminiren, was einfach dadurch erreicht wird, 
dass eine von 4” um 90° abstehende X-Axe gewihlt wird; das andere Mal bringt man 
in der Gleichung zwischen a’, x’, wv” nach derselben Methode den Coéfficienten yon J! 
zum Verschwinden. Auf solche Weise wird man zwei Gleichungen, die eine zwischen 
A und 4", die andere zwischen 4’ und 4” bekommen, in welchen nun auch die Ver- 
hiltnisse zwischen den Dreiecksflichen nicht mehr ganz unbekannt sind. 

Die Coéfficienten, welche in allen diesen Gleichungen vorkommen, Cosinus des 
Abstandes zweier gegebenen Punkte der Sphiire yon einander, berechnen sich nach der 
bekannten Cosinusformel der sphirischen Trigonometrie auf so einfache Art, dass ihre 
besondere Ausfithrung hier nicht néthig scheint. 


gleichung: 


"7 
x 


Neunundachtzigste Vorlesung. 


Modification in der Bildung der ersten Hypothese zur Erzielung 
einer grisseren Genauigkeit bei derselben. 


Die einfache Form der aufzulisenden Gleichungen erlaubt es, die erste Hypothese 
noch um ein Erhebliches genauer zu bilden, als wir bis dahin gethan haben. Wir 
fanden nach den Reihenentwickelungen der Abtheilung IV, fiir die Verhiltnisse der 
Dreiecksflichen, wenn zur Abkiirzung: 

k(t —t) = 0", ke’ —f) =O, kG’ — 7) =F, 
rie ok (e? — 7) = 8k 7) = 8, 


gesetzt wird (wobei ® = ®), 


ee ly e292 (8? + oO” — Ox) ar’ 
[rr”] | 6 78 4 y's kdt Tab 
[r r'| of, o2— 8? 8 (7 + oO" — 8") dr' 
rey oe Et er er cape 
ee) 2 wf a? — OF | Oy (8? 4 8,0; — 87) dr" ee 
Eeerais ae | Gra 4 "4 hae 
Cal eee ag Pe P— 8? %, (82 4+ 9, & — 87) dr" i 
ered ea 6773 4 4 kdt 
Nun ist offenbar sehr nahe: 
dr’ ele a = yl memsy!! 
kdt ae Pte ee. te 
ebenso: 
GP te 
Ti i. al a 


Bei Einfiihrung dieser Werthe in die Gleichungen (1) und (2) der 88. Vorlesung 
wiirden wiederholt die Unbekannten r’ und r” gleichzeitig auftreten; man braucht aber 
die Glieder mit r’ — rr erst dann bei der Rechnung heranzuzichen, wenn man der 
Lésung mit Beriicksichtigung der vorhergehenden Glieder schon ganz nahe gekommen 
ist, und kann jene Glieder dann als eine bekannte Grésse behandeln. 

Mit nicht allzu viel Complication kann man sogar in der Genauigkeit noch einen 
Schritt weiter gehen. Unter Anwendung des Taylor’schen Satzes hat man: 


dr’ d?y' , 
2 Se yg nyt rs 
; dr’ dy’ 
4 en geet ee rele 


ee ; : aay’ a : 
Eliminirt man aus diesen beiden Gleichungen die Grésse an *° lasst sich 


(d 
ih .* . - . 
— durch 7, 7’ und r” ausdriicken; es wird namlich: 


d 
dt 
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dy  (¢—HP rr" —r) + C — 1 eC — 
c= ea 
dr 88 (7! ae ene =) 
kdt oo! Oo" 
Durch Analogie erhalt man: 


dr’ i (e AP t)2 (rv =, r'') EN Ge ay {!")2 (r" va) r') 
“dt ae (es a, i’) Cy ae t!) ie =a t'’) 


oder: 


oder: 
de Br — 9") oe — 7) 
kdt a, 87 

Diese Ausdriicke werden, nach Substitution in den Reihenentwickelungen, drei 
Unbekannte gleichzeitig auftreten lassen, nimlich in der Gleichung (1) der 88. Vorlesung 
die Gréssen 1, 1’, r”, in (2) die Gréssen 7’, r”, r’”. Da nun aber nach dem mehrfach 
beschriebenen Verfahren r und r’” leicht aus r’ und r” berechnet werden kénnen, so 
wird auch diese viel genauere Lisung nicht sehr umstindlich, wenn man sich nur bei 
den ersten Versuchen auf die Glieder niederer Ordnung beschrankt. 

Man kann alles eben Gesagte endlich noch in der Ausdehnung zur Anwendung 
bringen, dass man in den Finalgleichungen die vier Unbekannten 1, 1’, r”, r” auftreten 
lasst, wobei es dann méglich wird, in der ersten Hypothese die Naherung bis zu den 
Gliedern achter Ordnung inclusive zu treiben. 


Neunzigste Vorlesung. 


Die Gauss’sche Form der Berechnung der Bahn aus vier 
Beobachtungen. 


Um den Leser endlich noch mit derjenigen Form bekannt zu machen, welche 
Gauss in der Theoria motus c. c. seiner Methode der Bahnberechnung aus vier Beob- 
achtungen, von denen die mittleren vollstiindig sind, gegeben hat, machen wir von der 
Darstellungsweise Gebrauch, welche Bruhns in seiner Abhandlung: ,De planetis 
minoribus inter Martem et Jovem circa Solem versantibus* gewahlt hat, 
wobei wir zugleich die dortige Bezeichnungsweise beibehalten wollen. 

Hs seien: 

i Uv, t, wt” die Beobachtungszeiten, 
ow 0, o, «' die geocentrischen Lingen, 
Ba BY die geocentrischen Breiten zur Zeit ¢/ und t”, 
I, I/, L', I" die Langen der Erde, 
Rk, FR, R", R" die Radienvectoren der Erde, 
r, ry, vr, xr” die Abstinde des Planeten, 
0, 0, @”, 0" die curtirten Distanzen des Planeten von der Erde, 
v, v', v", v! die wahren Anomalien des Planeten, 
bh, E', B", i!" die excentrischen Anomalien, 
M, M', M", M'" die mittleren Anomalien; 


D 
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ferner sei zur Abkiirzung wieder: 


rr sin(v’ —v) =[r r'] 
rr” sin (v" — v) = [Fr r"] 
. ac sin (v" — v') = [v’ "| 
ror! sin (vl — v') = [9 rv" 
rr"! gin (vl! -v'') te [x "| 
al ant 

“ _ = n 

ie wir | a 

[9 ail sraaneea 


Bekanntlich ist nun: 


[rr )e —[rer"| 2 + [rr]c”’ = 0 
[7 rm) y cee [7 | y' + [r r’| y" —_ @) 
| yr"! “aad | a! ate [y’ hill gl! + [7 yr" al"! —_ (0) 
[r” nou | y' 5 [? rl y"" + [y’ r”"| yl" — O ; ag 


‘i ; ice : ; ; : ; 
wenn wieder a, y, 2, y’ us. w. die heliocentrischen Coordinaten des Planeten vor- 
stellen. Fiir letztere hat man aber auch die Relationen: 


£ =o cosa + R cosh 

Y¥ =0 sna + R snd 

# = 0! cose’ + R' cost! 

y =o! sine’ + R sm 

# == 0 tgp Sie trace eee 6) 
yeas 0" cone’ e- RB cos L! 

y” — o” sin o!! +. R' sin L!' 

gl’ — 0” tg p" 

a!" a as COs ol! + Rl" cos Tt! 

yf" —- o” sin oo!" + R" sin L!" 


demnach, wenn man hierauf in den obigen Grundgleichungen Riicksicht nimmt: 
n (9 cosa + R cosL) — (Q' cose’ + BR’ cos L') + nl (e” cosa!’ + R" cos L'’) = 0 
n (9 sina + R sinL) — (Q' sine’ + RB sin L') + n" (Q" sina” + RB" sin Tf) 0 
n' (0! cosa! + R’ cos L')— (@" cosa” + R" cos L") + nl" (9! cose!" +- R'" cos Li") = 0 
n'(o' sine! + R' sin L') — (Q" sin ow + R" sin") + nl" (0 sina” + R" sin L'") = 0. 
Wird die erste Gleichung mit sina multiplicirt, die zweite mit — cosm und addit, 
werden ferner die dritte und vierte nach Multiplication mit beziehungsweise sina’” und 
cosa" addirt, so erhilt man: 
n RB sin (« — L) — {o' sin(a — a’) + R' sin (w — L')} | 
+ mn’ {o" sin(a — a) + R" sin (w — L")} = 0| Sesh 
n’ {o! sin(al” — o!) + RB’ sin(al” — L')} | 
— fo! sin (oi! — at") + R" sin (ol — L!)} + nl" RM” sin (a! — L") = 0 


Es sei ferner: 


n n ! rd apecene tes / mr Js 

! a / wu 5 — 1)y 

ee ee a Oe dl), Q (a! = nl — yr’, 
n nN 

Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 64 


so dass: 


” ryt 
es ee 1 ee 
1a eae 

i eee ipl 
Diese Ausdriicke fiir n, n’, n”, nv’ sind in (2) zu substituiren; man erhalt dadurch: 
P' R sin (« — L) ae 7 {R’ sin(a — L') + 0! sin(a — «@’)} 
eee | 
+R! ae — LD") + 9” sin(a — a’) = 0 (3) 
P" RM" sin (oo! — T") is ee LR” sin (a! — L") + 9" sin (a — a"')} 
1+5, 


+ R' sin(a” — L') + Q' sin(av” — a’) = 0 


Die vier Unbekannten 9’, 7’, o” und r” werden auf zwei reducirt, wenn man die 


Gleichungen : 
Uy is Soe Se ae 
cL dies = — R’ cosd’ + }r'? — R? sind” 
cos p (4) 
og —— " " A OM ae ie 0/2 
Ph aa R" cos 0" + Yr R'” sin 
heranzieht, worin 0’ und 0” die durch die Formeln: 
cos0’ = cos B' cos(« — L’) 
cos 0" == cos B” cos (o’ — L'') 


zu bestimmenden Ausseren Winkel an der Erde in der zweiten und dritten Beobachtung 


vorstellen. 
Fiihrt man noch die Winkel am Planeten ein, 2 und 2”, und setzt zur Abkiirzung: 
yr? — R? sind? = a Yr — 2S sn"? 3", 
so wird: 
/ yw 
x x 
tf ” 
og2 = —=—— > coge = =a 
y FR sin 0 g R" sind” 
, __ & sin 0! if R" sin 0" 
SS ee fe 
sin Zz sin 2! 
ee . 
ee R' sin (0' — 2’) cos B A R" sin(d"” — 2”) 5" 
SS Se 08 = : f 
sin e! ° sin 2" % 


Die Gleichungen (3) gehen iiber in: 


ie 
/ 
oe 
r'3 


= P'R sin (% — L) + R" sin (ae — L") + cos B" sin (ao — 02") ae" — cos B" sin (& — 0!) R" cos 0’ 


bee 
gr 


&k yl'3 


{k’ sin (% — L') + cos B' sin (« — 


o') a’ — cos B' sin (« — a’) R' cos 0’ 


(5) 


[40 sin (ce!"” — L"") + cos B" sin (a! — o!') x" — cos B" sin (a! — a!) R" cos on" 


= PUR" sin (ol! —L!") + BR sin (ol! —L') + cosh! sin (0. —o') 2'— cos B’ sin (a!” — 0) R! cos0! 
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Setzt man noch: 


cos B' sin(%~ — ow!) = A; cos" sin(a — a) — B 
cos B" sin (a! — al’) = OC; cos B’ sin (a — o') = D 
R sx la— ZL! 
a 2 ee = 7 
RY" sin (a — L") — R" cos 8" — b" 

C 
Risin (ol! — 7T! 
Don tied — R' esd’ = x’ 

D 
R" sin (« — LZ") * 4 ip 
——— —— — R" oo" = x Ree 
R sin (a — L) 4 

Z — 
R" sin (a! — L!") - 

a=) ih 

D 

ve 

B = 

5 — ul” 


so erhalten wir: 


wd + FP) @ + Y) 


—_— a! + 4" . jee 


1 y Ps 
+ (x!2 + R' sin 0/2)% 
wu” @! + ttt (a! + b) 

1 4 on Q" 
(al? + R"2 sin 0''2)% 
oder, wenn zu grésserer Bequemlichkeit: 
— x!" fm. AP — roi Ae x! = que pl =— cl" 
u’ @ Py = iM (1 + P”) = a" 
d' (#' + 0’) 


(7) 
== a! ae x! + A yet 


gesetzt wird: 


gl’ — co + 


Q 
1+ GE RT sin d1 


dl’ (a + b”) (8) 


a’ — cl" + Qi 
oS 
Es sei: J (a! + RM" sin 02)" 
ae) ee a bk (i! —t) = ID 6 
k (e a go oe ee k Ce wai t') — ty, 
so wird nach den Entwickelungen der Abtheilung 1V: 
ae ct" (ce +t) c (cl? + te” — x) dr 
ee ee, ato 
7 t(t’ + 2”) t (cr? + co” — vr?) dr’ 
ad Dy. ee Le Sy ge = ae ilar 
a f + 1/6 y'3 (1 y'4 kdt ame (9) 
/ / ! Ws Al il NE 
Pe py Ha ye ar 
: #5‘ i 73 y's kdt 
ee eee 
ae he 2 73 . yt kdt 
64* 
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Unter Vernachlaissigung von Gliedern héherer Ordnung setzt Gauss in der ersten 


Annaherung: 
mt 


m" 
Tv 


p" a 


n 
v n 
= (n + n? — I? = rt” Q” = (Wt + vn” — 1) 8 = Jf, tel! 


Hinundneunzigste Vorlesung. 


Fortsetzung der Entwickelungen der yorhergehenden Vorlesung. 


Bruhns macht hier den Vorschlag, die erste Hypothese auf etwas andere Art als 
die eben angegebene zu bilden, um durchschnittlich, besonders aber bei sehr ungleichen 
Zeitintervallen, eine gréssere Genauigkeit zu erreichen. Es verdient diese Modification 
um so mehr Beachtung, als gerade bei der Berechnung einer Bahn aus vier Oertern 
bei dem Aussuchen des Materials eine ziemlich grosse Ungleichheit der Zwischenzeiten 
gar nicht zu vermeiden ist, wenn man nicht das viel gréssere Uebel haben will, dass 
zwei von den vier geocentrischen Liingen einander sehr nahe gleich werden. 

Die Gleichungen (2) der 90. Vorlesung werden unter Zuziehung von (4) und (6) 
sich schreiben lassen: 

ne —wese —w'd + n'a" + nx” —0 
gl"! ilk seme uw” al! == wu" pl ++ n' a’ + n' x! —— 0. 


Werden darin fiir n, n’, n” und n” noch diejenigen Glieder der Entwickelung - 


pepe one 1 I 
berticksichtigt, welche oD und wh enthalten, dividirt man ferner die erste der*vorstehen- 


T Tt 
den Gleichungen mit roi die zweite mit —— und setzt: 
To 


P=4 rants 
Tt Tt 
so wird man haben: ston 
U/, [t (t' + t'’)| aks /6 a = marks es “| 
uw! (+P) (a! +h") == (al + wl AP’) , ! 5 +e + 
i 


fees enie 


, 


<; te= a t') Pp' qu 
‘pry a 


Mg 


Tame! + P") (a! + b'’) — (a’ + x! + yp y. 


Sollen nun diese Gleichungen auf dieselbe Form, wie in (8) der 90. Vorlesung 
zuriickgebracht werden, so braucht man nur zu setzen: 
eae } ‘ v(t” — tt) P'a 
Q aes 1/,% (t a t") 1 V/s PA + al! ae yl! 
» / 
oot 1/, 2 (—-) --- 1/, kd tv! Ql i P’) A 


E 


1 com Te Se We aa (1) 
Hie aris / " 1 Tg (t =) P A 
@ /¢ Tv (t 0 + T ) + /6 Pp" an ue a + x! 


= 1,72 (—o*) ae ay, ty — Pi) ae 


Pp" y! x cl! 


— 509 — 


In diesen Ausdriicken kommen auch die unbekannten Gréssen av’ und «” yor, fiir 
welche die aus den Versuchen selbst hervorgehenden Niherungen ecingesetzt werden. 
Bei der Auflésung der Gleichungen (8) der 90. Vorlesung geht man von derjenigen 


Annaherung aus, welche sich ergiebt, wenn Q’ = Q” = 0 gesetzt wird, d. h. von den 
Werthen: 
Abad a Ad Bn 
a5 T eae ae @) 
iia ce + d' (0! + ce") + qa! q!' pl 
= 1 ee a! q!’ nal : 


Die Verbesserungen aber kann man auf folgende Art erhalten. Mit einem ge- 
niherten Werthe von 2’, welchen wir durch £’ bezeichnen wollen, bestimmt man aus der 
ersteren der Gleichungen (8) den Niherungswerth £”, und darauf mit diesem letzteren 
aus der zweiten jener Gleichungen den Werth von 2’, welchen wir X’ nennen wollen. 
Es sei nun der Versuchswerth von a’ iiberhaupt gleich ¢ + é', der nach der ersten 
der Gleichungen (8) dazu gehérende Werth von a” ‘gleich £ + J&” und der darauf 
aus der zweiten Gleichung folgende Werth von 2’ gleich X’ + 4X’, so wird man sehr 
angenihert die Proportion haben: 


Ae; BR = yy E's gf — X! 
oder: 

(a out oe Ae — 05 oe (a = é'), 
also auch: 
fs XA? —PAxX' 


gt ol | eee. We 
See a ee ka 


U 


Fir 2” erhalt man auf demselben Wege: 


" "tl te” a Ae gS” K 
LR E => lp ee Ae" 


Aus 2’ und 2” findet man 1, r’, 0’, 0” mit Hiilfe der oben angegebenen Rela- 
tionen, und dann ferner auf bekannte Weise die heliocentrischen Coordinaten. 

Um die heliocentrischen Bogen zwischen den dusscren Oertern, also uv” — v auf 
bequeme Art zu finden, bemerke man, dass: 


ry sin(v' — v) = 5 rr" sin (v" — v') wu 8. We 
also: t, 
nr pee ser sin! — Vv). 6 ew ee ke 2 oe 3) 
r sin(v v) a sin ( ) 
desgleichen : F 
r_ sin (v' vp ty! —v)= - r sin(u’ —v'). . . . « (4) 
vl 
r" sin (v'" — v") = eso ey ke an 1D) 
1 ; 
r!" sin (Vv! — v" 4+ vt — v') = 5m r" sin (v" fos aa ee mL) 


Werden (3) und (4) sowie auch nachher (5) und (6) einmal addirt, das andere Mal 
von einander subtrahirt, so erhalt man die Gleichungen: 


r sin {(v'’ — v) + 1/, (v” — v')} = es sin 1/, (v" — v’) 
r cos {(v’ —v) + 1, (vu — v')} = a ae a cos 1/, (v" — v’) 
r" sin {(v'" — v") + Vy (v" — v')} = oe sin 1, (v" — v’) 
r” cos {(u'" — vl") + 4, vu" — v’)} = ets cos 1, (v" — v'). 


Aweiundneunzigste Vorlesung. 


Zusammenustellung der Formeln und Rechnungsbeispiel. 


Bruhns wahlt in der genannten Schrift folgende Beobachtungen des Planeten 
Bellona, um daran den Gang der numerischen Rechnung zu zeigen: 


ET ACL it ences Sh Me a ee 1854 Marz 4,5 Marz 17,5 Marz 47,5 Marz 86,5 

as ohne ates | eR 1779 BOF 48".8: “Ti4 b3" 2707 - 169? 32) 289 ton eae 
(Bs BoB (OU) es ean GET? T8656" 9) oe Se Ot BO ee ge 0 ta ee ae) 
WSN Nd OES OLE a ee 164° 5/ 58",1. 177° 38! 87"40. 206° 36! 54" 4 244° 20! 4679 
jog #, log kh’, log Rv, 

Ogi e tee tas ae ee 9,996 668 9,998 194 0,001 910 0,005815. 


Die vorstehenden Zahlen sind von dem Einflusse der Parallaxe, der Nutation und 
der Fixsternaberration befreit, auf das mittlere Aequinoctium der Epoche 1855,0 be- 
zogen worden. 

1. Kommen die folgenden Formeln zur Anwendung: 


te == k(t 4) t = k(t! —?) 
Tv —_— k @ ae a) ae — k Cie <P t') 
el aa ce an t!") 


wobei logk — 8,2355814, ferner: 


a Se Op ert Bas ne) 
sin (o’ — L') cos w' 
| tg p" y// tg Cie st Ay 
De. ae a ke ee 
0 und 0”, die tusseren Winkel an der Erde in der zweiten und dritten Beobachtung, 
sind stets kleiner als 180°, und da in den Gleichungen cos 6’ = cos ' cos («’ — L’), 
cos 8” == cos B'"" cos («" — L'), cos B’ und cos B" positive Gréssen sind, so zu wihlen, 
dass cos 0’ mit cos (o — L/), cos 0" mit cos («” — L!") gleiches Vorzeichen hat. 
In diesem Falle ergiebt sich: 
loge” —= 9,349524 logt’ —= 9,869049 
logs = 9,712702 
log!” — 9,826 646 log t') = 0,074430 
8! — 80 23! 38,7 5” — 3890' 143 
log R' sind’ = 9,162490 log R" sind” = 9,791291 
log R' cos 0’ = 9993516 log R" cos 0" = 9,898419, 


Sodann kommen 2. die Formeln: 


cos B' sin(a — a!) = A cos B" sin(a — oa!) = B 
cos B" sin (a! — a!) = OC cos 8’ sin(o!"” — o/) = D 
i ante =. 7) R sii 
ae Y gids Sy Ke sin aa aa 
R" sin te ee Lt) — R' cos 6" — pl ql" sin (a4!!! — ii”) eS Gl) 
C 7 <3 2:| aaa 
RR’ gin (o!!’ — TL 
=e — ) — R' cosd! = x! = = ft 
R" sin (a — L') — ? C 
5 os eh ie Toe — R cos 0 = X D -— wu" 
an die Reihe. Man erhilt dadurch: 
log A = 8,708003 loy C — 8,879153 
log B — 9154885 logD = 8,835077, 
logt’ = 9,856 749,, logo" == 1.402504; 


logue’ == 0621092, 
log 2!" — 1152288 
logu!" — 9,544076, 


log x’ — 9,755687 
logid = 0,218206 
log uw’ = 9,553618 


oa 


3. Wird nun zur Bildung der ersten Hypothese geschritten, wobei: 


T t 
persia os 
P — ay P — qi? 
und @’, Q” entweder nach Gauss: 
== yu" A fle ag oe de a a (1) 


oder mit der Bruhns’schen Verbesserung: 


meta 4 


Peer?) 


¢=%\e a 4 


y + p" (1 age Pe qu 
Q" — Vg {2 7 Ac tty a \ 
Pp gz! — of 
Zur Abkiirzung sei: 
d — —— y!! = AP! d! — pl (1 “bh P!} 
fee ee a ad PT a Se. uw (1 ae Pp, 


Man erhdlt hier: 


loge’ = 1,060426,, 
logd" — 9,791860,,. 


loge’ — 9,562483 
log d' —= 0,073 1438 


Es sind sodann auf irgend eimem indirecten Wege, z. B. dem in voriger Vorlesung 
beschriebenen !), die Gleichungen: 
d’ (x + 0’) 
7 a et 
ter (x'2 + BR’? sin 0!2)% 


go"! — ¢ + 


') Kine bequeme Auflésungsart besteht darin, dass man in den Anniherungsformeln (2) der 


eal tee ' Q! : a 
Vorlesung 91 anstatt d! die Grosse d : {1 4- a + R® sin d™yh und anstatt q'’ die Grodsse 
Ks Nene , - ; , 
a”: {1 -+ wrtH te avy | einsetzt, indem man die Werthe von Q und @” successive verbessert. 


= Gale = 
ql! (a! + b”’) 
“a ——s cl! —————$—$ $$$ $$ e . . e e e e Il 
a i io Q” ( ) 
(2 + Rl? sin 0”2)% 


aufzuldsen. 
Die Bruhns’sche Hypothesenbildung von Q/ und Q” nach (2) kann offenbar erst 
angewandt werden, wenn # und «” schon nahe bekannt sind. Zuerst erhalt man: 


log P’ = 0,363178 log P” = 9,886 056 
und wenn (1) zu Grunde gelegt wird: 
log Q! = 8,761196 log Q” = 9,238318. 


Von den Anniherungsformeln: 


. ~~ cl! + dq! (b" + c) + d! ql!’ vb! 


~~ 1 — dd’! 
ai = c + d' (b! a ce") + d! q!’ pb’ 
ao 1 — dd’ 7 


ausgehend, welche log a’ = 0,409737, log x” — 0,407602 als erste Werthe bieten, 

findet sich: 
log” == 0,395328 

logz’ = 0,389030, 

wenn die Hypothese nach (1) gebildet wird; nach (2) dagegen, wenn die Niaherungs- 

werthe logx’ = 0,409737, log’ == 0,407602 zu Grunde gelegt werden, ergiebt sich: 


log Q' == 8,803.187 log Q" == 9,263 833 
9 ® , 
logx’ == 0,3894034 log a" == 0,888375, 
Mit letzterer Lésung wird dann aus (2) die noch genauere: 
log Q' —= 8,224279 log Q” = 9,264200 
logax’ == 0,893996 logx!’ = 0,388 409 
gefunden. 
4, Kommt die Reihe an die Formeln: 
pee Dytere ee 
GO sin 0 OS me R’ sin 0" 
fa R' sin 0" cee R" sin 0” 
sine’ sing”. 
, _ F'sin(o' — #’) Ey » __ RY sin (Cine 2") ie 
eee sing’ ee : sin 2"! ee 
ae Q I 
u = (i “+ wa) TP 
nH eth ; wenn @Q und Q” aus 
ce (1 7, wv “ye 1 (1) berechnet sind, 
] ae up 
yn!" — y! Pp! js 
vege seat Tite eS asi Pp! 
i == a ( + 5,78 i) 
i / 
pa ee pt dba 
t! 2 yl 3 Pp! ; ” 
i Re Q@ und Q” aus 
jit cel (ica 2 % (2) berechnet sind. 
75 9 yi. 
7 Tv et J + C p" 
i = Th ( ar dps 3 pe ) 
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In dem gegenwirtigen Beispiele wiirde aus (1) folgen: 


¢ ==- 3°20 529 ge == 14910 1575 
logr’ — 0,396069 log’ — 0,402451 
logo’ = 0,171675 loge” = 0,214119 
log n" — 9,482097 logn — 9,756855 
logn’ = 9,845 275 logn’” = 9,642911 

dagegen aus (2): 

a = 8°21'99"9 y oe T2120" A 
logr’ = 0,394743 logr” = 0,401868 
logo’ = 0,169465 logo” = 0,213203 
logn" — 9,482823 logn’ — 9,844981 
logn == 9,756517 log n" = 9,643 393 


5. Kommt die Ableitung der heliocentrischen Langen und Breiten, und, wenn die 
Verbesserung weit genug getrieben ist, des Knotens, der Neigung und der Argumente 
der Breite u, w’, wv’, uw. Es dienen dazu die bekannten Gleichungen: 

r’ cosb! sin(U — L') = Q! sin(&’ — L’) 
r cosv’ cos( — L') = o' cos(o’ — L') + R’ 
r’ sind! == pigs 
r' cos b" sin (U’ — L') = 0" sin(«"’ — L'’) 
r” cos b" cos (U' — L") = 0" cos (a — L”) + R" 
r" sin b!" = eo" tg B", 
wenn J, 7’, 1’, I” die heliocentrischen Lingen, b, b’, b”, b/” die heliocentrischen Breiten 
des Planeten vorstellen. Zur partiellen Priifung der Rechnung dient, dass 9’, @”, r’ und 
r’ mit den vorhin gefundenen Werthen iibereinstimmen miissen. Zur Berechnung von 
8, i, uw’, uw” hat man dann weiter: 
sin [1/,(U" + UV’) — £8] tgt = 1/, (tg b" + tgd’) sec 1/,(0” — I’) 
cos [1/.(U” + 1) — 8] tgi = ¥/, (tg b” — tg’) cosec 1/, 1” — V’) 
tgu’ = tg(l’ — $2) seci, tgu"” = tg(U’ — 2) seci. 


Die numerischen Werthe sind hier, wenn Q’ und Q” aus (1) gebildet werden: 


logr’ = 0,396069 logr’’ = 0,402451 (also wie oben) 
f == 175° 45' 42",6 == 183020 49 
logtgb' = 8,931042 logtgb"” = 9,014923 
$3 = 144°942'20",5 pee OOS! 10 
@ == 31°23) 54",7 igh = BOO BT 
Wird die Hypothese nach (2) gebildet, so erhalt man die Zahlen: 
logr’ = 0,394742 logr"’ == 0,401868 
== 175°45'52",2 Vise 185°S0 19% 2 
logtgb’ = 8,930153 logtgb"” = 9,014586 
$4 == 144943’ 48 $== 9922/28"3 
wu’ = 31°23'16",6 se == 89° 9 44",7. 


6. Sind die heliocentrischen Coordinaten der ausseren Oerter zu suchen nach den 
Formeln: 


r sin[1/,(w’ — wv) + (vw —wu)] = fuer sin 1/ (u!” — wu’) 


YP — n'y 
aero gtk V/,(u” — wv’) 


r cos [Yq (u” —w) + Ww —w] = 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 65 
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”" yn! yr’ p 

o" sin Ha (wl! — a!) + (ul — wl] = EE sin Ya (wl — a) 
fr! — ay 

r”" cos[3/,(u"” — w) + Wl" — u")| = eee 1/,(u" — w). 


Fiir Bellona wird hier nach der Hypothesenbildung aus (1) gefunden: 


logr = 0,393473 logr'™ = 0,411478 
wu = 27°58! 29",7 ul! = 48°54! 28,1, 
nach (2) aber: 
logr = 0,391813 log r’”’ == 0,411750 
ti == 27°56’ 26",8 ag” ==> 48° 52 46",3. 


Wie in praktischen Fallen iiberhaupt, ist es nun sehr zweckmiassig, eine vollstandige 
Priifung der bis hierher gefundenen Werthe vorzunehmen. Man berechnet zu dem Ende 
1, WU”, b und b!” aus w und w” und dann weiter a, o”, B, Bp’, @, e'”; es miissen dann, 
auf welche der beiden Arten die Hypothese fiir Q’ und Q” auch gebildet sein mége, « 
und a” genau, 6 und f” nahe mit den Beobachtungen iibereinstimmen. Man kann sich 
folgender Formeln bedienen: 

ig(l — 8) = tgu cosi, tg (U" — 8) = tow” cosi 
sinb = sinu sini sin b!” = sinu!” sini 
cosb sin(l — L) 
cosb cos(l1 —L) —R 
sinb o ig B 
yl! cos ol sin a oa ney as sin (00!"" es Li") 
yl! COS ul COS i" ee as os es RR" = o!” cos (on!” pete PP sas 


@ sin(a — L) 
@ cos(a —  L) 


bas Sagi a | 


ll Ul ll 


x!" sin pl” ——= oe” tg PAs 
Bei Hypothesenbildung nach (1) wird gefunden: 
1 = 172021'42".7 1” — 193913'50",3 
log sinb — 8,883683 log sin b'/” — 9,089603 
o& — 177950! 48",8 oi!” — 170955! 444 
B= 7913'52"4 pl = 840’ 13",3 
log 9 —= 0,173753 log 0” = 0,317833. 
Bei der Hypothesenbildung aus (2) erhalt man: 
b == 172920! 27" 1 ye" == 19901? 56".0 
log sinb — 8,882648 log sin b'’" —= 9,088872 
* % — 177950! 48",9 a!” — 170955! 44.7 
B= 7°13'55",9 pl" — 8039/1483 


log @ 0,170998 log 0!” = 0,318 209. 


Nach S. 479 aber soll sein: £!” = 8939/19",4. Die Priifung fillt demnach be- 
friedigend aus. 


Dreiundneunzigste Vorlesung. 


Fortsetzung des Rechnungsbeispiels. Zweite Hypothese. 


Es miissen jetzt nach den eben gefundenen Zahlen P’ und P", Q’ und Q" ver- 
bessert werden, fiir welches Geschift eine Reihe yon Methoden zu Gebote stehen. 
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: a1, 2. sector : 
Bezeichnet man das Verhiltniss ——_—— fiir die Intervalle # — ¢, ’ — U’, t! — t" be- 
Dreieck : 
ziehungsweise mit y, y’, y”, so wird man nach den friiher gegebenen Entwickelungen 
haben: " 
yi mrees a ‘ We ; t y 
— gf yl — 7 : y 
oF 
Q’ —_— if, ost fe 1 
rr’ yy’ cos1/,(u' — wu) cos3/,(u” — u) cos ¥/.(u"” — uw’) 
1S eS 
Y # 1 
(/ ao wt 
Q oe Mo tt PF aitt 


We" yl yl cos 1/5 (ul — wu!) cos ¥/y (uw! — u’) cos 1/5 (ul — uly 

Hansen’s Kettenbruch oder auch die Encke’sche Reihenentwickelung oder die 
Tafeln der Theoria motus (siehe Tafel XII und XII im  beifolgenden Tafelanhang) 
liefern fiir das vorliegende Beispiel, wenn die erste Hypothese fiir @ und Q” nach (1) 
der 92, Vorlesung gebildet war: 


logy = 0,000237 
logy’ — 0,001 224 
logy’ = 0,001965 
log P' = 0,362191 log P"” —= 9,886 797 
log Q' = 8,759 209 log Q” — 9,240136, 
fir Q’ und Q” aus (2) der 92. Vorlesung: 
logy = 0,000239 
logy’ = 0,001232 
logy” — 0,001 964 
log P’ = 0,362185 log P" = 9,886 788 
log Q' — 8,758811 log Q! = 9,240008. 


Fiir den Fall der ersten Hypothese aus (1) der 92. 


Vorlesung ergiebt dann die 


zweite Hypothese die folgenden Zahlen: 


loge’ — 9,572660 logd’ — 0,072455 
log! = 1,061130, log da” — 9,792182, 
log’ — 0,894030 log a!’ — 0,388426 

y= 8921289 ghee “AO G 
logr’ —= 0,394777 logy" — 0,401883 
logo’ = 0,169523 logo” = 0,213 226 
log n!’ — 9482792 logn == 9,844988 
logn’ — 9,756571 logn!’ = 9,643 368 

Y = 175°45'51",9 1” — 183930! 11.5 

Si == 144°49'53"' 5 Di —— a 2 a | 

i 2s B18 23 271 ae ae “oe Oo Oe) 
log r — 0,391866 log rv” — 0,411701 

uw == 27956'39",7 7 ee — eT a SY | 

i == 172920'29",6 ° te = 195% To O12 

oe == 177°50' 48",9 of! —= 170955! 44" 4. 

p= 7°13 6") Bee eee we BPB9E77",0, 

fir Q’ und @Q” aus (2) der 92. Vorlesung liefert die zweite Hypothese: 
log? = 9,572721 logd’ — 0,072451 
‘age = 1,061122, lon =e" 9.792179, 
log! = 0,394.046 log x!’ — 0,388452 

2s 3°921'28",5 eee LACT RO" 


65* 


— 516 — 


logr’ = 0,394793 logr” = 0,401907 
logo’ — 0,169549 logo” = 0,213264 
logn" —= 9,482 794 logn == 9,844979 
logn! — 9,75657] log n!" = 9,643359 
f= al 70045 51S i” =" 183930 87 
Q = 144943’ 5/6 i = 9999/31"9 
= OOS 5G ull = 39° 9/39"1 
log r = 0,391882 logy" == OATT TAL 
“= 27° bb 238".3 ull! == 48952! 47072 
| nls 2820 30 CE P= 1939129" 57",5 
% = 177950! 48",8 a!” = 170055! 44,6 
B= 7913'56",0 B" — g039'17"3. 


Wird aus diesen Zahlen die dritte Hypothese gebildet, so ergiebt die Fortsetzung 
von (1) der 92. Vorlesung: 
logy == 0,000 239 
logy’ = 0,001 232 
logy’ = 0,001964 


log P’ = 0,362185 log P"” = 9,886788 

log Q! = 8,758812 log Q" = 9,240035, 
von (2) der 92. Vorlesung: 

logy = 0,000 239 


logy’ = 0,001 232 
logy" = 0,001964 
log P' = 0,362185 log P” — 9,886788 
log @! = 8,758804 log Ql” = 9,240026. 


Die Fortsetzung von (1) der 92, Vorlesung wiirde das Durchrechnen einer dritten 
Hypothese verlangen, wenn scharfe Uebereinstimmung erzielt werden soll; bei (2) der 
92. Vorlesung hingegen stimmen die log P’, log P” der dritten Hypothese vollstindig, 
die eine weniger wichtige Rolle spielenden log Q’ und log Q” aber so nahe mit den 
Zahlen der zweiten Hypothese, dass hier die weitere Berechnung der dritten Hypothese 
erspart wird. 

Auf bekanntem Wege ergeben sich dann aus den heliocentrischen Coordinaten der 
dusseren Oerter die folgenden Elemente der Bellona: 


Epoche 1855, Marz 0,0. 
M = 36° 44’ 13.8 
m = 122917 63 
2 = 144° 43’ 5/6 
i = 9° 29' 31"9 | 
yp = 8 54’ 38"9 

loga = 0,443278 
“uw = 767,520, 


wobei M die mittlere Anomalie der Epoche bedeutet. 


Mittleres Aequinoctium von 1855,0 
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Vierundneunzigste Vorlesung. 


Hypothesenbildung (1) wnd (2). 


Die vorhergehenden Rechnungen haben gezeigt, wie sehr die von Bruhns_ vor- 
geschlagene Hypothesenbildung (2) der iilteren (1) der 92, Vorlesung an Genauigkeit 
tiberlegen ist. Wir wollen hier deren zwei andere hinzufiigen, durch weiche die Genauig- 
keit der ersten Hypothese noch weiter erheblich gesteigert werden kann. 

Sehen wir uns nimlich die Gleichungen (9) der 90. und (1) der 91. Vorlesung 
etwas genauer an; der Kiirze halber seien n, n', n”, n’ unter der Form: 


Tt / qd 
er (1 + <5) q =" (+12) 
: gl! q’ , 
= se ( oo “) q' = t (cy ts x) 
wo 


gi! q” ; 
w=) d= 
‘yt 
we, q 
yl" —- oa (1 + 5) — 


enthalten, so gehen die Gleichungen (1) der 91. Vorlesung iiber in: 


t (a! + zi! 


yl (G4 we t) 


ale ale ale ale 


(a eet MT (@ az q"') Pla 

Q or qd {- Po + gi! + x! 
; (qi cx q') pr ym 

v= pry i Pm ae x? 


° T 
wahrend noch immer P’ = —, P” = 


Tv 4 
— gesetzt wird. In der vorstehenden Form 
ql! gil! t=) 


kénnen Q’ und Q” auch dann noch enthalten gedacht werden, wenn in den Reihen- 
entwickelungen fiir n, n', n”, n'” Glieder von noch héherer Ordnung beriicksichtigt 
werden sollen. 


/ wt 
Sollen die Glieder mit ie und ae zugezogen werden, so hat man: 

Wee) Oe Th Me ee dr’ 

q and [6% (r a t) 3 i /4% (t T T?) rkdt 

iy q Te ji, wes dy 

qi a= 4ie (ef +2") jgt (tt r!!2) Ted 

. dr" 

Ca et a FO ae er (ery 2”) r'kdt 

(Me We) f(g", — dr" 
Naas /6% (t'o Sig T) /4 T (ct t?) r'kdt 


dr’ 


Sage eee Eran 


Ge Yh eee real" 
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demnach: 
i) rs) Ph 
Q! = Ui {" (v’ ae t!) a 7 ie a 


dr’ 
rkdt 


(v3 + 0/3) Pl 


PA cs Pal hs: =| 
(c!"”2 oO t?) pry 
Pipe + g! + | 

mt l3) pu ym dr’ 
te ae {r (t Bio = git?) aes ae WW a E ae at r' kat. 


Setzt man hier nach Vorlesung 89, aber unter Annahme der Bruhns’schen 


OS 4, ‘ (caer 7") ae 


Bezeichnung: 


dr’ = yl = y! 
ckat. f'% 
dr! yl! — y! 
aia a ee: 
so erhalt man: 
Oe 2 P'}. 
Q TS 1, ac 4 A) +- ee ae a4 na 
v3 + 7!3 Pit \r— Yr" 
os tad = a SS ere 
T PAA af! + x | y 
cl = 72) PERO a (1) 
ae == V/s {e (vy ate vl") + Pia ab a! aia x! | 


u3 + lls spit Au ) yr"! — yr’ 
= Pra" +g! ae x" | yl 


/ Wis 
Teak fe Toe 


wobei, wie friiher bei Bruhns’ Bildung der ersten Hypothese, die Gréssen P’und P” 


T T 
als Abkiirzungen fiir ah und at betrachtet werden miissen. In den folgenden Hypo- 
mr 


thesen dagegen stellen P’ und P” wieder die Verhiltnisse — und — vor. 
n n 


Noch erheblich weitere Annaherung an die wahren Werthe erhilt man gleich in 
der ersten Hypothese, wenn nach Vorlesung 89: 


dr A(t — rr) + 2! (rv! — #’) 


kat o= ev" 

" (Dy pttlh a  all, 1112, (lt J 
Ct ee (y r') + cll’? (7 — yr’) 
kdt Cou 


gesetzt wird; es ergeben sich dann die Ausdriicke: 


ot ” "1 — oi P'h 
Q = Ve lr (e =) se ae a: ree 


, vet ls P'i e(r— rr) 4 7c! (er — 4" 
+ Wy a — 7/2 — = “ PA + a! al =| ‘ ( ver ( ) 
" (c'"2 — 42) pm (2) 
q = lf, [r(x 18 )+ pl yin tat | 


4 1/, (, v vib ot ls pry | T!2(r at r’) fe ila (r'" ae r') 
0) Seg : : 


| t = Pian «a x! a x! t a yp" 
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Die Ausdriicke fiir n”, ”, n’, n'” werden bei der Hypothese nach (1): 


~ 
= 


peta De | cz” +2) Lop eae) ee eee 
Nene ree | 
27/3 3 4 yd 
ee ly te’ 14+22P' ry vie ne a, er) 
ae \ 2r'3 3P' ap : yi 
P zi! tr 9 + p" Cv’ ao gill2 yr! ae ry! 
a rz {2 9 rls SG + re aootie mi mt 
nit — i ae 1+ 2p” a 2 of 
cane" Q's 3 pl ie aoa) ae 


bei der Hypothese nach (2): 


ft = ys {1 4 A 2 an Pp! om et = re) t(r — r’) ci vie (r! — r") 
: Re : Me a 

a = = (! l - 1 — a z = T2 2 (r' os r) au eae -_ ) 
= A ok 

ee ee 
Gane Ts 

hee e (1 rol 1419p" o!" 7, — 72 el Gl eo , 4 gMa(p? — , 

.. 27/3 3p" 4p" ma al pls 


In den Formeln (1) und (2) sind die ersten Glieder offenbar mit denen der 
Bruhns’schen Formeln identisch. Die Zusatzglieder zu beriicksichtigen, bietet sich bei 
den praktischen Rechnungen die beste Gelegenheit, niimlich da, wo die Zeiten wegen 
der Aberration zu corrigiren sind und deshalb schon aus diesem Grunde die Auflésung 
der Finalgleichungen noch einmal vorgenommen werden muss. — 

Das oben behandelte Beispiel fiir Bellona kann hier auch gleich dazu dienen, die 
Anwendung der Hypothese (1) und (2) zu zeigen, indem wir die aus (2) der 92. Vor- 
lesung in der ersten Hypothese folgenden Werthe benutzen. 

Wir erhalten: 


V/, (« er pe ee pe! — — 0,049083 
1), (: i ee a = = pepe + z) — — 0,125807 
eas — == — 0,016541 
nas = Z — + 0,016272, 


also log Q’ = 8,244821, log Q” — 9,259334. Lésen wir nach diesen Werthen die Final- 
gleichungen (I) und (IJ) der 92. Vorlesung von Neuem auf, so ergiebt sich: 


logx’ — 0,394201 log a’ —= 0,388641 
logr’ — 0,394946 log! — 0402085 
logn — 9,482781 logn == 9,844974 
logn'’ = 9,643279 logn' = 9,756528. 


Rechnet man nach Hypothese (2), so erhalt man log Q! = 8,243 955, log Q” = 9,259 147, 
daraus im Uebrigen sehr nahe dieselbe Lésung. Den Grad ihrer Anniherung zu beur- 
theilen, braucht man nur die Werthe von n, n,n’, n'” mit den in der 93., Vorlesung 
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gefundenen zu vergleichen, da yon der Darstellung dieser Verhiltnisse der Dreiecke auch 
die der geocentrischen Oerter vorzugsweise abhingig ist. Man hat namlich: 


92. Vorlesung 94. Vorlesung 
CS 
Hypothese nach (1) nach (2) nach (1) definitive Werthe 
logn = 9,844974 9.844.981 9,845 275 9,844979 
logn’ = 9,756855 os (OoDan 9,756528 ODD 
logn"” == 9,482097 9,482 823 9,482 781 9,482 794 


logn'’ == 9,642911 9,643 393 9,643 338 9,643 359. 


Sechste Abtheilung. 


Die mechanische Quadratur und die Methoden der 
speciellen Stérungen. 


A. Die mechanische Quadratur. 
Finfundneunzigste Vorlesung. 


Herleitung der Methode der mechanischen Quadratur aus dem 
Taylor’schen Theorem (nach Encke). 


(1.) 

Bei der Anwendung der mechanischen Quadratur haben wir es, wie tiberhaupt in 
den meisten Anwendungen bei der Astronomie, mit lauter Gréssen zu thun, die, wenn 
man sie fiir verschiedene Werthe der Variabeln, von denen sie abhingen, bestimmt und 
die (nicht zu grossen) Aenderungen dieser Werthe in arithmetischer Progression fort- 
schreiten lasst, auf arithmetische Reihen von héheren Ordnungen fiihren, das heisst auf 
solche Reihen, bei welchen irgend eine der héheren Differenzen als constant oder ver- 
schwindend betrachtet werden kann. Fiir alle solche Reihen, bei denen die Continuitat 
stets stattfindet, gilt der Taylor’sche Lehrsatz in aller Strenge und ohne Ausnahme. 
Wie weit man seine Entwickelung fiihren muss, hangt von der Grisse der Aenderung 
ab, die man in regelmassiger Reihenfolge bei der zu Grunde gelegten Variabeln annimmt. 
Es gehért ein praktischer Tact, der nicht auf bestimmte Regeln sich zuriickfiihren lasst, 
dazu, um das richtige Verhaltniss zwischen der Genauigkeit, die man erreichen will, und 
der dazu néthigen Weitliufigkeit der Rechnung zu finden. 

So wie bei dem Taylor’schen Satze Differentialquotienten der verschiedenen Ord- 
nungen vorkommen, so werden bei der Anwendung die Differenzen gebraucht werden, 
die aus den verschiedenen Werthen der Functionen hervorgehen. Beide sind einander 
ganz analog. Wenn der Differentialquotient der ersten Ordnung die Geschwindigkeit 
ist, mit welcher sich die Function fiir einen bestimmten Werth der zu Grunde liegenden 
Variabeln oder des Argumentes findert, und zwar auf eine dabei angenommene Einheit 
bezogen, so ist die erste Differenz der Inbegriff der simmtlichen Aenderungen, welche 
der Werth der Function fiir eine angenommene Aenderung des Argumentes erlitten hat. 
Sie muss deshalb, mehr oder minder genihert, das Product des Differentialquotienten in 
die Aenderung des Argumentes sein, wenn man die letztere in den Einheiten ausdrickt, 
die bei dem Differentialquotienten zu Grunde liegen. Wird deshalb der Differential- 
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quotient der ersten Ordnung bei der Function f(#) mit f'(x) bezeichnet, so liegt es in 
der Natur der Sache, die erste Differenz analog, aber doch verschieden, durch fj anzu- 
deuten. Dabei wird bei nicht allzu grossem Intervalle des Argumentes — es moge das 
Intervall mit  bezeichnet werden — und zwei auf einander folgenden Werthen a und 
a -+ die Differenz der Functionen f(a) und f(a + @) in der Regel am nachsten 


durch of (a + 5°) ausgedriickt werden. Zweckmissig wird deshalb auch die erste 


Differenz: 
1 
fa + 0) — 1) =f (at 52) 


bezeichnet werden; und zwar dieses mit um so grésserem Rechte, als bei der einfachen 
Betrachtung der Entwickelung nach dem Taylor’schen Satze: 


fate) = f(a t 5 


bo| 
8 
Se 
+ 
bo| 
8 
ee 
Pais 
8 
+ 
dO 
8 
SS 


Feet so)+qer"(atse)--- 
) =f(a+ 50) —5o f (a+52) 
+ Zor (at 5 \=gorm(atse) 


die Differenz: 
fate) —f@ =o f(at 5a) er vos eer ee 
2 24 2 
: : ee ; 1 
sich als eine wirkliche Function von a + 3 darstellt, da die Differentialquotienten 
i Ti iD ~ s s 
fe (« ao 5) o) if (a + 9 ) Functionen von x sind, in welchen nach der Differentia- 


, 1 : 
tion © =a + 3 ® gesetzt worden ist. Stellt man deshalb die Argumente, von a an, 


regelmissig mit dem Intervalle @ fortschreitend, vertical unter einander, und setzt die 
dazugehérigen Functionen daneben, so wird, wenn man eine horizontale Linie zwischen 
a und @-+ @ hindurehfiihrt, ganz der bisherigen Entwickelung gemiiss die verticale 
Reihe der ersten Differenz bei den Functionen sich so stellen: 


Argument Function I. Ditferenz 


Ue toe oll) aes, 


a fe 1 
Chale aa Bh Gull ft (a + o) acy 
iaiddies ovale ce tae, jabato 
@a+B8o . % . f (a + 3 @) pace i 
ete. 


in welcher Bezeichnung fiir diese erste Differenz sich alles vereinigt, was man wiinschen 
kann: Die Analogi it de ifferenti i in die Di 
gie mit dem Differentialquotienten, der Ort, wohin die Differenz gehort, 


oder die beiden Functionen 3 ¢ i i i i i 
rane n I ns tg denen sie gebildet ist, und der Begriff, dass die ersten 
uferenzen wirklich als reine Functionen der Argumente 


a hO. 


ie “fe : ) (« 4 0) (« + : 0) ete. 


anzusehen sind; und da sie ebenfalls eine arithmetische Reihe der héheren Ordnung 
bilden, eine vollstiindige Interpolation bei ihnen stattfinden kann. Wenn folglich die 
erste Differenz: 


to (a + «) 


f(a + 7°) — F(a 5°) 


verlangt wird, so wird es nur néthi 


oder: 


@ sein, zwischen: 


af | é 3 
te (« 7 5 @ ) und fy (« ao - 0) 


strenge mit Riicksicht auf die héheren Differenzen zu interpoliren, um ohne die neuen 


. : ‘ aM 7 J 1 : ree 
Funetionen / (« T 9 o) und f (« oo =) zm bilden, den richtigen Werth zu erhalten. 


(2.) 
Es wird kaum néthig sein, hinzuzufiigen, dass diese Betrachtungen bei den héheren 


Differenzen sich fortsetzen. Die zweiten Differenzen werden folglich wieder den ganzen 
Argumenten a, a + @, a + 2 etc. entsprechen, oder es wird: 


to (« + 5°) — fy (a = . 0) == f(a) 
i(a + 5°) — fy a = Oe 5°) = fy (@ + @) | ete. 


Sie werden reine Functionen von a, a + o ete. bilden und danach interpolirt 
werden kénnen, wenn es erforderlich ist. Spiter wird es doch noch nothig sein, direct 
nachzuweisen, dass f) eine Function von f" (a), f™ (a) ete. ist, und also iiberhaupt 
eine Function yon z sein muss, wenn nach der Differentiation « — a gesetzt wird. Hier 
braucht deshalb nur die Analogie zu Hiilfe genommen zu werden. 

Die dritten Differenzen werden wieder halbe Intervalle in ihren Argumenten haben, 
oder es wird: 


1 
(a+ 0) — fi @ =A" (a+ 52) 


f(a + 20) — fi (a+ 0) =f" (at Fe) ete 


Bei den vierten Differenzen, iiberhaupt bei denen mit gerader Ordnungszahl, treten 
ganze Argumente ein, bei den fiinften, iiberhaupt bei denen mit ungerader Ordnungszahl, 
halbe Intervalle. Das Schema wird also: 


Argument Function I. Differenz | Il. Differenz Ill. Differenz | IV. Differenz 
se eee at | aT) ih EO Fe Gh 
| Ty (« Ane w) Le (« += ) on 
ato . | f (a + w) . 9 (a+ ®) a Sy’ (@ + @) 
fo (« fe 5«) Ta (« + 5%) 
at2o .,.. | f at 2) a fo’ (@ + 2) 4 FRY (a + 2) 
| ete. | ete. 
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Alle Verticalreihen bilden Reihen einer héheren arithmetischen Ordnung und kénnen 
fiir jedes andere Argument interpolirt werden, wenn man nur gehérig beriicksichtigt, ob 
die wirklich gebildeten Differenzen Functionen von ganzen Argumenten sind, oder von 
gebrochenen, das heisst von solchen, die halbe Intervalle neben sich haben. 

So wie bei dem Taylor’schen Satze ein folgendes Glied das Differential des 
vorhergehenden, oder das vorhergehende Glied das Integral des folgenden enthilt, so ist 
von selbst klar, dass derselbe Zusammenhang zwischen den Reihen der Differenzen und 
der summirten Functionen stattfinden muss, oder den Reihen, von deren erster die 
gegebenen Functionen f(a), f(a + @) ete. die Differenzen sind, von deren zweiter 
summirter Function die erste die Differenz ist u.s. w. Bezeichnet man nach der Analogie 
die erste summirte Function mit '/,, die zweite mit "f,, die dritte mit "/), so werden 
auch diese als Reihen von hoéherer arithmetischer Ordnung gelten miissen, und zwar 
werden bei der ersten, dritten, und iiberhaupt denen mit ungerader Ordnungszahl, 
die ihnen zugehérigen Argumente ein halbes Intervall enthalten und Functionen von 
gebrochenem Argumente sein, die zweiten, vierten und iiberhaupt die mit gerader 
Ordnungszahl, zu ganzen Argumenten und solchen Functionen gehéren. Das Schema 


wird folglich werden: 


Argument one wy Ny Function 
= summ. Function'summ. Iunction|summ. Function, 
ae ; le te @ 
a a 5 v) b Font ani 2 
a+ o Seago) | Se fete 
WI 2. , | 
fy (a + 5 «) : a+5o)| 
ie aoe aera 2°71 fy (a + 2 w) | ? : | f(a +2) 
Wie at5e) Ng: (« ways 
a+ 3 w | o( Pee OE (ae-las eo) | Jo is 2 | f (a + 3 w) 
ete. | ete. | 


Auch hier gilt Alles so wie bei den Differenzen, und die Verminderung der Accente, 
wenn man es so nennen will, oder die Vertauschung von 7 mit f, f mit f, 7" mit 
"f, f' mit "f geben, bei der Vergleichung mit dem Schema bis zur vierten Differenz, 
die Bezeichnung von selbst an. Der Anfang bei den summirten Functionen wird durch 
die Constanten bei der Integration bedingt. Er ist z. B. bei der ersten summirten 
Function véllig gleichgiiltig, sobald man nur ein bestimmtes Integral verlangt, oder die 
Differenz zweier summirter Functionen in der Verticalreihe der ersten summirten Funce- 
tionen. Bei den hdheren muss auf die Constanten der niederen summirten Functionen 
fiir den Anfang Riicksicht genommen werden. Das Schema der Differenzen und sum- 
mirten Functionen ist véllig der Gliederung der Taylor’schen Reihe analog. 


(3.) 
Oj a ier iI } Y 2avealc vee . 17 . Tay 4 
Ks mége hier noch eine Bezeichnung angefiihrt werden, welche bloss zur leichteren 
Hinschreibung dient. Bei allen Verticalreihen kénnen durch Interpolation andere Argu- 
j whr spda A ry 1eCceR 7 * Reo . ] j 7 
mente eingefiihrt werden, doch wird dieses in der Regel nur bei der Interpolation in 
die Mitte hinein stattfinden, so dass z B. bei den Verticalreihen, die von der Form 


2 , ‘ 1 ‘ 
a -+ n@ sind, eine andere von der Form a + (n ob 5) @ interpolirt wird, oder um- 


gekehrt bei den Verticalreihen von der Form a + (n ft 5) eine andere von der 


Form a+ @. Bei dieser Interpolation kommt das arithmetische Mittel zweier auf 
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einander folgender Werthe, bei denen die Argumente nur um @ verschieden sind, aber 
welche immer derselben Verticalreihe angehiren, vor. Man bezeichne ein solches arith- 


, , : 1 
metisches Mittel durch das untere Zeichen g Statt 0, und setze das arithmetische Mittel 


der Argumente hinzu, so wird nie eine Zweideutigkeit entstehen. So z. B. ist: 


pes. ee Pies 
9 f(a) + f(a + o)| — ti (« 4 - o) 
ae ins 8 * ; 
5 / (« | 3 o) + fo (a 7 = o)\= si (a | @) 
| W W a f 3 ‘ 
5 Lito (a ~ @) ho (a | 2 0) | aes f(a a . ) 


Nol = 


ly 3 lye ‘ 5 
Ei (a + = o) +- fo (« aa 5 o) 


/ \ 7 = 


=, (@ + 20) 


und so fort. Bei diesem arithmetischen Mittel wird also ein ganzes Argument bei den 
Differenzen und summirten Functionen von ungerader Ordnungszahl vorkommen, Argu- 
mente mit halben Intervallen bei den Differenzen und summirten Functionen von gerader 
Ordnungszahl. Diese Bezeichnung ist nicht wesentlich, aber sie macht die Formeln 
eleganter und iibersichtlicher. Man muss nur dabei unterscheiden, dass namentlich 


1 : ; 1 
a | ate 
Ii (a + 5 @) ganz verschieden ist von f(a + 5 ) 
2 “* = 


“ 


und iihnlich bei den anderen Functionen. 


(4) 

Die eigentliche Aufgabe der mechanischen Quadratur ist die Ermittelung des 
Integrals durch die Berechnung der einzelnen Werthe der Differentialquotienten. Um 
indessen von dem allgemeinen Taylor’schen Satze ausgehen zu kénnen, wird es passen- 
der sein, die Summe der einzelnen Differentialquotienten, oder der gegebenen Functionen 
aus dem Taylor’schen Satze herzuleiten. Driickt man jede nachste Function durch 
die ihr um ein Intervall nachfolgende aus, und schreibt eine Reihe solcher Gleichungen 


unter einander, so hat man: 
1 
t (a) =f(at+o) — of' (a+ o) og ey (a @) 
1 


1 
ey aE AD 2) + gg otf" (a + @)... 


fa+o) =f@+20)— of (a + 20) + >of" (@ + 20) 
— 5 af" (a + 20) + spor” (a + 20)... 
fla + 20) = f(a + 3) — a f' (a + 80) + sof" @ + 30) 


wif" (a + 80) + sotf" (a + 30)... 


|e 


1 
f(a 130) = f(a + 40) — wo f' (a + 40) + 7 of" (@ + 40) 


— — wo fM@(a + 4@) + or” + 3@)... 


c| — 


fla + (n — 2)a] 
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fla + n—l)o|— af" [a+ (n— 1)a@] + sors" [a + (n— 1) o] 


— 2 otf" [a + (n —1)@] + aor" lat (n—1)@]... 


fla + (w — Io] 


f(a + nw) — awf'(a + no) + 5 or7" (a + no) 


1 v 
— 5 orf" (a + nw) + ai tee (a + n@). 


Summirt man diese simmtlichen Gleichungen, so wird auf der linken Seite nur 
f(a) iibrig bleiben und auf der rechten Seite im ersten Gliede f(a + no). In den 
iibrigen Gliedern kommen die Summen der verschiedenen Differentialquotienten, von 


dem Argumente a + @ bis zu dem Argumente a@ + @, tiberall vor. 


die endlichen Summen ihnlich wie 


Bezeichnet man 
die Integrale, indem man das letzte Argument als 


Endgrenze ansetzt, die Anfangsgrenze aber mit negativem Zeichen nimmt, so dass: 


m =n 


f'(a + wo) + f'(a + 2@)--- + f'(@ 4+ no) = Se + mo), 


so wird das Ganze: 


f(a) = f(a + no) — 


oder es wird: 


m—=n 


m= 0 
mn 
co Se (a + mo) 
ea 
1 m—=n 
+ oy LO be (a -+ moo) 


m=0 


m—=n 
1 


ee Te Ved (a + mo) 


m= 0 


mn 


1 
+ ee ae (a + mo) ete., 
0 


= 
NEC 


o>) f(a + mo) = f(a + nw) — f(a) 


m=0 


ao 


\- 


— qt 


m—n 


1 
> ayy (a + mo) 


m= 0 


mn 
7 ae So ps (a -+ mo) 
; 2 ! 
== 0 


1 m n 
Dee (a + mao) ete. 


m 0 
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Da nun aber die Entwickelung ganz auf dieselbe Weise auch bei tf", f™" ete. stattfinden 
kann, so lassen sich die endlichen Summen auf der rechten Seite climiniren. Man hat 


ganz analog: 
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=n 


aS ia (a + mo) =—/' (a + no) — /’ (a) 
m=) 


1 t 
cee 8 . f(a + mo) 
~ 

mm 0 


m= 1 


= asf (uw +- ma) 
m= 0 


eb ? 


1 i 
ae on oN ob (4 + mo) cte. 


a 
m=—'0 
me 


_ fies (w eo a @) mang Ooh + n@) — f"(a) 


1 moan ; 
=O" SS tS (@ + mo) 
m— 0 
1 m—n 
eer aS) 7 (a + mo) ete. 
m0 


Multiplicirt man die Gleichung fiir 2/f'(a + mo) mit 1, die fiir Df" (a + mo) 
mit %@, fir 2f"(a + mo) mit Bow?, fir Lf (a + m @) mit y,)@3 us. w., und 
summirt die Producte, wo %, Bo, Yo etc. unbestimmte Coéfficienten sind, tiber die man 
so verfiigen kann, dass in der Summe aller Producte die endlichen Summen der rechten 
Seite wegfallen, so hat man: 


m—n l m—n 
o> f (a + ma) + (% ane x) oS) Ff" (a + mo) 
m— . m=0 
1 1 —— a 
sa 0 ee i ea sos (a + mo) 
m= 0 
1 it 1 m—n ae 
(v 5 By re a) aS ys (a + m@)... 


m0 
= f(a + nw) — f(a) + mo [f’ (a + no) — f" (a)| 
+ Byo?|f" (a + na) — f" (a)| 
+ y o8[f"(a + no) — f"(a)] 
+ d,@4[f"(a + nw) — f(a)]. 
Fiir die Wegschaffung simmtlicher endlicher Summen, ausser der fiir f’(a + mo), 
hat man folglich die Gleichungen, welche beliebig fortgesetzt werden kénnen: 


1 I 1 1 1 1 ; 
Remi ia Pi ner ge 0 Nicer 0 ew iy val Simm y Weis ec 
oder, wenn man sie nach einander auflést: 

1 
ho — DY €o — 0 

1 1 
ea So = + 30240 
Y= O m= 0 
" : Saas ae 
os 6 720 “0 1209600 
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Bezeichnet man diese Briiche, absolut genommen, mit: 
1 ii 
1 il eee 


Avg At 799 ae 50040 = 1209600" 
so wird also die obige Gleichung: 
DS aE (a + mo) = f (a+nwo)—f (a) 
m= 0 


+20 [f (a@+na)—f' @ 

+ A,o?[f" (a + nw) — f” (a)] 

— A,at[f"(a + nw) — f™ (a)] . 
+ A,wo®[f"(a + nw) — f’(a)]... 


Da nun f(%) = be («) da, so kann man fir f(a + n@) — f(a) schreiben: 

“e=a+now 

[7 @) de 

za 
und wenn man die Functionen, fiir welche die successiven Werthe berechnet werden, 
lieber mit f(a) statt mit f(a) bezeichnet (in der That sind sie eigentlich Differential- 
quotienten), so wird die Bestimmung eines bestimmten Integrals, indem man tiberall die 
Accente in der obigen Formel um einen vermindert, durch mechanische Quadratur, in 
dem Ausdrucke enthalten sein: 


a+nw 


mn 


aS f(a + mo) = | s@ae + = olf (a+-no)—f (a)| 


m= 0 
+ A@*[f' (a + no) — f* (a) 
— A,wt[f"(a + no) — f™"(a)} 
+ A,a@s[f* (a + nw) — f* (a). 
Die Glieder, die hier auf der rechten Seite neben dem Integrale stehen, und die 
den Unterschied zwischen diesem und der einfachen Summenformel bilden, sind sonach 
bloss aus den Gliedern der Taylor’schen Reihe entstanden und werden immer geringer, 


a 


je kleiner das Intervall angenommen wird. Sie sind die Reduction der Summenformel 
bei endlichem Intervall auf Summen bei unendlich kleinem oder verschwindendem Inter- 
vall, d. h. auf das wirkliche Integral. 


(5.) 
Die auffallende Eigenschaft der Zahlen o%, Bo, yy etc., dass von By an gerechnet, 
nur die Zahlen in ungerader Stelle einen reellen Werth haben, die in gerader Stelle 


stets = 0 sind, erliiutert Euler in seiner Differentialrechnung, Cap. V.  Zuerst  ent- 
springen sie aus der Entwickelung des Bruches: 
1 
Vase) oot :: Pas DARL PRatac 1+ au + Bou? + yu? ete., 
ee ery) SP er 
5% 4 ra 5g Wee 


wie man sogleich sieht, wenn man mit dem Nenner des Bruches hiniiber multiplicirt, 
und da bei der Anwendung von Exponentialfunectionen Euler zeigt, dass : 


w wt 
‘eee 5 
1 can vert. Ne eee 
P= = ; 
“ WA wut 
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so wird, wenn %, wie der Augenschein lehrt, = ry ist, keine ungerade Potenz in der 
Reih k : 1 : 
eihe vorkommen, die den Werth von V — > wu ausdriickt, also yy, &, Mo etc. = Null 
a 
werden. Ferner wird: 
1 1 u j ee 
z u cotg —.— 1] — A, uw? — A,ut — Azu..., 


wenn fiir A}, Ay, A; die obigen Werthe angenommen werden. Endlich hingen diese 
A;, Ag, A; auch zusammen mit den reciproken Werthen der geraden Potenzen der 
natiirlichen Zahlen, wenn man sie in das Unendliche fortsetzt. Wenn 


if 1 il il 1 
Q+sn+m moo) =(qI 


gesetzt wird, so ist: 


und iiberhaupt: 


| i lbe4 il 
ain — 1 min| 920-1 gan” 


Fiir die mechanische Quadratur bedarf man dieser Eigenschaften weiter nicht. 
Man wird niemals mehr als die drei Werthe héchstens gebrauchen, die sich unmittelbar 
ihren numerischen Werthen nach ergeben aus den angefiihrten Gleichungen. Immer 


m 
der Einheit nihern, die A nahe abnehmen werden nach einer geometrischen Progression, 


zeigt die letzte Relation fiir A,, dass, weil bei erhéhtem n die =| sich immer mehr 


1 ee 
deren Exponent re oder etwa rm ist. 


(6.) 
Die Formel: 
a+tnw 


o Sf (a + mo) = [reac + - a {f(a + nw) — f(a)| 


m—0 a 


+ A,@?[f" (a + nw) — f"'(a)| 
— A, at(f"(a + na) — f™"(a)] 
+ A, w*[f” (a + no) — f*(a)]... 
hat das Unbequeme, dass auf beiden Seiten dieselben Gréssen, f(a) und f(a + n@) vor- 
kommen. Die linke Seite ist: 
of[f(a +o) + f(a + 2) + f(a + 3@)--++ f(a + no). 
Schafft man das Glied der rechten Seite hiniiber: 


+ o [sa + 0) — fh 


so werden beide Theile: 
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: . lL r 
f(a + o)| a. ee + @) + ae (a + 20)... 


tla + (n lol + > a ae n@)}: 


Dieses fiihrt darauf, die Form der Ausdriicke etwas zu findern, um einen einfacheren 
Ausdruck zu bekommen. Setzt man zuerst: 
1 1 
a+ > @ statt a 5 ® statt 2n statt n, 
a 


so wird die linke Seite und damit die Gleichung: 


ol f(a + @) + f(a + 20) + fa + 80)-+- + f(a + n@)} 


co F(« 4 : ) i r(a | : o) r(a Ae a o) Bucs fla oe (» si 5) o| 
ee x)° 


— \/ (a) da + : Ty) | r|q a (n + 5) 0| = r(a =f 5 °)| 


ats 
il 1 1 
any Dy Uh aig i | 
4+ ri LAG i | | ( 4 " 0 i “ r 9 o) 
1 : 


wl wie 


16 ; : 
+- = A, 8 ce « ++ \ + 2») ms a4 5°) | 


Vertauscht man aber in derselben Gleichung allein : 


; 1 
amit a+ — @o, 


%) 
so wird die Gleichung: 


olHlet Bo) t+ $0) tole Ba)oot re ee de 
(na) | 
= | ve 3 + 5 @ | aC ae (0 ric x) 0 eat i (a 1 bs ) | 


see) 
+ aclrle (+ Je] —r04 49) 
) 


safe (or De] +44) 


+ A, w6 ie « | (n + 5) o| — f* (« + = na 7°) ete. 


Multiplicirt man die vorletzte Gleichung mit 2 und zieht die letzte davon ab, so wird: 


m=n at (43 a) ° 


Srer we = [rote (0 Dawelsfe (+9) 


a+y w 
1 
=z ye (« -L 3 ) 
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(= Saw rf Gs] 
ot (1 —- 33) A, a rac + ( + =) o| — fr (« + i) etc. 


Kin Ausdruck, aus welchem durch Veriinderung der Grenzen des Integrals der vorhin 
bemerkte Uebelstand, dass dieselben Gréssen 


moo 
S 
oe be 


woe 


auf beiden Seiten yorkommen,  ver- 
schwunden ist, und der deshalb einen kleinen Vorzug auch wegen der kleineren Cor- 
rectionscoéfficienten yor dem anderen hat. 


(7.) 


Hiermit wiirde die Aufgabe vollstiindig gelést sein, wenn die Differentialquoticnten 
wirklich gegeben wiiren. Es wiirde dann, wenn statt der A die Zahlen eingesetzt werden: 


1 
a+({n+—)o 
2 +( 2 m—=n 


|F@) t= oS’ f(a + mo) + Pa ? a | ao (1 + >) 0 — f' (« + : o)| 


= o cot {f" E “be (» +. 5) o| — f™ (w 7 : o) | 


2) 
31 fos 1 ~ Le 
+ 967680 co \f « +(n + x) o| 1, (« + Di o)| 


a+-w 
2 


oder nach der ersten Form: 


ei 4, ae m=n 


f(az)dz2= o> f(a + mo) — 


a m—0 


5 Olf(@ + no) — f(@)| 
1 ? a sane 
wo (a + na) — f'(a)| 


1 r iit WT f 
4 79 2 UF (a + no) — f'"(a)| 


= aosiy OLS (@ + nw) — 7") 


Da indessen nicht die Differentialquotienten der berechneten Functionen, sondern 
die numerischen Differenzen gegeben sind, so bedarf es zur Bequemlichkeit der Rech- 
nung noch der Reduction der einen auf die anderen. Es wiirde ein bedeutender Umweg 
sein, wenn man zuerst die Differentialquotienten berechnen miisste, um die Integrale 
dann yvermittelst ihrer zu finden, 

Die Gleichungen zwischen den Differentialquotienten und den Differenzen finden 

. cf \ r ng St, 1 
sich wiederum durch einfache Anwendung des Taylor’schen Satzes, Man hat die 
beiden Gleichungen: 


f(a + @) = s(a aa 7°) +f = of (a + 5°) -- _ otf" (a + . o) 


. FO pe ee wee 
+ Rovn(at ye) + 


1 1 1 = 
f(a) = r(a + 5°) epi of" (« + 7) o) + a wo? / (a | 


: 1 

Folglich wird wegen f(a + ) — f(a) =f (a + z o) 
1 
2 


l m gator 1 
fs (a 4. 5°) = os'(a +5) +94 — 603 f (« + @) + i595 OF (« +50) 
Fiihrt man hier die Differentialquotienten /'(a), f" (a), f'"' (a) ete. ein, so wird: 
] | ree 
(at do) =r@ 4 oro + 5 OPW + GOO 4+ 


1 VL 1 TV 
r(« +5 o) = /"(a) + 5 os" 
und das Ganze wird: 


h(a t+ 7°) = oF +5 


a2 f" (a) + co co? f'" (a) 


+ a otf" (a) + oy OF $+ 


el Ts 


Es wird daraus, wegen : 


f(a ao 0) = f(a + @) — f(a) 
i" 1 : ‘ 
#(a— 50) =f) —fa—2) 
und wenn man @ negativ setzt und auf der rechten Seite das Zeichen iiberall andert: 


1 1 eae 
f(a — Ta 7°) ss of” (a) ne a co? f" (a) sf a 3 f™ (a) 


i! ; 1 : 
=r at f'’ (a) ae 750 a f* (a) eS Hs F 


fla + 50) —RK(a— 5 0) =H) 


W Ont 1 3 Tv 1 ny “VI 
to (a) = w2 f"(a) + iD af (a) + 360 af" (a)s.. 


oder wegen: 


erhalt man: 


Geht man so fort, so findet man: 


; é 
r'(a trige 0) nee Bice (u + ) + : co> f (« +" : o) a 


AN \ lv 1 “VI 

So (a) = otf (@) = = co’ f*" (a) 

Vv ] : =. pv 1 5 ~ 

ho (a 9 o) == 00% (a 9 0) a I eta (« + > > 0) 
VI : VI 1 WIT / 

Ae) = OF" (a) Tos (a) ete. 


Nimmt man hier die Funetionen mit ganzen Argumenten zusammen und die, bei 


welchen halbe Argumente vorkommen, so hat man die beiden Systeme, wobei die Ent- 
wickelung etwas weiter fortgefiihrt ist; 
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Fe = 6 | os f™ ae | sv [ Poe 
0 == = 0. Ff (« oS —— @ + 3g @ i) a ai a o) { 1920 (eapaley (« -|- Dy o) 
l 9 gVvil 1 
T goane0 "7 \a 4 7°) ! 


Wats 

1 

f(t 
und: 


wT aw lv 1 pe » VIII 
Jo (a) = wf" (a) + 5 Or (a) + 360 (a) + — ih baal (9 ar 


fo (a) = wt f(a) + i as f*' (a) + = FAR) cas 


“VI . “VIS ] 1 Q Vill 
Fo (a) = w6 f"(a) + 7: as f(a) + + 


Leitet man aus diesen beiden Systemen die Werthe von: 


a f 1 “Ta 1 a * ss 
J (a + > 0), Mi (« sae 0) ete., i (a); Ft (a). ete. 


a 


aus den gegebenen Grdéssen: 


1 1 
Fe (a + = o), ig (a + z 0) ete, fo (a), Fo (a) ete. 
ab, was durch einfache Multiplication mit zweckmissigen Zahlencoéfficienten und Summirung 
der Producte geschieht, so erhilt man: 


x 


of(at+yo)=f(a+5e)— Zar se) + _Hlat Fe) 


Pees 1 
— 7168 7° (a+ 50) 


wo? f(a) SAG OL OL ero 

a! p" (a + +o o) = f(a i z°) = = f(a i x) + + a5 78" (a . z°) 
otf (a) Se ee 

of (a+ >o)=fla+ Fo)—sHr(at >°) 

cae f°" (a) = fo" (a) es, 0 (4), 


in welchen Ausdriicken die Entwickelung so weit getrieben ist, als man sie irgend ge- 
braucht. In der Praxis wird man niemals so weit gehen, sondern statt bis zur siebenten 
oder achten Differenz fortzugehen, lieber die Intervalle bei den Argumenten verringern, 
wodurch man héchstens bis zur fiinften oder vierten Differenz zu gehen néthig haben wird, 


(8) 
Diese Ableitung fiir den Ausdruck der Differentialquotienten durch Differenzen ist 
die clementarste, wenn man einmal bloss yon dem Taylor’schen Satze ausgehen will 


Aber sie ist ungemein weitliufig und deshalb unbefricdigend. Man kann sie weit tiber- 
sichtlicher und eleganter machen, wenn man eine analytische Function zu Grunde legt, 
welche die Higenschaften vereinigt, Ausdriicke fiir die Differenzen und Differential- 
quotienten zu geben, die nie abbrechen, den hier gewihlten Bezeichnungen sich anschliessen 
und die simmtlichen Ausdriicke auf eine oder einige Reihen reduciren, deren Ent- 
wickelung analytisch gegeben ist. Die Zahlencoéfficienten miissen sich bei ihr vollig 
genau ergeben, da sie von der Natur der Function ganz unabhingig sind. 

Eine solche ist die Exponentialfunction ¢% Legt man sie statt der allgemeinen 
Function f(x) zu Grunde, so hat man zuerst fiir die Differentialquotienten in Bezug auf 
x stets denselben Werth ¢”%. Es werden folglich: 


y (a) — e%, Nis (a) — e%, Ta (a) — Ca fa) — e%, 
fato=f@+o)=/"@+ o) = pf(@ + @) = er? us. w. 
Fiir die Differenzen aber hat man: 


i t+ ae a Si 
a ' ttw ul Cami eh mo atone 
(a al 7°) Sage ee ete (e: —e*? ) 


wT / a foo PA Ly see 
Wa) (cae eee ) Bog eae ) 
1 2 


+0 mer, 
6. eg ea 
setzt: 
1 ut5o 1 
on 9 
flat zo) =e 2 = ‘(a+ ge)-a 
a] a 
fo (a) rt tne? Sh (Oh 
1 ape a 1 
Ou ie BY 5 2 
3 (a+ 9 o) = ¢ 3 t= f(a 5°): ue 
iV —_ 
0 (a) — 6 == Ff (a) st 
wu. 8. W 


wie sich aus dem beliebig fortzusetzenden Schema : 


Argument Function 1. Differenz | II. Differenz Ill. Ditferenz IY. Ditferenz 


C—O. ee | e a—=w e ' 2 i=? 0 a—W ) 4 
oe .u | a—% : é€ ee 
¢ u e u | 
a ‘ erate a 1 a a | 
é a+=o € 7 U | F ee e" . u 
t+ é 2 U e a he 
a —- (COW mes oie te e' ett } | 7a + w wt 


ou | ee 


ergiebt, Substituirt man diese Werthe in die obigen Gleichungen fiir o /' (« alder, 
< D b) 

a2 f(a : . {os : . at5o 

0? f(a) ues. w. und hebt auf beiden Seiten die eleichen Factoren e 2 e@ wee, 
é : 2 ras WOES 

so bleibt tiberall nur eine Potenz yon o auf der linken, und eine Reihe nach 

yd eapy - See Syrara Sy co eee : = 

Potenzen yon w auf der rechten Seite iibrig. Entwickelt man deshalb aus der Gleichune: 
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den Werth von @ nach einer Reihe, die nach Potenzen von u fortgeht, so wird diese 
Reihe und ihre Potenzen die numerischen Coéfficienten in den obigen Entwickelungen 
geben miissen. 

Zu diesem Zwecke hat man zuerst aus: 


folglich : 


tol 
hil 
| 
bo 
aa 
—_ 
— Ss 
) 
Swe 


A Aloe oaee 
l da rg hae 


2 du l ! 1 
a ae ye 4 iM) 


oder: 
do il ey 
ef 1 rae 
du ( + 4 uw) E 
folglich: 
oe |(t o4 ay ka 
ak me ) du, 
ohne weitere Hinzufiigung einer Constante, weil fiir « = 0 auch w = O wird. In den 


beiden Reihen: 


1 oD 1 w? I, iE: V3 Dy Us 
een eh ee ee 
GQ +7) ee era ag 


3 
fof) too ee 


und: 


1 
j Ly ee 1 1 wu Dace Lu 
o =\(1 + 54) Oe UE ae ie ta Sa ee ae ay ete. 


* 


und den Potenzen dieser letzteren wird also das Gesetz der obigen Zahlencoéfficienten 
in dem Ausdrucke der Differentialquotienten durch die Differenzen enthalten sein. In 
der That ist: 


eager ae Api Teas 
ieee tee pa us + em Wt —— = UWS soe 
os = 43 — : uw + aoe ui 
co* = uu + ay 


o> = 4° — — 4! .>. 


oe = wo — — ye... 


Fiigt man auf der linken Seite die Differentialquotienten je nach den Potenzen 
von @, bei den geraden bezogen auf das Argument a, bei den ungeraden bezogen auf 


das Argument a + — , hinzu, und vertauscht auf der rechten die Potenzen von w mit 


9) 


ys) 


den Differenzen derselben Ordnung, ebenfalls bei den ungeraden fiir das Argument 
1 : . : : 

One 8), bei den geraden fiir das Argument a, so hat man die obigen Werthe, die 
“ 


man hiernach beliebig fortsetzen kann. 


(9) 

Die Ausdriicke der Differentialquotienten durch die Differenzen in (8) kann man 

in die erste Integralformel in (7) sogleich substituiren, weil in derselben dann die Werthe 
der Diferenzen : 


ts (@ os z 0), on (« + 0), 5 (a + : a), 0 (a); fo (a), fo (a) 


vorkommen, die unmittelbar bei der Bildung der Differenzen vorliegen. Fiir die zweite 
Integralformel in (7) ist noch eine kleine Umformung néthig. Hier werden /’ (a), #™ (a), 
f° (a) durch Differenzen ausgedriickt werden miissen, die folglich auch die Form haben 
werden fj (a), fo’ (a), fo (a), aber bei der Bildung der Differenzen aus den gegebenen 
Functionen nicht unmittelbar vorliegen, sondern erst durch Interpolation hergeleitet 
werden mussten. Man wiirde z B. den Werth yon fj (a) aus den beiden Werthen 
Liven 1 
I . . . . . . 
So (a ig ) und fo (« + 9 ), die wirklich vorlegen, und ihren Differenzen durch 
Interpolation zu suchen haben. Allein man kann auf leichterem Wege die néthigen 
Xeihenentwickelungen finden. Betrachtet man die Exponentialfunction, so wird in ihr: 


hi (a) = e'. U5 
wenn man es aus der Bildune der Functi : I : 1 3 
¢ 28 AUS g ry #unctionen 7 CS Oe a+ 5@),fla+>5 @ 
~_ “a / Z 


ableitete. 
Dagegen wird hier: 


o- 
oe a 
— 
+ 
hol 
S 
ip ec 
I 
re 
wile 


— 
= 
is 
| 
ho] 
5 
a 
| 
bole 


folelich’ wird: 


4 Lf a l 7 1 B 
fila) =5|h(aty 0) +h (a5 @ ie ea) 


seo) —=—wW 
é 2 + é 2 
oder nach der oben eingefiihrten Bezeichnung : 
2 
’ af 
is (a) = gy (a) : + 
2 +—w ny 
(7 2 -L e 2 


Da nun ganz dasselbe auch bei: 


— 53% — 


y 
. (a) ef (a): = : _ 
3 ms ao 4 a o 
v 2 
fy (a) = fj (a): ES 
9 a) — — (i) 
, e% +e? 


stattfindet, so wird in den Reihen von w, nach welechen @ und seine Potenzen entwickelt 

sind (und also auch in den <Ausdriicken, wodureh die Differentialquotienten aus den 

Differenzen hervorgehen), durch eine einfache Multiplation mit der Reihe, welche den 
Werth von: 

2 

1 aay 

oy @ © 

a le 


nach Potenzen von wv giebt, oder nach dem Obigen durch: 


1 
2 1 aay 
+ = i) = @ a (1 + 4 u) 


9 


ee ar 


der yollstindige Ausdruck der Differentialquotienten gegeben sein. Nur wird man hier 
die Potenzen vou uw, mit dem arithmetischen Mittel von derselben Ordnung und mit 
demselben Argumente bezeichnet, vertauschen, wobei die Differenzen von ungerader 
Ordnung ganze Argumente, die von gerader Orduung gebrochene oder halbe Intervalle 
enthalten. 

Nimmt man deshalb die Reihe: 


1 
1 rh 1 uw? My Bh hes Lica aay eae 
Pe ge yr ee Wee Safe Seay cB eR a REN ye 
(1 r Facil a9 7 740i 5.4.6 ° 90+ 


\ 


und multiplicirt sie mit den verschiedenen Potenzen von a, so wird: 


2 al 1 1 
@ dt 8 — UW? — — Uses 
aE: ae or ag 140 
i oe ae 
2 5 259 
che aE ee a US «+> 
ra w aes (a) 24 5760 
e 2 +4 e 2 
2 1 7 
@: —— 4p ——— WW —— 7 res 5 
cee an 4. ir 120 
gis 2 
© 
“4 a Se ee ee) rere 
@ 4 1 = U DA ut 
tae rr =a 
“ee he ai 
2 1 
@? ; = 4, — = wu? . 
+54 ye gt w o 
o> Par 


und dureh Einfiihrung der arithmetischen Mittel wird: 
‘ ant l van 
ee V1 — <A Ot ph Ow TO 
1 an 1 a) aY 259 v1 1 
erbridaaterla Agee 5 gent) 


cof" (a) aos it (a) — a (a) + sai f(a) 
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1 t Viieay I ae 
a f' (a + — o)=S) (« + — Dy er a+o o)- 
2 $ 2 24° 4 2 
- 1V 1 VIT 
0 f° (a) =f) — Fh" @ > 
2 aan 


Dieses sind die Ausdriicke, die in die zweite Integralformel eingefiihrt werden 
miissen, um die Correctionen durch die Differenzen auszudriicken. 


(10.) 


Endlich, da hier nun Differenzen mit ihren Bezeichnungen eingefiihrt sind, wird 
es zweckmiissig sein, auch die summirten Functionen statt der bisherigen 2 zu setzen. 
Es wird: 


m—=n 


Sf (@t+mo)=f(a+ o) + f@+ 20)---+f@+ no) 


ie =hla+(> +5) e]—v(at ze) 


und auf iihnliche Weise, wie bei den Differenzen arithmetische Mittel vorkommen in der 
zweiten Formel, wird es auch bei den Summen der Fall sein. Es ist nimlich: 

m—n 1 

DS @ + mo) —5 [f @ + no) —f (@)] 

m=0 


=sf@+f@+o)+f@t 20)+f@3o)++-+f[a + @—))a) 
+ 5 f(a + ne) 


I 
| 
SS 
So 
EOS 
+ 
Sit 
8 
SS 
| 
bo] 
> 
me 
s 
| 
bo] 
iS 
— a 
-}- 
o> 
farroe) 
t=} 
st 
| 
ag Sas 
| 
7 
Ss 
(ee 
| 
ws 
om 
8 
= 
wl 
8 
ee 


|e 


= fi | + (n + 5) o| + "fh « + (w —- 5) o|| -- = to (« oe : o) 


=f, (a + nw) — Ff, (a). 
2 5 


Substituirt man jetzt die Differenzen statt der Differentialquotienten, so wird nach 
gehériger Reduction: 


ie I (n + =) By | 
ly (x) dz = 0 ia 


a + 7 


= It | TTT re 1 eli i! 
5760 | 7° | | (n = 3) 0 | — Fo (a Mee °)} 
OOP. af 


\ 1 E! i 
T 967680 \79 |< | (» si =) o| matt: (« 1 )) ete,} 


und; 
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atno 
f(a) de =o | if, (a + nw) —'"f, (a) 
a 1 7 
lf, @+n9)— 70] 
11 TT WT 
| 70 ee (a + no) a (a) | 


191 
eimai oie) 


Bei dem letzten Integrale thut man gut, die erste Zeile auf der rechten Seite 
1 Wy 
Ff, (a + nw) — Ff, (a) 
4 : 2 2 
so zu schreiben: 
5 at 1 1 
fy (a+ no) —fo(atzo)+ af), 
9 
weil in dem arithmetischen Mittel 'f, (a) bereits ein Theil des Integrals enthalten ist, 
: : : rae : 1 : : : 
und die summirte Function doch mit einem 'f (a + 7 ® beginnen muss, eine Grisse, 
die an sich ganz willkiirlich ist, da sie im Integrale wieder abgezogen wird. 
‘ : , : ; : 1 
Die letzten Glieder in beiden Ausdriicken, die zu den Argumenten a ++ 7? und @ 


gehéren, bilden, wenn man das Integral beliebig fortsetzen will, die Constante des 
Anfanges. Man kann deshalb die Formeln auch so schreiben, dass man fiir die erste 


: . : 1 
summirte Function an die Stelle von ‘fy (a a 9 ) setzt: 


ay ee ie (A cae ae 327 s( =) 
oy "age eg ait (2 Te Oey er 967600 Jo \@ +g ®) 


2 


und damit die summirte Reihe bildet. Es wird dann ganz vollstindig: 


at(n+5 =)® 
[rea =ol xfs (» a 5) °| a fo Jet (n+ 5)o 
il 


16 ie 1 
— 5760 7° Je + +(» TQ 
36 a 
+ geren0% [2 + (* +5) el] 
1 
Fir die zweite Formel setzt man an die Stelle von '/, (a + 3 0): 


il ‘ae 11 my 191 
=(4+2 0+ gh O-—mTO+ pO] 


und erhilt dann, wenn man damit die summirte Ai bildet, ebenfalls a 


a+nw 


[raz = o| Si (a + nw) — a (a + n@) 


teats Or 8) 
191 
~~ $0480 fy eae DN 
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: : 1 ee! 1 Tate 
Es wird dann das bestimmte Integral a + 3g ® bis a + (n + z o und @ bis 


5 1 , 4 a T . oY ay . inte a4 a 
(a + nq) vollstiindig gefunden, wenn man an die Zahlen der swnmirten Function, die 
mu dem End-Argumente gehdren, nur die angegebenen drei Correctionen anbringt und 


fa) 


nihert sich in dieser Form der Entwickelung des allgemeinen Integrals. 


(11.) 


Am einfachsten lassen sich beide Ausdriicke so in Worten fassen. Es sei, um die 


kleinen Briiche zu vermeiden : 


1 LT 367 
ees oe y= - oe Net: 
= 540 CS a THe y= 567 680.” 
und man habe fiir die zu integrirende Function f(x) die Reihenfolge von Werthen: 
St (a), ft (a + @), f(@+2o@)... 


beliebig weit berechnet, so wird das Integral allgemein werden: 
a4-now 
\/@) dz=a|'f\(a+ no) + af, (a + no) 

Bfo (a + n@) 

+ ¥f5 (a+ no) ++4 


- Const., 


{ 


wo die Constante so bestimmt wird, dass fiir das Argument, fiir welches das Integral 
Null werden soll, es sei dieses das Argument (a + n’@), die yorangehenden Ausdriicke 
mit negativem Zeichen hinzugesetzt werden, also: 

Const. = — @ {'f) (a + n'@) af, (a+ n'@) 
L Bfo (a + n'a) 
+ yf> (a + n'@)...} 


Dieser allgemeine Ausdruck wird in der Rechnung am einfachsten, wenn, wie in 


; apts . 1 
der ersten Integrationsformel von (10), die Zahlen » und wv’ von der Form (: A 


3S 


: 1 ‘ 
und (' + re werden, weil dann unmittelbar die aus der Reihe f(a), f(a + @) u. s. w. 


sich ergebende summirte Function ‘fp « 4 ( 4 x) 0 | und die Differenzen: 


Al ++ se] rfar t+ so] wla+ (+ Pol, 


ohne weitere Aenderung angewandt werden kénnen, und ebenso bei 7’. Ist aber 2 von 
einer anderen Form, so miissen diese Functionen von 'f, f), .", £4 ete. aus den wirk- 
lich dastehenden Zahlen so interpolirt werden, als ob sie reine Functionen der Argu- 
: 1 
mente a -+ (i +. 3) bei allen wiiren. 
Wy Jolania Jiagar . oO +A UTA? oy ; > 
Kin Beispiel dieser Art giebt die zweite Integrationsformel, wo » von der Form 7 
ae wali ; = Natta ar . . . . . . . . . 
ist, und w von der Form #. Die hier nothwendige Interpolation in die Mitte hinein 
ist bei ihr ausgefiihrt, und da hier die arithmetischen Mittel der Funetionen von: 


ie 
a+ (: 4 a o und a + (i -- 5) 19) 


vorkommen, so sind diese eingefiihrt und die Zahlenreihe: 


a 17 191 
i (eran ea Balen d veer oe 
19 + 70 * 60480 “ 


ist entstanden aus dem Producte von: 
1+ au? + But + yub... 
mit der bei der Interpolation in die Mitte hinein geltenden Reihe: 


1 
a ae ae 3 Deo 
(1 + 7 w) = 1]——-—w4+ — uw 4 1024 UP i 


/ . 26 > 1c al . » . rc 1 } ma 
Zur Bequemlichkeit der Rechnung kann man hier noch hinzufiigen, dass man am 
besten thut, nicht: 
f (a) St (a + @) Sf (a + 2@) ete. 


anzusetzen, sondern: 


@ f (a) of (a + @) of (a + 2) ete. 
Da dieser Factor @ sowohl in die Differenzen als in die summirten Functionen, die man 
aus @F (a), OF (a + @), af (a + 2@) bildet, von selbst iibergeht, so fillt er in diesem 
Falle aus der rechten Seite villig weg. 
Endlich kann man noch bemerken, dass, wenn man das Beispiel der Exponential- 
grésse e* auch bei der Integrationsformel verfolgt, die summirte Function: 


ly ; ] reel 
fo (a fyo)=e ee 


U 


: fa See ae Sa, : ; 
wird und da /e*dax fir « —(a + = o) wiederum e“ * 2” ist, die obige Integralformel 
die Gleichung geben wird: 
1 ; 
1 tr) Es + ou + Pu + yur-- } 


woraus folgt: 


—_ 1+ au? + put + yub... 


oder: 
“ - wu — U 
o {do = 1 1 «# 1 Soe ee, \ 
\an a Pee oh t Oa ae 
das heisst: 
tee 1 
L + aut + But + ys... == —— 3 oe 
1 u> + —— y! — 4° 
24 640 7168 


so dass die Werthe «, B, y ete., wenn man sie fortsetzen wollte, aus dem reciproker. 
Werthe der Zahlenreihe entstehen wiirden, die bei dem ersten Differentialquotienten 


1 : ; . ; 
ita +t a @ ) stattfindet, wie es auch bei dem Integrale in der Natur der Sache liegt. 


(12). 


Vermittelst dieses allgemeinen Ausdruckes der Integration fiir jede Form des 
Argumentes, ndthigenfalls mit Zuziehung der Interpolation werden sich die zweiten, 
dritten und folgenden Integrationen ohne alle Miihe ausfiihren und ableiten lassen. Bei 
der Bildung der verschiedenen Constanten findet immer dasselbe Princip statt, die allge- 
meinen Integrationsformeln so zu benutzen, dass man die Werthe der Constanten mit 


— 542 — 


ihrer Zuziehung richtig erhalt. Diese Werthe sind an der gehérigen Stelle in den 
summirten Reihen so anzusetzen und zu der Bildung der summirten Reihen zu benutzen, 
dass spiter auf die Anfangsgrenze nicht mehr Riicksicht zu nehmen ist, sondern an alle 
Werthe der dadurch gebildeten summirten Reihen nur die Correctionen der Endgrenze 
anzubringen sind. Die Bequemlichkeit der Rechnung wird dabei allein noch einige Be- 
trachtungen néthig machen. 
Werde zuerst das zweite Integral gesucht, so giebt die allgemeine Formel fiir das 
erste Integral: 
\/ (s)\da =o {f(a + nwo) + af) (a + no) 
+ Bfo (a + no) 
+ yfj (a+ no)...| 
die verschiedenen Theile des zweiten Integrals, je nach den Theilen, aus denen das 
erste besteht. Setzt man zuerst statt: 


J AGEAS TOO) rece ce at fy (4 + no), 
so hat man fiir den ersten Theil des zweiten Integrals den Ausdruck: 
| da | f(a) da = 02 ["f, (a + nw) + af (a + no) 
+ Bfo(a + no) 
+ yfo (a + na@)...}, 


weil bei den beiderseitigen héheren arithmetischen Reihen die Differenzreihen nur vor- 


riicken. Ebenso werden die folgenden Theile, wenn man fiir: 


f (a + no) nach und nach /} (a + no) 
” ” » So (@ + n@) 
” ” » fo @+no) 
setzt, respective: 
wo {af (a + no) + ofo(a + no) + «f . (4+ "@)... 
co? { Bfo(a+no) + aB fy (a+ no)... 
co? { vfo (atno).. 


Zusammen wird also: 


Ri ns ee 


a+nw 

\da \ f(@) da = @ {"fy(a + n@) + 2af (a + no) 

+ (a? + 2B) ft (a + no) 

+ 2(¢8 + y) fo (a+ nom)...! 

oder die Zahlenreihe der wirklichen Integrationscoéfficienten wird die Form geben: 
a+-n 


a x \r@ dx = w? ih (a + no) + = f(@+ no) 


Piece - 
— 940 70 (a + 09) 
dl IV 
T @oago 70 (4 + mm) & | 
bei denen, wenn man: 
1 1 9 
oe 3 SS — i Slt 
12 fy 240 SF agen 
setzt, die Reihe: 60480 


I + oO, ue + B, ut 4 y, us + a. (=), 


= 549" 


nach dem oben am Ende von (11) angefiihrten Werthe. Unmittelbar kann sie ange- 
wandt werden fiir: 


1 O == 40, 
weil in den geraden summirten Reihen und Differenzen die Werthe: 
nT a 1 f ‘ : ex ; : 
fo (a + ia) JS (a + i@) fo (a + io) Fo (@ + i@) 
ohne weitere vorzunehmende Aenderung vorkommen. 
1 ; 
Ist aber »@ von der Form ( | z) @, so miissen diese Reihen so in die Mitte 


hinein interpolirt werden, als wiiren sie reine Functionen von (a + i co). Multiplicirt 
man also: 


Uw\* -, 1 
eee seta 
(“) mit (1 oo Hi uw) 


und fiihrt statt der wirklichen Differenzen die arithmetischen Mittel ein, so erhilt man: 


a+ (i + 3) o 


le 


| dx Jf@) dz = @? ee « 4 (i 5) 0 Te? « + (: + 3) 0 | 
+ aot [« + (+ 7) 2] 


S0te) =. é 1 | 
~~ 193536 72 le + (+a) e]--}; 
Es wird bei der Rechnung bequemer sein, bei einer solchen zweiten Integration 
nicht f (a), f (a + @) u. s. w. anzusetzen, sondern w? f (a), a? f(a + @) ete. Man 
erhalt dann allerdings das erste Integral, verbunden mit dem Factor o, und muss, wenn 
man es gebrauchen will, mit diesem Factor erst dividiren. In der Regel aber wird man 
gréssere und bequemere Zahlenwerthe erhalten. 


(13.) 


Wendet man dasselbe Verfahren auf die dritte Integration an, so wird man 
erhalten : 


S Ande ks , i , 
Jae \ax |r) dz = 3 es (a + no) + a fo (a + noo) 
« 2 ; 
+ 7999 40 (# + ma) 
457 II | 
+ 967680 f° @ + 2 @) > 
Setzt man hier: 
1 7 457 
ee Ps = — 7990 Yo = 1 967680 ” 
so entspringt die Reihe aus diesen Coéfficienten aus (=)' oder es ist: 
; u\3 
14+ lw Bout t+ yeuf +--+ = (=) ‘ 


: ponte ] 
Unmittelbar ist diese Form anzuwenden, wenn » yon der Form ist ¢ 4+- >, wegen 
o 


ae OR eee 


der ungeraden Ordnungszahl der summirten Reihen und Differenzen. Fir die Form: 


wird man die letzte Reihe: 
1 
2 


; 1 
1+ ou? + But + y,u® multipliciren mit (1 +> rr uw) 


und statt der Differenzen arithmetische Mittel einfiihren miissen. Man erhilt dann: 
d x Fh) ae ==" ae (a + iw) + 740 ty (a + io) 
2 2 


dau 


31 


TI . | 
— 39940 71 (a + i @) as if 


DY 


das Glied mit '/; (a + i@) hat hier den Coéfficienten Null, so dass mit verhaltniss- 
D) 


missig weit grésserer Niherung als bei den friiheren Integrationen die dritte summirte 
Function das dreifache Integral ausdriickt. 


(14.) 


Es mégen jetzt die Werthe der sowohl am Anfange als am Ende der Integration 
anzusetzenden Gréssen, welche nach den bisher ausgesprochenen Grundsitzen nur bei 
dem Anfange besonders eine etwas gréssere Miihe der Berechnung verlangen, so fiir 
die drei ersten Integrationen iibersichtlich zusammengestellt werden, und zwar fiir beide 


1 P : F 
Formén von # und 2’, = a und =a + Zz dass man unmittelbar das jedesmal Nothige 


daraus entnehmen kann. 
Soha | ats ; : : 
Zuerst hat man nach dem Ausdrucke fiir — in einer Reihe, und ihrer Potenzen bis 
60 ‘ 


mur dritten: 


u 1 17 367 

—_— == SS aS re: ate SS 6 

@ lr ga” S560 © aT ees” | 
= ik a Oo U2 4. But - yue eee | 

uw? il 1 Sill | 

—— = |] M2 at — — By ws 

02 Ba hy O40 “ ~ eo4de0  - 
=1l+a,w+ Bw + y, us ve | 

u* it 7 A5T 

Se | Se Sy ' = Gh gana | 

«3 T 3“ — T9990 “ + G67 680 @ ; 

1 &w? + Bout + Vo us | 


Die Werthe o, B, v3 6%, Bi, Y13 2, Boy Yo, die hierdurch gegeben sind, bilden die 
Zahlenwerthe, welche bei der ersten, zweiten und dritten Integration fiir die wirklich 
dastehenden Differenzen gebraucht werden. 


1 
Multiplicirt man diese Reihen mit (1 -b : u?) es so erhilt man: 
u | ae | i 191 
See ey atin dl ee OS ah ee Cee 
5 ( es ) ig” 1 730“ —“go480. * 
=l1lte@w-+ pul + yu ves 
1 
ua ( | -_? 1 17 367 
a | ais nw’) --- l no 2 = at — ra = ae 
ae Og 24 T 1990 “ — j93 536 “ 


S=l+a@w+ Byw +  yus ins 


1 
a (1 2 1 31 
=e ye = 1 — 0? ; wt eee Oats ay 
a ts 340 30240 “ 


=1l+o,wW+ Pout + y',u8 
_ ee y Nf tat Rha ea ] [eal ! ' : . TE. 

Die Werthe «’, B’, y's o',, Bl, 713 @0, Blo, yg, die hierdurch gegeben sind, und 
nothigenfalls fortgesetzt werden kénnen, bilden die Zahlenwerthe, welche bei der ersten, 
zweiten und dritten Integration bei Anwendung der arithmetischen Mittel gebraucht 
werden. 


Ks sei jetzt die Anfangsgrenze fiir alle drei Integrationen so gegeben, dass fiir 
/ : 2 . + . 
x —= « die Integrale siimmtlich Null werden. Hat man dann die Reihe der Werthe 
berechnet: 
t (a) t (a + @) f(a+ 2)... f(a+no)..., 
so bildet man fiir die Anfangsgrenze von der Form: 


1) i — 


bei der ersten Integration die erste summirte Reihe so, dass man an die Stelle von 


to (« be 5°) setzt: 

a Je 1 1 ! put } ov 

vas 5°) =o r= 5/O-e" sf, cas ie Bry ()— 7 F,@---- pera ie o:8) 
2 2 


Fir die zweite Integration fiigt man mit Beibehaltung der ersten summirten Reihe 
eine zweite summirte Reihe hinzu, indem man an die Stelle von "/, (a) setzt: 


tea) = Cy = (— &, f(a) — Bi fo (@) — 1 fo (@) >} + +s ss B) 


Fir die dritte Integration bildet man aus der zweiten summirten Reihe eine 
dritte summirte Reihe, indem man in derselben anfiingt mit dem Werthe Cj, der an 


: 1 ; 
die Stelle von ™f, (a + ne ) gesetzt wird, wo: 


mp 1 i 1 1 
0 (« A 5°) 20, = 3 at @) + Bi fs (a — 5°) 
1 ( 117 11 : 1 | \ 
tan [e(at so)t an (a—ze)} | 
Wenn dagegen die Anfangsgrenze fiir alle drei Integrationen so gegeben ist, dass 


1 ; é ; : : 
fir z = a + > @ die Integrale simmtlich Null werden, so bildet man bei der Form: 


a 


; il 
2) Reet Pins: 


1 : 
die erste summirte Reihe, so dass man an (die Stelle von '/j (« + 7 o) die Grésse C, 


= 2 


setzt, wo: 


fo(a+ 50)=G=|—afi(at zo 0) — B48 (a z*) v4 1D) 
Se ou) (« eee 


Fiir die zweite Integration wird unter Beibehaltung der auf diese Weise gebildeten 
. - " ; , lp ae nN nee sik eee 
ersten summirten Reihe fiir den Anfang an die Stelle von "f) (a) die Grésse Ci ge- 


5 
gesetzt, wo: 
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K@ =O =lef@+o)+6PA@t+a+h@ 1 gy 
2 + [3 fi (a+ @) + 270 @)]--4J 
Vermittelst der hiermit gebildeten zweiten summirten Reihe wird fiir die dritte 


Integration eine dritte summirte Reihe gebildet, bei der der Anfang gemacht wird, 


1 ae : t 
indem man an die Stelle von '"/, (w at ie), de Grosse Cy setzt, wo: 
a! 2 


yo (« as 5°) == 4 = — ty ‘fo (« A 7°) = py fs (« 1 fo) | ae 
mii(a+ 5 o)--\] 


Es stellten sich folglich die Anfiinge der drei summirten Reihen so, wenn die 


Integrale siimintlich Null sind fiir die Anfangsegrenze: 


1) 


role 


Argument | Function /|I. summirte Reihe) II. summirte Reihe | III. summirte Reihe 
CR rah te eee aT SCL) a ees | a" 
or : : / 0 
cb Mute ocac ve neck a w Gy C!, 
coe amen esc ern ear imee weir, SoG) 2 6 
Day kOe ae ae es Pall) 20,+C7,+ flato) | 
: I 
2) Fir 2’ =a + z @: 
- = ~ = i = ~ 
Argument | Function |I. summirte Reihe II. summirte Reihe | LI. summirte Reihe 
OES On 5p, pas “(a ee 
if ( ) " 3 CG 
Catal ne oe ee (Get a) 2 Ces ee 2 
| rtfh@te)| a) 3 GPG 
G+ 2@0...... ff @+ 20) Pio eens Og art Arka) 2 ) 2 
2 


Der Werth der ganzen bestimmten Integrale hiingt dann nur von der Form der 


‘ : ; : ; 1 
Endgrenze ab und ist, je nachdem diese von der Form a + i@ oder a + ( + 3) 


ist, von einander unterschieden. Indessen wird der Ausdruck derselben weit einfacher, 
weil keine Riicksicht mehr genommen zu werden braucht auf die in den anderen sum- 
mirten Reihen anzusetzenden Zahlen, welche sich aus den ausgefiihrten Summirungen 
von selbst ergeben. Man hat dann: 

1) Fir die Endgrenze x = a + io: 

\/@) deo Sy (a + iw) + of fy , (+ +40) + pf @ +40) 
2 
ape A (a + im) +++} 


| de | f(@) da = w "fp (@ + im) + om f(a + iw) + Bft (at 100) (1) 
as + Fo (@ + io) -->} 
| da | da \£@) dx—= 0% Ly (a + iw) + o, Ff, (@+ i) + Bot’ (a + io) 
. + if! (@ + ie) +] 


3 


ee 


2) Fiir die Endgrenze « = a + (i + z) @: 


[roan =o {fat (i+ 5) o] +a |e + (i ti o| 
tases (A)o] earls (4 da] 
Jaefree—or fle G+ g)eleey l(a] |, 
+ Bsa + (i+ s)ol trey lat (1+ 5) 0] 4-4 
[ax far |s@ar= or frwfa + (0 4 z)°|tanrlat (+ 5)0 
+ bsi|a+ (i+ 5) o]+ rs" [a + (i+ 2 o|4 | 
(15.) 


Setzt man in diesen letzten Ausdriicken 7 = 0, so wird man die Werthe der oben 
angegebenen Constanten erhalten fiir: 


hat man aus dem ersten Systeme: 


ifi@) + ef @® + BST SO +. fi, @=-} = 9, 
2 2 2 2 


oder weil: 
1 
5) 


A) = h(a + Fe) —FIO=O—SFW a ae eC) 


den Werth von C, wie oben. 


Ebenso wird fiir Cj die Gleichung: 


eYntd) 4 te fia) a Bicks (6) + if (a) 2} = Oe 2B) 
oder weil "f,(a@) = C), den Werth von Cj) geben. 


Endlich fiir Cj hat man bei dem dritten Integrale: 
Us (a) + a’, tf; (a) + p', ti (a) + 7s fi (@) feat een) 
2 2 2 2 
oder weil: 
lily %, Wy | iS Wy * 
Ji (a) = “fo (w i y ) he ty (a) 
2 el 
und: 


y/ 


" Wwe ; ] Wy 
G="(at zo) = rla) 
att 1 ' Wa / “I ! ww —_ 
{ FF icy: Co a H's tf, (a) + B's fi (@) { V9 Ji (a) a = V. 
Da nun aber: 


tn ha —— Pp nd y= = 27; 


ist, so wird, wenn man die friiheren Werthe substituirt: 


* 69% 
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—-i¢, = +iuf@ PSR eee 
+ o,f, (@) = : 

oe ae — Bi fs @) 

eis | i a 


dabei ist: 
1 3 1 
uae (w) — tg (« “- z ) — fo (« ee 0) 
“J il I 1 ] c i 
fx @ =sfi(et pa) +g(a— Ze) 
OME WT i} WT 1 
To. (Goa (@+ 50)—si («— 50) 
qt 1 Sian 1 1 ie iT 
fr (a) ce alo (a aes ) +sf% (a — o) 
2 a “a 
und die Gleichung wird: 
yt 1 . ‘ AL 
ne bs a f(a) — Bi fo (« _- 5°) 


1 “II 1 WI 1 4 
— nfl (a+ 70) + 3s (a—Zo)| =o 
und giebt damit den obigen Werth von Cj. 
Aus dem zweiten Systeme hat man fiir: 


eee: 
| 


1 
2) e¢=a+ 5a: 


‘ 1 ve 1 % 1 

O, + [afi(et 5a) + Bs (a+ Fe) +7 (a+ Fo)--| =0--@) 

D) ~~ ~ 
weil: 

C= (« + an 0). 
a 2 
Bei der zweiten Integration wird: 
fe 1 * 1 ! 1 x tak 
A(etze)=A+7q=0—sapn(at fo) 
5 2 = 5) 9 ~ 
1 aa 1 1 ie 1 
Secuaal ea (« ot 5) srs (« fe 5°) 


und damit soll die Gleichung stattfinden: 


' | var 1 Lhe tees 1 1 
Cea n (« + 3°) — 5B (a { 9 ) 5 VSS (« + zo) 


“ 


/ J 1 li W 1 Iv 
bai Ay (e+ 50) + F(a + zo) + rise (a+ zo) = 0, 
a 9 on” 


D) \ / 


und: 


— 549. 


. 1 ; 
fi(at Fe) =s@ + 0) —F(W) 
; 1 Lees a 
tye ae 70) = Dy f(a + @) + a / (a), 
sowie die analogen Werthe bei /)' und /). Setzt man diese Werthe zusammen, so wird: 
C,—«f(@+ @) — 8B {2f0 @ + o) + fy (@)} | 
1 Pee hey Ca) 
| 0| 


—yv{3asfo @+ ow) + 2 fy (a)} = 
wie es der oben gegebene Werth verlangt. 
Endlich findet wegen oF — hn (a 4 > o) fiir die dritte Integration die Glei- 
chung statt: i 
7] ; ae ; i| 1 1 “wt 1 
C, + % fol(a+ 57) + B fo a+ @ + fo ae D ——a 


a 1 
oder wegen ‘fy (a + — ) — C: 


yl » 1 2 1 rs) 
C+ uC +As(at se)tnfwi(a+zo)=0... ® 
2 2 aa er 
wie es die obige Angabe verlangt. 
Fiir den Anfang der verschiedenen Integrationen wird man die zu berechnenden 
Functionen immer so wihlen kénnen, dass bei berechnetem f (a), f (a + @) etc. der 


1 3 etme 
Anfang entweder auf 2’ — a, oder — a + > @ fallt und reicht dann mit diesen 
Formeln aus. 


Fiir die Endgrenze ist es am bequemsten, einige Werthe der Integrale fiir: 


i} A 
at G@—Ne, a+(i—Z)o, «tio, at (i+z)o, a+ +e 
uach den hier gegebenen Ausdriicken zu berechnen und aus ihnen den Werth des Inte- 
1 
grals fiir andere Grenzen, die nicht auf a + i@ und a + (i + z) @ fallen, strenge 


zu interpoliren. Man kann dhnlich auch bei dem Anfange verfahren, nur wird man bei 
den héheren Integrationen, auf den richtigen Beginn der simmtlichen vorangehenden 
summirten Reihen zu sehen haben. 


(16.) 


Als Beispiel kann noch die Annahme: 


f(y = 24 ae | O- tals 
gemacht werden. Es wird damit fiir: 
aa 
ere ae 
\f@) Ota eee ak 
x ‘ 1 1 I 
le oe pte 
| ax | fae = Ge = & 5 


* 


1  . if 1 — i pot AN | Sc Mig lt 
dx \da f(a) da = 55% 10 2 5 id 


und fiir: 


daz 


| S (%) da 


| dx {() dx 


 ¢(a) da 


ax 
« 


2187 


2) wf = 15 
m2! aly 243 
= 160 

1 243 243 
yes ey: jose oa er 
agi =< Teo "oe 

1 943 243 
en red ae) | Satie) Mele yes als © 
10. 300” + 798” — 1799 


Zu dem Anfange der Reihen bei der mechanischen Quadratur bedarf man der 


Differenzen der ersten W 


erthe von f (a), f(a + @) us. w. 


Diese sind: 


| | 

Argument Function | pe te Nek ieee I 
a— 0 0 0 2 | 24 
i i 1 4 12 of 0 
UA Ge isa eee eke, 1b 36 ‘ 0 

ato 16 50 | 24 

Soll nun zuerst die Anfangsgrenze: 
1 ieee | 
sein, so wird nach den in (14) gegebenen Werthen: 
191 


C= 
eet 
0 if) 


wt 
Co == 


und da hier: 


+ 


1 ik Cs 
= af (@) = 940 7° (« 


f@= 1 
f, (2) = 8 
Le @ S04 
FG) == 40 
P 
so wird: Oe 


1 les I ea 
Op Ol a 


1 ! 
ey 7 ®) T 720960 


fo (a) = 14 


Fo (a) = 24 


y/ 


— + 0,8000 OG, = 


und die summirten Reihen bilden sich so: 


Lea OL ee 
40 fo (@) = 0480 fo (@) 


31 


SAN Sy 


» 
ov 


60480 I (a) 


J 1 1 
fs (« 4 ) + 3f0' (u ae o)| 


yl 
GO =— 


0,0274 


Argument | f(a) | Y(a-+ > 0) "a | "(a+ se) 
a a a 
CY tol fp ak 1 1 : | a 0 037 
a+ wo e ie + 0,800 if whe — 0,027 
rater 9 ou 763 
a+ 2 3 81 + 16,800 te Pet + 0,736 
as Pigs : ; 70 t,o 3 
a -- Bites 4 2G ++ 97,800 HL ett <= 18,299 
PES ca Ae 5,363 
Ae sa, % r 95 -}- 853,800 aie eocane + 133,662 . 
ae : = 400,00 
é 978,800 } 9.895 
a +- DuOier sae G6 1296 t. ; ae 1447,963 -- 602,825 
ee: ete. 


Wird: 


l ‘ 1 17 l 367 ee 
(i — = = FI (« . o) ee ee 2 ) ‘ sat 7 
2 Meine TDR ee ares (« t 9°) — ge7es0 79 (@ + 9 
eC l ; eer ees 
ae av (e+ a) — 5760 [2 fo (a + wo) + 9 (a) | 
367 Iv . 9 IV 
 ge7eg0 Le fo (@ + @) + 2 ft | 
" aps 1 7 é Lec 4D7 j Li 
} — aoa . | , | fi ae ee ee TTT = f 
“a a So (« 5 ) 1990 Fi (« | 5 °) 967680 nie (« -L 5 o) 
Da nun hier: 
aR ; 
fo (a+ 5) = 15 fy (a + ) = 16 
wt 1 — 96 aM , ee 
Jo a 4 9 2) == So vit (a) — 
y iS 1 é “It 
re (« b xa) = 0 f(a + o) = 50 
Fo (a) se" 24 
fo (a + ow) = 24 
; ; 1 
und wenn man den Werth von C, an die Stelle von 'f (a a ae ) setzt 
" an aN 8 LOT) as 1 
ae ane 2 aes DeFeet has : 
C1 = 1 q990 7 (« oS @) wessao7? \* T 9 0). 
so werden die Werthe: 
C, = — 0,5188 
2 
C, = + 0,8757 
2 
/ r 
CL = + 0,1025 
und die summirten Reihen bilden sich fiir den Anfangswerth z’ = 1,5 so: 
, bY ad ie wy ry 1 
| Argument ft (a sik (« +> w) Wig) (Q) fy (a + ced 
0,376 
ee Say ; — 0,519 a es + 0,103 
soul chet + 15,481 a ee — 0,040 
2 ‘ : 
a+ 2m... 1... 4 | * + 96,481 r pee + 15,298 
oie : . + 353,481 a ere + 127,117 
K + B} 
eee ear 5 625 4 978,481 peo 4 592,417 
a+bo. 6 1296 + 1443,781 
ete. | ete. 


Aus beiden Tabellen werden sich die richtigen Werthe nach den Formeln (I) und (II) 
in (14.) ergeben, die nach der Substitution der Zahlen werden fiir: 
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und fiir: 


nip c 1 1 as 
f(e) de = 08 "F(a + f0) + 995, F(@ + i0)— Are (a + io). 
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B. Die speciellen Stoérungen. 
Sechsundneunzigste Vorlesung. 
Allgemeine Bemerkungen iiber definitive Bahnbestimmungen. 


Wir haben in den yorhergehenden Abschnitten geschen, wie man aus einer ge- 
wissen Zahl von Beobachtungen mehr oder weniger angeniherte Elementensysteme eines 
Kometen oder Planeten erhalten kann. Mit Hiilfe eines derartigen Elementensystemes 
ist es dann gewohnlich mdglich, das betreffende Object liingere Zeit hindurch aufzufinden. 
So lange man also nur diesen Zweck im Auge hat, lisen die im Vorhergehenden ge- 
gebenen Methoden das Problem der Bewegung eines Himmelskérpers im Allgemeinen 
in ziemlich befriedigender Weise. 

Aus diesem Grunde hat man sich in friiherer Zeit fast ausschliesslich auf die Be- 
rechnung ,,vorliufiger* Bahnen beschriinkt. Hierzu kam noch der Umstand, dass die 
alteren Beobachtungen in Folge der Unsicherheit der astronomischen Fundamental- 
constanten und in Folge der Mangelhaftigkeit der technischen Hiilfsmittel nicht auf be- 
deutende Genauigkeit Anspruch machen konnten. Man konnte sich daher mit vollem 
Rechte auf naherungsweise Darstellungen der Bewegung der Himmelskérper beschrinken. 
Erst der bedeutende Aufschwung der beobachtenden Astronomie seit der Mitte des 
achtzehnten Jahrhunderts machte die Auffindung neuer, strengerer Methoden zur Be- 
stimmung der Bahn eines Himmelskérpers néthig. 

Man bestrebte sich also, anstatt nur einzelne Beobachtungen eines Objectes zu ver- 
werthen, simmtliche Beobachtungen zur Bestimmung einer Bahn heranzuziehen, und 
stellte die Frage in folgender Form: Wenn ein Elementensystem gegeben, welches 
simmtliche zur Verfiigung stehenden Beobachtungen bis auf gewisse Gréssen in Recta- 
scension und Declination darstellt, welche Verbesserungen muss man dann an diesen 
Bahnelementen anbringen, um eine bessere oder die beste mégliche Darstellung aller 
Beobachtungen zu erreichen? 

Es sind nun aber die Rectascensionen und Declinationen eines Objectes sehr ver- 
wickelte Functionen seiner Bahnelemente. In Folge dessen ist es im Allgemeinen 
schwierig, anzugeben, um welchen Betrag sich diese Gréssen andern, wenn sich ein Bahn- 
element um eine gewisse Grésse indert. Nur dann, wenn die Aenderungen der Bahn- 
elemente als unendlich kleine Gréssen von der ersten Ordnung betrachtet werden kénnen, 
ist es leicht, diese Aufgabe durch Differentialformeln zu lésen. Man ist also ge- 
zwungen, die Kenntniss eines Elementensystemes vorauszusetzen, welches die Beobach- 
tungen bis auf sehr kleine Betrige genau darstellt, und kann dann annehmen, dass das 
zu suchende Elementensystem von dem gegebenen nur um unendlich kleine Gréssen 
erster Ordnung abweicht und allgemein die Aenderungen des scheinbaren Ortes als 
lineare Functionen der Aenderungen der Bahnelemente darstellen. Somit hat man 
gewisse analytische Ausdriicke fiir die Darstellungen jeder einzelnen Beobachtung durch 
alle dem gegebenen Elementensysteme unendlich benachbarten. 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 70 


Es handelt sich jetzt noch darum, eine Bedingung zu wihlen, durch welche ein 
moglichst guter Anschluss der zu bestimmenden Bahn an die Beobachtungen erreicht 
wird; mit anderen Worten, die Gesammtheit der iibrig bleibenden Abweichungen még- 
lichst klein zu erhalten. 

Man hat sich daran gewodhnt, die zu suchenden Bahnelemente so zu bestimmen, 
dass die Summe der Quadrate der Abweichungen cin Minimum wird. An Stelle der 
Abweichungen in Rectascension (4) nimmt man jedoch 4a cos0 (wo 0 die Declination 
des Objectes), weil 4a cosd die wirkliche Abweichung der Beobachtung auf der 
Sphare ist. 

Die zu suchenden Bahnelemente definirt man also durch die Bedingung, dass die 
Summe: 

2 |(4a cos 0)? + (40)?] 

ein Minimum werden soll. Wir sehen an dieser Stelle von der theoretischen Be- 
griindung dieser ,Methode der kleinsten Quadrate* vollstiindig ab und beschranken uns 
im Augenblicke darauf, die praktischen Vortheile derselben hervorzuheben. Die Gréssen 
4a cos 0 und 40 haben natiirlich im Allgemeinen yerschiedene Vorzeichen, d. h. die 
Beobachtungen fallen bald auf die eine Seite der idealen Bahn, bald auf die andere. 
Die Gréssen (4a cosd)? und (40)? sind jedoch immer positiv; sie sind ferner um so 
erésser, je grésser die absoluten Werthe von 4a cosd und JO sind. Die oben an- 
gegebene Minimalbedingung muss daher von vornherein Elemente liefern, welche sich 
sehr gut an die wirkliche Bahn anschliessen. Es bleibt nun noch zu untersuchen, ob 
dieselbe die Bahnelemente vollstindig bestimmt. 

Sei fiir eine bestimmte Beobachtung im Sinne ,,Beobachtung (0) minus Rech- 
nung (c)*: 

6, — 0. =n 
fiir unser urspriingliches Elementensystem; d. h. also, wenn man mit den zu Grunde zu 
legenden Elementen fiir die Zeit der Beobachtung die Declination berechnet, so erhalt 
man 0... Diese Grisse weicht von der vom Beobachter gemessenen Grdésse 0, um 7 ab. 

Wir bezeichnen die Bahnelemente des urspriinglichen Systemes mit e,, @ ...e@. In 
den astronomischen Anwendungen der Methode der kleinsten Quadrate ist 7 immer 
gleich 5 oder 6, je nachdem man eine parabolische Bahn oder eine allgemeine Kepler’sche 
Bewegung voraussetzt. Nun nehmen wir an, dass man zu diesen Gréssen noch die 
Correctionen Je,, Je,... 4e hinzufiigen muss, um die, zu suchende,.,,definitive* Bahn zu 
erhalten. Fiir diese Bahn sei die der Beobachtungszeit entsprechende Declination gleich 0. 

Dann hat man: 
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‘ m Con.  paber ens ‘ : . 
Die Gréssen =o (die Differentialquotienten der Coordinate 0, nach den Bahn- 
e 


elementen) sind offenbar Functionen der Bahnelemente @,, é¢)...e; wd der Beobachtungs- 
zeit (da 0, selbst eine Function dieser Gréssen ist). Spiiter werden wir analytische Aus- 
driicke fiir dieselben aufstellen und kénnen sie daher als bekannt betrachten, da wir ja 
die Beobachtungszeit und das urspriingliche Klementensystem e,...e; kennen. Desgleichen 
haben wir gesehen, wie man (die Abweichung der Beobachtung von der urspriing- 
lichen Ephemeride) erhilt. Indem wir in der Gleichung fiir 0 die Griésse 0, durch 0) — n 
ersetzen, folot: 


do. dO do. 
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Diese Grosse ist aber nichts Anderes als 40, die Abweichung der beobachteten 
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Coordinate 0) von der, dem zu suchenden definitiven Elementensysteme entsprechenden 
Coordinate 0. 

Wir sehen also, dass die Gréssen 40 und ebenso 4@ cos 0 lineare Functionen mit 
bekannten Coéfficienten der, dem urspriinglichen Elementensysteme zuzuertheilenden Zu- 
wiichse Je sind. Sie enthalten ausserdem noch ein bekanntes constantes Glied n. 

Obige Minimalbedingung kommt mithin also darauf hinaus, die Gréssen 4e,, Je... 
4e; so zu bestimmen, dass sich ein Ausdruck, welcher ihre Quadrate und ihre ersten 
Potenzen mit gegebenen Coéfficienten enthilt, auf ein Minimum reducirt. Wir be- 
merken iibrigens, dass die Coéfficienten der Quadrate von Je... 4¢; immer positiv 
sind. Nun wollen wir die Form der Minimalbedingung aufsuchen. Zu diesem Zwecke 
denken wir allen Gréssen 4e,, Je;...4¢; einen gewissen Werth zuertheilt, mit Ausnahme 
von 4e,, welches wir so bestimmen wollen, dass ein Ausdruck von der Form: 

(4e)§A+ 4eF(4e, 4eq...46%) + G(4eq...de%)... 7. (2) 
ein Minimum wird. 

In diesem Ausdrucke ist A eine positive Grésse, welche nicht von Je... 4¢@ ab- 
hingt. F' ist eine lineare Function dieser Gréssen. Die allgemeine Bedingung dafiir, 
dass der Ausdruck (2) bei gegebenen Werthen von 4e,...4¢ ein Maximum, ein Mini- 
mum oder einen Wendepunkt hat, ist allgemein: 


y) 
(2) 0 
dde, 
ie a Pe a eee ee See | a ee PY 


Hieraus ergiebt sich also Je, als eine lineare Function von Je... 7 e;. 

Man iiberzeugt sich leicht, dass der durch die Gleichung (3) definirte Werth von 
de, einem Minimum von (2) entspricht (weil, wie wir sahen, A immer positiv ist). 

Betrachtet man irgend eine andere Grosse, z. B. 4 e¢, als variabel und alle iibrigen 
als gegeben, so erhilt man eine der Gleichung (3) analoge. 

Man erhalt also im Ganzen 7 lineare Gleichungen zur Bestimmung der Gréssen 
A Cy ase A je 

Die Methode der kleinsten Quadrate bestimmt somit die Unbekannten voll- 
stiindig und eindeutig. Die Summe der iibrig bleibenden Fehlerquadrate wird immer 
ein Minimum. 

Die Gleichungen (1) pflegt man die Bedingungsgleichungen, die Gleichungen (3) 
die Normalgleichungen zu nennen. 

Im Vorhergehenden haben wir vorausgesetzt, dass die Methode der kleinsten 
Quadrate auf jede einzelne Beobachtung angewendet wird, wie das gelegentlich auch 
Bessel gethan hat. Es erfordert dies aber einen ausserordentlichen Arbeitsaufwand. 

Aus diesem Grunde zieht man es vor, mehrere Beobachtungen in einen ,,Normal- 
ort“ zu vereinigen und nur auf diese Normalérter die Methode der kleinsten Quadrate 
anzuwenden. Da nimlich die wirkliche Bahn des Objectes sich immer in unmittelbarer 
Nithe an die der Rechnung zu Grunde gelegte anschmiegt, so kann man fiir einige Tage 
voraussetzen, dass z. B. die Differenz: ,,Wirkliches 6 minus berechnetes 0“ der Zeit pro- 
portional ist. Wenn also in diesem Zeitraume eine Anzahl Beobachtungen die wirklichen 
0 geben wiirden (d. h. keine Beobachtungsfehler enthielten), so wiirde das Mittel der 
Differenzen 0, — 0, die der Ephemeride hinzuzufiigende Correction fiir das Mittel der 
Beobachtungszeiten sein, oder 40 bei Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate. 

Der Umstand, dass die Beobachtungen nicht die wirklichen Orte geben, sondern 
auch noch Beobachtungsfehler enthalten, spielt bei dieser Betrachtung keine Rolle. 
Das Mittel der 0) — 0, ist natiirlich genauer als ein einzelner Werth dieser Grésse. 

Aes 
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Fiigt man dasselbe zu dem, dem Mittel der Beobachtungszeiten entsprechenden 0, hinzu 
(und ebenso fiir die Rectascension), so erhilt man einen Normalort, der ebenfalls genauer 
ist als eine einzelne Beobachtung. 

Durch Bildung solcher Normalorte wird die rechnerische Anwendung der Methode 
der kleinsten Quadrate ausserordentlich erleichtert. 

So lange sich die Beobachtungen eines Objectes nur iiber einen oder zwei Monate 
erstrecken, kann man sie so simmtlich zur Bestimmung der Bahnelemente verwenden. 
Fir lingere Zeitriume bewirkt aber die Anziehung der Planeten Abweichungen von der 
Kepler’schen Bewegung, die Stérungen. Diese Gréssen miissen offenbar an die 
Ephemeride vor Vergleichung mit den Beobachtungen angebracht werden. Man stellt 
sich also die Aufgabe wie folgt: Man sucht fiir einen gewissen Theil der Bahn 
(oder priciser gesagt fiir eine bestimmte Epoche) ein Elementensystem, 
welches die wirkliche Bewegung osculiren soll. Dasselbe soll also fiir den 
betreffenden Zeitpunkt den Ort und die heliocentrischen Geschwindigkeitscomponenten 
des Objectes strenge darstellen. 

Zu diesem Zwecke geht man von einem fiir die Osculationsepoche naiherungsweise 
richtigen Systeme aus, und berechnet die Stérungen durch die Planeten. Man bringt 
dieselben dann an die Ephemeride an und vergleicht erst nachher mit den Beob- 
achtungen. Durch Ausgleichung mittelst der Methode der kleinsten Quadrate erhalt 
man dann das wahrscheinlichste, fiir die Osculationsepoche geltende Ele- 
mentensystem. 

Dieses Verfahren setzt voraus, dass das Ausgangselementensystem so angenihert ist, 
dass es die Stérungen vollstindig genau wiedergiebt. So lange es sich nur um Beob- 
achtungen einer Erscheinung handelt, ist dies im Allgemeinen leicht zu erreichen. Wenn 
aber Beobachtungen verschiedenen Umliufen angehéren, kénnen sich diesem Verfahren 
erhebliche Schwierigkeiten entgegenstellen. 

Nehmen wir an, dass es sich um die Beobachtungen zweier Erscheinungen handle. 
Man verfiigt iiber ein Elementensystem, welches die Beobachtungen einer Erscheinung 
ziemlich gut darstellt. Jetzt berechnet man die Stérungen fiir den Zeitraum, welcher 
die beiden Erscheinungen trennt und bringt die hieraus folgenden Correctionen an die 
Ephemeriden fiir die erste und zweite Erscheinung an. 

Mit Hiilfe der Gréssen: % — & und dy — 0, verbessert man dann das urspriing- 
liche Klementensystem mittelst der Methode der kleinsten Quadrate. Zuweilen kénnen 
die Correctionen desselben so gross werden, dass sich eine Abiinderung der Werthe fiir 
die Stérungen néthig macht. Dies kann besonders dann eintreten, wenn die Stérungen 
in dem Zeitraume zwischen beiden Erscheinungen betriichtlich waren, z B. in Folge 
starker Anniherung an Jupiter. In einem solchen Falle bleibt dann weiter nichts iibrig, 
als mit dem verbesserten Elementensysteme die Stérungen neu zu berechnen und dann 
die Ausgleichung von Neuem zu beginnen. 

Was die Berechnung der Stérungen durch mechanische Quadraturen, ae 
speciellen Stérungen*, wie man zu sagen pflegt, betrifft, so ist dieselbe im Principe 
sehr cinfach. 

Wie in der ersten Vorlesung gezeigt, treten zu den Kraftcomponenten der Central- 
bewegung noch stérende Krifte hinzu, welehe durch die Planeten bedingt sind und eine 
ulmalige Abweichung des Objectes von der Kepler’schen Bewegung hervorbringen. 
Man kann nun entweder berechnen, um wieviel eine nach den Kepler’schen Gesetzen 
berechnete Coordinate von der wirklichen Coordinate abweicht (Coordinatenstérungen), 


oder aber man betrachtet die Variation der osculirenden Bahnelemente (Variation der 
Constanten), 
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Man denkt sich also in diesem letzteren Falle alle Bahnelemente, welche die wirk- 
liche Bewegung osculiren, d. h. in jedem Zeitpunkte die heliocentrischen Coordinaten und 
Geschwindigkeitscomponenten des Objectes strenge darstellen, und verfolot die Aende- 
rungen dieser Elemente mit der Zeit. Zur Berechnung der stirenden Kriifte (welche 
auch den Ort des gestérten Objectes enthalten) wiire, strenge genommen, bereits die 
Kenntniss der Stérungen néthig. Da jedoch die Massen der Plancten gegeniiber der 
Masse der Sonne sehr klein sind, so geniigt im Allgemeinen eine nitherungsweise Kennt- 
niss der Coordinaten des gestérten Kérpers, um die stérenden Kriifte mit hinreichender 
Genauigkeit zu berechnen. 

Die Methode der mechanischen Quadratur giebt nun immer im Voraus geniherte 
Werthe fiir die Stérungen und also auch fiir den wahren Ort des gestérten Kérpers, 
so dass wir die stérenden Kriifte als bekannt: voraussetzen kénnen. 

Die Differentialgleichungen fiir die Veriinderung der Stérung in einer Coordinate 
oder in einem Bahnelemente nehmen dann die Form an: 

R 

Ee ae ee 

at? dt 
wo (wenn man die stérenden Kriifte kennt) X oder Y bekannte Grossen sind. Hat man 
fiir einige &quidistante Intervalle X oder Y berechnet, so kann man, wie aus den Vor- 
lesungen 94 und 95 iiber mechanische Quadratur folet, X und Y nach Potenzen der 
Zeit (des Argumentes) entwickeln, wodurch sich durch Quadratur £ oder 7, nach Potenzen 
der Zeit entwickelt, ergiebt. Man kann also, von Intervall zu Intervall weitergehend, 
die Gréssen § oder » berechnen und so die Bewegung des Kérpers verfolgen. 

Wenn sich das Object einem Planeten, z. B. Jupiter, sehr nihert, so ist es zuweilen 
gerathen, diesen letzteren Kérper als Centralkérper zu betrachten, die Sonne und die 
iibrigen Planeten hingegen als stérende. Man berechnet dann fiir den Moment, in welchem 
man den Uebergang machen will, die jovicentrischen Coordinaten und Geschwindig- 
keitscomponenten und hieraus jovicentrische Osculationselemente, verfolgt dann wahrend 
einer gewissen Zeit die Bewegung um Jupiter und berechnet schliesslich, wenn sich der 
Koérper wieder von Jupiter entfernt hat, Osculationselemente beziiglich der Sonne, mit 
deren Hiilfe man dann die Bewegung weiter verfolgt. Laplace hat im vierten Bande 
seiner Mécanique Céleste eine Formel fiir den Radius der Wirkungssphire eines Planeten 
gegeben, d. h. fiir den Grad der Anniiherung eines Kérpers an einen Planeten, bei 
welchem es vortheilhaft ist, den Planeten als Centralkérper zu betrachten. 

Die definitiven Bahnbestimmungen gehéren zu den miihsamsten Arbeiten der 
Astronomie, allein wichtige Resultate belohnen die ermiidende Thitigkeit des Rechners. 

Die genaue rechnerische Verfolgung eines Objectes iiber lange Zeitriume hin con- 
trolirt die Grundlagen der ganzen classischen Astronomie. Zunichst bilden derartige 
Untersuchungen eine Garantie fiir die Richtigkeit des Newton’schen Gravitations- 
gesetzes. So haben Asthen und Backlund nachgewiesen, dass der Encke’sche Komet 
in der Nihe seines Perihels Widerstandskraften begegnet. 

Auch beziiglich der Planetenmassen ergeben derartige Rechnungen wichtige Schliisse. 


’ 


Man setzt zu diesem Zwecke die von einem Planeten hervorgerufenen Klementenstérungen 
als der Masse desselben proportional voraus und fiihrt so in die Bedingungsgleichungen 
noch als Unbekannte die Correctionen der Planetenmassen ein. Auf diesem Wege er- 
hielt der uns leider so friih entrissene Hiirdtl eine Jupitermasse, welche ziemlich 
merklich von den sonst gegebenen Werthen abweicht. Dieses bemerkenswerthe Resultat 
fand seine Bestiitigung durch Newcomb’s grosse Arbeit iiber die Polyhymnia. — In 
ihnlicher Weise hat man aus den Erscheinungen kleiner Planeten bei grosser Annihe- 
rung an die Erde die Sonnenparallaxe bestimmt, 


at eres 


So liefern die hier citirten und noch viele andere, verdienstvolle definitive 
Bahnbestimmungen wichtige Aufschliisse iiber die Fundamentalconstanten des Sonnen- 
systems. — 

Nach diesen einleitenden Bemerkungen gehen wir zu Darstellung der verschiedenen 
Methoden iiber, mit deren Hiilfe sich die speciellen Stérungen berechnen lassen. 


Siebenundneunzigste Vorlesung. 


I. Eneke’s Methode zur Berechnung der speciellen Stérungen 
in den rechtwinkligen Coordinaten. 


Die einfachste Methode zur Berechnung der speciellen St6rungen ist die von Bond 
und unabhingig von diesem spiiter von Encke entdeckte, und in grésserem Umfange 
angewandte Methode der Stérungen in den rechtwinkligen Coordinaten. 

Man betrachtet die Bewegung in erster Anniherung als eine Kepler’sche und 
bestimmt die Abweichung der wirklichen Bahn yon der ungestérten in den drei Coordi- 
naten. Seien also x°, y®° und 2° die ungestiérten, der Kepler’schen Bewegung ent- 
sprechenden Coordinaten, und &, 4 und € die Stérungen, so sind in jedem Augenblicke 
die drei rechtwinkligen Coordinaten x, y und zg des Kérpers gegeben durch: 


ites 
y=y+ 
p= Pte 
und folglich ist auch: 
Ce dzé 
dt dt? at? 
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Die elliptische Bewegung wird dann nach den ersten Vorlesungen you Abtheilung I 
durch die folgenden drei Differentialgleichungen zweiter Ordnung charakterisirt: 
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in denen k? die Gauss’sche Constante bedeutet, wobei: 


om © 
yo — FAY a y + go: 


ist. 


Denkt man sich jetzt als dritten Kérper einen stérenden Planeten, der sowohl auf 
die Sonne, wie auf den gestérten Planeten einwirkt, dann sind die Differentialgleichungen 
4) Ae a’ ’ 

der gestérten Bewegung: 
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die nach den Coordinatenaxen zerlegten stérenden Krifte bezeichnen, so genommen, 
dass sie die relative Bewegung des Planeten um die Sonne bestimmen, wenn man sie 
nur an den gestérten Planeten angebracht denkt, und dabei ihre Richtung in der Art 
gewiahlt ist, dass sie die Coordinaten vergréssern. Es bezeichnen also a, y, z die wahren 
heliocentrischen Coordinaten des gestérten Planeten, «°, y°, 2° seine ungestérten Coordi- 
naten und 2}, y!, 21 die heliocentrischen Coordinaten des stérenden Plancten. Mithin ist: 


ee eer ee) (ee) 
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Durch Subtraction der beiden Gleichungssysteme (1) und (IT) ergiebt sich unmittelbar: 
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Die Masse m des angezogenen Planeten oder Kometen ist dabei in den meisten 
Anwendungen auf unser Sonnensystem gleich Null. 

Mit der Aufstellung der fusserst einfachen Gleichungen (III) ist die Grundlage der 
Encke’schen Methode gegeben. Will man die stérende Einwirkung mehrerer an- 
ziehender Kérper beriicksichtigen, so tritt in denselben neben dem ersten Term noch ein 
ihnlicher mit m®, 7®, y®, 2 auf, u. s. w. 

Um die Methode anzuwenden, geht man von einem Osculationselementensysteme fiir 
eine bestimmte Epoche aus. Dasselbe muss die Beobachtungen in der Nahe einer 
gewissen Epoche (der Osculationsepoche) méglichst gut darstellen, mindestens iiber einen 
Zeitraum yon einem bis drei Monaten. Man nimmt dann in der Mitte dieser Zeit eine 
Osculationsepoche an und setzt voraus, dass die Elemente fiir den betreffenden Zeit- 
moment die Coordinaten und Geschwindigkeitscomponenten des gestérten Koérpers strenge 


darstellen, oder die wirkliche Bewegung ,,osculiren®. 
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Da sich die Stérungen gewodhnlich erst nach Monaten fiihlbar machen, so hat man 
in der Wahl der Osculationsepoche einen ziemlichen Spielraum. Nun geben die astro- 
nomischen Jahrbiicher die Coordinaten der Planeten (nebst mehr oder weniger zuver- 
liissigen Angaben iiber ihre Massen) fiir gewisse Intervalle, z B, von 20 zu 20 Tagen, 
von einem gewissen Datum ausgehend. Man setzt also die Osculationsepoche fiir einen 
dieser Tage fest und wahlt als Integrationsintervall 20 oder 40 Tage, um sich die Inter- 
polation der Planetencoordinaten zu ersparen. 

Gewohnlich gilt ein Intervall von 40 Tagen fiir die Berechnung der Stérungen fiir 
ausreichend. Im Falle grosser Stérungen muss man jedoch mit Intervallen von 20 Tagen 
oder noch weniger rechnen. Will man die Einwirkung mehrer Planeten beriicksichtigen, 
so muss man fiir alle dasselbe Integrationsintervall zu Grunde legen. Hierdurch geht 
dann aber ein grosser Theil der Kiirze, durch welche sich die Encke’sche Methode 
gegeniiber den beiden anderen, im Folgenden zu besprechenden Methoden der speciellen 
Stérungen auszeichnet, verloren. Auch aus anderen Griinden, die wir spiiter kennen 
lernen werden, ist man mehr und mehr davon abgekommen, die Encke’sche Methode 
fiir umfangreichere Arbeiten in unserem Sonnensysteme anzuwenden. 

Um so niitzlicher erweist sie sich, wenn es sich nur darum handelt, die Bewegung 
cines Objectes unseres Sonnensystems fiir einen kiirzeren Zeitraum, z. B. wihrend einer 
cinzigen Opposition zu behandeln. Einer besonders hiufigen Anwendung erfreut sich 
die Encke’sche Methode in rechnerischen Untersuchungen iiber das drei Kérperproblem. 
Hier, wo man noch obendrein die Bedingungen des Problems vereinfachen kann, indem 
man z. B. die drei Kérper in eine Ebene legt, leistet die Encke’sche Methode zur 
Aufsuchung periodischer Lésungen, Behandlung von Stabilititsfragen u. s. w. ganz Ausser- 
ordentliches. Die rechtwinkligen Coordinaten, welche sie gleichzeitig giebt, erlauben 
unmittelbar eine graphische Darstellung der Bewegung. 

Der Anwendung der Encke’schen Methode geht naturgemiiss die Berechnung der 
Coordinaten x1, y! und zg! des stérenden Kérpers fiir gewisse Epochen yoraus. Wenn es 
sich um Anwendung auf unser Sonnensystem handelt, pflegt man die rechtwinkligen 
Coordinaten auf die Ekliptik zu bezichen. 

In fritherer Zeit wurde die Encke’sche Methode, wie gesagt, dfter angewendet 
und man hat daher Sorge getragen, dem Bahnrechner soweit als méglich entgegen zu 
kommen. 

So enthilt die erste Publication der Astronomischen Gesellschaft die rechtwinkligen 
Eklipticalcoordinaten aller Planeten ausser Mercur von 1830 bis 1864. Dieselben stiitzen 
sich auf iltere Tafeln der Planeten, so z B. fiir Jupiter auf Bouvard. Die sechste 
Publication der Astronomischen Gesellschaft enthilt die Coordinaten von Jupiter nach 
Bouvard von 1770 bis 1830. Von 1770 bis 1843 hat ferner M. Coniel die Jupiter- 
coordinaten nach Leverrier im Bulletin astronomique gegeben. Endlich hat Méller 
in den Astronomischen Nachrichten die Coordinaten Jupiters von 1843 bis 1878 nach 
Leverrier berechnet. Fiir die Gegenwart ist man gendthigt, sich die Coordinaten der 
stérenden Massen selbst zu berechnen. Die Astronomischen Jahrbiicher geben jedoch 
fiir gewisse Tage im Jahre die heliocentrischen Eklipticaleoordinaten der Planeten: 
nimlich die Liinge 1, die Breite b und den Radiusveetor +. 


Man hat dann ganz einfach: 
v1 = r! cos b1 cos I 


r1 cos bl sin D 


< 


a) = 7) sin.bl. 


Diese Angaben beziehen sich auf das mittlere Aequinoctium des Anfanges eines 


Sah = 


Jahrzehnts, so dass man im Allgemeinen beim Uebergange aus einem Jahre in das andere 
das Coordinatensystem nicht zu wechseln braucht. 

Man rechnet dann die Bahnelemente des gestérten Kérpers auf den Anfang des 
betreffenden Jahrzehnts um, auf den sich auch die Planetencoordinaten bezichen. Wier- 
auf rechnet man mit den so umgeformten Bahnelementen dic rechtwinkligen Ekliptical- 
coordinaten x°, y°, 2° des Objectes nach den Formeln: 


“° = ra sin (A + @ + v°) 
y° = rd sin (B + ow + v°) 
eo = re sin (@ + v°), 


worin indess die Gréssen a, b, ¢ und A, B nicht die eigentlichen Gauss’schen Constanuten 
reprisentiren, sondern durch die Formeln: 


a sin A = cos 8 
acos A = — sin && cost 
b sin B = sin &8 


b cos B cos §4 cos 7 


( 


Il Il 


sin 7 
gegeben sind. 


Die Groéssen 2°, y° und 2° berechnet man fiir dieselben Epochen, fiir welche die 
Coordinaten des stérenden Kérpers gegeben sind. 


Nach diesen Vorbereitungen kann man nun daran gehen, aus den Gleichungen 
(III) die Gréssen €, 7 und § durch mechanische Quadraturen zu ermitteln. Ueber das 
diesbeziigliche Verfahren schicken wir zunichst einige allgemeine Bemerkungen voraus, 
um sodann die rechnerische Zurichtung, durch welche Encke die Auflésung der 
Gleichungen (II]) durch eine Tafel wesentlich erleichtert hat, in Encke’s Original- 
darstellung anzuschliessen. 

In den rechten Seiten der Gleichungen (III), die man zu dem genannten Zwecke 
als bekannt voraussetzen muss, treten ja die wahren Coordinaten x, y und z des gestérten 
K6rpers auf. 


Man miisste also schon &, 4 und € kennen, um 


eet é 
y= y+ 
a di oS 


berechnen zu kénnen. In den ersten Gliedern der rechten Seite der Gleichungen (II) 
hat dies weniger zu bedeuten. Diese Glieder sind wegen des Factors m (der Masse 
des stérenden Kérpers) immer schr klein und es wiirde daher zu ihrer Berechnung 
schon eine ganz rohe Kenntniss von §, 4 und € geniigen. Man nennt diese, fitr 
Anwendungen auf unser Sonnensystem leichter zu berechnenden Glieder die ,directen 
Glieder*. 

Gréssere Bedeutung haben die zweiten Glieder auf der rechten Seite der Glei- 
chungen (III), welche als Factor die Sounenmasse enthalten. Dieselben sind bei den 
gewohnlichen Anwendungen weit grésser als die ersten und miissen daher mit genaueren 
Werthen von £, 4 und € berechnet werden. Man nennt diese Glieder die ,indirecten 
Glieder“. 

Nehmen wir im Hinblick auf die vorausgehenden Darstellungen der mechanischen 
Quadratur an, dass sich die mechanische Quadratur bereits im Gange befinde, so ist 
allgemein: 

Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 71 
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a@+io 


oat ] ay Fosse 
| (t) dt? = w?|"f(a + io) + ae + 10) — 5754 (a4 + 1@).. | 


and in vorliegendem Falle f beziehungsweise gleich : 
ae d®y d? 
av” gt?" dP 
Man behilt nun als Variable nicht die Zeit (gemessen in mittleren Sonnentagen) 
bei, sondern nimmt als Zeiteinheit das Intervall, z. B. @ mittlere Sonnentage an, hat 


also allgemein: 
t = no + const. 
oder: 
Che == (hip 
und somit: 


“w+ tw 
» 


I : Leh ; 
| [re co + const.) dn? = "f(a + i@) + PEAG | 4a) — S40 (a + 4m). .. 


Man berechnet also: 
d? dé 
ue Sef eet eers 
dn? dt? 
und integrirt diese letztere Grosse. 
Zu diesem Zwecke braucht man nur in den Gleichungen (III) k@ an Stelle von k 


oS 


oder k?? an Stelle von k? zu setzen. 
Die Grundgleichungen werden dann: 


2) Lee 1 mn 
: é — 2 2m) {* ; ee ‘| + 42002(1 + m) 2 = 
av Qo yl? yo” i 
De ea | Unrate al UK) ste ee ee 
gee oe eae ah oe ee a) ee 
o ) ) F 
Ds Sa ee el 0 g 
ae = fk? @2m! Es — = _| + k?@?2(1 + m) »— — #) 
in ae S| [3 al 
0 Y ) 7 


und auf diese Gleichungen, in denen die Zeiteinheit mit dem Intervalle identisch ist 
hat man einfach nun die Formel: 
a+io 


? 


; : . ibe 1 
| [roams = f(a + iw) + Dp F(a 4 4m) “ae ere 
hoff ; ; : ., aE dr 12 
anzuwenden, wobei f(a + i@) beziehungsweise gleich zt : ne : : see 
7 dn dn? an? 


Wenn sich die mechanische Quadratur bereits im Gange befindet, so ist iiber die 
Anwendung der Gleichungen (IV) nicht viel zu sagen. Man sieht aus denselben, dass man 
E(a + i@) angeniihert bereits kennen muss, um den strengen Werth von sa und 
durch die doppelte Summirung zu erhalten. Bei derartigen Rechnungen ist es indess 
fast immer leicht, die Werthe von &, 7 und € mit hinreichender Genauigkeit im Voraus 
; fannie y Vos ae (SCENE ae . ; 
mu schitzen. Zu Anfang einer mechanischen Quadratur sind die Anfangswerthe der 
ersten und zweiten Summenreihe unbekannt, sowie die Stérungen. 

Man setzt dann in erster Niherung die Stérungen gleich Null und bereehnet unter 
dieser Voraussetzung die Werthe von: 


ae tape ae 


etwa zwei Intervalle vor und zwei Intervalle nach der Osculation. 


= 56) 


Fallt die Osculationsepoche mit einer der Epochen fiir die Differentialquotienten 
(a) zusammen, so bestimmt man die Anfangsconstanten der Summenreihen nach den Formeln: 


My Snes l ol 
A\ = See ee st : “TV 
f(a) 7) + gapF |) — Gago @--- 
re ee 1 | 11 191 
* ea 5) = eee Le ae = “ut \ "V “ 
( 5 ®) Se aged ee a) oe pecan (a): 
Die Quadratur vollzieht sich dann nach der Formel: 
a+7w 
at) . 9 Nps. as I an 
| |s(@) axe = f(a + io) 4 DR’ (eo =— 109) == 940 7 (a + i@) 
il 
aa x7 (a + i@) pact? 


60 480° 


Fallt hingegen die Osculationsepoche in die Mitte zwischen zwei Epochen a—o und a, 
fiir welche man die Differentialquotienten berechnet hat, so wendet man die Formeln an: 


ly l * 17 “tt AT 
J (a) = aa J (a @) 7760 [2f"(a — w) + f" (a)] 
367 ea ater : 
967 650 [sf (a — ow) + 2/"(@)]... 
is 1 —_ a 1 ae i er SON ne 1 
ee ee a7 On.) erase” Og 
. a a bist 1 
. - eh ee \ : \ . he l “ . 
| ran = fie -— tm) - Dp / Lae = 8) 240 7 (a+io)... 


Sind fiir die ersten Intervalle verbesserte Werthe von &, 4 und € bestimmt, so 
kann man mit denselben die Differentialquotienten noch einmal berechnen und so noch 
genauere Werthe fiir die Stérungen ableiten. 

Gewohnlich aber geniigt es bei der Berechnung der Differentialquotienten fiir die 
ersten Intervalle die Stérungen gleich Null zu setzen. Sowie eine gewisse Anzahl Werthe 
von & 7 und € erhalten werden, bildet man ihre Differenzreihen, um sich vor Fehlern 
bei Anwendung der mechanischen Quadratur zu sichern. Es ist stets zu empfehlen, sich 
durch Bildung der Differentialquotienten davon zu iiberzeugen, dass die Werthe von & 


und as fiir die Osculationsepoche wirklich gleich Null sind, damit nicht gleich in 


der Grundlage der mechanischen Quadratur ein Irrthum bestehen bleibt. 

Nach diesen allgemein orientirenden Bemerkungen gehen wir dazu tiber, die Grund- 
gleichungen (III) rechnerisch so umzuformen, dass ihre Integration durch Anwendung 
einer Tafel erleichtert wird. Wir folgen dabei der Originaldarstellung von Encke; 
indem wir zuniichst die Regeln der mechanischen Quadratur mit Encke in Kiirze dahin 
zusammenfassen, wie sie bei Anwendung auf den vorliegenden Fall des Gleichungs- 
systems (IIL) oder (IV) gebraucht werden. 

bl 


Soll | de | f(v)dx gefunden werden, so bestimmt man fiir verschiedene Werthe 
b 
von a, die eine arithmetische Reihe erster Ordnung bilden, die numerischen Werthe yon: 
f(a, flat), f(a+2o)...f(@ + no). 
Das gewiihlte Intervall @ darf nicht zu gross sein, un keine allzu miihsame Verbesserung 
der spiiter vorzunehmenden Summation nothig zu machen, aber auch nicht zu klein, damit 


(Ge 
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nan nicht zu viele Werthe zu berechnen hat. Die Grenzen b und b! miissen innerhalb 
a und a + n@ licgen. Doch ist es nicht néthig, dass sie mit einem der berechneten 
Werthe zusammenfallen. Da aus den auf einander folgenden Werthen f(a) bis f(a +” @) 
irgend ein Werth durch Interpolation gefunden werden kann, der dem f(b) oder f(b!) 
entspricht, und eben dasselbe auch bei allen aus der Reihe f(a) bis f(a + n@) ab- 
geleiteten Werthen, sofern sie fiir eines der Argumente a bis a 4+ nq@ gelten, statt- 
findet, so wird man immer den Anfangswerth oder Endwerth des Integrals durch Inter- 
polation finden kénnen, wenn man ihn fiir mehrere der Argunnente @ bis a + n@ hat. 
Indessen wird man auch bei der Auswahl der Werthe a bis a + n@ es so einrichten 
kénnen, dass einer oder ein Mittel aus zweien mit den Grenzen tibereinkommen. Hier 
werden wir deshalb annehinen, dass die Anfangsgrenze auf @ + = o trifft, die Endgrenze 


= 


; ; 1 
auf a@ + 7@ oder a + (° + 3) @ 
Fiir die Integration bedarf man der ersten, zweiten etc. Differenzen der Gréssen 
J (a), f(a + @) ete. Werde die nte Differenz durch / bezeichnet, analog den Differen- 
tialquotienten, und werde, um anzugeben, zu welcher Stelle sic gehért, das Mittel der 
beiden Argumentenwerthe, aus deren Differenzen sie hervorgeht, dem fo hinzugefiigt, so 


dass also: 


fo (a + 20) — fo(a + wo) = fo’ (w 2 er o) ete., 


so wird sich das folgende Schema bilden: 


Argument Function I. Ditferenz Il. Ditferenz Ul. Ditferenz 
| 
Cinay RA Shs (a 1 a i 

Tha) So (« “fF Ge w) fy @) fo (a ee w): a 

ato... (a+ wo) 3 fi(a+ oe) “ 
He (w +50) | : Hy" (a +S) 

¢ . 2 

at2o... f(a + 20) 5 fo (a + 2a) e 
| | flats») | frat ze). 

+13 Ones S(a + 30) % | fo (a+ 3o) 3 


Ebenso bedarf man aber auch der summirten Reihen fiir die Integration. Man 
bezeichne die erste summirte Reihe analog den Differenzen durch fF MOL Hinzufiigung 
cines Argumentes in demselben Sinne wie bei den Differenzen, so dass also: 


, . Te 1 3 
F(a + @) + fo (a f > o) a | (a + ; o) 


“fo () ‘to (w | ; o) = "fy (a + @) 


"fo (@ + @) Yo (a = = o) = ‘fh (a + 2), 
weil niimlich: 33 
Jy (a 20) =f, Gs, (« 7 7), 


so wird sich ein zweites Schema bilden: 


— ooo —= 


ae ener : 
Argument | — Function | I. summirte Reihe | IT. summirte Reihe 
| 


Bawses s | Fla) | 
a--w... | fiat o) 
a+ 2@... f(a + 2) 


a+3o... f(a + 8) 


fo(a + 
| vole + 
| f(a 
| 


i | "fy (a) 

| (a + w) 
"So (@ + 2) ->- 
| “fo(a + Bw) ++ 


| 
| 
| 
| 


to! ex to] eo ro] — 
S 
—, 


Es bedarf dabei jede summirte Reihe eines Anfangswerthes fiir irgend ein 
Argument, iihnlich wie das Integral einer Constante bedarf. 

Mit Hiilfe dieser beiden Schemata lisst sich das einfache und doppelte Integral 
von f (x) durch mechanische Quadratur folgendermaassen bestimmen: 


1 1 
Tes 5 - . TO PaAn 7A 7 ny Ane : / r 
Es sei die Anfangsgrenze a + 3 % die Endgrenze a + (i + >) @. Man setze 


in der ersten summirten Reihe: 


ee eee wee 1 
G=— Bhat 3e) + aig (¢ + 3°) 


oe 1 
an die Stelle von ‘f (« + Vass oder: 


= fe (a +. 5°). 
und in der zweiten summirten Reihe den Werth: 
ee aye) eG ea Or 
24 5760 
an die Stelle von "f, (a) oder: 


Cy, = "fo (@), 
und bilde damit die Tafel beliebig weit fortgesetzt: 


Argument Function ee summirte Reihe | II. summirte Reihe 
| = | hye 
eet Api f (a) Gries HAL eat ms w) CnC) 
ee ts | foto 3 "f(a + w) 
} fol @ + 2 w) 
a+ 2w | f(a + 2) 5 "f(a + 2 w) 
| dite (« -{- ay w) ; 
at3w...{| f(a+ 3w) - "f(a + 38 w) 
I 


so wird das erste Integral: 
a + (i 4- 5) w 
i {iy ; Lea outa 
| f(a)dz = @ \/o | “i (: + oy o| “y 94 So « | (: 4 5) ® 
a+ +o 17 W ; . .) || a A 
é =s: AT60 /° « 4. (° + iy 1) | 


und das Doppelintegral: 
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(i : (a) 
a@ + () + o 


jae | fede = ols (ea + ie) + "Pla + @ + 1) ell 
a+ ze — = {f(a + iw) + fla + @ + 1) @}} 
a {fo (a + im) + fo [a + @ + 1) ol) Pie 


Bliebe dagegen zwar die Anfangsgrenze, aber anderte sich die Endgrenze in 
a + i@, so wiirde: 


atio 


und das Doppelintegral: 


a+iw 
dei @)\ada== wo fy (a + io) + afta | i@) 


il 
a —W 
de 5) 


a 5a 
940 1° (a + ia), Sarco 


Bei der Integration der hier vorkommenden Gréssen ist die Zeit das Argument. 
Wird deshalb das Doppelintegral bis zur Zeit a + i@ verlangt, so werden fiir dieselbe 
Zeit die Functionen "f(a + iw), f(a + io), f(a + i@) gebildet werden miissen, 
wobei namentlich: 


Fe ol 


wenn die erste Differentialgleichung als Beispiel gewahlt wird, eine Grésse, welche die 
Kenntniss von &, 4, € schon verlangt. Indessen wenn keine ausserordentlichen Fille yvor- 
5 1 

kommen, so werden die Briiche — und — —, 

12 240 
erals f (a +70) und fy (a 4+ i@) multiplicirt sind, eine falsche Annahme fiir diese Werthe 
nur in geringem Maasse einwirken lassen. Man wird, wenn man bis zu f[a + (¢—1)@| 
die Rechnung strenge durchgefiihrt hat, aus dem Gange dieser Function bis zur Zeit 
a + (¢ — 1) @, einen nicht ganz unsicheren Schluss auf ihren Werth f (a + i@) machen 


mit welchen in <Ausdriicke des Inte- 


Lae ‘ : 
kénnen, und der Factor DD wird wesentlich beitragen, den Irrthum zu verringern. Noch 


mehr findet dieses bei /j'(a@ + iw) statt. Der Werth aber, von dem hauptsichlich das 
. ‘ Pa We . : : 3 ‘C 

Doppelintegral abhingt, "/)(@ + 7), ist an sich schon durch die fritheren Rechnungen 

bis zur Zeit a + (i — 1) @ gegeben, weil: 


ole + io) = "flu + @— No] + Wlat (§— Zo 


= "fla + @ — 1) o] + % « { (1 — : 0 | +fla+ @— 1) o}. 


« « gle « . Ve aaa ass 7 ; r aftyp . . . 
Hat man also alle Gréssen bis zu fla + (¢ — 1) @| strenge gegeben, so hat man 
+ 4 qainer Cawe cuss > st * eee ee 
es mn seiner Gewalt, fiir f(a + i@) einen so geniiherten Schitzungswerth zu erhalten, 
dass man mit Sicherheit hoffen darf, wenn man diesen Niherungswerth verwendet, um 


die rechte Seite der Gleichungen numerisch zu berechnen, es werde eine kurze, indirecte 
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technung zum Ziele fiihren. Mit dem Niherungswerthe fiihrt man die Integration aus, 
und mit dem geniherten Integral berechnet man die Correctionen, welche in | | fda? 
vorkommen, um die genaueren Werthe des Integrals zur Berechnung des zweiten Differential- 
quotienten zu erhalten. Man schreitet auf diese Weise von Intervall zu Intervall vor. 
Aus f [a + (¢ — 1) o] findet man / (a + io), aus diesem f[a + (i + 1) @] wu sw. 

Viir den Anfang der Rechnung, d. h. fiir f(a) wnd f(a + @) nimmt man zuerst 
&, 7, € = 0 und findet daraus f(a) und f(a 4+ @) geniihert, woraus sich C,, C, und 
C, + Cy ergeben. Die Integrationsformel, auf diese fiinf Werthe angewandt, giebt dann 
die Gréssen f(a) und f(a + @) strenge, und von diesem Anfange an schreitet dann die 
Rechnung in ganz gleichmiissiger Weise fort. 

Die erste Rechnungsform, die hier vorgeschlagen werden kann, wird sich deshalb 
so aufstellen lassen. 

In dem Ausdrucke von X, Y, Z vernachlissigt man einstweilen den Betrag der 
Stérungen, welche bei dem gestérten Planeten «#° in # verwandeln und da wv’, y', 2’ strenge 
bekannt sind, ebenso auch 2°, y°, 2° fiir jede beliebige Zeit angegeben werden kénnen, 
so wird man: 


Ul en 0 U 
Pa ee aS 
of 5 
\ Q ‘foe! 
ay! 0 ! 
Y = mk? EE: J 
pees (ad = 
3 3 
o° i 
op A ' 
P : Gi ie é 
Lame = 
o- ys 
: 0) a 


wobei: 
f= ¢— 2) + G7) + 
fiir alle Zeiten a, a + @, a + 20@,...a+ no )berechnen kénnen. Der Fehler, der 
aus der Substitution von w° statt # entsteht, ist in der That bei diesen Kraften ungemein 
gering, da er von der zweiten Potenz der Massen herriihrt. 
Fiir den zweiten Theil der Gleichungen (5): 


2° : ae be y Be z 


z 3 3 i 
yo pe Ty8 r 79 r 
: é e ae ae ee 
e sie es ee - a, en on ox v a te = 
kann man, wenn &,7,€ klein sind, das erste Differential der Gréssen —, —,, —, em 


yo” pO 
fiihren. Es wird: 


! 


et por yo yo 
re 2 3 20 
— = — + es — dr? 
(pu! yo. yo y? 
wenn: 
PA) 0 a0 
x y 
0 aslo ee a “ 
Oy ro § r yo 1 yo , 


und folglich; 


x gd | ug | me 
k2 (1 + m) ese ae (3 e by e\e ee ) 
yo Te yr? rv 
yee eh #2 (1 + m) 
2 Si OPN ee ele Rees Uy I 
k? (1 + m) (Cs cot (3 0 OF ") 3 
0 / Pil) : ; I? 1 
vo tm(% — A) = (ofr POL. 
0" de y yo 


Die Gleichungen werden folglich, sobald man auf dem oben angezeigten Wege 
einen Niherungswerth fiir & 7, € erhalten hat, er mége mit §, 4, §) bezeichnet werden, 


in der folgenden Ordnung in Anwendung kommen. Zuerst berechnet man: 


Ay 


0 y° 
ry in yo hy y? bo, 


x 


1 === 
r 


findet damit: 


PS ge (ema a’ » GE ott) Pee wey . 
d? ' Nea ge y' k? (1 + m)/, y® ‘ 
EN i eee a eer, 
di2 ited ( 9°" my i) ! .o ( epithe lo ) 
df, Ra I eee z! k2(1 + m) /,, 2° \ 
a SS : - —— | —— (i) a 0 
Te m ik ( on Pe, :) sie a (= “0 y a ) 


und durch Anwendung der Integralformeln auf diese Zahlen ein Integral §, m1, &, 
welches zuverlissig schon niher der Wahrheit kommt als &, 7) und &. Eine Wieder- 
holung derselben Operation wird die genauen Werthe &, 7, § geben, wenn man &, ,, & 
statt &, Mo, &) einfiihrt. 

Man kann auf diese Weise durch alle Intervalle @ bis w+ no die Rechnung 
durchfiihren. Allein die strengste Genauigkeit wird man dabei nicht erreichen. Denn 
einmal sind die Gréssen X, Y, Z nicht streng richtig, weil §, 4, § bei ihnen vernach- 


lassigt sind. Dann aber wird bei grésseren & 9, § das erste Glied in der Entwickelung 
x9 Ce rao y 2° zg , : = 

BOE Seeseali ey Wor: ter tenner or Magy uae ons nicht mehr ausreichen. Wollte man deshalb auch 
a6: a) eae ea r 


die ganze Rechnung noch einmal durchmachen fiir alle Intervalle, und mit den jeden- 
falls sehr geniherten & 7, € die Werthe fiir X, Y, Z verbessern, so wiirde man doch 
wegen der nicht vollstindigen Strenge der Annahme, dass: 


Xo wv ee AO 
—_ —_— —- = [Pate eles 


a 3 -0 3 
yo jes ? 70” 
Yo y Be ee ae 
aS = (325 0r —) be 
yo ? ) yo 
g? E >0 So al 
2 ie ee 
ro ji wee 0 

) 


die ganz strengen Werthe nicht erreichen. 

Den ersten Mangel, dass die Werthe von X, Y, Z wegen der vernachlissigten 
—&, 7, € nicht genau sind, kann man dadurch beseitigen, dass man die Werthe von X, Y,Z 
nicht auf einmal fiir alle Intervalle berechnet, sondern bei ihnen ebenso wie bei den 


aig O68. 0) eee» 
Daten fii “ae? qe? qe immer von Intervall zu Intervall fortschreitet und jedesmal 


— ts — 


in X, Y, Z die ersten geniherten Werthe &), mo, € einfiihrt. Bei diesen Kriften werden 
die genaiherten Werthe vdéllig ausreichen, weil der Factor m’ in unserem Sonnensysteme 
immer kleiner als 0,001, bei einer etwas sorgfiltigen Beriicksichtigung der Mittel, die 
man hat, gleich zuerst der Wahrheit sich zu niihern, den etwaigen Mangel véllig un- 
merklich macht. Man fiigt folglich den im Voraus berechneten Werthen von 2°, y°, 2° 
jedesmal das zum niichsten Intervalle gehdrige &), %, ) hinzu. Die Rechnung wird 
dadurch allerdings weniger angenehm, aber man hat auch den Vortheil, eine véllige 
Strenge zu erreichen. 

Der zweite Mangel wiirde sich beseitigen lassen, wenn man statt der Differential- 
formel die eigentliche Form: 


ra) 


2° x y® y 2° 
Yr 3 ao rs ? 3 


gz 

ar yo ue 

beibehielte. Diese Art der Ermittelung der numerischen Werthe wiirde indessen sowohl 
ungenau, durch die Differenz zweier nicht sehr verschiedenen Gréssen zur Erhaltung 
eines kleinen Werthes, als auch wegen der nachherigen Kinfiihrung der verbesserten 
Werthe von &, ), & zu weitliufig sein. Kine bequeme und nicht sehr ausgedehnte 
Tafel wird diesen Mangel véllig beseitigen. Schreibt man nimlich: 


SS cel 
| | 


2 (1 +m (2 2) mat m) s Glan 


3 
4 yr? . . © es 
so lasst sich 1 — — durch eine Tafel streng finden, ohne dass die Einfiihrung ver- 
r 


» 


besserter Werthe fiir os No, &) eine zu grosse Weitlaufigkeit machte. Denn da: 


O 4 2006 4+ 2y%m + 206 + B+ y+ 8, 


so wird: ; 
1 
. Be tyes sddca oa 24 
eS - 2 3 : 
Y 18 
Sei: 
i ] 
aie ear Yat otras 
(2 £) oa U/ 92 a 
r r r 
so wird: 
2 
H=1424 
r® 
3 
r0 =A 3.5 Bey oh eg SN Os 
ee ee a or a! | 1.842 
Setzt man daher 
5.7 5.7.9 
er ae See Lorton A 6 
petouN eat 554 rere 


so wird: 
Klinkerfues, Theoretische Astronomie, 72 


und: w+) (5 — 3) = OS 


| 
+m) (4 — = ae 
| eee) 


r3 


eat (S 


6 7? 
auf welche Weise das Glied fq den durch Differentiation erhaltenen Factor 3 


7? 


streng ersetzt. 

Die dazu nothige Tafel fiir f mit dem Argumente q ist in der Ausdehnung von 
— 0,030 bis +-0,030 auf sieben Decimalen im Logarithmus berechnet und als Tafel XVII 
im Anhange aufgenommen. Wabhrscheinlich wird diese Ausdehnung fiir alle Falle 
geniigen. Denn da q nahe dem Incremente des hyperbolischen Logarithmus von r 
durch die Stérungen gleich ist, so wird dem Werthe von g = 0,030, bei dem mittleren 
Werthe des r fiir die kleinen Planeten etwa 0,08 in der Stérung des Radius vector 
entsprechen, die wohl zunichst nicht eintreffen wird. Die Tafel ist tibrigens nicht 
unmittelbar nach der Reihe, sondern nach dem durch die Entwickelung nach einem 
Kettenbruche erhaltenen Naherungswerthe berechnet: 


Tenet Lie 


ere ry: 


bei welchem der Fehler im nachsten Gliede der Reihenentwickelung 3 wes 


35 

qi! 
720 
betragt und hier keinen merklichen HKinfluss mehr fussern kann. Die Formel, nach der 
die f-Tafel gerechnet, ist also folgende: 


5 5.7 ace 
3 


5.7.9.1] 
— ee sllag Rel op esas 
Ue ees Decora essere 


9 
oO SS oe ris 
qo 9-9,4.5 -* \? 


wobel: 


Ue 2 cose 2 q+ 


oo 
. 


Stellt man hiernach die strenge Berechnung der Stérungen zusammen, so wird sie 
die folgende sein: 


Fiir die verschiedenen Intervalle a, a +- w, a + 2@, a+-3@,...(a + n@) be- 
rechnet man die elliptischen Coordinaten x°, y°, 2°, 9, sowie die des stérenden Planeten 
U / / U s % +e +s 
xv, y, 2,7. Man bildet dann fiir den niichsten Ort nach dem schon berechneten 


; 1 1 1 ; 
wo + £0, 49 + 9% ¢9 + £0, sowie «° + 78" yo + rma BL -t- 7° und berechnet mit 
diesen Werthen zuerst: 


Ao ks Eee: — ¢ Ai 
] 


oo yd 
Y = m'k jpo wee *| 
3 3 
0° 
Z eens ere eet! 
aN 73? 


— 571 — 


wo: 


Oe Poe Ge eng ees AY of 
go = (2' — a9 — §)2 + (y! — yo — 9)? + (¢ Tera Gs)*: 
Bei diesen Werthen braucht man nur die einfache Zahl in der zweiten summirten Reihe 


zu nehmen, oder héchstens, wenn man von a + ((— 1)@ auf a + io iibergeht, 
die Zahl: 


"fy ( + io) + 55 af {e+ @— 1) a} 


Man bedarf nimlich gewéhnlich hier nur bei &°, 7°, §° der Werthe bis auf fiinf Deci- 
malen, und wenn man die Stérungen selbst bis zur siebenten Decimale berechnet, so 
wird bei schicklich gewihltem Intervalle @ die Correction von "f/)(«-+-i@) nur auf die 
sechste und siebente Decimale fallen. Ebenso bildet man aus den unter einander stehen- 


. r 1] 
den Zahlen «2° und &, y® und 7°, 2° und €° die Werthe «#° + 5 &, y® + ale 


2° — £% Auch diese werden keiner spiteren Verbesserungen bediirfen. Man _ be- 
oS 5 


rechnet dann: 


1 1 1 
ane arg e° Nis sae elt ak 
yo ro y? 
wobei man nach dem Gange der Functionen f(a + n@) bis zu n = i—1 hin, oder 


dé d?y at 
dt?° dt?’ dt? 
Werthe zu ermitteln gesucht hat, nimmt aus der Tafel den zugehérigen Werth von f 
und erhilt damit die Werthe: 


der Gréssen fiir die Multiplicatoren §°, 7°, €° die méglichst genitherten 


d 
k? ee m) va (x + £) — | ae de 
1 ~~ a2 
rec fay + 7°) — n" = 0. an 
k? (1 + m) } : a2 & 
See [fale ee _ > dt 


Die Summe dieser Grissen mit X, Y, Z giebt die zuverlissig schon sehr geniherten 
@eE d*y at 
dt?” dt’ dt 
Grisse erhaltene Doppelintegral: 


1 ; 
"to (@ + 10) + af + ta) — a 9 (a + io) 


Werthe von 


, oder die Grisse f(a + i@). Das vermittelst dieser 


wird schon bei der ersten Wiederholung die der Wahrheit véllig oder so gut wie vollig 
entsprechenden Werthe & 4, € geben, mit denen man die Rechnung von q an wieder- 
holt und dann keine merkliche Aenderung mehr finden wird. 

Die Anordnung der Rechnung, welche Encke am bequemsten scheint, ist die folgende. 
Auf zwei neben einander stehenden Seiten werden, nachdem @°, y°, 2°, 1°; 2’, y/, 2, 1" 
berechnet, in einer verticalen Spalte unter einander geschrieben: 


72% 


I | LT: L: } i, 
‘ | ; : tae 
t atiow | «+o t atio | a mo) 
| | | | 
x ies log 6 — 2 | fae 
0 oue) ) it e 
: ES cares ara | °F C08 Pr ae 
= = = y ( cos | | fay 
eo ; | 0 
y" a sel eee aes 
0 | f 
| wehe | Fas 
log —— a | log @ oa 
20 : 0” 3 = —— 
é D log © | 3 
ce log ¥° | ; me? logr 
| ee 0g == 2 
| i. eg 1 | as log See w 
Ly eye es 7 
og (EEO ESS! ee 
: i aa 7" log m?- S log (fqu— ®) 
. | 7 : 
log (y" ae . n°) | log ¢° | g - log (Fay _ ) 
zs i log — m° 78 log(fq2—6) 
sie A 2 Pines Sel ASE xe 
tog (+58) | atte | Boderc | x 
1 ON ae dt 
yo + 5 79 | log m Fs = =a = 
i rears, | cake t 2 
a af + © ir | log — m° may Q. = 
: ig’ Rta er B oder C ee 
y' ag Aen eaca Pr ae yi 
7) yf Ge i Wis? 7? 
= log m° ——— Rel 
| q Q 1P 
a! | 1 | at 
| ogo | log—m° —~ ,.. ais 
Z Ao ( iu | g 3 Jae 
= = ease eee | B oder C S ae 
GS) a slogan a) cee tote 1< 5 ween 
log (y’ — y) log «° + ¥ | log X® dt 
saences log y® + 7° | log ¥° orl = 
I \ sin J log 2° + 6 | log Z° dt 
: : cos 
In diesen Columnen bedarf nur der Erklirung 1) die Bezeichnung log en Sie 
es 
soll ausdriicken, dass, wenn man zB. zur Erhaltung von V[(«’ — x)? + (y' — y)*| den 


; x x er cos 
Quotienten Wee = tgy setzt, an die Stelle von log a entweder der log cos oder 
ame. 


der log sin gesetzt werden soll, immer der log der Function, welche den gréssten Werth 
hat und daher sich am leichtesten interpoliren liisst, wm entweder durch den Bruch 
ae — @ y—y 


y 
- oder 
sin y cos Y 


den Werth der Quadratwurzel zu erhalten; 2) die eingefithrte 

Grésse m, Wenn man die Stérungen in Einheiten der siebenten Decimale haben will, 

so wird logm® = 3,4711629 +- logm' + 2log@, wo der erste Logarithmus k? in Ein- 

heiten der siebenten Decimale ist, und bei @ als Einheit der Tag zu nehmen ist. Es 

wird vortheilhaft sein, da das Doppelintegral | dx \7@) dx eine Multiplication mit 2 
4 d? : ; 

verlangt, sogleich @? . ere anzusetzen, um nachher nicht néthig zu haben, "fy (a + ia) 


mit @?.zu multipliciren; 3) die Bezeichnung B oder CG. Es bezieht sich diese auf die 


— §73 — 


5 A ; 3 Tt i 
Gauss’schen Logarithmen, da je nachdem die Summe der Zahlen, deren Logarithmen 
man vor sich hat, zu nehmen ist, oder die Differenz, eine von diesen Gréssen mit 
dem grésseren Logarithmus zu verbinden ist; 4) die Einfiihrune des Factors @? in 
k? (1 + m) 12 & 
© +. bd 6 ¢ . 
BA o? erkliirt sich aus dem unter 2) bemerkten Umstande, dass ? ar 
0° d 
r 


am vortheilhaftesten angesetzt wird. 


log 


Wenn die erste Rechnung durchgefiihrt ist, so verbessert man die unter II. auf- 
gefiihrte Columne meee der jetzt genauer zu erhaltenden Werthe von &), yo, &), bei 


mo yp igo 4 gs 
welchen indessen ———, — ———, ~ mit seinem friiheren Werthe bei- 
yo” r 
behalten werden kann. Die Werthe in der Columne I. bediirfen siimmtlich keiner 
weiteren Verbesserung. 

Kin kleines numerisches Beispiel werde hier hinzugefiigt, da die Kiirze der 
Operation, yerbunden mit yollstiindiger Schirfe, doch nur bei einer solehen Anwendung 
hervortritt. 

Fiir die Elemente der Vesta: 


Dr? _ = 120° 6 28", 2\, 
3. Sept-1l. 0 M. Par. Zt. 
Mm — 2990 51" 508) / 
a: = DOO! AY 377-4 
fe irokee Yai 
39 —= 1020 47! 14"1 J 
== 7% 82655 
po = 5° 5 48% 
we == 9TT" 64529 
und das Intervall @ = 42 Tagen waren die Stérungswerthe bis 1855. Oct. 28. so ge- 


funden worden: 


fla+io) ‘flu tio) | "fylat io F( io) Mabie) fate f(a iy Ey Faker, 29) "f(a +7 w) 
a we hes uf a? 1 dy F at C dt 2 
55 nh aa ‘ og ot a ead ee ee 
mae = ae (42 dt) | €) oe | (4 tn) (7) a aag (4 dt S 
| 
Aug. 5. . . | —6970 | _ 794.6'| +7305,3 | — 3465 | 4 o4y7, | 194474] +148,13 | 4 yy907 | — 1211/47 
1 a »O an 29} 9 Q04 F 2 OC —__ 1087 7 
sept. 16.2. . |] 5168) | 1241.4 + 6580,7 | — 832,4 4 2614,7 + 22 894,5] + 146,22 4 289,99 1067,70 
, OR K Fheog 2 OR Q1 | —. 
Jet. 28 — 185,5 1496.9 | + 98398 | —1190,0 | 4 y4oq7 | +25509,2! +11281 | 1 409 99 7 
Dec. 9. : + 3912,4 + 26 933,9 — 8 


Die Groéssen & 4, § waren in Einheiten der siebenten Decimale gegeben und die 


= ¢ 


Wahordieurtien (42 <* und (&) etc. bedeuten nicht die strengen Werthe, sondern die 
ie. 


Ade 
Summen von 42? ete. 
Es wurde nun zunichst fiir Dec. 9. berechnet: 
go == + 2.35158 y® = — 0,31156 g° = — 0,278 65 
und fiir Jupiter: | 
' == +. 459100 y' = — 1,95917 eo = — (009740. 


Als vorliufige Werthe wurden angenommen, in Einheiten der fiinften Decimale, zufolge 
der obigen Werthe von & 9, § fiir Dec. 9.: 


— 574 — 
£0 — + 39 n° = + 268 69 — — 4, 


Hiermit und mit der Jupitermasse wiihrend die Masse der Vesta == Null an- 


1 
1053,924’ 
genommen ward, ergab sich: 

logm® —= 3,694 853, 
und es fand sich in Einheiten der siebenten Decimale als das Resultat der Columne I: 
Re? == + 329.3 y? = — 299.4 2° = + 45,34 
Werthe, die keiner Verbesserung bediirfen. 
Fir die Columne II wurden die Werthe von &°%, 4°, €° in Einheiten der sicbenten 
Decimale angenommen: 
£0 — + 3987,0 7? = + 26820,0 £0 — — $70,0, 
woraus sich fand: 
0 1 0 1 0 0) bam) 
2! eS alae ars all Bo? sees 
Se 16281 = Se Soe 


yo y? re 


Es war folglich gq = + 182,7 und log f = 0,47710, womit man erhalten wird: 


ae d?n dg 
= — 101,1 0 — — 1034,0 0 —— = + 8,33. 
dt? oe dt? a dt? oe 
Endlich erhilt man durch Vereinigung dieser Werthe mit X°, ¥° 7°: 
d2é d2n d2§ 
22 = 228.2 2——_ = — 1333 22 —~_ — 53,67. 
4 dp + fs 42 dp 1333,4 4 dp + 53,67 
Leitet man hieraus & 9, € selbst ab, so wird: 
228,2 
§—+ 39124 + aay = +  3931,4 
NESS 
n = + 26933,9 — ae — + 268228 
53,67 
€—=— 374,91 + ae —— 370,44, 


und wenn man mit diesen Werthen die Rechnung wiederholt, wobei man nur in den 
Kinheiten und Decimalen eine kleine Aenderung findet, so wird: 


1 1 
Bona? ay Ue al a ise 
oe = a LEAN : n = — 1458,3 —— €= 4 18, 
% vy yo yo 
foleglich: 
q = + 180,6 logo f = 0,47710 

az é . ay até 
eas LOIS 0 = — 103: = 8.4 
dt? dt? ao : dt? ee 


und also durch Vereinigung mit X°, Y°, 7°: 


ag 
492 — DOT ary 492% —— 1938 92 — Sih Fo a) 
dt? ape ap ee 
Werthe, die jetzt die vollkommen strengen sind, und sich nur in den Decimalen von 


a apaten « . Hutoe Viva y 1 
den ersten aus den beilaufigen Werthen von &, 9, € berechneten unterscheiden. Setzt 
man mit denselben die Stérunestafeln fort: 


355. es 28.|| —185,5 | _, 496,9 | + 5339,3 | — 1190,0 + 1494,7 | + 25 509,2] -+ 112,81 4 409,80 | — 777,71 
> 997 o € OOo , 98999 RQ , 9 ¢ 

dec. a | +2275 | 1199.4 + 3912.4 | — 1333,4 + 913 + 26 933,9] ++ 58,75 4 456,55 — 374,91 

356, Jan. 20, + 2713,0 + 27 025,2 + 81,64 


so wird jetzt dieselbe Rechnung fiir Jan. 20. zu wiederholen sein. Die geringere von 


a OS eee nee ; : Pw * ’ : : : j 
Jo abhingige Correction, deren Factor — 310 ist, wird man in den bei Weitem meisten 
Fallen gar nicht zu beriicksichtigen haben, wenn das Intervall klein genug gewiihlt 
worden ist. Wenigstens aber wird der Einfluss derselben in den Werthen von &, Pes 


2 2 2 
d?§ » NH 002 ae darauf nicht 


so klein sein, dass man bei der Berechnung der @? — ; ° 
= ata: dt? dt? 


Riicksicht zu nehmen néthig hat. — 


Bei derartigen Rechnungen entnimmt man gewéhnlich &, 7, § der mechanischen 
Quadratur extrapolatorisch, und berechnet so: 


@e ay 
ae 


Es ist dies um so leichter, als durch die mechanische Quadratur schon immer der 
doppelt summirte Werth fiir das nachste Intervall bekannt ist; man braucht also nur 
noch i: f (a+ io) — sae f" (a + iw) zu schiitzen, was wohl fast immer mit ge- 
niigender Genauigkeit geschehen kann. Andererscits ist es immer anzurathen (wie das 
auch in dem noch folgenden ausfiihrlichen Beispiele geschehen ist), die Werthe von &, 
y und € direct durch Differenzreihen zu priifen, schon um sich vor Fehlern in der 
doppelten Summation zu sichern. Sind aber diese Differenzreihen gegeben, so ist es 
keineswegs schwierig, den fiir & 4 und € zu erwartenden Werth mit véllig hinreichender 
Sicherheit vorauszusehen. Niahert sich der gestérte Kérper sehr dem stérenden, so ist 
man hiufig gezwungen, das Intervall zu verengern (zu halbiren), oder dasselbe spiter 
wieder zu verdoppeln, wenn die Entfernung eine gréssere wird. 

Meistens gestaltet sich diese Aufgabe einfach in Folge der Kleinheit des Gliedes 


f" (a + i@). In schwierigeren Fallen aber kann man sich der von Herrn 


Professor Dr. H. Seeliger!) gegebenen Formeln zur Neubestimmung der Integrations- 
constanten bedienen. Bei dieser Gelegenheit wie bei Osculationen ist es immer dringend 
anzurathén, die beiden Quadraturen neben einander zu fiihren und sich so von der 
Richtigkeit der Anfangsconstanten zu tiberzeugen. — 

Wir wollen jetzt noch die vollstiindige rechnerische Durchfiihrung einer 
mechanischen Quadratur fir den Fall folgender Anwendung der Eneke’schen 
Methode geben: dass die Bewegung eines Planeten von der Masse Null, der sich zu 
einer gewissen Zeit in derselben Ebene wie zwei Kérper von der Masse Kins (der 
Sonnenmasse) befindet, untersucht werden soll. 

Die Stérungen wollen wir dabei mit da, dy, Oz bezeichnen, da die bisher fiir die- 
selben angewandte Bezeichnung &, 7, € im Folgenden anderweitig verwendet wird. 


1) H. Seeliger, Untersuchungen iiber die Bewegungsverhiltnisse in dem dreifachen Stern- 
systeme ¢ cancri. Denkschriften der Wiener Akademie 1881, Bd. XLIV, §, 35, 


— 5hi6 — 


Der cine Kérper von der Masse Eins (ein in das Sonnensystem eindringender Stern) 
beschreibt dann um die Sonne eine Hyperbel mit dem Perihelabstande: 
q? = [0,100 3433] Erdbahnradien. 
Die Excentricitit e! wihlen wir gleich: 
143,6684 [2,157 361 3]. 
Mieraus folet: 
(— a!) = [7,946 0155] p! = [2,260717 0]. 
Als Nullpunkt der Zeit setzen wir den Periheldurchgang des Sternes fest. 

Die + #-Axe gehe durch sein Perihel, die + y-Axe senkrecht dazu (und y wachsend 
im Sinne der Bewegung des Sternes). 

Die Zeiten sind in mittleren Sonnentagen gezahlt. 

Demnach sind z. B. fiir die Zeiten —20¢ und + 20¢ die Werthe von z! beide 
gleich. Hingegen sind fiir diese Zeiten die y! gleich, aber von entgegengesetztem Vor- 
zeichen. Allgemein ist: 

ae COSEO LS Ce == 1" Goes 


{ negativ | _ 
| positiv J 
Die Berechnung dieser Gréssen geschah nach den fiir Hyperbelbahnen mit starken 


wo w! ae dem Periheldurchgange 


nach j 


Excentricitiiten gegebenen Vorschriften (siehe siebente Vorlesung). 
Fiir den Planeten wurde angenommen, dass er im Augenblicke — 45¢ (Osculations- 
epoche) eine Kreisbahn mit dem Radius: 
ro == 1,2552610 [0,098 734 0], 
und zwar in demselben Sinne wie der Stern um die Sonne beschreiben soll. Seine 
mittlere Bewegung ist daher in diesem Augenblicke: 
a ASO OS 
Die Anfangslage des Planeten soll eine derartige sein, dass er (wenn keine Stérungen 
stattfiinden) sich zur Zeit des Periheldurchganges des Sternes auf dessen Apsidenlinie 
zwischen ihm und der Sonne befinden wiirde, so dass zur Zeit f = 0 die drei Kérper 
in einer geraden Linie stiinden. 
Die ungestérten Coordinaten des Planeten berechnen sich daher nach den Formeln 
eres CO cegsuine 
4? == 70 sin Mo. 


wobei My) = nt ist. 
Also ist auch yy vor dem Periheldurchgange des Sternes negatiy. 
Ks wurden nun von der Osculationsepoche — 45° ab, die Stérungen der recht- 


winkligen Coordinaten des Planeten: da und dy berechnet. Seine wahren Coordinaten 
sind demnach: 


Gams? a Oat y= y+ Oy. 
In Folge der starken Annitherung des Planeten an den Stern mussten die Inter- 
valle immer mehr und mehr verengert werden. Schliesslich zwischen — 645 und — 34,0 


wurde mit einem Intervalle von 1/, Tag gerechnet. 

Wir setzen die Coordinaten des stérenden Kérpers #! und yt als gegeben voraus 
und beginnen sofort mit der Bildung der Differentialquotienten. 

Die Stérungen sind wie immer in Einheiten der siebenten Decimale auseedriickt. 
Wir geben hier ein Bruchstiick der Rechnung (Zeiteinheit 1/,d) wieder; 


cosM . 


sin M Ca aa ane, a Ss | 


log «° 


fogy° . | 8,814 408n | 
i/, 0 x eat — 749 
Rew tit a. on | + 1,253 566 
Berg 6 85.0, ha — 1 497 
ea. , — 875 
Fk bsg xy 5s — 0,065 224 
oy —1749 
we. + 1,257 031 
x + 1,252 069 
y) — 1,107 150 
y . — 0,066 973 
e+ Udsz + 1,252 82 
y+ Udy — 0,066 10 


log(a® + Vidz). 
log Ox 


log (y® + “/s 
log dy . 


dy) 


log], ro Jx(a°+l/,dx) 
2 
log1/r? dy(y’+'/.d y) 


Humerus . 
humerus . 


Summe = 4 
logq - 
log f . 


loga . 


log f 4/i* 
logy. 


log fq: afr? 


Tog f gy/* 

| 3 
log dx/i” . 

| log J y/r? : 


alt faa 
i= d ar : 


, Saw tee 
\—a yp 


Wee —— oo es wt 
ie — 


— 4,25 


. | 2°58' 42" 461|— 


9,999'413 


| 0,098 147 


0,097 89 
7.175 22n 


8,820 20n 
7,242 79n 
7.075 64n 
5,865 52 


— 0,001 190 
+ 0,000 073 


— 0,001 117 
7,048 05 
0,478 34 


0,097 62 
7,230 19» 
8,825 90n 
7,327 81n 
6,056 09 
| 6,879 02n 
6,946 59n 
— 0,002 127 
-+- 0,000 757 


++ 0,000 114 


. | +0,000 884 


-+ 0,004,962 
— 1,040 177 


8,715 674n | 


— 4,0 

9° 48! 11",728) 
9,999 480 
8,689 367» 
0.098 214 
8,788 1010 


— 788 
++ 1,253 759 


—1575 


—936 | 
— 0,061 390 
1872 


— 0,063 262 


8,794 70n 
7,272 31n 
097 75n 
5,869 54. 

0,001 252 
+- 0,000 074 


0,001 178 
7,071 15n 
0,478 40 


0,097 66 
7,253 35n 
8,801 14n 
7,351 Oln 
6,054 49 
6 901 O8n 
6,976 11n 
— 0,002 244 
-- 0,000 796 
+. 0,000 113 
-+- 0,000 946 
+- 0,005 140 


— 0,978 825 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 


— 8,75 


— 2°37! 40",995|— 


9,999 548 
8,661 360), 
- 0,098 277 
8,760 094n 

— 829 

+- 1,253 940 

— 1658 

— 1005 

— 0,057 556 

— 2009 

-- 1,257 606 

+ 1,252 282 

— 0,977 016 

— 0,059 565 
+ 1,253 11 
— 0,058 56 
0,097 99 

7,219 58n 

8,767 60n 

7,302 98n 


7,120 10n 
5,873 11 


— 0,001 3186 
+ 0,000 074 7 


| — 0,001 243 9 


7,094 79n 
0,478 47 
0,097 70 
7,277 O6n 
8,774 99n 
7,374 76n 
6,052 05 


6,923 38n 


‘lod )06 78n 


— 0,002 370 


++ 0,000 838 


+- 0,000 113 
+ 0,001 016 


+ 0,005 


324 
— 0,917 451 


- 3,50 


9,999 602 
8,681 416n 
0,098 336 
8,730 150n 

— 873 

+ 1,254 111 

—1746 


— 1083 
— 0,053 722 

— 2166 
+ 1,257 876 
+ 1,252 365 
— 0,911 936 
— 0,055 888 
+ 1,256 13 
— 0,054 81 


0,099 04 
7,242 04n 


— 0,001 391 9 
+ 0,000 075 8 


— 0,001 316 6 
7,119 46n 
0,478 55 
0,098 73 
7,301 81n 
8,747 32n 
7,400 54n 
6,049 18 


6,945 Sdn 
7,039 46n 


— 0,002 515 0 | 


-+ 0,000 882 8 


+ 0,000 112 0 
+ 0,001 095 1 


| + 0,005 511 


— 0,856 048 


2° 97 10", 262. 


| 
if 
| 
| 


— 2° 1639',529 


9,999 657 
8,599 249n 
0,098 391 
QO 697 983 mm 
— 921 
+ 1,254 271 
— 1841 
—1l1171 
— 0,049 887 
— 2342 
+ 1,258 134 
+ 1,252 430 
— 0,846 847 
— 0,052 229 
+ 1,253 35 
— 0,051 06 
0,098 07 
7,265 O5n 


co 


5708 O8n 

ik 369 59n 

,165 2) 65n 
() 20 


— 0,001 464 4 
0,000 075 9 


— 0,001 888 5 
7,142 55n 
0,478 63 


7,422 73n 
6,042 89 
6,968 85n 
7,073 39n 
— 0,002 646 9 
-£ 0,000 9308 


| 
+ 0,000 110 4 


+ 0,001 184 1 


++ 0,005 704 
— 0,794 618 


73 


— 3,0 
— 2° 6' 8,796 
9,999 707 
8,564 504n 
0,098 441 
8,663 238n 
— 971 
+ 1,254 414 
— 1942 
— ] 272 
— (0,046 051 
— 2543 
+ 1,258 379 
+ 1,252 472 


. — 0,781.748 


— 0,048 594 


+ 1,253 44 
— 0,047 32 


0,098 10 
7,288 25n 


— 0,001 544 9 
-- 0,000 076 4 


— 0,001 468 5 
7,166 88n 
0,478 72 


0,097 77 


6,992 O5p 
7,109 15n 


— 0,002 800 


| + 0,000 982 


-+- 0,000 109 
+ 0,001 286 
-L 0,005 907 


| — 0,733 154 


log (a! — x) 
cos 7, 

sin 

OA 6 ar 
log(y’ — y) 


log L. 
Q 


r/o* . 
y/o - 


log (a! — 

log(y’ — 
F 4 3 

ya ae 

—= x)/0* 


+ @ 


yol— yl" = C 
Tel 2Y)/0e 


P55B 5 > oe 
LOGE Tae 
log (kw) x 


zy 


UOP2ZU 0 24 6 
log (kw)? Zy 
Ld x/dn? 


dy/dn® . 


Bei — 3° gteht der Planet dem Sterne schon bedeutend naher 
ist daher vortheilhafter, von da ab denselben als Centralkérper 
stérenden Korper zu betrachten. 


7,695 657 
9,999 995 


0,051 336 
0,017 107n 


2,321 450n 
0,017 112 


7,644 321 
9,965 771n 


— 0,267 446 
++ 0,004 409 


+ 0,235 557 
— 0,924 210 


— 0,001 370 
— 0,263 037 


+L 0,000 998 
— 0,688 653 


— (),264 407 
9,422 273n 
1,689 316n 

— 0,687 655 
9,837 371n 
2,104 4142 


— 48,90 
== 137,18 


7,710 963 
9,999 994 
9,972 133 


9,990 705n 


2,279 742m 
9,990 711 


7,738 830 
0,018 572n 


— 0,288 708 
-- 0,005 481 


+ 0,239 285 
— 1,043 690 


— 0,001 448 
— 0,283 227 


++ 0,001 059 
— 0,804 405 


— 0,284 675 
9,454 350n 
1,721 393n 

— 0,803 346 
9,904 903n 
2,171 946n 
— 52,65 

= 146.56 


7,726 238 
9,999 993 


9,887 770 


9,962 583n 


2,236 35n 


9,962 590 


7,838 468 
0,074 813n 


== 0 301.877 


+ 0,006 894 


+ 0,241 904 
— 1,187 992 


— 0,001 532 
— 0,304 483 


+ 0,001 129 
— 0,946 088 


— (),306 015 
9,485 743 
1,752 786n 

— 0,944 959 
9,975 413n 
2,242 456n 
— 56,60 


—— iat e 


7,741 230 
9,999 991 
9,797 521 


9,932 498n 


2.191 268n 
9,932 507 


7,943 709 

0,134 977n 
— (),335 401 
-L 0,008 784 


| + 0,248 159 
| — 1,364 510 


— 0,001 632 
— 0,326 617 


+ 0,001 207 
— 1,121 35 


— 


— 0,328 249 
9.516 204n 


1,783 247n 


— 1,120 144 
0,049 274n 
2,316 317n 


— 60,71 
— 207,17 


(Hier folgen nebenstehende Tabellen.) 


7,756 180 
9,999 989 
9,700 50 


vi 
9,900 158n 


2,143 978n 
9,900 169 


8,055 673 
0,199 651n 


— 0,360 679 


| + 0,011 368 


— 0,001 716 
— 0,349 311 


+ 0,001 295 
— 1,340 849 


— 0,351 027 
9.545 340n 


1,812 383n 


— 1,542 144 
0,127 799n 
2,394 832n 


— 64,92 
— 248,29 


see 


als der Sonne. 


und 


7,771 367 
9,999 986 
9,595 627 
9,865 195n 


2,093 828n 
9,865 209 


8,175 740 
0,269 568n 


— 0,387 047 
+ 0,014 979 


+ 0,240 447 
— 1,860 235 


— 0,001 818 
— 0,372 068 


— 1,618 393 
0,209 084n 
2.476 127n 


— 69,15 
— 299,31 


Ks 


die Sonne als 
Die rechtwinkligen Coordinaten des Planeten, be- 


zogen auf den zweiten Hauptkérper und gerechnet in derselben Richtung wie x und y 


seien € und . 
Dann ist: 


x 
Y 


as § 
or 


Die Formeln zum Uebergange auf den Stern stimmen im Wesentlichen mit den 
sonst bekannten iiberein. 
Man ermittelt 7°, y°, Oa, Oy, #1, y! und rechnet: 


dal sinvih 2 1) 
dt Vp! 

é 1/9 

oY = aE I cos v!} 


1) In diesen Formeln tritt V2 auf, weil sowohl der Stern als die Sonne die Masse 1 haben ; 
V2 ist also die Wurzel aus der Summe der beiden Massen. 
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und: 
0 
ae? dy 
<= — yn, = + oon, 
dt dt 
: f ; : , i f 
wo die mittlere tigliche Bewegung des Planeten in Linearmaass n = + -; ist, je nach- 
2 
ro 


dem der Planet gegen die Sonne recht- oder riicklautig ist. 
; : : 3 ax} dy} : : eee Pee) 
Die Differentialquotienten —- und —— kann man mit Hilfe des Flaichensatzes 


dt dt 
controliren : 
dy} 1x} aa aN ae 
al 7 ee = = kYV1 + m ypi = bY2 yor. 
Die Gréssen Aes und oe erhalt man durch die mechanische Quadratur. Man 
¢ 
rechnet nun: F 
dix dx do x 
ee : sd se teas 
PE ee ee 
dy dy® doy 
— 7/0 . ee as a Ih 
eek dt dt is dt 
dé daz da} 
zie =S. jhe ed Say Tae eet 
emp eck airy hr tie 
dn dy dy} 
= es iyi: Se a eee 
ele neta od ae eae 


; é d di 
Fir die weitere Rechnung bilden &, », _ und at das Fundament. 


Die Linge des Planeten in seiner Bahn um den zweiten Hauptkérper, w (gerechnet 
yon der €-Axe), und sein Radius vector @ bestimmen sich nach den Gleichungen: 
E = ocosu 
n = @5inU. 
Die iibrigen Gréssen bezeichnen wir wie gewodhnlich, nur sei noch erwihnt, dass 
w@ (die Perihellinge) ebenfalls von der &-Axe aus gerechnet wird. Ferner gilt im 
obere | 


Foleende das | 
Se a : untere | 


Vorzeichen, je nachdem der Planet um den zweiten Haupt- 
| rechtliufig | ._ 

| riickliutig: | 

Man findet jetzt: 


kérper 


dQ = 1 (s dé Me! mili 


at G Na at dt 
= in dé 
Pin ses a =): 
Yp== (é ae ae 
Die Grossen e¢, 7, @ und —a bestimmen sich aus den Gleichungen: 
Gel® ea 
é€ sin v = = dl 
€ 00S = aeons ] 
; 
C= IE 


(7) ee 


- 


a 


gricaks : F ; eerA 
Es wird hier sogleich eine Hyperbel vorausgesetzt, entsprechend unserem Beispiele. 
Fir die bis jetzt gefundenen Gréssen ergeben sich folgende Controlen: 


1 g  -1 ryd eX Ln\2) 
ee a mS 


a 
dé k A 
oe = + smu-—= T Ae sin @ 
oe Vo Vp 
1 k a hi 
Set aes oh gis ee awe BE iti rie at QE + 1S Re (2) 
dt | p \p 
& = @ cos u 
Y= oe smu 


Weiter wurde F aus: 
e 


a Q 
7 cae (— a) 


berechnet. Als Controle fiir F konnte die Formel: 


1 
= Leen < 
peak Sak 


dienen, welche auch, da e nahe gleich 1 ist, mit Vortheil zur Bestimmung von e ver- 
wendet werden kénnte. 
Mittelst: 


Mod. k iT 
one t = (¢ Mod.) ty F — log tg (45° — r) 


(— a)? 


ergab sich dann die seit dem Periheldurchgange verflossene Zeit ¢ und schliesslich 


die Zeit des Periheldurchganges selbst. 
Zur Controle rechnet man dann umgekehrt: 


Mod. k . 1 
tg F = : a 3 t + logty (459 a5 P) 
ea)’ : 


e=(-a(—,—}), 


wodurch F endgiiltig gepriift wird. 
Beiliufig geben wir hier einige bei dieser Rechnung mehrfach yerwendete Con- 


und schliesslich : 


stanten : 


Mod. = [9,637 784 3] 
Mod. k = [7,873 365 7 
k = [8,235 581 4] 
k” = [3,550 006 6]. 
Walhlt man als Osculationsepoche — 4%, so gestaltet sich die Rechnung wie folgt: 

x° | + 1,253 7588 y®. | — 0,061 3905 
ox | — 15750 oy | — 18725 
a | ++ 1,252 183 8 y | — 0,063 263 0 
wi | + 1,257 3237 yi | — 1,042 0873 
E | — 0,005 1399 yn | + 0,978 8243 


582 — 


0 
ae + 0,000 750.899 EY | © 0,015 335975 
dt | dt 
G02) Bama doy) __ 590.498 
at | at 
a + 0,000 430 728 oy + 0,014 814 947 
1 1 
a | ++ 0,001 149 863 a tied 26719 
( C 
45 | __ 0,000 719 135 <1 | _ 0,945 459.832 
dt dt 


Die Bewegung des Planeten um den zweiten Hauptkérper ist demnach rechtlaufig; 
d. h. sie erfolet in demselben Sinne, wie die des zweiten Hauptkérpers um die Sonne. 
dé 


l , Eete7 
a und oH wurden nun siebenstellig die Bahn- 
( 


Mittelst dieser Werthe von &, 


elemente des Planeten beziiglich des Sternes berechnet: 


log — Tt LOGS Ty 

om 9,999 994.0 
cos 

logy 9,990 704 7 

tg wu 2,279 750 On 

u 908135. 107 

log @ 9,990 7107 

log & ley eS sy Bye 

log dy/dt 9,389 968 O, 
log n 9,990 704 7 

log d&/dt 6,856 8104, 
log Edy /dt 7,100 922 7 


log nd gé/dt 


6,847 515 1, 


Edn/dt | + 0,001 261 6029 
— nd£&/dt | + 0,000 703 906 7 
kVp | + 0,001 965 509 6 

log kV p 7,293 475 1 

log k 8,235 581 4 

log Vp 9,057 893 7 

log p 8,115 787 4 

log € 7,710 954 7, 


log d&/dt 
log n 
log dy /dt 


6,856 810 4, 


9,990 7047 
9,389 968 0 


log Ed E/dt | 
L.G 
log ndy/dt 


4,567 765 1 
0,000 006 7 
9,380 672 7, 


log (28 ” Z) | 


9,380 666 0, 


loge cosv 


log @ 9,990 7107 
log do/dt 9,389 955 3, 
log \ p/k 0,822 3123 
log p/@ 8,125 076 7 
log (2 iz 1) 9,994 168 6, 
Q 
loge sinv 0,212 267 6,, 
he 9,932 2317 
cos 


9,994 168 6, 


tg v 

v 

log e 

log e? 

Lt 

log (e? — 1) 


0,218 099 0 


121° 10'56",807 
0,280 035 9 
0,560 0718 
0,139 888 1 
0,420 1837 
8,115 787 4 


7,695 603 7, 


— 583 


Controle fiir a. 


log (d&/dt)? 3,713 6208 
vonage 0,000 003 7 
log (dy/dt)? 8,779 936 0 
log & | 8,779 939 7 
log k? 6,471 1628 
log &/k? 2.308 776 9 
L.G| 0,004 3804 
log 2/0 | 0,310 319 3 
log l/a | 2,304 396 5,, 
log a | 7,695 603 6,, 
wu | 90°18’ 3107 
o' | — 121° 10'56",807 
w' 211° 28'59",914 


2,295 107 1 


aes 0,002 195 8 
log (= = | 2,297 302 9 
oe 
loge | 0,280 035 9 
log cos F 7,982 733 0 
F | — 89° 26'57",721 
tg F ) 2,017 246 9 
1/, F 449 43/ 28"861 
Iv 60° 35! 28,404 
tg ly F 9,995 862 2 
tg'/,v | 0,248 9728 
/e —1 P 
= l-9 Bi 
n Veo | 1746 853 4 
e— 1 | 


pica 


9,493 706 8 


log (1+ m2) | 0,117 8274 
log (1 — n?) 9,837 791 4 
2 
loge = log was 2) 0,280 036 0 
—— 
log e 0,280 035 9 
log Mod. 9,637 784 3 
loge Mod. 9,917 8202 
log tg F 2,017 246 9 


1) In den folgenden Zeilen kommen nur die absoluten Werthe in Betracht, weil vor und nach 


dem Perihel alles symmetrisch ist. 


*) Controle. 


8) Wir setzen in diesem Gliede J” als bekannt voraus und sehen dann, ob wir aus tg J’ wieder 


dasselbe J finden. 


loge Mod. tg F 
numerus 


log tg (45 + 1/5 F) 


Differenz 
log (Diff.) 
Mod. k 
(—a) 
log t 

t 


Perihel 


1,935 067 1 
86,112 680 
9,318 287 


83,794 393 
1,923 2149 
1,329 960 3 
0,593 254 6 

— 34,919 716 
— 04,980 284 


Gesammtcontrole. 


Epoche | — 44,000 000 
Perihel | — 04,080 284 
t | — 34,919 716 
log t *) 1,593 254 6 
Modi | 43999608 
(—w" 
Mod. kt 
log ——- Oe 
og ayn 1,923 214.9 
numerus 83,794 385 
log tg (45 + 1/, F’) 8) 2,318 287 
Pay 86,112 672 
log & 1,030 067 2 
1 
ty F 2,017 246 9 
F 89° 26 OT 5121 
logcos F 7,982 733 0 
log e 0,280 035 9 
log e/cos F 2,297 302 9 
Obie: 0,002 195 7 
e 
Le 2,290 LOT 2 
Ll (= Fr 1) as 
log (—a) 7,695 603 6 
log @ 9,990 7108 


584 


oF 440 43! 28'.863 — sinu 9,717 878 6 
tg oF 9,995 826 2 ek/ Vp 9,457 723 6 
COS U 9,930 843 3 
ee 0,253 1466 sf i 
e— 1 - 
- SS k sin w a 
tg 3/90 0,248 972 8 log (— Ve ) 9,177 681 7, 
PV) QRIOQQM O¢ ’ ¢ 
Vy 0 609 35! 28",394 yaaa eat 
» | — 121910'56",788 log ce eee ) 9,175 602 2 
w | -- 211928'59",914 Ve. : 
w 90018’ 3,126 log (* | 6,897 939 5y 
log cos U 7TT20 25184 . Vp 
logo | 9,990 7108 ee (= 9,388 566 9, 
log sin wv 9,999 994 0 \p 
log é 7,710 962 6, Be eee 
log y 9,990 7048 Vp , 
= = = == ek sinw 
5 ¢ _ 983117 
— | — 0,005 1400 Vp + 0,149 83117 
n | + 0,978 824.4 
= ee a . > = dé/dt | — 0,000719 14 
logk | 8,285 5814 ae ED 
(ia ~7 Ono F 
log V4 9,057 893 7 nei 
: ae = Beos# | - 0,000 79057 
log k/ Vp 9.177 6877 A Me : | 
loge 0,280 035 9 a — | = 0,244 662 20 
: — | Vp 
logek/Vp | 9,457 723.6 Se Peet 
- >= — 0,245 452 
— sin Uw 9,999 994 0,, dy dt AD ett 
k/Vp 9.177 687 7 


+ cos U 


7,720 2518, 


Man hat demnach: log p == 8115 787 4 
log e = 0,280 035 9 
log (—a) = 7,695 603 6 

@ == 2119 28’ oO" 9i4 


1 
. = 0,082 179 
log (, a) peels 


Mod. 
tog oo = 1,300960.8. 


(— a)? 


— 04,080 284 


e+] 
log ye 


Zeit des Periheldurchganges: 


= Oba 746006. 


1 
Die Geschwindigkeitscomponenten berechnen sich nach den Formeln: 
dé ; wr picrartie 
° = — sinu [9,177 6877] -+ 0,149 83117 
at 
d y a Ar A ) lA Cyan s 
if — -+- COS U host 17 O87 i | — 0,244 662 20. 
at 


Dieses Klementensystem ergiebt, wie wir sahen, fiir die Coordinaten und Ge- 
schwindigkeitscomponenten bei — 4" die Werthe: 
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— = — 0,005 1400 y = + 0,978 8244 
dé dy 

- == — 0,000 719 1 —~ == — (0,245 45 
lt if 4. di 0,245 452 77, 


welche mit den obigen Ausgangswerthen sehr gut iibercinstimmen. 
Um diese Osculation nochmals zu priifen, rechnen wir die beiden mechanischen 
Quadraturen, welche die Stérungen fiir die Bahn um die Sonne und um den zweiten 


Hauptkérper geben, fiir einige Epochen gleichzeitig. 


Obige Quadratur lief bis — 30. Daher lassen wir die Quadratur, welche die 
Bewegung um den zweiten Hauptkérper giebt, schon bei — 4%5 beginnen, und be- 


zeichnen analog dem friiheren mit &° und 9° die ungestérten Coordinaten des Planeten 
Ferner mit 0& und 0 die Stérungen, und mit & 
Dann ist: 


7 = 7° + 07. 


beztiglich des zweiten Hauptkérpers. 
und 9 die wahren Werthe dieser Coordinaten. 


g= 2 + 9, 


Die Bewegungsgleichungen sind: 


5 


adE e £0 E me x a1 | 
ae oa) + PS eet 
PUG as (2 So (ees AL 
dt? (oi a. oe aris Lr + ri} 


Dieser Quadratur entnehmen wir hier 0& und 0” fiir einige Epochen und _ ver- 
gleichen die Werthe von # und y, welche sich ergeben, wenn man die Sonne um den 


zweiten Hauptkérper als Centralkérper betrachtet. 


Centralkérper: Sonne. 


\| 
Epoche | — 4,5 — 3,75 — 3,0 
| 

x | + 1,253 3599 + 1253 9408 + 1,254 415 9 
da — 14949 1 Obi = = §,9041'5 

x | + 1,251 935 0 ++ 1,252 283 1 + 1,252 474 4 

y° — 0,069 057 0 — 0,057 556 4 — 0,046 050 9 
dy == =~ $659 1 — 20104 — 25433 
y | — 0,070 696 1 — 0,059 566 8 — 0,048 594 2 

Centralkérper: Zweiter Hauptkoérper. 

£0 — 0,004 780 8 — 0,005 319 7 — 0,005 857 9 
JE a 133 ne 31 = 467 

5 — 0,004 793 6 — 0,005 622 8 — 0,005 904 6 

a + 1,256 728 6 ++ 1,257 606 1 + 1,258 378 8 

x ++ 1,251 935 0 + 1,252 283 3 + 1,252 474 2 
Sate + 1,101 515 0 +.0,917 451 1 + 0,733 185 1 
Oy _ 72 — 19 ae 314 

V +-1,101 507 8 + 0,917 449 2 + 0,733 1537 

y! — 1,172 203 8 — 0,977 016 4 — 0,781 748 0 
y — 0,070 696.0 — 0,059 567 2 — 0,048 594 3 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 
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Wie man sieht, ist die Uebereinstimmung der zwei auf verschiedenem Wege 
gefundenen Werthe von # und y so gut, als man dies nur bei siebenstelliger Rechnung 
erwarten kann. 

Die hier angewandte Controle scheint uns die einzige wirklich durchgreifende, 
wenn auch nicht absolut sichere bei Berechnung von Osculationselementen oder Intervall- 


wechseln zu sein. — 


Die Berechnung der speciellen Stérungen bildet eine der schwierigsten Aufgaben 
der rechnenden Astronomie. So ist auch bei Anwendung der Encke’schen Methode 
eanz besonders auf die Richtigkeit der angewandten Formeln und Constanten zu achten, 
denn der Rechner hat im Alleemeinen nur eine einzige indirecte Controle zur Ver- 
fiigung, niimlich diejenige durch die Differenzreihen. Wachsen die Stérungen zu stark 


an, so rechnet man ein Osculationselementensystem, und faihrt dann fort, beziiglich des- 
selben von Neuem die Coordinatenstérungen zu berechnen. 


: : ~ eou eh dé 
Man berechnet also fiir eine gewisse Epoche: & 4 und €, sowie Tiitde und dt’ 
und kann nun noch: 
LCL ee 


== 1 
hin” abit dt 


(der Genauigkeit halber analytisch) berechnen und dann mittelst: 
6 == es f= ys ce en 


dx dx dé dy dy® | dy dz dz dg 
Ut ane dine dice din — "0s hid mabe eee eae 


ein Osculationselementensystem beziiglich des Centralkérpers ableiten. 

Oppolzer hat gesucht, die Genauigkeit der diesbeziiglichen Formeln dadurch zu 
erhéhen, dass er die Differenzen der neuen und der alten Bahnelemente als Func- 
dé dn dg 

>, = und 
dt dt dt 
Encke’sche Methode wie gesagt nur fiir kurze Intervalle angewendet wird (wobei man 


tionen von é, y, §, darstellt. Da jedoch fiir unser Sonnensystem die 


also nicht gezwungen ist, ein Osculationselementensystem zu rechnen), so glauben wir 
diese Formeln hier tibergehen zu kénnen. 


Die Hauptnachtheile der Encke’schen Methode bei Anwendung auf unser Sonnen- 
system bestehen in Folgendem: 

1. Wenn man mehrere stérende Kérper beriicksichtigen will, ist man gezwungen, 
fiir alle dasselbe Integrationsintervall anzuwenden. In Folge dessen miisste man even- 
tuell die Coordinaten eines der stérenden Kérper fiir engere Intervalle interpoliren, als 
sie in den astronomischen Jahrbiichern gegeben sind. 

2. Die Ersparniss an Arbeit bei Berechnung der Differentialquotienten geht wieder 
verloren, wenn man gezwungen ist, ein Osculationselementensystem zu berechnen. 

3. Die doppelten Summirungen bedingen fiir grosse Zeitriitume cine bedeutende 
Unsicherheit in den rechtwinkeligen Coordinaten. 

1 i: » ’ Av a) ay / 4 } “} } . , } ¥ ar 

4. Die Kneke’sche Methode ist nicht geeignet, die Massen der grossen Planeten 
zu bestimmen, besonders wenn man gezwungen war, in der Mitte der Rechnung eine 
Osculation einzuschalten. 


5. Die astronomischen Ephemeriden sind jetzt vorwiegend mit Riicksicht auf die 


Anwendung der anderen Methoden der speciellen Stérungen construirt. 


Je weniger aber die Encke’sche Methode auf unser Sonnensystem angewendet 
wird, um so wichtiger ist sie fiir rechnerische Untersuchungen iiber das Dreikérper- 
problem. 

Die rechtwinkligen Coordinaten, die sie wnmittelbar giebt, eignen sich vorziiglich 
zur graphischen Darstellung der Bahneurven. Auch lisst sich in solehen Fillen oft durch 
geeignete Wahl des Coordinatensystemes und der Zeiteinheit viel gewinnen. — 

Wiahrend die Encke’sche Methode, wenn man die Stérungen nur fiir einen be- 
schrinkten Zeitraum, etwa fiir die Krscheinung eines Kometen oder fiir einen Pla- 
neten zur Zeit einer Opposition zu berechnen hat, unleugbar den Vorzug verdient, weil 
sie die wenigsten Rechnungen erfordert, behauptet die Methode der Variation der 
Constanten, die yon Lagrange zur Ermittelung der analytischen Stérungen auf- 
gestellt, dann von diesem auch zw Berechnung der speciellen Stérungen vorgeschlagen 
worden ist, im Allgemeinen den Vorrang in allen den Fallen, wo die Stérungen fiir 
einen lingeren Zeitraum zu berechnen sind. Die Hangsen’sche Methode diirfte 
hauptsichlich dann angewendet werden, wenn es sich darum handelt, bei Wiederkehr 
eines periodischen Kometen schnell eine Aufsuchungsephemeride zu erhalten, denn ihre 
rechnerische Anwendung ist verhiiltnissmiissig kurz und man ist bei ihr weniger der 
Gefahr ausgesetzt, durch Berechnung von Osculationselementen aufgehalten zu werden. 
Die Methode der Variation der Constanten, in numerischer Hinsicht wie in der 
Analyse diejenige, welche die besten Resultate sichert, ist rechnerisch freilich die miihe- 
volilste. Wir gehen jetzt zu ihrer Darstellung iiber. 


oO 


Achtundneunzigste Vorlesung. 


Il. Lagrange’s Methode der Variation der Constanten zur 
Ermittelung der speciellen Stérungen (nach Eneke). 


Wenngleich sich nicht in Abrede stellen lisst, dass durch die Beschrinkung auf 
eine bestimmte Bahn und noch mehr auf einen nicht allzu grossen Zeitraum, der die 
Methode der speciellen Stérungen unterworfen ist, die Uebersicht iiber dic 
Bewegung der Kérper im <Allgemeinen nicht erreicht oder wenigstens erschwert wird, 
so hat doch auch wiederum die Genauigkeit, welche eben diese Beschrinkung den 
numerischen Bestimmungen zu geben erlaubt, ihren allgemeinen ‘sowohl als auch ihren 
besonderen Nutzen, Es ist auf diesem Wege vorzugsweise moéglich, die Grésse der 
wirkenden Krifte mit einer Schiirfe anzugeben, welche bei der bisherigen allgemeineren 
Untersuchung nicht erreicht worden. Die sogenannten héheren Potenzen der Masse, 
oder die genaue Bestimmung der Stirke der Anzichung, sofern sie von dem jedesmaligen 
wirklichen Stande des anziehenden und angezogenen Kérpers abhingt (nicht von einem 
nur niherungsweise bekannten), werden so gut wie vollstindig beriicksichtigt werden 
kénnen, und da wir aus der Vergleichung einer strengen Theorie mit der Beobachtung 
iiberhaupt erst die Krifte finden kénnen, so werden die Massenbestimmungen sich 
genauer ergeben als auf dem anderen Wege. Ebenso wird es sich schirfer heraus- 
stellen, wenn vielleicht noch aussergew6hnliche Kinwirkungen ausser diesen stérenden 
Kriften allein beriicksichtigt werden miissten. Endlich ist auch die Beschrankung auf 
eine gewisse Zeit, die Integration innerhalb bestimmter Grenzen statt des allgemeinen 
Integrals, nicht so zu verstehen, als erlaube die Weitliufigkeit der Rechnung nicht diese 
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Grenzen so weit auszudehnen, dass es wenigstens fiir jetzt noch nicht méglich sein sollte, 
die ganze Zeit zu umfassen, aus welcher wir Beobachtungen von einiger Genauigkeit 
besitzen. So wenig freilich auch da, wo die bisherigen Methoden eine Anwendung 
erlauben, die allgemeine rein theoretische Bestimmung, welche fiir alle Zeiten den ge- 
stérten Ort eines Planeten ergiebt, nachgesetzt werden darf der speciellen Berechnung 
fiir eine beschrinkte Zeit, so méchte doch in dem jetzigen Zustande der Analysis die 
Grenze schwer zu bestimmen sein, bis zu welcher eine solche specielle Berechnung ganz 
unstatthaft wire. Die Méglichkeit, in allen Fillen, selbst in den verwickeltsten, welche 
unser Sonnensystem darbietet, durch Berechnung der speciellen Stérungen das Ziel er- 
reichen zu kénnen, vergiitet in gewissem Sinne die Beschrankung in Hinsicht auf die 
Zeit, der diese Methode unterworfen ist, sowie auf der anderen Seite die Allgemeinheit 
und Wichtigkeit der Resultate, welche die allgemeine Methode gewahrt, und wodurch 
sie in die Constitution unseres Sonnensystems so tiefe Blicke hat thun lassen, den Mangel 
ersetzt, der sich darin fiihlbar macht, dass so viele Wandelsterne sich vermége der 
Natur ihrer Bahnen und des jetzigen Standes unserer Kenntnisse ihr entziehen. Es ist 
gewiss sehr zu wiinschen, dass wir einmal dahin gelangen mégen, der speciellen Berech- 
nung ganz entbehren zu kénnen, allein so lange dies nicht der Fall ist, darf man diese 
wichtige Form der Untersuchung des wahren Laufes der Himmelskérper nicht allein auf 
Kometen beschrinken, da unser Sonnensystem so manche Theile zeigt, in welchen die 
specielle Berechnung sowohl schon Aufklarung verschafft hat, als noch kiinftig zu geben 
verspricht. 

Die Berechnung der speciellen Stérungen wird am sichersten erhalten durch 
die Anwendung des in der Mechanik so wichtigen Princips der Variation der 
Constanten auf die Bewegung der Planeten. Man erreicht dadurch den grossen 
Vortheil, die doppelten Integrale zu vermeiden und nur durch einfache Integration 
das Ziel zu erreichen. Zuvérderst miissen deshalb die Gleichungen abgeleitet werden, 
welche zeigen, wie der Betrag der Stérungen ausgedriickt wird durch eine Veriinderlich- 
keit der Elemente, die ohne sie ganz constant wiren; oder welche den wahren von den 
Stérungen afficirten Ort jedesmal finden lassen vermittelst eines Systems von Elementen, 
was strenge genommen nur fiir einen einzigen Zeitpunkt gilt und mit der Zeit ver- 
anderlich ist. Sind diese Gleichungen so weit entwickelt, dass man sie nur noch zu 
integriren hat, so wird die Anwendung der mechanischen Quadratur jedesmal fiir eine 
bestimmte Zeit das zu ihr gehérige System von Elementen finden lassen. 

Nimmt man zuerst den einfachen Fall, dass ein materieller Punkt ohne Masse sich 
um einen festen anderen Punkt, in welchem die anziehende Kraft ... kh? ... ihren Sitz 
hat, bewegt und legt-bei der anziehenden Kraft das Newton’sche Gesetz zu Grunde; 
setzt man weiter den Anfangspunkt der Coordinaten in den festen Punkt und zerlegt die in 


2 


. i’ wy ym ate > " » 7T1AQ . be 1 ; . A} S 7 
der Entfernung r stattfindende Anzichung 7 ihre drei, den Coordinatenaxen parallelen 


; : an ‘ _ ‘ : 
Componenten, indem man dabei die Richtung der Kraft, welche die Coordinaten ver- 
kleinert, die positive nennt, so hat man die drei Gleichungen !): 


d? x k2 x 

eee = () 

dt? + rs 

dey am 

mt ae 
dz k2¢ 

dt? 17 re es 


") Vergl. Abtheilung I, Vorlesung 2, 
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Bei der Bestimmung der Grosse einer Kraft und ihrer Bezichune auf eine Kinheit, 
uss nothwendig eine Zeiteinheit und eine Raumeinheit angenommen werden. Jene ist 
fiir unser Sonnensystem der mittlere Tag, diese die halbe grosse Axe der Erdbahn. 
In Bezug auf beide ist: 

brigg. log k == 82355814 | k = 0,0172021 

brigg. log k? == 6,471 1629 k? = 0,000295 9 
Zahlen, welche ausdriicken, dass, wenn die Sonne auf einen ruhenden materiellen Punkt, 
dessen Entfernung von der Sonne = 1 angenommen wird, wihrend eines mittleren Tages 
fortwihrend einwirkte und dabei immer mit derselben Kraft (so dass also die relative 
Entfernung sich nicht iinderte), sie am Ende des mittleren Tages dem Punkte cine 
Geschwindigkeit ertheilt haben wiirde, welche ihn, wenn er jetzt sich ganz allein selbst 
iiberlassen bliebe, in der Zeiteinheit, dem mittleren Tage, um die Linge k?, gemessen 
nach der Liingeneinheit, forttreiben wiirde. 

Diesen drei Differentialgleichungen wird Geniige gethan durch folgende Gleichungen ') 
fiir den Werth der Coordinaten, welche, da sie sechs Constanten enthalten, das voll- 
stiindige Integral derselben sind. 

Wenn: k 


p = a(l — Pe?) 
bt+ée=>EHE—esnkE 


1 1 1 
ig 5 v= 5k fe 
Yr P 
SS ’ 
1 + ecosv 


so wird: 
z = r{[cos(v + @) cos 8&3 — sin (v + @) sin 82 cos i| | 
y = 1 [cos (v + ow) sin & + sin (v + @) cos 8 cost]; + - + + ss (2) 
zr sin (v + @) sini. | 
Die sechs Constanten?) sind hier a, é ¢, @, 82, i, von denen die anderen Gréssen 
u, p, BE, v, r entweder reine Functionen, bloss der Bequemlichkeit der Bezeichnung wegen 
eingefiihrt sind, oder in Verbindung mit t gebildet werden. 
Der astronomischen Bedeutung nach sind diese Werthe gemiss Abtheilung I: 


a... halbe grosse Axe der Bahn des bewegten Punktes; 

é... Epoche der mittleren Anomalie fiir ¢ = 0; 

ec... Excentricitiit der Ellipse; 

@ ... Winkel zwischen dem Perihel und aufsteigenden naan gezihlt in der 


Ebene der Bahn; 
83... aufsteigender Knoten der Ebene der Bahn mit der Ebene der wy, wofiir 
gewohnlich die Ekliptik angenommen wird; 


i... Neigung der Ebene der Bahn gegen die Ebene der wy; 
uw... mittlere tiigliche siderische Bewegung; 


p... halber Parameter; 

E... excentrische Anomalie, gezihlt vom Perihel an; 
vy... wahre Anomalie, gezihlt vom Perihel an; 
ry... Radius vector. 


‘) Vergl. Abtheilung I, Vorlesung 4. 
”) Vergl. Abtheilung I, Vorlesung 3, Schluss von Vorlesung 4 und Vorlesung 10, 
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Die Ableitung dieser Ausdriicke aus den obigen Differentialgleichungen ist in Ab- 
theilung I gegeben worden. Man kann sich auch durch directe zweimalige Differentiation 
iiberzeugen, dass durch sie wirklich den Differentialgleichungen Geniige gethan wird. 


Man erhidlt nimlich: 


Cl k ma 
dt WS ip 
dv k Vp 
iS rr 
dr k 4 
SS SIN. 
dt Vp 
und damit die ersten Differentiale: 
k ' 
os = — —= {ls © + @) + ¢ sim ow) cos $3 
a \ p x 
+ [eos (v + w) + ¢ cos w| sin 82 cos 4} 
k : : : 
dy ees {[stw (v + @) + © sin @| sin 82 Peete) 
dt Vp 


— [cos (v + @) + ¢ cos @| cos $3 cos 7} 


Ue k . 5 a 
id a Vp {[cos (v + @) + © sin o| sin @} 
~P 


bei welchen der blosse Anblick sogleich lehrt, dass: 


Re ke dos KP wv 
dt2 Vp fe aby 
dy ae k y ; dv =. key ‘ 5 = g : . (4) 
ae Vp 1 ae c 
ag k e dv kz 
dt2 Vp ja ale Si 


Wirke jetzt ausser der anziehenden Kraft k? noch eine andere stérende Kraft, deren 
Ursprung zunichst noch nicht in Betracht gezogen zu werden braucht, auf die Be- 
wegung des materiellen Punktes cin. Die Grisse dieser stérenden Kraft werde durch 

.. P... bezeichnet, bezogen auf dieselbe Einheit der Kraft, in welcher auch k? aus- 
gedriickt ist, oder auf eine Einheit der Kraft, welche in der Zeiteinheit einem Punkte, 
dessen Entfernung von dem Sitze der Kraft constant gleich der Liingeneinheit bliebe, 
eine Geschwindigkeit mittheilen wiirde, durch welche er, sich selbst iiberlassen, die Liingen- 
einheit in der Zeiteinheit durchlaufen wiirde. Um die Richtung der stérenden Kraft P 
anzugeben, denke man sich um den Anfangspunkt der Coordinaten eine Kugel mit 
willkiirlichem Halbmesser beschrieben. Seien auf der Oberfliche derselben X, Y, Z die 
Punkte, in welchen die nach der positiven Seite hin verlaingerten Coordinatenaxen die 
Kugel treffen. Sei ebenso Q der Punkt, in welehem eine mit der Richtung der Kraft 
durch den Anfangspunkt gezogene Parallele die Kugel trifft. Werde ferner, um iiber 
das Zeichen der Kraft immer bestimmt zu entscheiden, der Sitz der stérenden Anziehungs- 
kraft so angenommen, dass sie den Punkt in der Richtung yom Nullpunkte nach Q hin 
anzieht. Bezeichne man endlich den Winkel zwischen der durch Q bestimmten Richtung, 
mit der durch X bestimmten, dureh @X, und ebenso sei QY, QZ der Theil des 


grossten Kreises zwischen Q@ und Y, @ und Z Hiernach werden die drei Componenten 
der st6renden Kraft: 


P cos Q X P cos QY P cos QZ 


und die Differentialgleichungen der so gestérten Bewegung des Punktes werden sein: 


dx k2a 
——) 7 . r 
ee a aor! P cos )X 
dt? 73 Q 
dy ky = 
! Pee DO wae Oe Pe A ee ee wR, SiG) 
dt? rs é ) 
dz k2 2 
— + — = Pos QZ 
dt? rs ( 
Wennegleich diese neuen Differentialgleichungen von den friiheren darin verschieden 
sind, dass die rechte Seite derselben nicht mehr — 0, sondern die stérende Kraft P 


enthalt, so kann man ihnen doch durch dieselbe Form der Coordinaten a, y, 2 Geniige thun, 
wenn man nur in dem obigen Ausdrucke fiir diese Coordinaten, die dort als constant 
angenommenen Gréssen a, & e, @, 64, 7 nicht mehr als constant, sondern als Gréssen, die 
ebenfalls mit der Zeit variabel sind, betrachtet. Zu dem Ende denke man sich diese 
Gréssen in dem Ausdrucke von a, y, z als von der Form: 


a=@ + da &==-s8 + 2s 6 == ¢@ + ae 

Oo = 05 + Ja = b8o — 27 S28 4=% + 4, 
WO do, €; C0; @o, So. ty wirkliche Constanten sind, Ja, Fé, Je, Jo, JF $2, Fi aber 
solche Functionen der Zeit und der Grésse P, welche = 0 werden, wenn P = 0 gesetzt 


wird. Um hier des Folgenden wegen die Zeit, insofern sie in 4a, 48, Fe, dw, 4 8, 
4i enthalten ist, zu unterscheiden von der Zeit, die bei constanten Elementen die Ver- 
iinderung von a, y, 2 bewirkt, bezeichne man in 4a, Fé, Ae, Jw, 4 &, Ji die Zeit 
mit t, wiihrend man sonst dafiir das Zeichen ¢ beibehialt. So betrachtet, sind x, y, z 
Functionen yon ¢ und t, und das vollstiindige Differential von x, y, ¢ in Bezug auf die 
dx dy dz 
dt’ dt’ dt 
auf die Zeit bei constant angenommenen Elementen - - - (3) (Ht) (3) mit Paren- 


Zeit ++ , ohne Parenthese ... wird sowohl das Differential von a, in Bezug 


dt dt dt 
these ... als auch das Differential von # in Bezug auf die Verinderlichkeit der Elemente, 
: : dx dy dz 
sofern diese auch yon der Zeit abhangt -- + (—— })> ee —}, --- enthalten. Eben 
dt dt dt 
dasselbe findet auch bei den zweiten Differentialen statt. Man hat folglich die 


Gleichungen: da (42) + Gs) 
Wie. vas dt 


dy (& + (3) DAs ahi) ee Ae eee) 


dt dt 
(+) 
d 


aN 


(i) + 
ge Na) 


und daraus: 


da dx an an 

nae ee pe ‘A pee 
Cre) a(—) a(—) (iG) | ; a) 
af dt Bi Gay dl dt 

dy dy\ ee (41) 
Py a(H) ch (ai) | (: at) | “Ade cathe eel) 
dt? at / dt | dt . at 

dz ‘ dz =) 

—_ i; i ee 
dz a(7) aa 3 | t ey L ee 

st dt t Tae Sai wat 
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Die Groéssen (=), (“t): (=) sind hier die oben in (3) hingeschriebenen 


“at dt) \at 
Werthe, und ebenso (=) (<4): (F =) die Werthe, welche in (4) gefunden sind. 
: dt) \dt 


ae ; eoticg FOR yee oie Tensei 
Addirt man zu (7) auf beiden Seiten beziiglich =) yh) apie ee 


vermige (5) gleich P cos @X, & cos QY, P cos QZ, und auf der rechten Seite wird ver- 


mige (4): 
‘ ade kPa 
0) 
Ga) ic rs 


dy hey 

‘ = . —— @) 
Ga ) * 73 
d2z hz 

a) 

(Fz) i rs 


folelich werden die Gleichungen (5): 


I 


ada (<=) da 
ae 7 a esa 
ie oe a(T) ce dt ‘ (=) 
al ea ahaa: dt 
ad t) dy 
a( a( d (3) 8 
Ee ECOSRO MY wa | Nl dt ( (8) 
dt dt : 
de dz dz \' 
bead (a) (4). i ) | 
Th) aed ease ae dt) | 
d | ll ae 
Die Differentialquotienten (Fe): () ite enthalten bei ihrer vollstiindigen 


Entwickelung sechs von einander unabhiingige Functionen und Differentiale, Za, J, 
Ae, da, 48, Ji wid ihre Differentiale, oder tiberhaupt “, dice ae Ca os ae 

dt dt dt dt dt dt 
Eben dieselbe Anzahl wird auch in die zweiten Differentiale iibergehen, so dass die End- 
gleichungen, wenn man die Richtung und die Stirke der stérenden Kraft als gegeben 
ansieht, sechs unbekannte Gréssen enthalten, wihrend doch nur drei Gleichungen zu 
ihrer Bestimmung vorhanden sind. Wegen dieser Unbestimmtheit der Aufgabe wird 
es gestattet sein, noch drei Bedingungen hinzuzufiigen, welchen die sechs Unbekannten 
genitigen sollen. 

Wenngleich diese drei Bedingungen an sich willkiirlich sind, so ist es doch klar, 
dass, insofern es darauf ankommt, die Functionen 4a, 48, Ae, A@, 42, Fi aus den 
Gleichungen (8) zu bestimmen, die vortheilhafteste Form fiir die Bedingungen eine solche 
sein wird, welche womdglich alle zweiten Differentiale fortschafft, um zuletzt in jedem 
Falle nur Differentialgleichungen der ersten Ordnung zu erhalten. Man erreicht diesen 

da dé de aim a Sd di 


Zweek, wenn man die ersten Differentiale —; >=) — —— der Bedingung 
dt dt dt dt dt dt 


unterwirft, dass, wenn ihr wahrer Werth substituirt wird, die Differentiale (=): (3); 
dt T 


Ce we, re : : : 
() nicht bloss fiir bestimmte Zeiten, sondern fiir alle gleich Null werden, oder nur | 
aT 


solche Glieder enthalten, welche vollkommen identisch sich vernichten. Aus diesen drei 
Bedingungen, dass: 


(=) a, 
at; 
dy 
caen | eee (MUP Ce Sth ecg. sean test Be ta) Ss we a 
(zs) x. 
dz 
(*) =o 
\C v, 
nach gehériger Substitution der Endwerthe identische Gleichungen werden, folet uimlich, 
dass jedesmal auch ihre Differentiale, sowohl in Bemg auf ¢ als auf t = 0 werden, 
oder dass ebenfalls: 
a(‘ ) d =~) 
Wer ma, dt 0 
a ee te oe ae 
ly 
d (" y ) d *) 
at} | 0 at ane, 
uf hes 
/_ (de 
a(= (=) e dt 
a) ——— ] = ( 
ai... ae 83 : 


identische Gleichungen sein werden. Dagegen werden die Differentiale: 


dx / /fdy de\ 
d — Le iy (pee 
eS a(t) a() 
at: /- dt dt 


bestimmte Werthe erhalten, weil eben vermége der Bedingungseleichungen (9) die beiden 


Variabeln t und f¢, abgesehen von ihrer urspriinglichen Bedeutung, auch der analytischen 


5? 

Form nach, nicht mehr als yon einander unabhiingige Variabeln zu betrachten sind, es 
folglich auch nicht gleichgiiltig ist, in weleher Ordnung man die Differentiationen vor- 
nimmt. Substituirt man aber diese letzten Werthe fiir die zweiten Differentiale in (8), 


so werden sie: 
du | 
d(— 
dt 


“(a =P COS) OX: 


Gost 


(dy 
a(t) exe he ai, dy be eat ial 1 


== P tos OF: | 


at; 
1zZ2\ 
d (! = ) 
a P cos QZ 
———— — COs 4 
\ OT, 
und in diesen beiden Systemen wird die Auflésung der Aufgabe vollkommen bestimmt 
enthalten sein. Das erste System giebt, verglichen mit (6): 
dx of) dy ) dz (=) 
—— | J ee i eS Or so WI OT? 
dt OE, dt det dt at, 


oder enthilt die Bedingung, dass zu jeder beliebigen Zeit fiir den Ort, den der bewegte 
Punkt einnimmt, die Tangente an beiden Bahnen, sowohl an der, in welcher die Elemente 
als constant betrachtet werden, als an der, in welcher die Elemente als variabel angesehen 
werden, cine und dieselbe ist, wobei von selbst zu verstehen ist, dass man die als con- 
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stant angesehenen Elemente so annimmt, wie sie zu der gegebenen Zeit wirklich waren. 
Durch diese Uebersetzung in Worte verliert auch die Wahl der drei Bedingungen das 
willkiirliche, was sie anscheinend noch hatte. Die drei Coordinaten des Ortes und die 
drei Componenten der augenblicklichen Geschwindigkeit sind die sechs Constanten, welche 
die augenblickliche Bahn bestimmen, und aus denen sich die sechs Elemente direct ab- 
leiten lassen. Jede stérende Kraft kann diese urspriinglichen Daten nicht andern, sondern 
wirkt erst in dem zweiten Zeitelemente ein, wenn man es so ausdriicken darf. Hiernach 
wird es der Natur der Sache allein gemiiss sein, die Tangente der gestérten Babn in 
dem Augenblicke, von dem an die Stérungen zu wirken anfangen, zusammenfallen zu 
lassen mit der Tangente der Bahn, welche der bewegte Punkt ohne die stérende Kraft 
beschrieben haben wiirde. 

Die oben in (3) vollstindig ausgeschriebenen Werthe von (F): ({t): (3) 

dt dt 
mogen der Kiirze wegen mit 2, 4, 2, bezeichnet werden. Man erhalt dann die Differential- 
quotienten der variabeln Elemente, wenn man die Werthe von «x, y, 2 in (2) differentiirt, 
‘ : ; ; A du ad y dz 
indem man nur die Elemente als variabel betrachtet und jeden Quotienten —-> —— 
dt at at 

gleich Null setzt; und ferner die oben ausgeschricbenen Werthe von 7,, , 2:, ebenso 
differentiirt bloss in Bezug auf die Elemente und die Gleichungen (10) bildet. Fiihrt 
man jetzt auch fiir die Differentiation in Bezug auf die Elemente wieder das Zeichen ¢ 
ein, so sind die vollstindigen sechs Gleichungen die folgenden: 


da\ da da dé da de dz\ de EDN OAS IN LG 
OSS peiey) ee pan) aes raid) Wes 
(5) dt v7 Go ate (ae) dt ua Ga) dt a = dt Ls (7) dt 


dy\ da dy\ dé dy\ de dy\ do dy \ ad&2 dy\ dé 
o— (8) + St +) e+ (+ GHB) SP + NG 
da/ dt de) dt de) dt da/ dt ad&di/ dt di/ dt 
dz da dz dz\ de ‘dz\ da d 82 dz\ di 
(ses) ses pte pea 
(=) dt +(G)F + (%) dt a (a) dt ce (7) dt + (F) dt 


Pos Qx= (S da ! (=) dé i (=) de | eS do } ($4) d 82 


ee dt dé} at de / dt dc} dt adSs/ at 
+(S)o Parr en 
pon ox = (G8) 38 + (AH) at + (Ot) fe 4 (tn) $0 4 (ny 88 
+B) 
Pom gum (Si) 28 4 (An) at 4 (aK) de 4 (a) dem (der) 38 
+) a 
da dé 


Aus diesen in Bezug auf ae? at ete. linearen Gleichungen miissen jetzt durch 


gehérige Elimination die Werthe jedes einzelnen Differentialquotienten gefunden werden. 
Die Integration dieser Differentialgleichungen des ersten Grades wird den genauen Werth 
jedes Aa, Ae ete. oder mit Hinzufiigung der Constanten a, e, ete. jedes Elementes 
a, €& €, @, $3, 4 geben. . 


In den Abhandlungen der Berliner Akademie der Wissenschaften fiir 1834 hat 
Enceke die Formen fiir; 


— 595 — 


dx dy dz dx, dy, az, 
(aa) Can)» aa): Cia)» Can)» Ga) 
iiberhaupt fiir jeden Coéfticienten der 
da@ de de 
a oe a 
angegeben, welche diese Elimination ganz direct und mit Leichtigkeit vollfiihren lassen. 
Man bedarf dazu gewisser Richtungen, die aber, da sie nur von dem augenblicklichen 
Orte und der augenblicklichen Geschwindigkeit und ihrer Richtung abhiingen, als gegeben 
angesehen werden miissen. 

Bezeichnet man die Richtung der Verliingerung des Radius vectors mit R, in dem 
Sinne wie oben bei Q, X, Y, Z bemerkt worden ist, die Richtung der Senkrechten auf 
den Radius yeetor in der Ebene der Bahn im Sinne der Bewegung genommen iit S§, 
die Richtung der Tangente ebenfalls im Sinne der Bewegung genommen mit 7’, die 
Richtung der Normale nach dem Inneren der Ellipse hin mit N, die Richtung der Senk- 
rechten auf der Ebene der Bahn nach dem Nordpole der Ekliptik zu mit W, so hat 
man fiir die Cosinus der Winkel, welche diese Richtungen mit X, Y, Z machen, fol- 
gende Gleichungen. Zuerst folgt aus (2): 


x = rcosRX = r[cos (v + ) cos $4 — sin (v + @) sin $3 cosi| 
y = reosRY = r\icos (v + o) sin 8 + sin (v + @) cos 82 cosi| 
z= rcosRZ = rsin (v + @) sini. 


Ferner, wenn man die Liniengeschwindigkeit mit ¢ bezeichnet, so dass: 


i? ae 
sear + 2ecosv + ¢) =e (-—-), 


so wird nach (3): 
x, = ccosTX = — — |[sin (v + @) + € sino] cos & 
: + [cos (v + @) + e cose@| sin 82 cos i} 
Yee coe TY Se [sin (v + @) + e€ sina] sin 2 


— [cos (v + @) + e coso| cos $2 cos i} 


ie ¢ 08. TZ == {cos (v + @) + e cos} sin i. 

Denkt man sich jetzt die Ellipse in ihrer Ebene um 90° gedreht, so dass alle 
iibrigen Elemente dieselben bleiben und allein @ sich verwandelt in 90° + @, so wird 
in dieser zweiten Lage der Radius vector und die Tangente, welche demselben v wie 
in der ersten Lage entsprechen, gleiche Grésse behalten, aber eine Richtung haben, 
welche senkrecht auf R und 7' in der Ebene der Bahn steht, also oben durch S und N 
angedeutet wurden. Hiernach giebt die Vertauschung von @ mit 90° + @ in r cos RX 
und ¢ cos TX ete. die Werthe: 


r cos SX = — r {sin (v + @) cos 8 + cos (v + @) sin 8d cos 4} 
r cos SY = — r {sin (v + @) sin 84 — cos (v + @) cos 83 cos #} 
r cosSZ = r cos (v + @) sin @. 
k; 
e cos N X = — —= | [cos (v + @) + e cosa] cos 82 
| p sae ‘ 
— [sin (v + @) + e sin@] sin 8 cos % 
7 ok 


fo” 
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k 7° 
C COGN, Meet Vp [cos (v + @) + e cosa@| sin & 
ln . 
+ [sin (vo + @) + e€ sin@| cos 8 cos ¢} 
vzZ= Rest pe BAR 
c cos NZ = — —= {sin (v + @) + e sin} sin i. 
Ve 
Um zuletzt die Richtung W zu erhalten, setze man in cos X, cosRY, cos RZ 
muerst. (v + @) = 90°, so werden die neuen Werthe die Richtung in der Ebene der 


Bahn senkrecht auf die Knotenlinie angeben, vertauscht man dann noch ¢ mit 90° + 4%, 
so hat man die Richtune W, folglich: 
cos WX = sin $3 sin i 
cos W Y = — cos $j sini 
cos WZ = sin 2. 
Vermige der bekannten Gleichung, dass fiir irgend welche zwei Richtungen A und B: 
cos AB = cos AX cosBX + cos AY cosBY + cos AZ cosBZ 


und vermége der Form aller Ausdriicke fiir die Cosinus der Winkel, welche sémiitlich 
die Gestalt haben : 


= 


= A cos &3 + pw sin 83 cost 
g =A sin 83 — w cos 2 cos i 
h=— wb sina 
St = # cos 8 + w' sin 8 cost 
g = M sin 8 — w’ cos 820s 
h = a" sin 4, 

wonach folglich: 

DO Pa Ee 

fr 4 ge We ae ey 

Sf +99 + hW = 
lassen sich alle Cosinus der verschiedenen Combinationen der Richtungen unter sich 
finden, wobei man die bekannte hier vorkommende Gleichung: 


cosRk X?2 + cosRY? + cosRZ? = 1 


auch durch cos RR = 1 ausdriicken kann. 

COSth al COS Ne —— 20) 
k 2cos TW = 0 
cco RT = —= ésine nee Tt 
Vp COSIS eee: 

coskS = 0 FP coos SW = esine 

a kVp Pp 
ccos RN = — ry cosS W = 0 
cosh. W = 0 COSINEN Gal 
COs iis cosNW = 0 
Rey COS VW aL 
cos TS = + : Vp 


i) 


Um vermége dieser Winkel die Differentialquotienten: 


Gar te & *-\dary’ (+5): (FF) 


darzustellen, bemerke man, dass die Elemente a, &,e allein in r und v enthalten sind und 


dass in #,y,2 nur die beiden Verbindungen r sin (v + @) und rcos (v + @) vorkommen. 
Bei der yollstindigen Differentiation hat man aber: 


do\ (p+ " 
=) = > ra yj AY 


Wenn man diese Werthe in die ieee aa: 
d [rsin (v + @)| = sin (v + w) dr + reos (v + w) dv 
d [rcos (v + @)| = cos (v + w) dr — rsin (v + @) dv 
einsetzt und dabei fiir é seinen Werth: 
Ps 
rl + ecosy 


be p 


benutzt, so wird: 


€ [r sin es oe "sin = + @) 4 7 {cos (v + @) + ecos @} 
CO ie 


Vp Ae (v + @) + ecosa} 


(* [r sin is + @)] 
) 


Bete a Be sinv 


i 


— acosv sin(v + @) + 


) 
) 
(“ |r cos G+ IN) r COs 2 + o) 1 
bey 
= 


(¢ [r sin f +o ea 


no | © 


aw {sin (v + @) + esin} 
P 


Ve “A (v + @) + esino} 


(¢ [r cos aay ©) | 


(* [7 cos 4 —= — acosvcos (v + @) (v e eee sin (v + @) 


Hiermit wird man: 


(Gi): Gi): GZ) Ga)» Ge). Ge): Ga)» Ge) @) 


sogleich hinschreiben kénnen. Fiir die Differentiale in Bezug auf @ sieht man so- 


gleich, dass: 
Gz) = (-* fees 2) = reo SX 


do do 
52) = < d(rcosRY = = PCOS 
d@ da 


(32) = (een (r cos ‘frees 2) ee Z 
doo doo 


und in Bezug auf $4 und 7 ist die Differentiation und der Ausdruck durch cos SX, 
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cos SY, cos SZ, cos WX, cos WY, cos WZ, ebenfalls gleich durchgefihrt, weil z. B. fiir dic 
in Ge) vorkommende Grosse : 


cos (v + @) sin 8 + sin (v + @) cos $3 cost 
= {cos (v + @) sin 8 cosi + sin (v + @) cos 83} cost + cos (v + @) sin 83. sini?, 


folglich: = — cosi cosSX + cos (v + @) sini cos WX 
und analog fiir die Differentiale (+4), (+). Die Zusammenstellung fiir die Diffe- 
rentiale von 2, y, 2 in Bezug auf jedes Klement wird damit folgende: 
St 
(=) eR . CCOe Ls 
da a 2a 
i at 
(2) =| cos RY — — ceos TY 
da a 2a 
3 
(F =F 03 RP eon eZ 
da a 2a 
3 
dx a” 
3 — as CCOSwmexG 
zi 2 
(3) — us Coos lay ae 
dé G 
8 
dz a 
(3) ee eee AZ 
dx ptr, : 
=| = ——_— Simv COS S_X. 
(=) acosv cosRX + | ge nee xX 
dy\ ete oe , 
(3) = — acosv cosRY + Tow Sm cos Es 
ey ee ye . pei oe é 
@) = — acosv cos RZ + Beer a cos SZ 
dix 
(a) = PUSS 
do 
d 
(55) == FCOSiS. 
doo 
d 
(54) = 700s ne 
da 
Ax ; = ere 
)= rcost cosSX — rcos (v |} ) sini cos WX 
(+ ee pws cor ee bed Te ee 
TQ) = "008% cos — reos (v + @) sini cos WY 


l 
dz Mi Tie . . 
F = reosi cosSZ — reos (v + @) sini cos WZ 


rsin (v + @) cosoWX 


ATS 
~ a} ey 
I 


rsin (v +- @) cos WY 


rsin (v + @) cos WZ. 


Ea 
=e] a 
~,. roy 
5 ee 
| 
| 


Aus diesen Werthen lassen sich sogleich die Werthe von 


dx, dy, de, dx, dy, ae, 

(=), (3), (3), (G2); la) ee) oh 
ableiten. Denn da diese Differentialquotienten bezeichnen, dass man zuerst jede 
Coordinate in Bezug auf ¢ so differentiiren soll, dass man alle Elemente als constant 
ansieht, und den gewonnenen Ausdruck nachher in Bezug auf jedes Element noch ein- 
mal so differentiiren, dass man auf die Veriinderlichkeit von ¢ keine Riicksicht nimint, 
so werden bei der ersten Differentiation die Elemente nicht als Funetionen von ¢ 
betrachtet und in der zweiten ebenfalls ¢ nicht als Function der Elemente. Beide 
Groéssen, t und die Elemente sind deshalb hier als ganz yon ecinander unabhingig anzu- 
sehen und auch bei veriinderlichen Elementen muss in dem Sinne, wie es hier genommen 


wird: 
da Tey Me hes 
\ d (Gi) ae (Ga) 


sd 
( ape da ~ \ dt 


sein, und a&hnlich bei allen iibrigen Elementen. Ein Unterschied in der Ordnung der 
: Ge p : ; Ax ; 
Differentiation kénnte nur dann stattfinden, wenn man in « oder dt auch auf das ¢, 


welches in den verinderlichen Elementen enthalten ist, hitte Riicksicht nehmen miissen. 
Dieses aber wiirde nach dem Obigen ganz fehlerhaft sein, da « der reine Differential- 
quotient in Bezug auf ¢ ist, wenn die Elemente als vdllig constant angesehen werden. 


Hiernach hat man nur die eben gegebenen Werthe von: 


SCV eee 
(Ga): (3). (52): (=), (32), 7) es 


in Bezug auf ¢ so zu differentiiren, dass man die Elemente als constant ansieht, und 
also auch nur auf die Gréssen zu achten, welche ¢ explicite enthalten. Die Functionen 
von ¢, welche in den verinderlichen Elementen vorkommen, diirfen nicht beriicksichtigt 
werden. Fiir die in diesem Sinne nach ¢ verinderlichen Gréssen finden sich aber so- 
gleich die folgenden Werthe: 


d(ycosRX)\. (d#\ be 
(SEAS ES en 
d(rcosRY)\ _ ay) _ ats 

( Taal ) ce (F =) == toa Y 

cies = Zh = (F = 2.5 CUTZ 

( dt ) = a et 

(¢ (ccosTX)\ es _ «ea WecosRX 

Pint) -~ 8 

= ere) = ayy <a ee ol) = k? cos R Ne 
econ) (i) = Be = Hem 
d(ecosTZ)\ __ (=) _ Be _——*BeoshZ 
( dt )= i ae poo r? 


Ausserdem ist nach dem Obigen; 
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me r COS Mes Be cg 

d@ 
(S (rcos R 2) eos SY 

do 
ren = COSI, 

doo 

und wie man bei dem ersten Blicke sieht: 

€ (¢ cos 7) Bees 

do 
Te (c cos I =) Bae bed 

dco 


folglich da: 


LTE IEE NN oR 
BS 
SS 

a > 

S |S 
nH 
as 
~ 
’ 
See 
° 
> 
S 
bd 


¢ reek?) o4..«), Daeg 
dt 
nothwendig auch: 
(: (r cos 522) — ceos NX 
dt - 
(¢ (r cos S ~) eigehee 
—————————— ——_ Ss 
dt 
(“ G a == 6 COSINZ. 
dt 
Hierzu kommt noch: 
eee ng 
( dt os 
(een cos W =) nays 
co cos W s 0 


und 


k 
— —= |sin (v + ) + esino| 
Vp 


é [rcos(v + 2) ae 


dt 


(fies M + ail — + Ts | cos (v at () + ecos a}, 


eer ara 4 lr l ‘ : 
wenn inan die friiher angefiihrten Werthe von (Fi) und a benutzt. Mit Hilfe dieser 
d dt 


Differentialquotienten werden sich alle Differentiationen ohne Weiteres hinschreiben 
; Ay ; dx dy ‘dez\ . 
lassen, nur mit Ausnahme der Differentiale yon (— ), (3%), —) in Bezug auf t Wenn 
7 Ss 
de de. de 
man diese indessen nur etwas anders schreibt, so wird auch hier keine Weitliufigkeit 
stattfinden, Ks ist nimlich: 


es 


dx Ssinv 
— ) = — a (cosv cosRX — sinv cosSX) + —— rcos SX 
de 1 — @ 
‘dy SInv 
os = — a (cosv cos R Y — sinv cosSY) + Ta 7008 SY 
‘dz Z ; Sin v 
(3*) = — a (cosv cosRZ — sinv cosSZ) + ——— reos SZ. 
de. : | e 
Nun aber wird, wenn man die gehérigen Werthe substituirt: 
cosv cos Rh X — sinv cosS X = cos@ cos §4 — sin sin $4 cosi 
cosv cos RY — sinv cosSY = cos@ sin $4 + sin @ cos $2 cost 
cosuv cos RZ — sinv cosSZ = sino sini 


oder sie sind frei yon allen mit ¢ variabeln Gréssen. Wollte man die Richtung von der 
Sonne nach dem Perihel mit A bezeichnen, so wiirden sie: 


cos AX cos A Y cos AZ 
und: 
(=) = — acosAX ay te rcosSX 
0" 
(2 — — acosAY + ae rcosS Y 
(3 — — acosAZ + oe rcos SZ, 
wobel: 
(es =x) 
eas lea) 
dt 


(S cos Ae ) ay 
dt 


(¢ ae 22) ser 
dt 


und folglich die Differentiation auch hier auf die obigen Gleichungen muriickgebracht 


ist. Es folgen hieraus die Werthe: 


dz, Shit . c 
2)= dar cos R X — oa cos TX 
2 2 
(4 —= As : cos R Y — a2 Coe TY 
ae 2ar? 2a 
dey — B ket cos RZ — Rsk cos TZ 
da 2uar? 20 
3 
(<3 ee ne 
dE i 
8 
dy Be OL 
dé r? 
‘ 
s 2 
LS SOA 
dé r 
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Ge) — Be ee + a ccos NX 


(s*) aay ye cag OY" + mee ccosNY 


(32) — r REE pst 7, ry ee 5, C cos NZ 
p r 


) — ¢cos N X 


) = ees NY 


Q/ Sy 
5 |S 


7] = ¢00s NZ 


(54) == c0s4 ccos.N X-- i [sin (v + @) + esin@| sini cos WX 
Moo 


(4) == 6050 0 Cie Nye [sin (v + @) + esin@| sini cos WY 
A823 Ts 
‘de; : Mig Pcs Z shh eee 
(53) = cosiccosNZ + —=|sin (v + @) 4+ esina| sini cos WZ 
d &é Vp 
(Z) eee [cos (v + @) + ecosm@| cos WX 
di Vp 


(S) ee tits [cos (v + ) + ecos@| cos WY 
di if 


le 5 [cos (v + @) + ecos@| cos WZ 


Bei dieser Form der siimmmtlichen Coéfficienten von: 


du de de dco d §2 di 
GE Bt Gat Pad ate at 


in den Gleichungen (11), wird die Elimination der einzelnen Werthe keine Schwierigkeit 
haben. Man kann dabei den gewdéhnlichen Wee einschlagen, erst eine Grésse, etwa 
5S 5 Ken) 9 ? 
da : , : : 
qe 2M eliminiren, am einfachsten so, dass man in (11) die ersten drei Gleichungen 
¢ 
dz, Siler paw 8 : 
, oder den Coéfficienten in den letzten 


: f dx, ‘dy, 
beziiglich mit ; : 
. da Cay OG: 


: ene : : “ ; . (ax da dz 
drei multiplicirt, und ebenfalls die letzten drei Gleichungen mit i) (3), Ga) 


da da da/’ 


Sane da. ‘ : 
oder den Coéfficienten von in den ersten drei Gleichungen. Aus der Summe der 


dt 
F 5 = OG : es ‘ : Seana 
Producte wird 7 verschwunden sein. Der Kinfachheit wegen bezeichne man die Coéffi- 
d . 


et de de dw ds di lel : li srt Gigek 
clenten von -,—_ - = welehe man in dieser summirten eichune er- 
he ooh ehh Gi Oe aie = 


halt mit: 
|a, «|, |a, e|, la, «|, la, 82 |, |a, ¢], 


so dass z. B.: 
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a%,\ (ax dy, sf) d2Z,\ (de 
el = —(2\(E) 3) ) — (F) lor 
da\ (dx, (33 oh) de (de 
1 ($=) (@) 1 3 \(% a (7)(): 


SN ie ; dé ; 
Eliminirt man nachher aus den urspriinglichen sechs Gleichungen qi? 8° werden in der 


Summe der Producte die Coéfficienten der iibrig bleibenden unbekannten fiinf Gréssen: 
da de dw d&d di 
dt’ dt’ dt’ dt’ dt 


respective : Pp oe ’ 
[e,a], [ee], [e@], [e, &], [el], 
wobei es von selbst klar ist, dass: 


[e,a| = — |[a, €| 


und analog bei allen anderen Verbindungen. Setzt man fiir alle sechs Gréssen das Ver- 
fahren so fort, so hat man im Ganzen 15 Coéfficienten zu bestimmen. In allen diesen 
werden iiberall Formen wie: 

cos RX cos TX + cos RY cos TY + cos RZ cos TZ 


vorkommen, wofiir man sogleich cos R T schreiben und dabei auch gleich anfangs die 
0 sind, niaimlich: 


Cosinus weglassen kann, welche = 
fs ke — 0, vos RW — 0, coe-T N= 0, cos TW 0, cos SW = 0,. cos NW — 0, 
ebenso fiir cos RR, cos TT, cos SS, cos NN, cos WW den Werth = 1 setzen. Fiihrt 
man die Rechnung durch, so erhalt man: 


3k ue Ce Va k Va 3k Ya 
—— t 
[a, €| or tecosRT + Di as EO ccoossRT 
3 k? cos v cos Uv gers? Aes : ST 
eee a 8 si sin Vv € COS 
Yr sinv dhkt cosv 


ccos R N — ccosS T 


is 27 Vp 


fa, o] = + a ccos 8 T + — ccos RN 


fa, S38) + 5 cosiccos ST + ~ cos iccos RN 


fa,4| == 0 
5 5 
2 2 
a*~ kcosv a” COSv 
[ee] = + — — + — = coos 8ST 
>] r2 r\yp 
[é,o0] = 0 
eg ee 
facut) 0 
iy rsinv f 
le a| = — a2 acosv — ——- ccosS N — acosvccos R N 
Vp 1—é 
ive 
zo - sinvecos SN 
—e 
k ; r sinv 
[e $3] = — == acosvcost — -— 3 60816008 SN — acosvcosiccos RN 
f pot sin v cosiccos SN 


76* 
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(eenly pe== 0 

[@, 64] = — reosiccosSN + rcosiccosSN 

[o, 7) == 0 

a i [sin (v + @) + € sinw|r sin (v + @) siné 
Pp 


ee ae 
— [eos (v + @) + € cosw|r cos (v + @) sin i. 
Ve 
Substituirt man hier die oben gegebenen Werthe fiir diese Cosinus und reducirt Alles, 
so findet sich zuletzt: 


k oie k 
(ae a aa [4¢] = + oVa 
asec) ae lena] ==30 
[a,@| = — ave [o, a] = + He 

a 

b etl! 
fa@ence | = = EYP os i [s3,a] = + Be cos 4 
ee ea) Lena} ce O 
[é, e| = 0 le, a} —— a) 
(eo) | a0) lave] == 0 
[e, 58] = 0 [éa-s} == 0 
le, @] 0 [eceh = =n0 

k “Li, k 
le, co | =e Vo ae | @, e| >a Vp ae 

~p p 
[e, 63} == + ye oe [ £2, e] == 5 aecost 
lenea| =O) el) 0 
[@, 62] = 0 foe, 60) <= "0) 
[a, | = 0 [2, «a | a () 
[3,¢] = — hp sin i [_, 2] = + KY bp sina. 


Nachdem so die rechte Seite jeder Endgleichung, wenn immer eine der zu be- 
stimmenden Gréssen eliminirt ist, auf eine héchst einfache Form zuriickgefiihrt ist, hat 
die Behandlung der linken Seite noch weniger Schwicrigkeit. Diese ist nimlich itiberall 
PcosQX, Pecos QY, Pcos QZ, beziiglich multiplicirt mit: 


(5 *) dy dl 1 7 a 4 dl :) d =) 7 
oder mit ete. 
CRON Ee NG RY i aos. Vadis? (3 € ; 
wo man also nur die Richtungen @Q zu vereinigen hat unter dem Cosinuszeichen mit der 


Richtung, die in jedem Werthe der Differentialquotienten neben X, Y und Z steht. Die 
Kndgleichungen werden demnach: 


— 605 — 


r 3 ¢t LV w sy 
Be thee Pr das At Ye ae Sa 
a 2a 2Va dt 2a dt 2a dt 
5 
~ ¢P cos QT = Mae 5 
Ik 2a dt 
— acosvP cosQR + p+ s any Pos QS = EB ae Ae | a a @ COs pee 
c= 2 Vp dt Vp 
Vy ++ (12) 
oP aaa da k ope 
2a dt p dt 
r cos i P cos QS — r cos (v + ) sini Pcos QW 
kVp da k a2 resis. 
= —— cost — — —— a ¢€cosi — — kVp sini — 
2a dt \p dt Vp dt 


do 


rsin(v + w)PcosQW = + kVp sint at 


Wenn, wie bei Lagrange, die nach den Hauptaxen zerlegten stérenden Kriifte die 
Form yon partiellen Differentialen in Bezug auf die Coordinaten haben, oder: 


: d $2 

PCOS: Oke =— () 
d 

Ecos, @ wee a 
d 2 

P cos i az) 


so ergiebt sich von selbst, dass die linke Seite aller dieser letzten Gleichungen, da sie 


immer von der Form: 
=) dz 4 (=) 3) 4 Ca (= 
dx / da dy a dz da 


in Bezug auf jedes Element ist, das partielle Differential von 62 in Bezug auf jedes 
Element wird, in dem Sinne, wie hier tiberhaupt die partiellen Differentiale genommen 
werden. Die linke Seite wird folglich beziiglich: 


a) (1) (48), (dB), (a), (a 
G~) Ge) (Ge) Ge) Ga) G 


: da é ; : “ Nae " 
und die Gréssen —— etc. werden allein durch partielle Differentiation der Stérungs- 


d 
dt’ dt 
function 2 in Bezug auf jedes Element gefunden, wobei die Factoren der Differential- 
quotienten ebenfalls nur aus Elementen gebildet sind, ohne dass Gréssen vorkommen, in 
welchen ¢ explicite enthalten wire. 

Diese Gleichungen (12) geben sogleich die reinen Werthe der gesuchten Gréssen. 


: .. aa i ee de : : Ne pe di 
Zuerst giebt die zweite We und damit die vierte qi? 2us beiden giebt die fiinfte qe 


; E dss do ae. eee 
die Rees, dritte und sechste lassen ai? at und an finden, Es wird: 
da 2 a? 
oe at cP cs QT 
3t 
ls = : ie irre cach oe QR = 2 Se any Pos QS + ——cPcsQ!1 
dt kVa | é | kVa é kya 
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a 4 
de 1 it OP cos ose 5 ¢P cos QT 
dt kVp € e &k 

.d 8 

oes ste Dees On — PE siny P cos QS — cos i — 
dt kVp e kV p e 
Cy Le 8 Or Op Ot 
dt kVp sini 
di Ilys 
—_ = rcos(v + @) P cos QW. 


dt k Vp 


Fiir die numerische Rechnung ist es angenechm, mit gleichartigen Gréssen zu thun 
zu haben, entweder bloss mit Winkelgréssen, oder bloss mit Lingengréssen. Es wird 
deswegen vortheilhaft sein, statt der beiden Elemente a und e andere Variable ein- 
zufiihren, welche durch Winkelgréssen ausgedriickt werden. Man kann hier fiir e nach 


dem Vorgange von Gauss setzen: 


é == 30D; 
wodureh: 
de d @® 
Sara. Gites 
dt po t 
oder: 
d@ il de 


dt cos® dt 


Statt a kann man die mittlere tigliche siderische Bewegung n nehmen, gemiss der 
Gleichung: 


n= = 
a 

an ae Gp ahr 

fats 7. ae Es 


Ferner bedarf man nie des Elementes ¢ allein, sondern wendet es immer nur an in 
Verbindung mit nt. Wenn also WM die mittlere Anomalie bedeutet oder: 
MM == 7 =e 85 


J 


d M : ., a6 ; : 
so kann man durch ar das Differential at ausdriicken. Um die dazu néthige Trans- 
¢ 


formation deutlicher zu tibersehen, gebe man den Elementen die schon oben angenommene 
Form, wonach sie aus einem von P freien Theile bestehen, und einem von P so ab- 
hingigen, dass der letztere mit P verschwindet. Fiir jede Zeit ¢ wird demnach die 
mittlere Anomalie sein: 
M = (m + An)t + & + Fe 
= & +mti+tidn- age, 
und wenn man sich das M ableiten wollte, welches ohne die Stérungen zur Zeit ¢ statt- 
gefunden hitte, so wiirde es von der Form sein: 
& + mt, 
wo & die Epoche der mittleren Anomalie bezeichnet, welche fiir den Augenblick ¢ = 0 
stattfand, von welchem an man die Stérungen rechnet, und fiir welchen auch die con- 


stanten Klemente a), wu s. w. gelten. Fiigt man diesem Theile noch den anderen, 
von der stérenden Kraft abhingigen Theil hinzu ... 7 M..., so wird die Gleichung: 


f+ mti+ IM=a+mttidn+ de, 
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oder wenn man statt JM, 4n, 4é lieber das wirkliche Integral der obigen Differential- 
quotienten hinschreibt: 


dM dn dé 
ex (|o as eee 
Differentiirt man diese Gleichungen nach ¢, so wird: 
dM rdn dn dé 
dt J dt gee dt | dt 


, ‘ (a 4 
Es befindet sich nun aber in dem Ausdrucke von ay ein Glied: 
¢ 


t ht d a 
—= ¢P cos.Q = TOS 
kya 9 a2 dt 
: l 4 
oder wenn man fiir or es an einfiihrt: 
dt dt 
ot k 1 1 
 — ¢ P cos (eS eae pti ae 
1 re a C 
k\ at ee 


Seas dé : 
so dass der vollstindige Ausdruck von Ti eeschrieben werden kann: 
; aie 


le 1 08 v 1 a 7 l 
— — yn le eae A oe AT Fenech ee ae 
at kya | e | kya e : dt 


: ee : . dM : 
Substituirt man diese Form in re so hebt sich: 
a 


dn dn 
sary eR 


oder ¢ erscheint nicht mehr explicite ausserhalb der sonst von ¢ abhingigen Gréssen, und 


wird: 


der Werth von we 


aM 1 fo, — Ppeosr | a 
“Tia kya iy at teens 


ad 3 (dn e 
wobei freilich in M selbst das doppelte Integral [| SF ae erscheinen wird. Die Grosse, 


1 pty 
kya @ 


' sin v P cos QS + i - dt, 


welche nach der doppelten Integration hinzuzufiigen sein wird, ist dabei & + mot. 


In dem Werthe von aus: ist ohnedies schon cos 7 aoe erhalten. Man kann deshalb 


dt 
noch mehr dem gewoéhnlichen astronomischen Gebrauche gemiss, und selbst etwas be- 
quemer und genauer statt des Elementes @ die eigentliche Linge des Perihels ... 7. 
einfiihren, wobei: 
= + ot 

dx do d 2 

at at r dt 
und das Glied in - welches ae enthalt, wird fiir she 


«Obs a eee 28. 
(1 — cost) —— = 2sin > 4 era 


: 1 
Endlich kommt in allen Gliedern der Gleichungen entweder der Factor iVp oder 
vy p 
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+ 1 . ops} ery +" iir 
— vor. Fiihrt man einen von diesen durchgingig ein, etwa Agr 1p , so wird man f 
kya 0 


schreiben miissen: 


Lee £08 Ly 
k kVa bak KV p p 


Mit diesen siimmtlichen Veriinderungen werden nun die Formeln (12): 


dn CP cos OT 
SS BUS a 
dt k: Vp 
c0s WR : Pcos QS 
ee (27 cos — pcotg Pcosv } HERES — (p+r) cotg Bsinv AS 
dt k\yp kVp 
dn 
aa 
a | dt é 
PoosQS Va 1 cPosQTt 4 
ee — — recog D soe at pee ae ee | -+ (13) 
dt k y p e Y kVp 
d 1 = p Cosy Pos Qh ptr oe , Pecos QS (t= yee = we 
dt e I Vp e k Vp 
dso rsin(y + « — 8) Pcs QW 
Ene Se sint kV p 
di P cos P cos QW ues 
== = r cos (© mw — &2 
dt oars ang ae kVp 
Wollte man hier, um sich noch niher an den astronomischen Sprachgebrauch an 
zuschliessen, die mittlere Linge ... LZ... statt der mittleren Anomalie einfiihren, wo also: 
i= M+ 2 
aL dM dw 
2D dee age 
so wiirde: 
u 1 ipae ) 1 ; P cos 
one acs + pty > P cos v ewes Q i + (» + r)ig > Psine a a 2 
di | 2 J kyp 2 kV p 
d 83 ran 
1 — cos i) —— — dt. 
te Oh eS A gat hie 


Das nichste Geschift wird jetzt sein miissen, den wirklichen Ausdruck fiir die stérende 
Kraft und ihre Richtung, oder die stérende Kraft nach drei rechtwinkligen Richtungen 
zervlegt zu geben. Die Wahl dieser Coordinatenaxen fiir die Zerlegung der stérenden 
Kraft ist vollig willkiirlich, da man in allen Fiillen doch aus ihnen wieder auf die 
Richtungen RL, S, 7’, W itibergehen muss, diese letzteren aber nur durch den Ort und 
die Richtung der Bewegung des gestérten Planeten bestimmt werden. Die bei @, 
und 7 getroffene Wahl der Ebene, welche bei der Bestimmung der Lage der Bahn des 
gestérten Plancten im Raume zu Grunde gelegt worden, hat auf die Zerlegung der 
Kraft nach bestimmten Richtungen keinen Einfluss. 

Wir bezichen den Ort jedes Planeten immer auf die Sonne, folglich bestimmen 
wir auch nicht seine wahre Bahn im Raum, sondern nur seine relative in Bezug auf 
den jedesmaligen Ort der Sonne (cf. Abtheilung I, Vorlesung 2). Da aber die stérenden 
Planeten cbenfalls auf die Sonne einwirken und ihren absoluten Ort indern, so wird 
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es nothwendig, zugleich mit der Wirkung, welche sie auf den Planeten dussern, auch 
die Wirkung zu beriicksichtigen, welche sie auf die Sonne ausiiben. Sei hierzu irgend 
ein Punkt im Raum als Anfangspunkt bei drei willkiirlichen rechtwinkligen Coordinaten 
angenommen. Seien die Coordinaten der Sonne in Bezue auf ihn: 

X, Y,-Z, ihre Masse = ;?. 
Die Coordinaten des gestérten Planeten in demselben Sinne seien: 

E, 7, € seine Masse = mk?, 
das letztere, weil wir gewohnt sind, die Masse der Sonne als Einheit bei den Massen zu 
Grunde zu legen, nicht die Kinheit, welche man die absolute nennen kénnte. Seien die- 
selben Grissen bei den stérenden Plancten : 


/ 5 
oS Oe Masse —= mi’ k? 
RON A tae » = mk? eto. 


Die Entfernungen yon der Sonne bei dem gestérten und den stérenden Planeten seien: 


r, r, rr" ete., 


wo folglich: 


eS es te P 
r'2 — (X— #2 4 (Y— n'P + (Z— &): ete. 


Und schliesslich seien die Entfernungen des ersten, zweiten und folgenden stérenden 


Planeten von dem gestérten: 


@,:0';. 0" -eko., 


PS Gl 7) + 
gh 6 =P a — a + C9 


Alle Krifte sind anzichende Krifte, oder solche, welche jedes Theilchen des an- 


wonach: 


gezogenen Kérpers zu sich hin zu nihern streben. Hiernach wird die Gesammtwirkung 
aller Krifte, sofern sie die Sonne anziehen, dem Newton’schen Gesetze der Anziehung 
im umgekehrten Verhiltnisse des Quadrates der Entfernungen folgen und nach den 
Coordinatenaxen zerlegt sind, in den Gleichungen enthalten sein: 


d? X &— Xx .s Ve Mi 7, 
Se = 2 mt + wb + ae 
2 er Se Se Vi (ieee x 
ie — I : mike + = ee m'k? + an mK? 
dt? '3 
2 Z, / 1 _ /, as Z 
ae S oe Le Co Tae $ ga BP xs 


und die Gesammtwirkung auf den gestérten Planeten wird die Gleichungen geben: 


ae — Le es 
ce ee: 


mk... 


di ~— rr o!3 
9 Y si ! Y " 
| Se ty + 1 . Tan! Ke? - i iz 4 ml I... 
dt? ae o} og! 
Y, wr 
da? Z im Phe Sie OE 
ae — ieee k? 4+ $ " 6 m! 2 + -—= m'k?... 
dt? rs 08 a) 3 
Die Verbindung beider Systeme giebt fiir die Wirkung der simmtlichen Krafte, 
in Bezug auf die relativen Coordinaten des gestérten Planeten gegen die Sonne & — X, 
n — Y, § — Z, Gleichungen, welche sich so schreiben lassen: 


~l 
“I 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 


(i ae be we 
d? (& — X) dient A =( g é ) ! 2 
ae al See phe ks) = B aE we 
j= ji 
sls (* 0 : : a) mk? ... 
a Ae ee eeneae VY 
CC OE) 4 — 3 k2 (1 — (” i ied a ) k2 
ae Gone @3 oe 
ie fe 
eae u Me ) mt 8. 
/ 
@m(e—Z),&—Z, =((> = ye 
ye tcp ama (d+ m) = 9 a m’ I. 


= os . ore as A Pc. . . 
Bezeichnet man also iiberhaupt die relativen Coordinaten jedes Planeten gegen die 
‘ . / ee al 
Sonne mit a2, y, 2; #', y’, 2’ etc., wonach 


f= X Sez CO ee il See: Crna i 
7 Sy Vig? Ge! qo EP ay 
&—Z=—e ay a Zi =e Ce 
folglich auch: 
e—tad—s gaa 2 
yn —n=y—y yn" —7= "iy 
oe ta 7 CG. == Zi get. 


so werden die Gleichungen: 


d? x el+ mac /# —& x! ‘ae yl! ey 
d t2 ‘i ro a 08 y! :) m ic 4 ( Q’3 7) m ke 


By 2 ; PA eal ! 1 ae " 
oe ca eatalhs == ¢ a 5) m' k? + ( eed Y mat ka . 


dt2 ro 13 73 


ae Je = (A5 vats s) mie = eee z) mi ae ea 
d t2 rs Q° y! 3 Q! 3 73 


/ 


Die Vergleichung dieser Formeln mit den Formeln (5), welche den Differentialgleichungen 
der Elemente zu Grunde liegen, zeigt, dass die linke Seite ganz iibereinstimmt, wenn 
man nur iiberall in den Differentialgleichungen (13) statt: 
KB... kVl +m 

schreibt, wenn nimlich dem gestérten Planeten im Verhiltniss zur Sonnenmasse die 
Masse m zukime. Es wird indessen nicht néthig sein, diese Aenderung in die Formeln 
wirklich einzufiihren, da fiir alle Fille, auf welche die Methode, wie sie hier angegeben 
wird, bisher angewendet ist, m als ganz unmerklich und noch nicht bestimmbar, gleich 
Null gesetzt worden. Sollten Fille spiter vorkommen, in welchen es merklich ist, so 
wird man sich an diese Abinderung erinnern miissen. 


Um die rechte Seite iibereinstimmend zu machen, wird man setzen miissen: 


/ I/ " 
, a — @ a xv" — a x 
P 00s OX == ( :_ > oF :) mk? ( > ) mk? .. ‘| 
. ro 7 . 


/ ' " " 
_ (my 1. la. Se eee 
P cos Q a ( - 03 aos 5) m ke + ( a! roar ages 5) OA Eee 6 Poh es ° ‘ . 5 (14) 
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und vermittelst dieser Werthe Pcos QR, Pcos QS, Pcos QT, Pcos QW bestimmen. Allein 
da die Richtung der urspriinglichen Coordinatenaxen fiir diese Zerlegung willkiirlich ist, 
und unter den vier Richtungen R, S, 7, W, auf welche man die stérende Kraft pro- 
jiciren muss, schon drei auf einander rechtwinklige sich befinden, nimlich R, §, W, so 
wird man am directesten zum Ziele kommen, wenn man als Coordinatenaxen selbst diese 
Richtungen wihlt, und folglich die Coordinaten a’, y/,2'; x,y", 2"... der stérenden Planeten 
auf eine Axe der w bezieht, welche die Richtung 2 (Radius vector des gestérten Planeten) 
hat, eine Axe der Y, welche die Richtung S hat, senkrecht auf R in der Ebene der 
Bahn des gestérten Planeten, und eine Axe der z, deren Richtung durch W als senk- 
recht auf der Ebene der Bahn des gestérten Planeten bezeichnet wird. Fiir die 
Coordinaten des gestérten Planeten wird in diesem Falle offenbar: 
C=—=7 i jf (OF 

Gewohnlich wird angenommen werden kénnen, dass der jedesmalige Ort des 
stérenden Planeten fiir jeden einzelnen gegeben ist durch seine Entfernung von der 
Sonne 7», r” ete., seine Liinge in der Bahn L’/, L” ete., seinen Knoten §23', £2” ete., beide 
letzteren gezihlt in der Ekliptik von der Linie der Friihlingstage- und Nachtgleichen an, 
und die Neigung seiner Bahn gegen die Ekliptik i’, i’ ete. Bezeichnet man die hier- 
durch bestimmte Richtung des Radius vectors fiir jeden Planeten mit R’, R” etc., so 
werden die auf die Axen R, 8, W bezogenen Coordinaten sein: 

ey cos BH y =r' cosSR' goa y fos Wie 
gh == +" cop RR" =r C085" f= 1" cos WR, ete. 

Man kennt, vermége der oben gegebenen Ausdriicke, die Coordinaten in Bezug 
auf die Axen, Linie der Friihlingstage- und Nachtgleichen, senkrechte darauf in der 
Ekliptik, senkrechte auf der Ekliptik. Wenn man diese Axen folglich mit X, Y, Z be- 
zeichnet, so hat man, wenn der Kiirze wegen: 

T' — 3' =v 
gesetzt wird, sofort: 


cos R' X = cosw cos 8' — sinw' sin 8! cos 7 
cos R' Y = cosw' sin 84! + sinw' cos $2' cos 7 
cos R' Z = sinw' sini’ 
und ihnliche Werthe fiir cos R” X, cos R"” Y, cosR"Z etc. Ferner hat man wie oben, 
wenn v + @ = w gesetzt wird: 
cosR X = cosucos $4 — sinusin 2 cost 
cosR Y = cosusin $& + sinwcos 8 cost 
cos RZ = sinusini 
cosS X = — sinucos 8 — cosusin 82 cosi 
cosS Y = — sinusin 8 + cosucos $2 cosi 
COS Za COS U Sin 7 
cos W X= sin 82 sini 
cos WY = — cos $2 sini 
cos WZ = COS 1. 


Aus der successiven Verbindung dieser Systeme erhalt man: 
cos RR’ = cosRX cosk' X + cosRY cosR' Y + cosRZ cosR' Z 
cos SR’ = cosSX cos R'X + cosSY cosR'Y + cosSZ cosR'Z 
cos WR' = cosWXcosk' X + cosW Yoos R' Y + cos WZ cos RZ 
und iibnlich bei cos RR", cos SR", cos WR" eto. Fiihrt man die Multiplicationen wirklich 
aus, so erhalt man: 


~I 


~I 
% 
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cos RR! = cos { cos ($4! — 8) cosu! — sin u' sin (83' — 83) cost } 
+ sinw {sinisini! + cosicosi! cos( 8’ — 8%) } sinu! 
+ sinu { cosisin( Ss’ — 82d) } cos u! 
cos SR! = cosu { sinisind’ + cosicosi! cos(S4" — $3) } sinw! 
+ cosu | cosisin (8' — $3) } sinw 
— sinw { cos(Ss' — 8) cosu! — sinu! sin( Ss’ — 83) cosi’} 
cos WR! = — sin(8' — 8) sinicosu' 
+ {sini cosi— sini cos i cos (2! — &2)} sin w’. 


Setzt man hier zur Vereinfachung die Coéfficienten, welche allein aus $2, 88’, 4, a 
gebildet sind, dem Sinus und Cosinus verschicdener Hiilfswinkel proportional, wobei die 
Achnlichkeit mit den Formeln der sphirischen Trigonometrie von selbst darauf fiihrt, 
dass die Factoren, mit welchen diese neuen Sinus und Cosinus multiplicirt werden 
miissen, selbst einem Sinus oder Cosinus gleichgenommen werden kénnen, weil sie immer 
<1 sind, und sucht man zugleich den Ausdruck des Cosinus, wenn jeder Factor einem 
Sinus gleichgesetzt ist, so reicht man mit folgenden Hiilfswinkeln aus: 


cos (83 — $2) 
— sin(83' — 8) cos# 
sin (84! — 82) sind 


sin (53' — $2) cosé 


sin asin A 
sinacos A 


I Weil 


COS a 


sin b sin B 


sinbcos B = sini’ sini + cos? cosicos ($4 — 82) 
cos b = cost’ sini — sind cosicos(S' — 8) 
sinesin C = — sin(8' — 8d) sini 

sinecos C == sini’ cosi — cost’ sini cos (8' — 82) 
COSC = cost’ cosi + sind sinicos(S’ — 8) 


Dass diese Annahmen gestattet sind, zeigt sich daraus, dass die Summe der 
Quadrate der drei Gleichungen in jedem Systeme a A, b B, ¢ C, auf beiden Seiten identisch 
gleich 1 wird. Die Einfiihrung dieser Werthe, die so lange wie 8, 8’, i, 7’ als con- 
stant betrachtet werden, ebenfalls constant sind, giebt: 

cos R' = sinasin(A + w’)cosw + sinbsin(B + w’)sinu 

cos SR! = sinbsin(B + u')cosu — sinasin(A + w)sinu 

cos WR' = sincsin(C + w’). 
Die Rechnung hiernach wiirde hauptsichlich deshalb weitlitufig werden, weil man zu w/ 
drei verschiedene constante Winkel A, B, C zu addiren haben wiirde. Um bloss eine 


solche Addition néthig zu haben, wo C des einfachen letzten Ausdruckes den Vorzug 
verdient, schreibe man fiir: 


A-+a...d+u + A—C 
Btw...C+twtB—C 
und entwickele sin (A + w’) und (B + w’) unter dieser Form wirklich. Man erhiilt so: 
Cos tile ae | sin bsin(B — C)sinw + sinasin(A — C)cosu} cos(C + w) 
++ {sinbcos (B— C)sinu + sinacos(A — C)cosu} sin(B + w’) 
cos SR! = { sinbsin (B — C)cosw — sinasin(A — C)sinw} cos(CO + w’) 
+ {sinbcos (B— C)cosu — sinacos(A — C)sinw} sin(C + w). 
Sucht man jetzt den wahren Werth von sin b sin (B— C), sina sin (A — C), 


sin b cos(B — C), sinacos(A — C), als Function von 0, $3’, a4, w5 so findet sich bei der 
wirklichen Entwickelung: 


sin b sinc sin (B — C) = sinb sin Bsinccos C — sinbcos B sinc sin C 
= sin(&’ — &)sini 
== G05 & 
sin asin c sin (A — C) = — cos?’ sini + sind cosicos(Q' 82) 
= ~— cosh 
sin b sine cos (B G) = {cos a’ sind — sind’ cos i cos (82! 83)} x 
{ cost’ cost + sind sini cos (2! £3) } 
— COs D COS & 
sina sine cos (A GC}. = | sin a! sin (82! £)} x 
{cost cost + sind! sini cos (2 $2) } 
= — C08 4005S C. 
Ks ist folglich, wenn man jede Seite dieser vier Gleichungen quadrirt und sin(B — C)? 
mit cos(B — C)% sin(A C)? mit cos(A — C)? verbindet: 
sin b? sinc? = cosa? + cos b? cos c? 
sin a? sinc? = cosb? + cosa? cos c?, 


aus welchen beiden Gleichungen auf dieselbe Weise folgt, dass: 
sinc? = cosa® + cosb? 


Setzt man also, was gestattet ist, cosa@ und cos b dem Sinus und Cosinus eines Hiilfs- 


winkels proportional, so muss man den gemeinschaftlichen Factor sinc einfiihren. Sei 
deshalb : 


cosa = sin( S$’ — 8)sini’ = sincsin D 
— cosh = — cosi’ sini + sini cosicos(83' — 8) = sinecos D, 
so wird: 
sinb sin(B — C) = sin D 
sinasin(A — C) = cosD 
sin b cos(B — C) = cosecos D 
sin acos(A — C) = — cosesinD 


und damit: 
cosRR' == — cos(u — D)cos(w' + C) + sin(u — D)sin(w’ + C) cose 
cos SR’ == — sin(u — D)cos(u' + C) + cos(u — D)sin(u' + C)cose 
cosWR' = — sin(w' + C)sine. 

Setzt man also jetzt noch: 

cos(w’ + C) = cos B' cos a 
coscsin(w + C) = cos B' sini 
sine sin(u’ + C) = sin’, 
was gestattet ist, weil die Summe der Quadrate auf beiden Seiten = 1, so wird: 
cos R R' = cos p' cos[A’ — (u — D)| 
cos S R' = cos B' sin[d’ — (wu — D)| 
cosW R' = sin B’. 

Die ganze Berechnung beschrinkt sich folglich auf die Gréssen ec, C und D, aus 
welchen man 4’ und f’ ableitet. Ueberhaupt sind aber die Constanten a A, b B, eC, 
véllig analog den durch Gauss eingefiihrten Constanten zur Transformation der Coor- 
dinaten eines Planeten von der Ekliptik als Ebene der w y auf den Aequator, und der 
geometrischen Bedeutung nach, wenn man die Richtung nach dem Pol der stérenden 
Planetenbahn mit K bezeichnet, die Richtungen nach dem aufsteigenden Knoten der 
Bahn des gestérten Planeten mit 2, die senkrechte darauf in der Ebene der Bahn des 
gestérten Planeten mit U, die nach dem Pol der Ekliptik mit /, so sind die Werthe von: 
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Gh om 1 SEIS Ane Walesa e@ Ey 
® aon HOY Bip ee Wankel Ono: 
O sao KEM C... Winkel WK E 


die letzteren immer in einem Sinne, so wie wir die Liingen zahlen, herumgezihlt, wobei 
jedesmal von {{ K, oder UK und WK angefangen wird, bis man zu den Seiten KE 
gelangt ist. Da nun, wenn man die Richtung nach dem Durchschnittspunkte der beiden 
Bahnen des stérenden Planeten und des gestérten, und zwar dem aufsteigenden Knoten 
des stérenden Planeten in der Bahn des gestérten, mit J, die nach $2’ mit $3’ bezeichnet 


EK ... senkrecht ist auf K £2’ 
Wk... senkrecht ist auf KJ, 


so wird der Winkel kK W oder: 
3600 = 20rd 


oder gleich dem Argument der Breite des Durchschnittspunktes beider Bahnen, gezahlt 
auf der stérenden Planetenbahn. Ferner ist ¢ = WK gleich der Neigung der beiden 
Bahnen gegen einander und damit folgt, dass D das Argument der Breite des Durch- 
schnittspunktes, gezihlt auf der gestérten Planetenbahn, ist, wie die Betrachtung des 
sphirischen Dreieckes K 14 sogleich ergiebt. Endlich wird auch p’ und 4 die helio- 
centrische Breite und Linge des stérenden Planeten, in Bezug auf die Bahn des 
gestérten Planeten, und die Linge dabei von dem Durchschnittspunkte beider Bahnen 
an gezihlt. Um diese geometrische Bedeutung mehr in Erinnerung zu bringen, ver- 
tausche man: 
360° — C 
D 


OMG CI as cop aatini, IN! 
GS NWO 5 Tatlin INE 
Goo 6 With 


so sind die simmtlichen Formeln, welche hier gebraucht werden, die folgenden: 


sinIsinN = — sin(8{' — 82) sini’ | 

sin Icos N = — cosi' sini + sini! cosicos (8' — &) | 

sin Isin N' = sin (84' — 83) sina ea ees 
sinIcosN' = sini’ cosi — cosi' sini cos (§3' — 8) 

cos I = cost cosi + sini’ sini cos (83' — 82) : 


Gréssen, welche so lange constant sein werden, als man 7, 7’, 68, 8! als constant be- 


trachtet. Setzt man fiir w’ seinen Werth L' — 4’, so hat man dann zu berechnen: 
cos B' cos A’ = cos|[L’ — (8' + N’)] | 
cos B' sina! = sin[L’ — (82'+ N’)]cosT$ .°. . . . . (16) 


sin B' = sin[L' — (8' + N’)] sind 
und wenn man ebenso fiir w seinen Werth v + @ setzt, so vereinige man unter einer 
Bezeichnung : 
© — $6 == IN =o, 
dann wird: 


3 a’ = 1’ cos B' cos[a’! — (ov + oI] 


p18 y’ = r' cos B' sin[a’ (v + @’)| iv ae trns. 2 
sO, ze! = r' sin Bl 
Hieraus muss jetzt noch @ gefunden werden, vermége: 
‘ hs 
Q? = r? — 2rr'cos B'cos[4’ — (v + o')] 4+ 2. 


ney : : 
Fiir die numerische Reehnung nimmt man am bequemsten : 
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cos 8’ cos[A' — (v + w')]| — cos | 
hp ale — Oe es Ce an a (18) 
r —r' cosy’ = ocos!’ | 


wobei man die Winkel y’ und 1’ nicht wirklich aufzusuchen braucht, sondern unmittelbar 
bei ihnen von dem Cosinus zum Sinus iibergeht, und von der Tangente zum Sinus oder 
Cosinus, je nachdem die Interpolation am bequemsten ist, oder iiberhaupt immer die 
grésste der beiden Functionen anwendet. 

Man kann die Berechnung von N und N’ einmal durch eingefiihrte Hiilfsgréssen 
bequemer machen. Wenn: 


sin @’ cos(&' — 8%) = fsinF sini cos (83' — 8) = gsinG 
cos 7 = fcsF cost a COs Ge, 
so ist: 
sin I sin N = sin(82' 62) sin i” sin I sin N’ = sin(84' — 82) sini | 
sinIcosN = f sin(F — %) sinI cos N' = gsin (i — G) ae mn Oe) 
cos I = f cos (F — 1) cos I = gcos (i — G) | 


Man kann aber auch zweitens, weil diese Formeln eigentlich etwas Ueberfliissiges 
enthalten, den Werth von sin J zweimal finden lassen, und weil im Grunde doch die 
Aufgabe auf die vollstindige Anflésung eines sphirischen Dreieckes hinauskommt, in 
welchem die Seiten sind: 

$3’ — 8, nN; ay 
und die gegeniiberliegenden Winkel: 

J, 180 — 7, i, 
noch etwas bequemer die Gauss’schen Formeln, aus drei neben einander legenden 
Stiicken eines sphiirischen Dreieckes die iibrigen zu finden, hier anwenden. Die An- 
wendung auf den gegenwirtigen Fall giebt: 


1 1 1 : 1 : 
sin 5 I sin 5} (NV + N') = sin 5 (S2’ — 828) sin 5 (’ + 4) 
hae tae 1 
sin z I cos y (NV + N’) = cos = (53' — $2) sin = (i — 4) 
2 ya 2 2 
: : . : fo reerG oto (20) 
COs 5 IT sin 3 (N — N') = sin 5 ($8’ — 88) cos 9 (@’ + 4) 
ea eon AC ee 
cos 5 I cos 5 = cos 5 (8 83) cos 5 


wodurch man vollig scharf, da jeder Winkel durch die Tangente bestimmt wird, ohne 


tet ee 
etwas Ueberfliissiges zu rechnen, und mit der Controle, dass der Werth von sin 5 I und 


i = : . 
cos ~ I demselben Winkel entsprechen muss, das Verlangte erhalt. 


Sind auf diese Weise die Coordinaten auf den Radius vector des gestérten Planeten 


bezogen worden, so hat man zu berechnen: 


yo — a g! 
03 yl 

i. I 

ve ey 
03 y'3 

g — se é 


= G16 —= 


welche sich fiir die hier anzuwendenden Werthe « =r, y = 0, = 0 bequemer -so 
schreiben lassen: 

1 1 

7 | 

QO” YT oe ' 

r ‘ (21) 

R = 42x — — Sia ay’ W =77' 
Q° 


Fiihrt man fiir jeden stérenden Planeten diese Rechnungen auf gleiche Weise durch, 
wobei natiirlich nicht bloss NW’, I’, 2’, y’, 2’, R’, S', W’ tibergehen in NY, I”, x", y", 2!" 
Rk", 8", W", sondern auch das N sich indert, so werden endlich die stérenden Krafte 


projicirt auf den Radius vector des gestérten Planeten, und die damit verbundenen 


Richtungen : 
PoosQR =m Rk? + m"R'R? + - 
PosQS =m Sk? + m'S"k? +. 
PcosQ W = mw W'k?+ m’ wk? +..-- 
und zum Behufe des vollstiindigen Ausdrucks der Differentialquotienten oo = ete. 


wird nur noch die Ermittelung von ¢Pcos QT néthig sein. Es ist aber wegen: 
cos QT = cosQR cosRT + cos QS cosST + cos Q W cos WT, 


wenn man die oben gegebenen Werthe von cos QT, cos ST, cos WT substituirt: 


k; 
cPcos QT = — esinv P cos QR + VP pes Qs 
P 


é8u sin aU, 


= mk Gh R’ + ye st 
p 


lau 


+ nes R"' + ip st ete. 


Setzt man also der Kiirze halber: 
Pos Qk = Ky. 
Pcos OS = Sy). i? 
P cus HY) Ve Wo . k?, 


wodurch : 
Ry = nl FR + mR! +.. ‘| 
So = ym bse 4 m' Ss all a Kim ee ey Anne, agi ee mee . « (22) 
Wo =m W'+ mm’ wrt... | 
und substituirt diese Krifte in die obigen Werthe von as = indem man auch 
¢e Pos QT dadurch ausdriickt, so wird die zur Berechnung fertige Form die folgende: 
dn Soa 3k pyre k Ro 3k p k So 
= sa en 
dt ya Ve ya * Yp 
dM : : A 
a — {2rcos P — pcotg D cos v\ pe — (p + r) cotg ® sine aa ae cL dt. 
S p dt 
d@D hE r\ k 
Fim acos D sinv —* + acot gD ote — “) Heo 
( 1 p / ie a Vp 
da poosvy kRo ptr ois) 
= . 0 A 2 
= ee ae sine 1 — — 
dt 2 Vp - ear ( cos 7) rr 


soln 
d 82 rsin (v + % — 8) kW, 


dt sing Vp 
= reos (v + x — 8) 4 
oder, wenn man statt MW... DL einfiihren will: 
et = — 2 rcos@ -+- ptg : D cos a + (p + r) tg D sinv Te 
p a 
+ (1 — cos i) <= | si dt. 


Wiewohl es nun bei einer praktischen Arbeit der vorliegenden Art, mit Hiilfe 
dieser Gleichungen die Stérungen fiir einen kleinen Planeten oder Kometen zu berech- 
nen, eigentlich nicht miglich ist, die absolut zweckmissigste Form der Ausfiihrung an- 
zugeben, die Gewéhnung des Einzelnen an gewisse Einrichtungen vielmehr stets Aen- 
derungen herbeifiihren wird; so ist es sicherlich yon hohem Werth, die Form kennen 
zu lernen, welche ein so erfahrener und schépferischer Rechner wie Encke gewihlt hat. 
Daher mégen seine mit dem grissten Detail entwickelten Erwigungen und Vorschriften, 
sammt dem yon ihm gegebenen ausfiihrlichen Beispiel, hier noch Platz finden. 

Zuerst wird man sich iiber die Griésse der Intervalle der Zeit, fiir welche man die 
Differentialquotienten berechnet, um sie nachher integriren zu kénnen, eine feste Be- 
stimmung zu machen suchen miissen. Diese hingt sowohl von der stérenden als der 
gestorten Planetenbahn ab, und muss so gewihlt werden, dass die berechneten Oerter 
mit aller erforderlichen Schiirfe bei gehériger Interpolation die dazwischen liegenden 
geben wiirden. Fiir die stérenden Planeten, insofern es sich bloss um die ilteren 
handelt, scheint die Erfahrung zu ergeben, dass das Minimum der Grésse der Intervalle 
etwa ein Zwélftheil der Umlaufszeit betriigt, so dass, wenn man die ganze Periode des 
Planetenjahres in zw6lf Theile theilt, man mit hinlinglicher Genauigkeit den ganzen 
Lauf bestimmt hat. So z. B. geben heliocentrische Jupiterérter, von 180 zu 180 Tagen 
berechnet, noch das Zehntheil der Bogensecunde, oder iiberhanpt alles so scharf, als die 
Tafeln erlauben. Dieses Intervall entspricht etwa dem vierundzwanzigsten Theile der 
Unlaufszeit. Bei der Vergrésserung um das Doppelte wird man schwerlich mehr als 
eine oder einige Secunden fehlen, eine Grésse, welche ganz vernachlissigt werden kann. 
Bei Mercur kénnen die Fehler etwas stiirker sein, immerhin werden sie unmerklich. 
Denn da der Hauptfehler von der Mittelpunktsgleichung herriihren wird, und man _ bei 
der Entwickelung derselben in eine periodische Function, die nach den Vielfachen der 
mittleren Liinge unter dem Sinuszeichen fortschreitet, aus zwélf gleich vertheilten berech- 
neten Werthen der Strenge nach die fiinf ersten Glieder, also bis zu sin 5 M erhalten 
wurde, so kénnen die kleinen méglichen Irrthiimer der Rechnung und die kleinen Un- 
gleichheiten der Stérungen niemals die Genauigkeit des Ortes wesentlich beeintrich- 
tigen. 

Mehr indessen noch als durch den stérenden Planeten wird unter tibrigens gleichen 
Umstiinden die Grisse des Intervalles durch die Bahn des gestérten Planeten bestimmt. 
Bei jenem geben uns die astronomischen Tafeln die Bestimmung in grésster Schirfe, 
und ausserdem wirken sie nur auf die Berechnung der Krifte cin. Die Elemente des 
gestérten Planeten dagegen sind nur niherungsweise im Voraus bekannt, wenn man die 
Rechnung nicht doppelt machen, und vermittelst der ersten vorliufigen Integration die 
Elemente fiir das definitive Resultat verbessern will. Ausserdem aber kommen sie nicht 
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bloss bei den Kriften, sondern auch bei den Coéfficienten derselben in den Differential- 
gleichungen in Betracht. Einen Fehler in der Ermittelung dieser Gréssen wegen der 
nicht absoluten Genauigkeit der Elemente wird man sich jedenfalls gefallen lassen 
miissen. Er wird sehr verringert durch die Kleinheit aller stérenden Krafte und fast 
ganz unmerklich, wenn man bei hinlinglich kleinen Intervallen die niemals zu vernach- 
lssigende Vorsicht gebraucht, nach einer nicht zu grossen Anzahl solcher Intervalle die 
Elemente jedesmal so zu verbessern, wie die vorhergehenden Rechnungen es erfordern. 
Diese Vorsicht der successiven Verbesserung sollte niemals versiumt werden. Die Diffe- 
rentialgleichungen setzen eigentlich villige Scharfe der Coéfficienten und Krafte voraus. 
Dieser theoretischen Bestimmung sich so viel als méglich zu nihern, muss stets das 
Augenmerk sein und die kleine Miihe der successiven Correction darf nicht gescheut 
werden. 

Es ist im Allgemeinen nicht wohl méglich, die Grenze zu bestimmen, innerhalb 
welcher man mit hinreichender Schirfe die Elemente unveriindert beibehalten kann. Man 
kénnte dazu zwar etwa den folgenden Weg einschlagen. Man denke sich die Coor- 
dinaten in eine Reihe nach Potenzen der Zeit geordnet entwickelt: 


Oey. Ge tienee ee any Peres oer Pa 
y SB Be de Be Bie 
ot OFC ChE Ori ae 


Da die Coordinaten und die Projectionen der Lineargeschwindigkeit durch die Stérungen 
nicht geindert werden, so wird, weil: 
d? x d2y 
— = 2 ) eas 
qe A, + 6A4,,¢ 


us dt? 
erst der Coéfficient der zweiten Potenz A,, B,, C,, einen Unterschied in der Berechnung 
des Ortes nach festen und veriinderlichen Elementen bewirken kénnen. Giebt man also 
dig d?y dz 
dt?’ dt?’ dt? 
die P so, dass sie das Maximum ihres Werthes erreichen, so wird man, wenn man die 
héheren Potenzen vernachlissigt, den Fehler von A,, im Maximum bestimmen und daraus 
die Zeit ableiten kénnen, innerhalb welcher w, y oder ¢ um ein Beliebiges fehlerhaft 
zu werden besorgen lassen. Der Unterschied der Coordinaten, welche nach den gestérten 
Elementen eigentlich hatten berechnet werden sollen, von denen, welche bei den unver- 
andert gelassenen gefunden sind, betrigt demnach im ersten Gliede, in welchem er sich 
merklich zeigt: 


== 2:8, “bab Bh opeete., 


hier den die Verbesserung PcosQX, PcosQY, Pcos QZ und bestimmt 


¢ 


1 
4% = ZU PesQx +: 


! 


1 
A4y=-PPosQY+.::. 


1 
: de = 5 PosQZ+-, 


oder wenn man die Coordinatenaxe in der Richtung R und die Werthe (21) einfiihrt: 


1 y! a! 
4y=5 (4 = 5) m! 1 


_— §19 — 


folglich ist fiir die Zeit ¢ der Abstand beider Oerter von einander: 
438=V (422 + Ay? + 42%) m'k? 

ka rk 1 22! (wv —r) + yy’! + 222) 

= ao i os 7'8 eo 

1 {1 1 7/2 — rg! 

9 lot + yt a 2 ’ | x m’' k?2, 

Fiir die stérenden Planeten kann bei diesem vorliufigen Ueberschlage r’ als constant, 

oder die Bahn derselben als Kreisbahn betrachtet werden. In diesem Falle wird 4s 


« mk? 


ein Maximum, wenn a’ méglichst gross wird, also fiir # =r’, weil dadurch zugleich 
der negative Theil entweder am kleinsten, oder selbst positiv, und 9 am kleinsten wird, 
namlich 

eee nT oe Fy 


je nachdem der stérende Planet entfernter oder niher der Sonne ist, als der gestdrte. 
Es wird demnach: 


1 1 ae 
4s= 50 (= Le Ae +. ) < mk? 


ge ee bere 
i ea | 
— 5? 9? -f- 9 m k?, 
Will man die Zeit finden, in welcher dieses 4s eine Secunde im heliocentrischen 


Orte fiir den gestérten Planeten betragt, so hat man demnach die Gleichung: 


r alt pes ey ae ee 
306965 9 ™ (= + =) 


bad Qr o2 r/2 
+= V \ 506965 mie) \y2 ia = 


wo man der Sicherheit halber, um gewiss das Maximum zu bekommen, 0 so klein an- 
nehmen kann, als die Natur der Bahnen iiberhaupt gestattet. Die Zeit wird dabei 
von dem Augenblicke an gerechnet, fiir welchen die unverandert beibehaltenen Ele- 


oder: 


mente gelten. 

Fiir die Vesta z. B. wird ziemlich nahe der méglichst kleinste Werth von @ in 
Bezug auf Jupiter = 2,504 sein, wie er im Januar 1835 wirklich stattfand. Vesta war 
damals im Aphel, Jupiter nahe dem Perihel. Die correspondirenden Werthe von 
r und 7 sind: 


logr = 0,4098 logr’ = 0,7042. 
Wenn man also die Jupitersmasse nach Nicolai’s Annahme setzt): 
fat 
1053,924’ 


so wird: 


2 


und wenn man bei entfernteren stérenden Planeten und Anwendung des oberen Zeichens 
o—?r —r setzt, fiir den Jupiter: 


1 
ane / 
Po Del Ox V( i =) 


also fiir Vesta ¢ etwa gleich 27 Tagen, so dass man, wenn allein die zweite Potenz von 


') Den modernen Werth siehe Tafel XX im Anhange. Anmerkung des Herausgebers der 


3. Ausgabe. 
13% 
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t berticksichtigt wird, etwa 27 Tage vor der Epoche und 27 nach ihr die Elemente 
unverindert beibehalten darf, ohne zu befiirchten, dass ein Fehler von 1” im _helio- 
centrischen Orte dadurch hervorgebracht werde. 

Aus dieser Formel geht zugleich hervor, mit welchem Rechte wir bei den Kometen 
wihrend der meistentheils kurzen Dauer einer einzelnen Erscheinung die Stérungen 
vernachlissigen kénnen. Betrachtet man n&mlich die aus den Beobachtungen abgeleiteten 
Elemente als diejenigen, welche fiir die Mitte der Beobachtungszeit gelten, und beriick- 
sichtigt man den Umstand, dass die Kometen meistentheils nahe bei der Sonne gesehen 
werden, so wird fiir die unteren Planeten, Jupiter und Saturn, 9 wenigstens nicht sehr 
klein gegen r’ und folglich wird die Zeit, innerhalb welcher wir ein System unver- 
indert beibehalten kénnen, so gross, dass sie nahe die ganze Dauer der Erscheinung 
umfasst, wenigstens in Bezug auf die Stérungen des Jupiter und Saturn. Fir r = 2 
wird sie mit dem obigen Werthe von r’ in Bezug auf Jupiter + 32 Tage. Die 
Stérungen dieser Planeten werden aber im Allgemeinen die betrachtlicheren sein, so 
dass, wenn der Komet nicht gerade einem der oberen Planeten, Mercur, Venus, Erde 
und Mars, allzu nahe gekommen ist, man im Ganzen versichert sein kann, dass die Ver- 
nachlissigung der Stérungen keinen sehr wesentlichen Einfluss auf die Bahnbestimmung 
waihrend der Dauer der Erscheinung haben wird. 

Diese Grenze ist aber offenbar bei der Berechnung der speciellen Stérungen nicht 
festzuhalten; sie ist viel zu eng, theils weil immer das Maximum des Einflusses genommen 
ist, theils weil die Fehler in der Bestimmung des Ortes betrichtlich grésser als 1” sein 
kénnen, ohne hier zu schaden. Beriicksichtigt man dagegen aber auch den grdésseren 
Einfluss, den Fehler im Orte des gestérten Planeten haben, verglichen mit den Fehlern 
des stédrenden Himmelskérpers, so scheint das Resultat, welches die Erfahrung gegeben 
hat, ziemlich sicher, dass man etwa doppelt so viele Punkte in der Bahn des gestérten 
Planeten bestimmen muss, als in der Bahn des stérenden. Wenn dort also das Minimum 
der 12. Theil der Umlaufszeit wire, so wiirde hier etwa der 24. Theil als Minimum an- 
genommen werden miissen. Hiernach wird man ungefahr die Grésse des anzunehmenden 
Intervalles zu nehmen haben, und bei der wirklichen Ausfiihrung der Rechnung sich 
durch die erhaltenen Resultate selbst bestimmen lassen, wie viel man von der ersten 
Anlage abzuweichen genéthigt ware. Die Rechnung giebt nimlich zwei Priifungsmittel, 
das eine fit die angenommene Grosse des Intervalles in Bezug auf die Genauigkeit der 
davon abhingigen Integration, das andere fiir die Grésse der Zeitriume, innerhalb 
welcher man dieselben Elemente unverandert beibehalten darf. Hat man fiir irgend ein 
Intervall @ die Differentialquotienten berechnet und integrirt, so integrire man mit den- 
selben Werthen auch fiir das doppelt so grosse Intervall 2@, wozu es nicht néthig ist, 
eine andere Rechnung als die leichte Integration noch einmal zu machen. Stimmt das 
Resultat der letzteren Integration, welches an sich nothwendig ungenauer sein muss, mit 
dem der ersteren so nahe tiberein, dass die Unterschiede fiir die beabsichtigte Schirfe un- 
erheblich sind, so kann’ man sicher sein, dass das Intervall @ nicht zu gross angenommen 
ist. So z B. zeigt es sich bei den Jupiterstérungen der kleineren Planeten, dass ein 
Intervall von 100 Tagen nicht sehr merklich andere Werthe giebt, als das Intervall von 
50 Tagen. Jenes ist etwa der 17. Theil der Umlaufszeit bei Ceres und Pallas, dieses 
der 34, Theil. Hs ist deswegen kein Grund vorhanden, ein noch kleineres zu wahlen, 
da schon dieses sich von dem oben angenommenen Minimum der Anzahl der zu_be- 
rechnenden Punkte ziemlich entfernt. Macht man es sich ausserdem zur Regel, jedes- 
mal den letzten Ort, den man mit einem constanten Systeme von Elementen berechnet 
hat, von Neuem als den ersten 2u berechnen, mit dem neuen durch die erhaltenen Inte- 
grationswerthe verbesserten Systeme, so wird die Vergleichung dieser beiden Resultate 


ne. 


zeigen, ob die Elemente nicht vielleicht allzu lange als constant angeschen worden sind; 
stimmen beide nahe iiberein, so kann man, wenn nicht besondere, mehr als Ausnahme 
zu betrachtende Umstinde in der Zeit, wiihrend welcher die Elemente beibehalten sind, 
stattgefunden haben sollten, véllig versichert sein, dass von dieser Seite nichts zu be- 
fiirchten ist. 

Solche Ausnahmen von der allgemeinen Regel hiingen ganz allein von der rela- 
tiven Entfernung des gestérten und stérenden Himmelskérpers ab, sowie iiberhaupt die 
absolute Grésse von @ und das successive Ab- und Zunehmen derselben ganz vorziiglich 
und verhiltnissmiissig mehr noch als der Gang der Coordinaten jedes einzelnen Planeten 
mu beriicksichtigen ist. Bei den bekannten Planeten, selbst bei den kleineren, werden 
sie, so lange man die Stérungen der kleinen Planeten unter sich vernachliissigen darf, 
im Grunde niemals eintreten. Wie gross auch die Veriinderung des Abstandes der 
Pallas vom Jupiter ist, so wird doch, wo ein Minimum eintritt, dieses Minimum nie so 
plétzlich sich zeigen, dass nicht schon eine betriichtliche Zeit vorher und nachher der 
Gang der Functionen, welche dadurch besonders afficirt werden, sich so findert, dass 
eine Art von Sprung bei sonst nicht zu gross angenommenen Intervallen sich nicht 
zeigen kann. Immer wird es gut sein, um auch in diesen Fallen keine Vorsicht zu ver- 
nachlissigen, in der Gegend eines solchen Minimums hiufiger die Elemente zu iindern, 
oder wenigstens sich so einzurichten, dass an der Stelle, wo die Wirkune desselben am 
merklichsten hervortritt, oder in der Gegend des Minimums selbst, ein Wechsel des 
Elementensystemes stattfindet, damit sowohl die oben erwihnte Priifung ihre Kraft be- 
hilt, als auch der wahre Werth des Minimums und der davon abhiingenden stérenden 
Kraft so nahe als méglich erhalten wird. Bei den kleinen Planeten scheint es, dass 
man ohne merklichen Fehler, etwa wiihrend neun Intervallen von je 50 Tagen oder 
withrend fiinf Vierteljahren, die Elemente als constant betrachten kann und sie dann 
erst zu veriindern braucht, wenn bei dem Minimum der Entfernung man mit der Aende- 
rung sich nach den Zeiten dieses Minimums richtet. Bei der Vesta hat Encke, um ganz 
sicher zu gehen, in der Regel nach je sechs Intervallen von je 42 Tagen, oder immer 
nach je 252 Tagen die Elemente geiindert, dafiir aber auch auf das Minimum der Ent- 
fernung keine weitere Riicksicht genommen. Bei dem oben angefiihrten kleinstméglichen 
Minimum, bei welchem zufillig gerade ein Wechsel der Elemente stattfand, war die 
Stérung der mittleren Linge um 0”,05, die der mittleren Bewegung um 0”,000006, die 
Linge des Perihels um 1” in der einen Rechnung verschieden von der anderen; 
Gréssen, die unter einer ganz ungewohnlichen Verbindung von Umstinden hervortreten, 
sich selbst unter gewéhnlichen Verhiltnissen vielleicht nicht ganz verbiirgen lassen, und 
bei der Berechnung des Ortes sich noch dazu in gewissem Sinne aufheben. Die be- 
triichtlichere Abweichung der Stérung des Perihels erklirt sich durch die Kleinheit der 
Excentricitiit und ist in der That ganz unmerklich. Das Bisherige bezicht sich indessen 
nur auf Bahnen, deren Excentricitit so gering ist, wie die der meisten bisher bekannt 
gewordenen Planeten. Bei Kometen lassen sich selbst solche vorliufige Vorschriften gar 
nicht geben, und man wird sowohl in der Grésse der Intervalle, als in der Anzahl und 
Vertheilung der Punkte in der Kometenbahn, welche man durch Rechnung bestimmt, 
ganz sich nach den jedesmaligen Umstiinden richten miissen. Abgesehen von allen 
iibrigen Verhiltnissen wird schon die blosse Schiitzung nach Theilen der Umlaufszeit 
durchaus nichts mehr iiber die Grésse der Intervalle bestimmen lassen, denn bei so sehr 
excentrischen Bahnen wird man, um die Gestalt der Curve in der Rechnung auf eine 
gleichmissige Art niederzulegen, gendthigt sein, in der Nithe des Perihels die Zeitinter- 
valle sehr stark zu verkiirzen. Noch mehr aber wirkt ausserdem der Umstand ein, dass 
der Abstand des Kometen von den verschiedenen Planeten, in deren Anziehungssphire 
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er kommt, so plétzlich sich indert, dass man immer ein genaues Augenmerk auf solche 
Ausnahmefiille haben muss, um nicht der Gefahr sich auszusetzen, bei zu grossen Inter- 
valien solehe, man kénnte sie Spitzen in der Curve der Integrationswerthe nennen, ganz 
zu iibergehen. Die Durchkreuzung der Planetenbahnen (im weiteren Sinne genommen) 
von der Kometenbahn fiihrt diese geringe Regelmissigkeit unabwendbar herbei, und es 
giebt dagegen kein anderes Hiilfsmittel, als den gegenseitigen Lauf der Himmelskérper 
mit Aufmerksamkeit zu verfolgen, und die Grésse der Intervalle, sowie auch die Aende- 
rung der Elemente so zu modificiren, dass die Interpolation zwischen den berechneten 
Werthen von r, @ und den Differentialquotienten immer so nahe als méglich die wahren 
Werthe giebt. Die Vorsicht in Bezug auf schnellere Aenderungen von @ und die haufig 
damit verbundene Nothwendigkeit, weit 6fter als sonst die Elemente zu verbessern, ist 
hier doppelt zu beachten. 

Wenn die Stiérungen mehrerer Planeten zu beriicksichtigen sind, so wird die 
Rechnung am kiirzesten, wenn man nach (22) in Ry die s&émmtlichen stérenden Krifte 
in eine Summe vereinigt und den ganzen Ausdruck in (23) substituirt. Allein in der 
Praxis wird es rathsam sein, von dieser gréssten Kiirze etwas aufzuopfern und die 
Stérungen durch jeden Planeten abgesondert zu berechnen, oder so viele einzelne Sub- 
stitutionen zu machen, als verschiedene Glieder mk’, mk’ ete. in Ry enthalten sind. 
Unsere Planetenmassen sind siimmtlich noch so unsicher, dass man sich bei jeder Rechnung 
darauf gefasst machen muss, Correctionen der Massen kiinftig anbringen zu miissen, 
was nur méglich ist, wenn man fiir jeden Planeten einzeln den Betrag der Stérung vor 
sich hat. Die Rechnung wird natiirlich weitliufiger, weil mehrere einzelne Substitutionen 
zu machen sind. Doch ist dieser Theil bei Weitem der am wenigsten beschwerliche, 
und der Nachtheil wird auch dadurch wieder aufgewogen, dass man bei dieser Ver- 
einzelung die Grésse der Intervalle je nach der Bahn des stérenden Planeten modi- 
ficiren kann, so dass z bB., wenn beim Merkur die Interyalle nicht wohl unter sieben 
Tagen genommen werden kénnen, man fiir Jupiter und Saturn das Dreifache und Vier- 
fache mit seltenen Ausnahmen immer nehmen kann, und also auch die Substitutionen 
aus (22) in (23) bei ihnen nur bei dem je dritten oder vierten Orte zu machen niéthig 
hat. Die successiven Verbesserungen der Elemente des gestérten Planeten miissen des- 
wegen doch aus den Stérungen aller Planeten zusammen hergeleitet werden, wie es 
sich von selbst versteht. Im Folgenden wird nur immer ein stérender Kérper allein 
angenommen werden. 

Eben diese Verschiedenheit der Griésse der Intervalle, je nach der Gestalt der 
Bahn des stérenden Planeten, wiirde in den meisten Fiillen die Rechnung unendlich 
weitliuftig machen, wenn es immer néthig wire, auf alle Planeten, namentlich also auch 
auf die oberen Planeten, Merkur, Venus, Erde, Riicksicht zu nehmen.  Gliicklicherweise 
sind ihre Massen so gering, dass nur bei ungewéhnlicher Annitherung, wo dann auch 
die kleieren Intervalle nicht zu umgehen sind, ihr Einfluss merklich sein kann, und der 
noch etwa iibrig bleibende Theil durch eine etwas veriinderte Form der Rechnung sich 
ermitteln lisst. Bei den kleinen Planeten, die niemals der Erde, geschweige deun der 
Venus und dem Merkur nahe kommen kénnen, kann man, wie es bisher. immer ge- 
schehen ist, entweder ganz dariiber hinweggehen, oder wenn man dies nicht wollte, 
durch eine Reihenentwickelung nach Art der allgemeinen Stérungen die Hauptglieder 
finden. So behandelt, haben bei der Vesta selbst die Mars- und Saturnstérungen, die 
aus Daussy’s Tafeln genommen sind, wie es scheint, 
die Bahn dieses Planeten weit befriedigender, als die 
Beobachtungen anzuschliessen. Bei Kometen, die fiir 


sehr wesentlich dazu beigetragen, 
der iibrigen kleinen Planeten, den 
die lingere Zeit ihres Laufes von 
den oberen sehr entfernt bleiben, aber in der Nihe ihrer Sonnennahe ihnen auch 
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wiederum sehr nahe kommen kénnen, wird die Betrachtung ihrer Bewegung wesentlich 
erleichtert, wenn man bei den grésseren Abstiinden die Bahn nicht, wie gewodhnlich, auf 
den Mittelpunkt der Sonne, sondern auf den gemeinschaftlichen Schwerpunkt des Sy- 
stemes bezieht, wobei es selbst gestattet ist, nur fiir einzelne Planeten diese Form, wenn 
man es so fiir rathsam hilt, gelten zu lassen. Bei der Beziehung auf den Schwerpunkt 
des Systemes, der durch die gegenseitigen Anzichungen keine Bewegung erleidet, wird 
der Theil der stérenden Kraft, welcher in der gewéhnlichen Form aus der Riickwirkung 
des stérenden Planeten auf die Sonne herriihrt, verschwinden, und damit werden auch 
die Glieder vernichtet oder wenigstens sehr unbedeutend gemacht, in denen die Coordi- 


5 


naten des stérenden Planeten unmittelbar vorkommen, abgeschen von dem Kinflusse, 
den sie auf die Bestimmung der Entfernung des gestérten und stérenden Kérpers haben. 
Wenn also auch die schnelle Aenderung dieser Coordinaten sehr kleine Intervalle bei 
der gewéhnlichen Form néthig machen sollte, so werden sie bei dieser Abinderung in 
weit grésseren Zeitriumen erst untersucht zu werden brauchen. Man kann selbst in den 
meisten Fallen diesen schwachen Einfluss ganz iibergehen, wenn man bei der Vernach- 
lassigung der Merkurstérungen z. B. die Bahn betrachtet, als um den gemeinschaftlichen 
Schwerpunkt der Sonne und des Merkurs beschrieben, und so oft man auf den Merkur 
Riicksicht nehmen will, die Aenderung der Elemente, welche von der Versetzung des 
Elementensystemes aus dem gemeinschaftlichen Schwerpunkte in den wahren Mittel- 
punkt der Sonne und umgekehrt, herriihrt, gehérig Rechnung trigt. 

Ob es tiberhaupt eine wesentliche Abkiirzung wire, immer die Stérungsrechnungen 
auf den gemeinschaftlichen Schwerpunkt zu beziehen, kann bezweifelt werden. Bei der 
Form unserer simmtlichen Planetentafeln wiirde die Rechnung, wenn die gleiche theo- 
retische Strenge erreicht werden sollte, wieder cine Aenderung des Ortes der simmt- 
lichen stérenden Planeten néthig machen und damit, wenn nicht die gréssere Entfernung 
des gestérten Himmelkérpers eine Abkiirzung gestatten sollte, der Vortheil auf der 
einen Seite gegen den Nachtheil der anderen verschwinden. Wenn ausserdem nicht, 
wie bei Kometen, erst in sehr grossen Zeitfristen fiir ein bestimmtes Zeitmoment, 
den Durchgang durch die Sonnennihe, allein ein Elementensystem néthig ist und damit 
also auch nur eime Reduction vom Schwerpunkte des Systemes auf den Sonnenmittel- 
punkt, sondern wenn, wie bei den kleinen Planeten, gewiss alle Jahre einmal eine fiir 
die Form unserer Tafeln geeignete Bestimmung der Elemente gefordert wird, und 
ausserdem noch es wiinschenswerth wird, zu beliebigen Zeiten dazwischen mit gleicher 
Leichtigkeit und gleicher Schirfe den jedesmaligen Ort bestimmen zu kiénnen, so wird 
die Betrachtung des gemeinschaftlichen Schwerpunktes ausgeschlossen werden miissen. 

Wenn man so durch eine allgemeine Ueberlegung, oder néthigenfalls durch eine 
vorliufige Rechnung, iiber die Wahl der Gréssen der Intervalle und iiber den Zeitpunkt 
des Anfanges sich eine feste Vorschrift gemacht hat, so theilt sich die Rechnung in 
folgende fiinf Theile: 

1. Die Berechnung der Oerter des stérenden Planeten fiir die angenommenen 
Zeitmomente und ihre Reducirung auf die in den Formeln angenommenen Werthe 
ii, 7, Bt; 

2. Die Berechnung der Oerter des gestiérten Planeten und der Werthe, welche zur 
Bildung der Coéfficienten in den Differentialgleichungen néthig sind; 

3. Die Berechnung der Grésse der stérenden Krifte nach den Richtungen Rk, S, W; 


leichungen und die Berechnung 


4. Die Substitution derselben in die Bedingungs 
der Werthe der Differentialquotienten selbst; 

5. Die Integrirung dieser letzteren oder die Bildung der Tafel, welche die Stelle 
des allgemeinen Integrales mit Inbegriff der verschiedenen Constanten vertritt. 


oO 
oD 
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Unsere Planetentafeln geben unmittelbar die Linge in der Bahn und den Radius 
vector, also das, was L/ und r bezeichnet ist, sowie auch $2’ und ¢’. Benutzt man also 
unmittelbar die Tafeln, so wird man bei der Festhaltung an diesen Werthen nur die 
Breitenstérungen vernachlissigen, welche immer so klein sind, dass ihr Weglassen durch- 
aus nicht von Erheblichkeit ist. In diesem Falle hat man nur nicht zu versiumen, die 
Lingen siimmtlich auf ein festes mittleres Aequinoctium, gewéhnlich das der Zeit des 
Anfanges, durch Hinzufiigung der Pracession zu reduciren. 

Interpolirt man dagegen aus den Ephemeriden, welche die Langen und Breiten in 
der Ekliptik geben, so wird man, dann aber in voller Schirfe, diese erst anwenden 
miissen, um §3/ und @ zu finden, und daraus die ZL’, Langen in der Bahn, herzuleiten. 
Wenn 7’ und b’, die schon auf das feste mittlere Aequinoctium reducirten Lingen und 
Breiten sind, also die Nutation mit entgegengesetztem Zeichen und die Pricession be- 
reits angebracht ist, so hat man aus zwei, so vortheilhaft als die Umstinde gestatten, 
gewihlten Uy und 1, b’) und b; die Formeln zu berechnen: 


= ° if. b! 
ihn sl ee 


“ 


1 
2 cosb', cos b'y cos> (U', — Uo) 


sin (b'; — bo) 


cos E i= | ig? = 


1 
2 cos b', cos b'y sin mi (, — U0) 


i! 
LT -E tg 3 v2 sind (UU — 8") + alte v* sind (UU — 83’)... 


die letztere Formel fiir jedes U/; aus den beiden ersten wird man §2’ und 7 mit In- 
begriff der Breitenstérungen so scharf finden, als die Tafeln erlauben. Fiir alle alteren 


Planeten ist das Glied mit tg 9 i’ so gut wie. unmerklich. Hierdurch ist. der erste 


Theil der Rechnung in der verlangten Form gegeben. 

Fiir den zweiten, oder den Ort des gestérten Planeten, wird es gut sein, in dem 
Ausdrucke der Differentialquotienten die Gréssen, welche fiir eine gréssere Anzahl von 
Intervallen constant bleiben (alles, was von den reinen Elementen abhiingt), zu sondern 
von den anderen mit der Zeit veriinderlichen Gréssen. Bezeichnet man mit Ry, So, Wo 


k Ro k So kw 
eae : Spat 0 B . 
fiir jetzt das, was in (23) mit —=, —=, —— bezeichnet worden ist, und nennt man 


oe, p) 
Vp Vp° Vp 
] Lada A} val yy" 1d J } wey 700 « redrne lk 7 7 7 
die Grésse eines Intervalles in mittleren Tagen ausgedriickt ... @, beriicksichtigt ausser- 
dem, dass zum Behufe der Integration die Differentialquotienten mit @ multiplicirt 


4 


werden miissen, mit Ausnahme von agp? Was wegen des doppelten Integrales mit 2 
¢ 


multiplicirt sein muss, und fiihrt fiir die constanten Factoren die Zeichen (1), (2), (8) ete 
ein, so wird man folgende Formen néthig haben: 


km! oe me 
il) Vp wo, wo m' gleich in Secunden ausgedriickt wird, oder logm! = 5,3144251 
B + dem log brigg der Masse des stérenden Planeten in Theilen der 
Sonnenmasse, und logk = 8,2355814. 
1 l 3ko 1 
9 eee 5 Liye y ~ Viv = 
}) sind ) e es Va ? oe Ne o a 
Pak, Bite Las 1 
(3) = acos® (0) == tg aa! (9) a= eg we (12) = p coty ® 
) ep 3k 0 
(4) = = (7), = ——e (10) = 2cos@ (13) = cotg ®. 


¢ y a 
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Damit schreiben sich die Formeln (23) wie folgt: 


Ry) = (1) PR 


So = (1) s' 
Wo —— (1) Ww' 
@ dane su W, 
dp 7 C08 t Wo 
d & : 
@ — = (2) rsinu Wo 
d®D Nae 
o> (3) sinv Ry + (3) (cos v + cos B) So 
dx wf D : 
mr — — (4) cos v Ry + (5)(4 +. 1) rsinv So + (6) r sin w Wo 
dn Stee . ered 
oy — (7) sin v Ry — (8) = So 
add 


y , 3 Ty 
7 = (— (9) cosv —(10)r} Ry + (y(t + 1) rsinw Sy + (6) 7 sin uw Wo + | rai 


d M : . EB ; din 
Fe = (+ (12) eos — (10) 1} Ry —(18)(2 + 1) rsin wy + [TE ae 


Diese Formeln sind ganz identisch mit (25), bis auf die kleine Abinderung, 
dass, weil: 


) 

a 1 + ecosv 
= 
“ 
— = | eos £ 
a 

p ¥. a $ ; . AD ; 

statt oe Ee (cosv + cos EB) geschrieben ist, wodurch in pa das letzte Glied ver- 
r a dt 


wandelt wird in: 
acos ® (cosv + cos £). 

Es ist fiir die numerische Rechnung vortheilhafter, zwei kleinere Gréssen, die mit 
seltenen Ausnahmen gleiche Zeichen haben, zusammenzuaddiren, als zwei gréssere, 
deren Zeichen immer dasselbe ist, von einander zu subtrahiren. Besonders wird diese 
Addition durch die Gauss’sche Tafel fiir den Logarithmus einer Summe oder Differenz 
erleichtert, eine Tafel, welche man bei dieser Rechnung mehrfach mit grossem Vortheile 
benutzen kann. Wegen der Benutzung dieser Tafel ist auch statt (py + 1) sin v 


; ) ; fae es 
geschrieben ¢4 +- 1) r sin v. Denn da, wenn p > 1, also , ein unechter Bruch, fiir 
an 


p . . 
A in den Gauss’schen Tafeln als log =, der nebenstehende Logarithmus in der Columne 


j 


5 F ) ) Zs : . : 
C gleich ist log (2 4a 1), und wenn p <_ r oder Y ein echter Bruch die Columne B 
r r 


p x pr 
den log @ -f 1) giebt fiir A = log =, so geht man mit der Differenz der Loga- 


: : ; : . : p 
rithmen von p und r jedesmal in A ein, und findet dann in B oder C den log (2 Pens 


je nachdem dieser kleiner oder griésser als der log der Zahl zwei ist, was sich sogleich 
beurtheilen lisst. 
Im Ganzen hat man also zu berechnen: 
sin v, cos v, cos I, sin u, cos u, log 7, 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 


~] 
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von denen sehr cinfache Verbindungen die Coéfficienten bilden. Hierzu kann man ver- 
schiedene Formeln anwenden. Die, welchen Encke den Vorzug giebt, sind die folgenden: 
Wenn die Elemente in der Form, wie dic Rechnung sie verlangt, gegeben sind, 

also fiir cin gewisses Zeitmoment 7, von welchem an man die Stérungen berechnen will, 
und in Bezug auf ein bestimmtes mittleres Aequinoctium, dasselbe, welches bei dem 
stérenden Planeten angenommen ist, die Gréssen: 

L ... mittlere Liinge des gestérten Planeten; 

n... mittlere tigliche siderische Bewegung; 

a... Linge des Perihels; 

@® ... Winkel, dessen Sinus gleich der Excentricitat; 

$4... aufsteigender Knoten; 

ia ee NeIGUNe 


so berechnet man zuvérderst die Constanten: 


k\2 eee : ; 
(- 3, wo log k, weil » in Secunden gegeben ist, hier = 3,550006 6; 


= 
e’ — sin ® in Secunden oder zum log e der Logarithmus von 
206265 — 5,3144251 hinzugelegt; 
bei welchen die Priifung stattfindet, dass log Ya (1 — e) 


Va (1 — ¢) 
fa. +) | — log Va (1 4 ce) = log ig (5 ae ®); 
p = acos P? : 
und die obigen Constanten (1), (2) ... (18). 
Man kann, um alle Constanten zu vereinigen, hier zugleich die Reduction der Bahn 
des stérenden Planeten auf die des gestérten hinzufiigen, welche zur Berechnung der 
Krafte néthig ist, oder die Berechnung der Gréssen J, N, N’ nach den Formeln (20): 


1 1 1 1 
sin — in — = sin = fs on — (4! ; 
g J sin 5 (N + N’) sin = (8 8) sins @ + 4) 
sin n J cos a (N + N’) = cos ‘ (S2' — 8d) sin = (i — i) 
2 2 a aa eee 
pie PET sin Ce ya) ee (2 ee eer 
5 5 = sin 5 — &) cos 5 @ + 4) 
cos Se serene N = . ou oi 
x J 008 5 == "60s 5 (8’ — 8) cos 5} (’ — 4), 
oe : U ise nO 1 : 
wo wiederum in der Uebereinstimmung von sin 5 J und cos 5 J eine Priifung liegt 
5 « oe 
~ ~ 
. s 
Fangen dann fiir 7 die Stérungsrechnungen iiberhaupt erst an, so muss man fiir: 
\ <4 bal 
5 3 1 1 iN 
y) ee ae a pee 5 4 gy Ie Fg i Mg 
1 pee 3% FT FoT+yO...T+(it5)o 
die Oerter berechnen, wenn man die bequemste Integration fiir die am hiufigsten vor- 
. . h 
<¢ \ ; ache ,oTAle © rj Teaiter . 2 
kommenden einfachen Integrale haben will. Weiter als bis 7 — 7° braucht man, 


bei zweckmissiger Grésse der Intervalle, nicht muriickzugehen. Will man die kleine 
Unbequemlichiceit der Bildung bei der ersten Constante nicht achten, so kann man auch 
pe f— 3) fe, 90 " 2 ey '—o, T, T+ @...7 + i@ rechnen. Schliesst sich aber 
‘tir eine spitere Zeit 7” die neue Rechnune an ei ‘tihere, so s rst. de 
Klementensystem, welches aus der friiheren serum i ee He ie 
als méglich dem 7’ liegt, 
und berechnet jedesmal mit dem neuen Systeme den letzten Ort der vorigen Rechnung 
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noch einmal, um die Priifung zu haben, aus welcher man sehen kann, ob die Elemente 
auch in der fritheren Rechnung zu lange Zeit als constant beibehalten sind. 


y . 22 aya . r . ] mis 1 1 
Zur Berechnung von v, 7 ete. dienen dann fiir jeden Ort die Formeln: 


RS) ao tn 6 — 7) 


VM = ey sin 

nga j- a AR tio 

sn zu yr = sn > h ya (1 + ¢) 
if — tes i 

COS 5 v |r: COS 5 i ya (1 1) 


Zur Auflésung der transcendenten Gleichune 


5? 


welche # aus JZ finden lisst, nimmt 
nan irgend welchen méglichst geniiherten Werth von Han... LZ’, und berechnet: 


WUE a RE a Eo ge 
Dann wird: 


M— M'-= F E' — e" (sin E — sin J .) 
a= (Ht E') (1 — e cos E’), 


wenn man #’ — F als eine kleine Grésse der ersten Ordnung ansieht, und die der 


zweiten Ordnung einstweilen vernachliissigt, so dass ein neuer geniiherter Werth von £ ist: 


mit dem man ebenso verfiihrt, bis man den wahren Werth erreicht hat. Es ist dabei 


fast immer unnéthig 1 — e cos E' mehrere Male zu berechnen. In der Regel, wenn das 
erste #! nicht gar zu irrig war, wird man den einmal berechneten Werth von 1 — e cos E' 


bei allen Versuchen beibehalten kénnen. 

Dieses Verfahren, welches fiir die erste N&iherung am schnellsten und sichersten 
scheint, ist ganz identisch mit der Vorschrift von Gauss, sich der logarithmischen 
Differenz bei sin BE... A... zu bedienen, und der logarithmischen Differenz bei der 
Zahl e” sin FE... n..., beide natiirlich auf dieselbe Einheit bezogen, und dann als 


folgenden Niherungswerth anzunehmen: 


a Mita At ee 
E'+ (mM M"') en 
Denn da Ad nichts Anderes ist als: 
4 d log sin cos 
> OO __ Ss ) 
di sin 


i C Svstems aoligs Jer BY ay VC a 
wenn man den Modulus des Brigge’schen Systems wegliisst, der nachher von selbst 


sich aufhebt, und: 


d log (c" sin BH) 1 
eg: CL) e sin EB 
so wird: 
N 1 a ] 
eee ee : fa Aes sk 
Nv 


] j 1 a) » y yy » a y 
so dass das doppelte Zeichen 1 + 4 immer so zu nehmen ist, dass es dem Zeichen von 
cos E entspricht, wenn 4 immer als positiv betrachtet wird. Beide Formeln w iirden ganz 
identisch sein, wenn in der Praxis nicht die Unsicherheit der logarithmischen Differenzen, 
falls die Niiherung noch nicht sehr gross ist, die letzte Form etwas schwankender 
machte als die erste. Man wird diese zweite Form aber mit Vortheil bei dem 
letzten Versuche anwenden, um die Uebereinstimmung bis auf die letzte Stelle der Loga 

oe 


rithmen zu bewirken. Uebrigens werden, wenn man mehrere auf einander folgende 
Oerter berechnet, die Versuche durch Differenzen, die man aus den friiheren Resultaten 
bildet und fiir das neue Datum fortsetzt, so abgekiirzt, dass man nach vier oder fiinf 
Oertern fast ohne allen Versuch die Wahrheit findet. Es wird deshalb auch nicht 
rathsam sein, die Versuche in der wirklichen Rechnung aufzufiihren. Nur das End- 
resultat und seine Priifung darf hier Platz finden. 

Die Addition von den constanten Logarithmen Va (1 + e) ues. w. wird durch ein 
iiber den anderen Logarithmen gehaltenes Papier, auf dessen unterem Rande der con- 
stante Logarithmus steht, im Kopfe gemacht, wie iiberhaupt jede Verbindung dieser Art 
von Constanten mit Variabeln. 

Die Bildung der anderen Gréssen: 

“us=v+n— &, 


: E : p : 
r sin U, ¥ COS U, Sin v, cos v, (cos H + cos v), ( — + 1), rsmv 
Ff 


bedarf keiner Erliuterung. Die letzte Grisse r sin v gewahrt eine zweckmissige Priifung, 
weil: 

y sin v = acos ® sin E, 
also um einen constanten Logarithmus verschieden ist, von dem’ schon hingeschriebenen 
log sin E. 


Wenn man = und wee 
( 


zusammen berechnen will, der Priifung wegen, da sonst 
; - 


ein Werth hinreicht, so wird man bei: 
1 
— (2r cos ®B — p cotg ® cos v) — (2 rcos DP + ptg 5 ® cos v) 


oder bei: 
— (10) r + (12) cos v — (10) r — (9) cos v 
1a Isa 9 ga%q y 54 > re a 4 ay ’ . = y = = 3 
nicht die Gauss’schen Logarithmen anwenden, sondern lieber die Zahlen aufsuchen. 
Berechnet man nur einen der beiden Werthe, so kann man auch hier sie mit Bequemlich- 
keit gebrauchen. 
Die gehérige Verbindung der Werthe mit den verschiedenen Constanten (2) bis 
(13) giebt die log. der Coéfficienten von Ro, So, Wo in den Differentialgleichungen, womit 
auch ein Theil der vierten Abtheilung beendigt ist. 
ane : : : : ee 
Ks folgt dann die dritte Abtheilung, die Berechnung der Krifte, fiir welche die 
nee >: 45 / " “oe SA ae Ye vi e 7 
néthigen Werthe N, N’, J schon gefunden sind. Die siimmtlichen Formeln nach (16) 
(17), (18), (21) sind: 


4 
c 


? 


sin B' = sin [L' — (Q' + N’)] sin J 
ig = tg [L' — (Q! + N')]| cos J, 


wo cos A’ immer einerlei Zeichen haben muss mit cos [| L’ — (8! + ei 
e =r’ sin B 
/ S ae, 3/ ary ' / 
y =r cos Bp’ sin [A’ — (v + o’)] 
== 008.8 cog [Ar —— (v + @')], 


wo: 
Oy ee ay ee N, 
ferner: 
cos B' cos [A’ — (v + o')] = cos y! 
r' sin y' = @ sin I’ 
Poms C08 of a hat aloes tos ft 


, ae , set 
ohne die Winkel y’ und 1’! wirklich anzugeben. Dann: 


1 it 
@ pl = 4, 
wo die Gauss’schen Logarithmen mit grossem Vortheile gebraucht werden. Endlich: 
—— a Re ae 
—_ #8) 4 y' 
No = (1) Ag — a | : 

Diese Krifte miissen mit den gchérigen Coéfficienten verbunden werden. Nimlich fiir: 
EE xen RIEL Voor sy a is 80 Ake. poe, WG 
dS... (2) r sinu » Wo 
rT ((3) smo . PD ah tua” Tee Shae 

" \(3) (cos v + cos BY) red trae ala] Mee ee 
meat ¢ 9 2 sel a ie ca ai i a ees 
dm.» %4 (2 fb 1) PS ee ie. Goo. He 
MER OMe we ok ee ge a os 
ie ie Ee eee: 
dn 
ain (8) = pearls aber isay st VA” An ar de les 
—(Owse—= (10): GS 2. yy OR 
dZ--+-+ + (11) (2 + 1) sin Dare oe © ote 1S 
OE Bee ceawe ah e Oy 
(12) cose —(10)r. 2. Cy OR, 
iM. 
a iS (13) + + 1) psu ar 8 SVMS, 


Das doppelte Integral: 


"dn 
alae FP) 
| | dt 6s: 


bei D und M wird abgesondert nach der Integration hinzugefiigt. So sind die nume- 
rischen Werthe der Differentialquotienten gegeben, von deren Integration ausfiihrliche 
Beispicle in der friiheren Darstellung tiber mechanische Quadratur enthalten sind. Bei 
den Elementen 7, 52, 2, ® sind die hinzuzufiigenden Constanten die urspriinglichen fiir 
eine bestimmte Zeit 7’ angenommenen Werthe, und die Integration giebt unmittelbar 
den Zuwachs, weil der Factor @ schon in (1) enthalten ist. Bei » giebt das erste Inte- 
gral o4n, weil in dem Differentialquotienten der quadratische Factor @? vorkommt; 
eine Multiplication von @ wird durch die Constante (1) bewirkt, die andere durch 
die Constanten (7) und (8). Bei Z und M ist ausser dem doppelten Integrale und dem 
Resultate der Integration von a noch hinzuzufiigen Dy + m (€ — 7) und My + 
(¢ — 7). Endlich darf nicht vergessen werden, dass alle Liingen sich auf ein bestimmtes 
mittleres Aequinoctium beziehen, und daher die Pricession und Nutation fiir eine andere 
Epoche angebracht werden muss. 

In Bezug auf die Genauigkeit, welche in diese Rechnung gelegt werden muss, 
scheinen Logarithmen von fiinf Decimalen véllig hinzureichen. Wenn die Stérungen 
so gross werden sollten, dass diese bei einem bestimmten Intervall nicht Geniige thiten, 
so wiirde es auch aus anderen Griinden rathsam sein, das Intervall so zu verringern, dass 


— 630 — 


dic fiinf Decimalen alles Verlangte gewibren. Vorzugsweise sind sie auch zu wahlen, 
weil die Rechnung sich mit ihnen sehr rasch durchfiihren lasst. In einem Tage lasst 
sich, bei einiger Anstrengung, die vollstindige Stérungsrechnung fiir etwa 10 Intervalle 
beendigen, selbst dann noch, wenn man, wie es in der Regel fast rathsam sein méchte, 
v, r und alle Constanten mit sechs Decimalen rechnet, um der letzten fiinften Stelle 
sicher zu sein, und bei der Auflésung der transcendenten Gleichung fiir # nicht Resultate 
zu erhalten, welche an sich hinreichend genau, doch in den Differenzen nicht die Regel- 
missigkeit haben méchten, durch welche eine feste Priifung der Richtigkeit méglich 
gemacht wird. Diese Priifung durch Differenzen sollte, am Ende besonders, nie ver- 
nachlissigt werden. Das Anschliessen der spiteren Rechnung an die friihere sichert vor 
constanten Fehlern, die Regelmiissigkeit der Differenzen vor zufilligen. 

In dem folgenden ausfiihrlichen Beispiele, in welchem keine einzige Zahl fehlt, 
welche etwa nebenbei berechnet wiire, mit Ausnahme der unbedeutenden Berechnung von 
Q’ und i’ und der Versuche bei #, und wodurch die verhiltnissmissig geringe Weit- 
laufigkeit und Schwierigkeit dieser Rechnung am deutlichsten hervortritt, ist die Rech- 
nung der Kiirze wegen nur mit vier Decimalen angefiihrt. Doch scheint der Zeitgewinn 
nicht erheblich genug, um den Vortheil, die simmtlichen Winkel bis auf wenige Secunden 
sicher zu erhalten, was bei fiinf Decimalen méglich ist, aufzuopfern, wihrend bei vier 
Decimalen nur Theile von Minuten angegeben werden kénnen. 

Als Beispiel der Integration kénnen dabei die vorausgesetzten Elemente fiir 1836. 
Juni 12. dienen, welche aus den Anfangszahlen, der friiheren Rechnung zufolge, her- 
geleitet’ waren !). 


') In diesem Beispiele hat Encke, wie er selbst bemerkt, die Glieder, welche von der siicularen 
Aenderung der Schiefe der Ekliptik herrtthren, tibergangen. Die strengen Formeln, die bei den 
speciellen Stérungen in Betracht kommen, sind die folgenden. 

Wenn y den Winkel zwischen der beweglichen Ekliptik und der festen Ekliptik bezeichnet, 
fir welche letztere die Ekliptik zur Zeit der Epoche... 7’. .., auf welche die festen Elemente 
sich beziehen, genommen wird, und y, den Betrag der allgemeinen Pracession yon der Epoche bis 
zu einem belichigen Zeitpunkte ¢ bezeichnet, wobei nach Bessel fiir 1750 + ¢’: 

4 = 0,488 92 t’ — 0,000 003 0719 ¢’? 
yp, = 5021129 t’ +. 00001221483 ¢/2; 
wenn ferner unter J, Jw, 47, da, 41 der Betrag der Stiérungen verstanden wird, wie die Berech- 
nung der speciellen Stérungen ihn unmittelbar ergiebt, so wird fiir jede Zeit ¢ bezogen auf das 
mittlere Aequinoctium von f: 
8 = &o FAK + VY. — x Coty %, sin(Q. + WM) 
®o= + 40+ 4 cosec zi, sin (QQ, + WM) 


m+ Amt + 195 ty sin (Qo + H) 

i= + si 4x 0c05(Q.+ MD 

L= Int SL 4+ m+ xig 5 ty sin (Qo + M+ mm t— 7), 
wo nach Bessel fiir 1750 + ¢/; 


7 


| 


TT = 8° 93' 50” + 5! a1 ¢! 
ist. Die im folgenden Rechenbeispiel vernachlissieten Glieder mit dem Factor yw haben aber bei Vesta 
» y 1 9 » 1 Y pad fe 7 ¥ ] ‘ ; 
und ebenso z. B. bei Ceres nur einen ganz unbedeutenden Kintluss, wihrend sie z. B. bei Juno 
Pallas und dem Pons’sehen Kometen in der Neio i aeeen 
sschen Kometen m der Neigung der Bahn merklich werden. Daher wurde 
y ye » Hollie » dapielrar 1 "i i) ® 
von einer nachtriglichen Beriicksichtigung der betreffenden Glieder und Umrechnune des Knceke’- 
schen Beispieles, das ‘den einzuschlae mn Gane der Rec : = : 
] , das nur den einzuschlagenden Gang der Rechnung veranschaulichen soll, hier ab- 
gesehen, — 
g 


Stérungen der Vesta durch Jupiter. 


L836. Juli 


3. bis December 


18. 


Oerter des Jupiter. 


Die Interpolation aus dem Jahrbuche ergiebt fiir den scheinbaren Ort: 


1836 


Oo" MP. Zt. | 


Liinge 2} 


sreite 2 


Rad. vector 


Julies... 

Aug. 14. . | 
Sepis Sbi, ak oe | 
Nami 6.0 eee aes 


Dee. 18. 


Der Abzug der Nutation und der 


115° 58’ 35'.8 
i119 23 6) ait 
T29 AG: 26.2 
126 8 40 ,4 
129) 29) 537.1 


25 


Pricession 


° 93" 1911.9 
2h 6466 
32 40 
36. 14 48 
40 16 41 

seit 


5,254 33 
5,269 16 
D280 41 
5,297 94 


5,311 79 


1810. Jan. 0., um alles auf das 


ebt die reducirten Liingen: 


Correction wegen der 


mittlere Aequinoctium dieser Epoche zu bringen, gi 
1836 : | 
: Ja. 
OM. Pe Zt: | : 
| Nutation 
daleSes cos ates. 588! 4-146 
Aug. 14.. | 9723 10 ,4 
Sept. Pe wm, | 9765 11 +3) 
Nov. 6. ... 9807 12 41 
Dec. 18. | 9849 10 ,4 


Aus den Oertern: 
Jolt oP. 
Dec. 18. 
folet: 


uM 


woraus die 


Man erhialt folglich: 


Pracession 
— 29) 11/73 
Deals anil 
PAF aah ee 
Sein waste Aff 
De) agk is 


115° 36’ 36”,1 + 0° 23! 


129 ‘h 


98° 29’ 56.0 
teduction auf die Liingen in der Bahn wird: 
| 27",073 sin 2 (Red. Linge — $2’). 


29 


0 


AQ) 


Tikes Stay 

119 #O 

122 24. 

pay | ANG) 

AL i 
19,9 


16551 


i — 1° 18! 459, 


1536 


g* M. P. Zt. 


Reduction 


log r! 


| 


Lie 
119 
122 
125 


129 


36’ 51,4 


Lee 
DA 84. 7 
LO) AD? ao 
L028 


0,720 517 
0,721 741 
0,722 939 
0,724 107 


0,725 241 


36" 


59 


14 
23 


29 


Reducirte Liingen 
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Elemente der Vesta. 


1836. Juni 12. 0» Mittl. Par. Zt. 


M = 3199 13’ 18 m —= 2509 7! 56,4 
n = 977",831 72 & = 102 59° +16 
P= 5° 2 33"6 ea foe seed ey 
2,990 264 8,943 977 9,998 316 0,087 898 
3,550 007 5,314 425 9,996 632 0,036 587 
0,559 743 4,258 402 0,369 794 0,373 162 
0,186 581 log e" log p 9,960 043 
0,373 162 log Ya (1 +e)... 0,204875 
log a log Va (1 + €). . . 0,166 603 
42k 6k 
[oy aia 0673 934 log aie 
Vp Va 
log m’ = 2,291616 Jupitermasse in Secunden 
42 Heo ! Nv a 
log (1) - = BES Nye 1665850 log (7) ++: aE e... 9,093 348 
Vp \a 
] 126 k 
log (2) — - 0,905 688. log (8) ++ = a . 0,519 165 
Sen 4 y a 
log (3) GCs) De. Oat LATS log Oye eee 5 o. . . 9,013 582 
EaliChy one z sae 1,425 817 log (10)... 2cos®. . 0,299 346 
ia 1 5 2 ‘ 1 " Qq 
log’ (5) a2 an ieee 1,056 023 UGG RAW 9 Wore as ( 5 @... 8,643 788 
1 
log (6) «++ tg 5 4... 8,794 967 
Quy 989 22 56",0 a! e, /ei 1s 1° 18! 45',9 = CR = &) ge? Lay Fo he BT 2 
e029 59 A 8 i A nT eae eae cere 4 13 30.8 
Le : 
SO Sawer 2 54 44 9 
8,867 333 8,705 952 n s (N+ N’)= 3° 20! 33 
8,603 635 9,999 650 (VN — N')= 177 42 9,0 
9,998 818 9.999 439 Neve. ceo eee ist 2 1s 
7,470 968 8,602 453 Tice a pee 147 8 5458 
8,705 602 9,999 089 n 0! iglevogn & ORE eee 
9,999 264 9,999 651 Le eee Me 185 87.429" 
Staci = = 5 e 4 
8,706 338 9,999 438 eee gem ty! 98 22 -56 :0 
1 MPM ie SY As 
52 bd! O48, De Dt AG aed a ee Wek hoo 5 
log sin I... 9,006 804 log cos I... 9,997 747. 


633 


Gestérter Planet Vesta. 
o" M. P. zt Juli 3. Aug. 14. Sept. 25. Noy. 6. Dec. 18. 
a Ee ee ed neta 
| 
M a ae ea oe ee 324° 55/3 | 836° 19,8 | 3479 44/2 | 359° 8/,7 | 10° 39/,2 
1s ee ee ee are a eae 321° 48’,4 | 334° 8/0 | 346° 34/0 | 3599 3/8 | 11° 33/8 
log sin HE Rete SENS ee seer’ 9,7913 n 9,6397 n 9,38661 8,2134 n 9,3020 
: Ce ar ee ae .» | —8° 649 |—2° 1148 |—1° 10/2 —— Agr) a1 Wy 6 
eM ong x coh Slatin ns Sass | 160° 54,2 | 167° 4/0 | 173° 1740 | 179° 31/9 5° 46/,9 
ye Sem 
oe 9,5147 9,3499 9,0680 7,9124 9,0032 
Lie 
log cos HN... ......, 9,9754 n 9,9888 n 9,9970 n 0,0000 n 9,9978 
wo! - 
DSM VEG so as 9,7196 9,5548 9,2729 8,1173 9,2081 
1 — 
a a ar 0,1420 n 0,1554 n 0,1636 n 0,1666 n 0,1644 
ty Ot ae oat a eee eee 159° 17/4 | 165° 55’,1 | 172° 40/3 | 179° 29/,3 6° 18,6 
PTR cl te ane 2 ge Set x 9,9710 n 9,9867, 9,9964 n 0,0000 n 9,9973 
|} 
OR oe ae |  0,1710 0,1686, 0,1672 0,1666 0,1671 
Pen iy oe is, se eta | 318° 34/8 | 331° 50/2 | 345° 20'6 | 358°. 58,6 | 12° 37/2 
PRN ere ec, 0,3420 0,3373 0,3344 0,3332 0,3342 
“og Oe or. a ene. ar 105° 43’,7 | 118° 59,1 | 182° 29°55 | 146° 7/5 | 159° 46/1 
POU EORIVE ties, oie ahs 9,4331 2 9,6854 9,8296 n 9,9192 n 9,9723 n 
SN a eo ke be Bo 9,9835 9,9419 9,8677 9,7462 9,5388 
ee a ae a a re 0,3255 0,2792 0,2021 0,0794 9,8730 
ia oe | 
DORA AM eatin oa eles: 3) Ne vhs 9,8206 n 9,6740 n 9,4032 n 8,2519 93394 
oO ee 9,8750 9,9453 9,9856 9,9999 9,9894 
Ne 28 a a e-em 9,8953 9,9542 9,9879 9,9999 9,9911 
0,2911 0,2966 0,2999 0,3010 0,3002 
log (cos v + cos FE) ...... 0,1864 0,2508 0,2878 0,8009 0,2913 
Te ite Oe ot! Stk 0,0278 0,0325 0,0354. 0,0366 0,0356 
7: 
log (2 ie 1) eR 0,3152 0,3176 0,3191 0,3197 0,3192 
T 
LOORTESUIAU Reon oe) say 0,1626 n 0,0113 n 9,7376 n 8,5851 » 9,6736 
log (ptr) sinv.....5.% 0,4778 n 0,3289 1 0,0567 n 8,9048 n 9,9928 
—ptg + OR eae ee ae —0,0774 f —0,0910 | —0,0998 | —0,1032 | —0,1007 
Sere iis Der oye 4 ly ale & —4,3780 | —4,3310 | —4,3020 | —4,2900 | —4,3000 
(iP CG CHEE SO Oa > Oem ce 0,6489 n 0,6456 n 0),6437 0,6428 n 0,6436 
Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 80 
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Stérender Planet 


Jupiter. 


1836 
h Juli 3. Aug. 14. 
OFM Pa Zt 
WU Mi ris Rare hale oR oe tre 191° 3670 | 195° 044 
USE Geokane ob Oa Ge 9,3034 n 9,4132 n 
UN UP OY 6 6 0 6 bh nee oo EO 9,3123 9,4283 
Ai paictanmmeene cate a cea trees Tor alien He 191° 32/3 194° 55/9 
nt a een See GRIGG erent DBA TALED 997° 56,9 
Pacey Cee 1 ara peer ea 266° 50/8 | 256° 59/0 
UOGPSUGE PHO sa eo ao Ge Onc 8,3102 n 8,4200 n 
log cos [4’ —(v+ o)]. 2... 8,7405 9,3526 n 
KN COBB? 08m 6 9 v0 “Oe Uo « 9,9999 99999 
log sin [4' — (vu + a/)]..... 9,9994 n 9,9887 x 
Uy 
LL Oa rte aren ee nia 9,9993n| 9,9886 n 
Fi 

VO? COW oe A 6 0 0 BO wie 8,7404 n 9,3525 n 
LOGHSUICH/ dh tect a eaten ction fees Remar: 9,9994 9,9887 
LOGRi ec oNGme toa oY ste ae tes 0,3420 0,3373 
; ; { 9,4609 n 0,0742 n 
QUEUE. Mee ets Wes, ees - 0,0537 0.1891 
UG) OCOR UE 6 So 6 a G0 9 6 6 0,38957 0,5264 
NOG) O SUDME! 5 & bs oo Ba & 0,7199 0,7104 
LOG RCOSMU ea nuarre nome each en chee 9,9560 9,9226 
loge othel Se igre erates 0,7639 0,7878 
1 1 7,7083 7,6366 
Ege th oe ae Vesa 7,8384| —7,8848 n 
log (— as) hs 0,5870 0,4360 
(hth “pes 4 oe Ba 68 7,2514 n 7,3988 n 
UDP OE ON Se Seto. Obes, doh 0,7198 n 0,7103 n 
GD) les ve aes 9,2169 n 9,3643 n 
MOSEL bh wes Boe 0G AO. op Nios oe) OF Oro 9,0307 n 9,1417 n 
eke PEE Sg Be eee 6,7123 7,4730 
oe (- ice 8,0503 n 7,9739 n 
a ) ES ea) Seine 0,1647 
LOH regen colin eaten. Gerke ace agers 8 0299 n 7,8092 n 


Sept. 25. 


Noy. 6. 


Dec. 18. 


Kriaifte und Aenderungen der Elemente. 


1982. 223/77 e201 ado 205 os 120 
9,4991 n 9,5691 2 9,6278 n 
9,5219 n 9,6013 9,6710 

1982 1SE3 e201 SOR7 mE 20Des ORO 

BIL ylebie |) Gate aya) || BBs) 21178) 

JAG” SIO | 2869 73454) 2262 Ge 
8,5059 n 8,5759 n 8,6346 n 
95945 n 9,7411 9,8396 n 
9,9998 99997 9,9996 
9,9636 n 9,9215 n 9,8589 n 
9,9634 n 9,9212 n 9,8585 n 
9,5943 9,7408 n 9,8392 n 
9,9636 9,9216 9,8593 
0,3344 0,3332 0,3342 
0,3172 n 0,4649 n 0,5644 » 
0,2926 0,2402 0,2010 
0,6270 0.7051 0,7654 
0,6865 0,6457 0,5845 
9,8772 9,8772 9,9216 
0,8093 0,8279 0,8438 
7,5721 7,5163 7,4686 
7,8312 n 7,8277 n 7,8243 n 
0,3475 0,2910 0,2525 
7,4837 n 7,5367 2 7,5718 n 
0,6863 n 0,6453 n 0,5857 2 
9,4492 » 9,5022 » 9,5373 n 
9,2288 n 9,3000 n 9,3598 n 
7,8009 8,0016 8,1362 
7,9065 » 7,8495 n 7,8028 n 
0,6656 0,5294 0,2709 
7,2409 n 7,4722 7,8653 


1836 


Juli 8. 


Aug. 14. 


Sept. 25. 


Novy. 6. 


log Ky | 42.1 9,9954 n 9,7747 n 9.2064 n 9.4377 
log So i 9,9367 0,0746 0,1355 0,1475 
log W :| a | 8,2476 85060 8.6780 8,8022 
GCS anaes Meus Aer casera as aa W 9,7751 n 0,0227 n 0,1640 » 0,2524 m 
d § . Ww 1,2312 1,1849 1,1078 0,9851 


Dee. 18. 


ee TEES 


9,8508 
0,1210 
8,8971 


0,3065 n 
0,7787 


1836 
oO” M. P. Zt Juli 3. Aug. 14. Sept. 25. Nov. 6. Dec. 18. 
ee ee ee ee ee ee eh 
ag {8 0,1921 n 0,0455 n 9,7747 n 8,6234 n 9,7109 
ls 0,5579 0,6223 0,6593 0,6724 0,6628 
2 || 1,3008 22 | 1,3711 1.4114 n 1,4257 n 1,4152n 
dz. S 1,5338 n 1,8849 n 11127 9,9608 n 1,0488 
| Ww 9,1205 9,0742 8,9971 8,8744 8,6680 
ea {R | 89139 8,7673 8.4965 7,3452 8,4327 n 
is 0,1772 n 0,1819 n 0,1848 n 0,1860n 0,1850 n 
R | 06489”! 0,6456n 0,6437 n 0,6428 n 0,6436 n 
dL PY ey 9,1216 n 8,9727 n 8,7005 7,5486 n 8,6366 
lw 9,1205 9,0742 8,9971 8,8744 8,6680 
42 dt || — 0”,011 | — of084 | — 0”,070 | — 0” 118 | = 0,160 
42d | + 0”,301 | + o”491 | + 0”,611 | + 0,613 | 4+ 0,474 
{ + 17540 | + 0,661 | + 0,096 — 07,012 | + 0”,348 
42 dh | + 3123 | + 4976 | + 6,234 | 4+ 67,606 | + 6,079 
+ 4663 | + 5/637 | + 6,330 | + 6,594 | + 6,427 
| S19"777 | 4-197.090 | += 4/148 |-— 7",802: | —=97'7:620 
49 da L4-7 20"047- | — 28,807 | —17",708 | — 1,288 | + 14",788 
| + o”,002 | + o”,004 | + 07,005 | + 0”,005 | + 0”,004 
— 9,768 | —14",818 | —18",555 | — 8,580 | — 2,833 
| — 0”,0811 | — 0,0348 | — 0”,0050 | + 0,0006 | — 0”,0183 
(42) dn ; || — 1",3000 | — 1”,8050 | — 2”,0910 | — 2”,1552 | — 2",0229 
| — 13811 | — 1/,8398 | — 2”,0960 | — 21546 | — 2.0412 
| + 4409 | + 2632 | + 0,708 | — 1”,204 | — 2,981 
aL i|— 114 | — 0%111 | — 0",069 | — 0”,005 | + 0,057 
+ o”002 | + o”,004 | + 0005 | + 0”,005 | + 0,004 
4+ 4/997 | + 2595 | -+ 0",644 | — 1,204 | — 2/920 
Fir die Integration. 
pe 7° 8 17.64 <% == 103° 8! 907.48. 
1836 
Sine aly # = 1810 42 di di 42 dQ AX 
Mai 22. 9639 0,000 0,102 
Juli 3. . 9681 aye hai — 568",916 
August ace 9723 — 01,034. ae +0491 Bes 
September 25. 9765 — 0/070 + hae oe + 0,611 act aes 
November 6. . 9807 —0",118 desitans +0",613 ae 
December 18. 9849 — 0,160 paver il lett 7d ea 
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Di 079! 3817 mu == 249° 48’ 267,91. 


ee t — 1810 42 dP AP 42 dn An 
O° Nia Paez: 
a Ee ES Ee SS SS ee 
9 ”" 

VERO oe eee een esate Cy a ga 9639 Nec is _ 495!",567 + ci a +. 1170",016 
JalipSogeen nk. were tots owe es et esl -+ 4,663 4o0".904 | — .2 788 | + 1160",248 
: + 5! Peano: — 14,813 ; 
August 1: Sora Sas eee er, Piece 9723 i= 5! {637 =, 415" 267 ’ + 1145",435 
Seplem ber 2emtcngn tnt cea 9765 + 61,330 _ 409'.937 — 13",555 + 1131',880 
INGwwemnloee Gs, 5 6 5 og 6 bm oe ‘ 9307 + 6,594 409" 343 — 8",580 + 1123”,300 

IDyeveonmagre EEG | ee ob 6 9849 + 6!,4297 g — 2!' 833 : 
n — 97829671 DL = 105° 5s 1063, 
1836 
1 t — 1810 (42)? dn 42 dn 4AM 42 dL 41 
OimeMie Pa Zits 

WENT OP Bea. on ieee 9639 — O',7115 — 4802/3339 | -+ 5,825 

y — 19",5017 ee , — 1071",572 
dwt Ss 6 6 a ee 9681 = OL ie — 4821/8356 | + 4,297 | _ 1067". 275 
August 14..... 9723 == 1 8008 ae 55! 7906 — 43427184 | -- 2",525 | __ 1064" 760 
September 25. . . 9765 — 2/0960 __ 94” 8186 — 4865'',4410 | + 0",644 | joe 2" 106 
November 6... . 9807 = 24,1646 96!" 9739 — 4890",2596 | -+1",204 | _ 1065".310 
December 18. . . 9849 — 2! 0412 |e AON TH D398 1 Ot ON : 

| ‘ | 


Die constanten Elemente gelten fiir 1810. Jan. 0. Mittl. Par. Zeit. Die Lingen 
bezichen sich auf das mittlere Aequinoctium derselben Epoche. 


Bemerkung zur Berechnung der storenden Krafte (vergl. 8. 611 ff.). 


Die jetzigen Berliner Jahrbiicher geben unter dem Titel , Heliocentrische 
Planetencoordinaten* fiir jeden Planeten (bezogen auf das Aequinoctium des 
Anfanges eines bestimmten Jahrzehntes) fiir gewisse Epochen den Logarithmus seines 
Radius vectors und seine Linge in der Bahn. Am Fusse der Seiten findet man neben 
einer Angabe itiber die Masse des Planeten die Elemente $3 und 7, welche im Allge- 
meinen ein Jahr als constant betrachtet werden kénnen. 

An demselben Orte findet sich die heliocentrische Breite des Planeten und die 
»Reduction auf die Ekliptik*, d h. der Winkel, den man zur Linge in der Bahn 
hinzufiigen muss, um die heliocentrische Linge des Planeten zu erhalten. Fiir die 
grossen Planeten ist diesen Angaben noch der Winkel By beigefiigt, welchen der 
Radius vector mit derjenigen Bahnebene bildet, welche durch die anbei folgenden 
Werthe von £3’ und 7’ definirt ist. Um diese kleinen Correctionen zu beriicksichtigen, 
hat man an Stelle der Formeln (16) der vorstehenden Encke’schen Darstellung (vergl. 
S. 614), die folgenden zu verwenden: 


cos 8’ cos 4! = cos [L' — (Q' + N’)] 
cos B' sin A’ = sin [L' — (8' + N’)] cos J — Bysin1" sind 
sin B’ = sin [L' — (83' + N’)] sind + By sin” cos J. 


— 6387 — 


Neunundneunzigste Vorlesung. 


III. Die Hansen-Tietjen’sche Methode zur Berechnung 
der speciellen Stérungen in Polarcoordinaten (nach Tietjen)*). 


Den Berechnern der kleinen Planeten, besonders denjenigen Astronomen, welche 
beginnen, sich in diese Rechnungen einzuarbeiten, diirfte es erwiinscht sein, diejenigen 
Formeln, welche fiir die Rechnungen zur Zeit als die zweckmissigsten gelten kénnen, 
in Kiirze abgeleitet und nebst einem Rechnungsschema und Beispiel zusammengestellt 
zu finden. Im Folgenden ist versucht, dies in Bezug auf die Berechnung der speciellen 
Stérungen fiir Polarcoordinaten auszufiihren. 

Diejenige Ebene der Bahn, in welcher der Planet sich zur Zeit eines gewissen 
Anfangspunktes, z. B. des der Rechnung bewegt, werde als Grundebene, als Ebene der 
xy, angenommen; ferner sei fiir den gestérten Kérper: 

m die Masse, die Sonnenmasse als Einheit genommen ; 

x,y, 2 die rechtwinkligen Coordinaten, deren Anfang im Mittelpunkte der Sonne 
sich befindet; 

ry der Radius vector, also r2 —= 4? + y? + 22; 

b der Winkel, welchen r mit der angefiihrten Grundebene bildet; 

@ die Projection von r auf diese Grundebene, also @ = rcosb; 

1 der Winkel, welchen @ mit der x-Axe bildet. _ 

Die &hnlichen Gréssen fiir den stérenden Kérper mégen mit m3 %, 4%, 41) 
r,, B,, L, bezeichnet werden. 

Fir die rechtwinkligen Coordinaten des gestérten Kérpers erhalt man: 

% == @cosl = reosb cost | 
y = osinl = reosb sinl pita oy Be ee ee AL) 
= otgb = rsinb | 

b ist ebenso wie ¢ eine Grésse von der Ordnung der Stérungen, welche wir 
als Gréssen erster Ordnung betrachten wollen. @ unterscheidet sich daher von 7 nur 
um eine Grésse zweiter Ordnung. 

Fiir den stérenden Kérper erhilt man in Bezug auf dasselbe Coordinatensystem : 


%, = 7; cos.B, cos L, 
Y, = 7, cos B, sin, ae ee ee ee ere) 
Bi assy 


Wird die Entfernung beider Planeten mit /\ bezeichnet, so ist noch: 
ee a i a (=) 
= 9g? + 2? + r? — 2[r, 9 cos B, cos(L, — 1) + er sin By]. 
Die Gleichungen, welche die Bewegung des gestérten Kérpers um den Sonnen- 
mittelpunkt ausdriicken, sind nun bekanntlich: 


k? (1 + m)a “L, — # 2 
of 4 BOE? wm (25* — Fi) 
oe Ce m) y Yi — Y "1 \ \ 3 
U — —_ e . . . ° 
y" =" r3 oa k?m, A\3 roe ( ) 
(1+ mje __ ae LT 8 
fp BEE ME Hm (A — B) 


1) Die folgenden Ausfithrungen sind mit freundl. Genehmigung seitens der Erben des Professor 
Tietjen, sowie Ferd. Dimmler’s Verlagsbuchhandlung in Berlin aus dem Berliner Astronom. 


Jahrbuche fiir 1877 entnommen. 
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worin & die bekannte Constante unseres Sonnensystems, deren Logarithmus = 8,2355814, 
wenn der mittlere Sonnentag als Zeiteinheit genommen wird. 
ee a? x pad ae Oe, aa 2 
Ferner ist hier a” fiir ap y" fiir — und 2” fiir qe gesetzt, so wie wir tiber- 
a 


haupt den ersten Differentialquotienten nach der Zeit mit einem, den zweiten mit zwei 
Accenten oben rechts bezeichnen wollen. 

Sind mehrere stérende Kérper in Rechnung zu ziehen, so ist fiir jeden ein ahn- 
licher Ausdruck wie die rechte Seite dieser Gleichungen (3) zu bilden und die Summe 
dieser Ausdriicke einzusetzen. Der Kiirze wegen halten wir uns an einen einzigen 
stérenden Kérper, und da man specielle Stérungen wohl nur fiir Asteroiden und Kometen 
berechnen wird, so wollen wir dabei m = 0 annehmen. 

Um die Gleichungen (3) durch Polarcoordinaten ausgedriickt zu erhalten, sind 
darin die Werthe der rechtwinkligen Coordinaten aus (1) und (2) zu substituiren. 
Wird zuniichst die zweite der Gleichungen (3) mit x, die erste mit y multiplicirt, so 
giebt die Subtraction beider Producte: 

ay" — ya"! = k®m (wy, — yx) K, 
wo: 


Die linke Seite wird: 


ad (vy’ —yx') _ d(o?l) 
dt yt i < 


und die rechte Seite giebt: 


k?m, .@7, cos B, sin(L, — 1). K = U, 


so dass: 

d (@21' 

GUE. 

dt 
oder: 
g?l’ = Const. + | Udt. 
Die Werthe, welche @ und 7 in der ungestirten Bewegung, fiir welche U = 0 

und / Udt = 0 ist, annehmen, seien 7) und vy + Nj, wo % die ungestérte wahre 


Anomalie und No eine Constante bezeichnet. Es wird dann: 


ADE eee 57 | ae 
7949) —— kV po, 


wenn po = Parameter der ungestérten Bahn. 


Folglich wird obige Const. = kV po und es ist: 


Gl = bY ay Ua es ae eee oe, 


Um eine zweite Gleichung zwischen @ und 1 zu erhalten, multiplicire man die 
erste der Gleichungen (3) mit 2, die zweite mit y und addire die Producte. Dies giebt: 
k? 9? [' 2 
" " 
ee +yy + — =}2m v% ( fee 
y = b? my ( a + ym) K ae 
Mit Riicksicht auf Gleichung (1) und (2) wird die rechte Seite: 
k?m, | Kr, cos _- e — 
1 |r, cos B, cos(L, t) — Fea | ee R-@ 


und die linke Seite giebt: 
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d(xu' + yy’) keg?  d(ge') k? Q? 
mpage Se ere = = (9'! E 9* 2) + , 
also: 
k? Q? 
— ae 27/2 

90 ie 

Folglich haben wir: 
U § k? Q > 
o! — 9 + =k. nee Gerad ia ct Jae GEL) 


Durch die Gleichungen (I) und (IT) und die letzte der Gleichungen (3) also durch: 
2 o 2 
e =< == k* m, (A= — +) i (4 .K — ma) ae ea KIL) 
f 1 
ist der Ort des gestérten Kérpers vollstindig bestimmt. 

Wollte man den Radius vector r und den beschriebenen Bogen w statt der resp, 
Projectionen dieser Gréssen @ und / einfiihren, so ist zu bemerken, dass sich r von @ 
und wv yon 7 — gleichen Anfangspunkt der Zihlung vorausgesetzt — nur um Gréssen 
zweiter Ordnung unterscheiden. Veriindert man daher jedesmal die Lage der Ebene 
der xy, sobald diese Unterschiede merklich werden, oder besser, geht man in jedem 
Augenblick auf die jedesmalige Bahnebene iiber, d. h. auf diejenige Ebene, welche 
durch zwei unmittelbar auf einander folgende Radienvectoren r und r + r’dt geht, 
so kann man in (I) und (IJ) @ durch r und 1 durch wu ersetzen. Die Gréssen R und U 
sind dann natiirlich auch fiir die jedesmalige Bahnebene zu bestimmen. Letzterer Um- 
stand hauptsichlich giebt die Veranlassung, statt der veranderlichen Ebene eine feste 
Ebene, nimlich die Bahnebene fiir den Zeitpunkt des Anfanges der Rechnung bei- 
zubehalten. Diese Ebene mége kurz ,ungestérte Bahnebene“ genannt werden, sowie 
wir tiberhaupt der Kiirze wegen die fiir diesen Zeitpunkt osculirenden Elemente mit 
,ungestérten Elementen“ bezeichnen wollen. Wir werden daher bei den folgenden Ent- 
wickelungen die Gleichungen (I), (IJ), (II1) zu Grunde legen. Da: 

r? = 9? + 22, 


so wird: 


wo es wohl in allen Fallen ausreichen wird, die Reihe mit dem zweiten Gliede abzu- 
brechen. Die Substitution dieses Werthes in (I) und (IJ) giebt: 


0” — ol”? + 2 = R -f. 9 of = R, . . . e . A (IV) 
kz 3 k?28 
u — 7 ae el Faris Mane Ur 6 Mice tap te | ae V 
e+ of Z x oS Ly (V) 
In den meisten Fallen wird man Z, — Z setzen kénnen. 


Aus den Gleichungen (I), (IL), (MI) oder aus (1), IV), (V) lassen sich unzihlige 
Methoden zur Berechnung der speciellen Stérungen ableiten. Wir wollen uns hier auf 
drei, die besonders fiir unsere Zwecke geeignet erscheinen, beschrinken. 

Bei allen drei Methoden werden wir die Gleichung, welche z giebt, in einer und 
derselben Form anwenden, die man sofort aus (V) erhilt, wenn man darin fiir Z seinen 
Werth aus (II) setzt. Es wird dann: 

k? my 


i c = h?m K +- cede 
2 | ee of g i WY, é oe 5 
3 vs 5 a ‘ } o° 
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oder: 
ev + Bpe=—Z, 


ki? k?m, __ 3 Hy223 
08 aie a B und k?m Ke, + ary 


wenn: 


— 4%, 


fa) 9 29 
, : ; r 3k? 23 ae 
gesetzt wird, wo wohl in den meisten Fallen > a vernachlissigt werden kann. 


“a 


Es sei: 
o=nr +00 wd =H +, 94, 
wo 7% und w% der ungestérten Bewegung entsprechen und auf gewodhnliche Weise aus 
den ungestérten Elementen erhalten werden, namlich aus: 


Ey ==€9 sin Ey = My 
1) SIN Vy —= Ay COS Py sin Ey \ nae 
1") COS Vy == My (cos Ey — &) J 
Uy = % + M- 
Ny ist der Abstand des Perihels der ungestérten Bahn vom Durchschniftspunkte 
dieser Bahn mit der Bahn des stérenden Korpers. 
Da man die Gleichungen fiir die ungestérte Bewegung erhalt, wenn man in denen 


fiir die gestérte Bewegung alle die Masse des stérenden Planeten enthaltenden Aus- 
driicke Null setzt, so folet aus: 


zunachst, wenn fiir: 


ove — OV _ bVm + /Uai) 
0° Q° 
substituirt wird: 
k? ke r 2k V wo “oe 1 of al € 
i 03 4. 0? = Rr, 4 om i U dt 4 oF (/ i dl t)? == x ° . . (5) 


und es ist also auch: 


Die Subtraction beider Gleichungen giebt: 


‘ 1 ] gi 1 
do)" 2 ;2 (| — —— —_}) == SF 
Gey’ —# (5 — a) a +¥(G— a) =, 


Q* r 
oder: 
, hv; { 0 3 p 2 
doy 4 BM (2) 1 0 @ (£) eee 
‘ - @)” + eo? Nar Yo ro L\To, ‘hy ai 
un ist: 
= = 1 + ea cosy, 
also: 


By Po _ © (9? BoM! Q° 
(2) | Yo Yo (3 =e 1) oe 1 + & cos % (& — i 


0 


aE 


wo der Kiirze wegen v = 
ro 


gesetzt ist; also: 
Q* ‘= F : . 
= —1l1=(01 + )s—1 => 8vr(1 4 v) + vs, 


ro 


Dies eingesetzt, giebt: 


ny Brey , | 
Se) Po LB OE vt] & cone) = #, 
oder: 
, " k? 9 1 
(0 @)" + 93 [. 5 ee (1 sak ai le v) 0008 | do = %. 
Setzt man: 
% = 1+ 8e) cosy 
1 
(v + — 1) 3 €y COS Vo 
os 
S 2 .%, \.14 
X% 
b ak? 
oe 
so wird: 
(ONG Hare ole ch Bien a a a ON (A) 


Substituirt man r’ (1 + v)?.[w) + (Ow)| statt 21’ in (1), so ergiebt sich: 
r2(1 + v)?w') + 02 (Ou) =kV mo + fat, 
oder, da ru’) = kV po: 
2kYV pp Si (1 fe - v) 
0? 


Gh a svat (B) 


t) 
Sobald 00 und also auch v = -£ aus (A) gefunden, wird dw aus (B) durch 
0 


einmalige Integration erhalten. Zu bemerken ist jedoch, dass die strenge Auflésung der 


; : é : ; , 3k? 23 
Gleichung (A) auch die Kenntniss von ¢ erfordert, weil 3t die Grésse a enthalt. 


Dieser Ausdruck wird aber bei den ersten Werthen ganz vernachlissigt werden kénnen, 
spiiter kann er mit Leichtigkeit im Voraus extrapolirt werden. Die Werthe R und U 
wird man ja ebenfalls nur successive berechnen kénnen, weil sie schon die gestérten 
Werthe 0 und 7 enthalten. 

Vorstehende Methode wurde im Wesentlichen zuerst von Briinnow in den Astr, 


Nachrichten Nr. 808 angegeben. 


IL 


Bei der soeben behandelten Methode hat man, um den Ort des gestérten Kérpers 
zu erhalten, die Grissen rp und w% == v + No der ungestérten Bewegung nach (4) 
abzuleiten und an diese Gréssen die Stérungen anzubringen. Man kann nun offenbar 
auch die Stérung 6M der mittleren Anomalie M) so ermitteln, dass, wenn man in (4) 
M, + 6M statt M einsetzt und damit yr und v findet, man unmittelbar 7 = v + MN 
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erhilt. Um dann @ zu finden, wollen wir mit Hansen eine Grésse w so bestimmen, dass 
@ = re”, wo c die Basis des natiirlichen Logarithmensystems ist. Wir haben daher jetzt 


folgende Gleichungen : 
M=—M+ 0M 
B= ens E=M 


7 Sin” —= dy cos Py stm YO (6) 
T COS VU == Gy (cos EH — e) 

L=%7 + 0, 

C70" 


Bezieht man alle Gréssen auf die gestérte Bahnebene, so gelangt man zu den von 


Hansen zuerst aufgestellten Formeln. Aus: 


Cae” 
folgt: 
o = ow + er’ 
oder, da: 
pe ee ed eee 
1 + ecosv 
ist: 
o = ew + ov ie (r? v7) = ow’ + eS, 
0 


wo der Kiirze wegen: 


g—% sinv (021') 
gesetzt ist. . 
Differentiirt man @’ noch einmal nach ¢, so wird: 
0” = ow" + w' (ow + c—”S) — c—”Sw' + c- “8! 
= ew" + ow’? + c—”§8'. 
Nun ist: 
Cosy 


St ee 


oder mit Beriicksichtigung der friiheren Gleichungen: 


s' = (———) ¢ ye Le 


ly SINY 


(o?1')’, 


zs Po Po 
= ¢” ol? — Call €) SIN : 
Po Q Po 
= cv’ ol? . k2 [2kV mo fUdt + (/ Uat)?] He €) Sinv U 
1 a Po Q? Do ’ 
also: 
o” — ott + BO — gu + gr 4 BOTY 5 __BkY po f Udi + (f Tat) _, 
Q? Po Po o? c . 


Dieser Ausdruck, yon: 


y ) k? 
Cae SL eae th 


subtrahirt, giebt: 


ee (GAGs ae 
2 I Vp) Udt + (f Udt)? 


2 
—(L— ¢-*) = — ow" — pw? + FR, + 
Py Q” 
_ & a ae U, 
oder: : 
w+ Fa—en ah y cad CURA OA “| 
; may Po Q 
Cy SINV ) 
ate AUS c-’ U — w’'? | 
Po Q 
Um eine Gleichung fiir 04 zu erhalten, bemerke man, dass 
dv aM 
07)’ = 0277 — ee ee 
: dM dt 
also, da: 
dv _ a 008 G _ KV _ BVP aw pq GH np + 2 Om) 
dM y2 Ny 7?  @? dt dt 
eg? = kVp . o (1 i ¢) My). 
Mo 
Nach (I) ist auch: 
oe?! = kVp + fUat, 
folglich: 
ew t © (muy —1 + = fat 
oder: 
Rane ig ten aa 4 (8) 
— rhs ne 
kV po 
Sei: 
—_uv=F' also 4 fUdi = F, 
kY po V Po 
so folgt aus (7) und aie 
ke? 2h? F F ey SiN” ; 
pS —— Gets ees if, a NT pce ee 7 | oa 
(E) 


ee a GO et 1 8) ny, 


Setzt man w, = Ytw, wo MW der Modul des Brigg’schen Logarithmensystems, so 


geht (9) iiber in: 
2k iF F 
wt oo -M(l—o-*) = mH + em = (1 Le By flts | 
D 
sin 71 10-® pt | (D) 
* Po mM 


Setzt man in (D) zur Abkiirzung: 
2k°M F F a 
(1 a sx) 10- 


Gy aa No o8 
k? Mw = k2 
bh yu, = 93 (1 — ec“), wo Cea 
81* 
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so geht diese Gleichung tiber in: 


" Mm é sin v w'2 
w+bhywy = a (Rm — aa co ) slewyentess a 
M esinv ) | we , 3 Mk 2? 
Oe (x Po i na we ! 2 30? 


Die beiden mit — multiplicirten Glieder lassen sich noch zusammenziehen, wenn 
Q 


man fiir R und U ihre Werthe einsetzt, namlich: 


R= Pm, (ar, cos B, cos(L, — 1) — 43) == eI (x & — 4) 


U = k?m, Kor, cos B, sin(L, — 1) = k*m, Kon;. 
Es wird alsdann : 


Co 87 sin vo vce aos €y sin v0 Q 
a —~v= K Ra lS pete ea te 
: eee | (5 Po th m8) = al 


Po 
Nun ist: 
€) sinv c—™ r VY 
EPpy aN =7(4, 2. sinc ) 
1 Po 11 Q he oN 
Yr 
a fe [é, + & (§ c0S y — y, Sin v)| 
i 
= = tetas 2) E,) 
wo: cc in cos v — 7, sinv 


oder wenn hierin fiir §, und 7, ihre obigen Werthe gesetzt werden: 
&, = 1, cos B, cos[L, — (1 — v)| = 7 cos B, cos(L, — Np): 


Obige Gleichung giebt dann: 


k2 m, We k2 m mM 3 o2 2 
oy eb a Seta a —w iE a “ Fen ag w 
1+ byw Do ALOT (be Sea) — = Gy Tr 9 a alt tee oF — Hr (D,). 


In den Gleichungen (D) und (Ff) kommen eres von der Form: 
Ne (1 = Grzeet) 
vor. Da auch: 


el al Sis 1 
m ( reat cn) nee nw (cate eters Se) zs) oa te NW, [2 + a (n we| 
24 i 


so wird fiir Brigg’sche Logarithmen : 


—_ 


log [M (1 — c—"”)] = lognw, — Hey as 


Wo 


eaters pate il 
log y == 2M Ne (n w)? : = 10 (n w)? | St es <3 A ayn ee (10) 


. 
Die Tafel I giebt 1 in Einheiten der siebenten Stelle mit dem Argumente 7 2. 
Die Grossen e”” = 10" berechnen sich leicht, da: 


log c™” = nw, 1 18 RS oe Ne) ee geen ae CLRID 


Il. 


Vorstehende Methoden lassen sich leicht combiniren, wodureh die Rechnung etwas 
vereinfacht wird. Setzt man niimlich: 
(=V-+N und AON = /vidi, 
so erhalt man aus (1): 
oe? V' = kVp. 
V folge wieder aus den Gleichungen (4) statt , wenn darin My -+ A © statt My 
gesetzt wird; statt 7) ergebe sich dann 1, so dass: 


E 6 snk = M+ AM 
rsin V = Gp Cosy) sinE 
rcos V = a (cos H — @) 
und es sei: 
po c” 
qo=>r oS [roe ory . 
€ cos V 
Hieraus folgt: 
poe” . , 
1 — paw yy)! So wee a We 
0 re’ yo + (EtG, we €y sin mn 
= ew’ + “o ea o? V' = ew’ + cace Ca suv 
oe” Do 
und 
c-* kc” @&.sin V [te 
o” = ow" 4 +(e w + —— @ sin v) wy’ — ee ls w’ + “aa 60 + 008 V (9? V’) 
a V Po eV Po 
’ k? ¢—™ 
= ow’ + ow? + 32 €) COS Vy 
oder: 
2 k?¢-” 
o” = ew" + bye 2 = + @ Ww?, 
folglich : 
2 ¢2 1—c-” 
Q” ~# te a = en! + BO + ows 
ach (5) ist aber 
ree dR ee 
Q§ Q? 
also: 
k? (1 — c-”) He ie 
ww" + ———————— = — — 4, 
Q° Q 
oder wieder: 
0, = Mw 


gesetzt und den Werth fiir # aus (5) eingetragen: 


, kK? 1 — ve ik De p w'? *| 
a k aC GF Se — my (2 Ee My: at a at vat)?) — oT aoeits (G) 


Um eine Gleichung fiir A M zu erhalten, hat man wieder: 


py = kVp {1 ae =, (Ai)'|, 
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oder da: 
y2 ve — 267” Ve — k V po 4 Cae 
so wird: 


(Aa = yl 628) oon od) 
Die Gleichungen (G) und (1) in Verbindung mit: 
1 
Mee ra a: 5 ° r Fy ° 5 A 6 = 5 e (J) 
oder: 
(0 oy ta= a fUdt, 
Q 
wenn: 


N=WN, + 00 
und also: 
t= Vt Mm + Oo 
gesetvt wird, bestimmen wieder @ und /. 

Die Mitnahme des Gliedes w'? in (G) und ebenso die Berechnung des Gliedes w'? 
in (D) macht einige Unbequemlichkeit. Diese wiirde vermieden, wenn ¥ statt w ver- 
mittelst der Gleichung c’ = 1 + v eingefiihrt wiirde, allein die Berechnung der tibrigen 
Glieder wiirde wieder etwas unbequemer werden. 

Da aber w’? eine kleine Grésse sein wird, welche auf die Gréssen 0, R, U fast 
ohne Einfluss ist, so kann man zuniichst w'? in (G) vernachlissigen. Setzt man also 
zunachst : 


oe eo (ea a ae ee 
: @ Q 
und setzt den strengen Werth von w, gleich w, + Ow,, so erhalt man leicht: 
k2 My e—” w'? 
FY " Oe SiN) Se 
(0 w,)" + 93 (1 Goo") Mm? 
wofiir mit hinreichender Niherung: 
iP) 
dw.) Sipe ee, re 
(0 w,)”" + adu, m7 (x) 
zu setzen, wenn: 
, =, k2 Mm 
oga = log ~<a Wy. 


Ks mag dem Rechner iiberlassen bleiben, welchen Weg er einschlagen, ob er w'? gleich 
mitnehmen, oder den Einfluss dieses Gliedes nachtriglich berechnen will. Im ersteren 


(An 
Falle kann ue 


w 
mM aus Tafel HI mit dem Argumente w',; entnommen werden. 
t 


IV. Berechnung der stérenden Krifte. 


Den aufsteigenden Knoten $3, der Bahnebene des stérenden Planeten in Bezug 
auf die Ekliptik und die Neigung 7, derselben Ebene gegen die Ekliptik wird man fiir 
ein paar Jahre als unverinderlich betrachten kénnen, wenn man 2, und 7, nur so wihlt, 
dass sie etwa fiir die Mitte dieses Zeitraumes wirklich gelten. Mit Hiilfe der Tafel IV 
wird man diese Gréssen leicht entnehmen kénnen 1), 


en oan 2 R : ; ‘ 
j ) Genauer findet man diese Gréssen im Berliner Jahrbuch. Vergl. die Bemerkung auf 8. 636. 
Anmerkung des Herausgebers der zweiten Auflage. 
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Fiir die Anfangslage der Bahnebene des gestirten Planeten seien die ‘hnlichen 
Gréssen $9 und %; ferner sei fiir dieselbe w) der Abstand des Perihels von $39. Be- 
zeichnet man noch den Winkel, welchen die Durchschnittslinie der beiden angefiihrten 
Bahnebenen mit der vom Mittelpunkte der Sonne nach 2) gerichteten Linie bildet, durch 
®, und den Winkel, welchen diese Durchschnittslinie mit der Richtung nach $23, bildet, 


durch ®, — alle Grissen in der Richtung der Bewegung, ® von $4) und ®, von 82, 
aus gezihlt — und nennt man schliesslich J die Neigung beider Bahnebenen gegen 


einander, so ergeben sich ®, ®, und J aus: 


hee ee Net he pe ; 1 
sin > J sin > (P + D,) = sin 5 (2, — 8) sin 3 (i, + 4) 


~_ a” 2 
at 1 ia. apa e ae 
sin 5 J cos 3 (® + @,) = cos 7) ($8, — &) sin a (i, i) 
1 1 1 l eee 
COs 2 4 i sin By (@ —= ,) == Sy Oy (8, ae 83) cos 9 (4, -- i) 
eo ee 2) cos = (h — 4 
cos > J cos > (® — G,) = cos a ($31 — 8) cos 3 (4, — 4) 


und es sei ferner (siehe Fig. 62): 
UW =% + (@ —®%)=—=»y+m™;, wo Ny) = @ — ®. 


Fiir den stérenden Kérper ist im Jahrbuche die Linge in der Bahn 4, gegeben. 
Nennt man uw, den Winkel, welchen der Radius vector 7, dieses Kérpers mit der er- 
wihnten Durchschnittslinie bildet, so ist: 

A, = 8&1 + D + %, 
also: 
ye (a Dy) dy Br a oe A) 
wenn: 


P = 3609 — (2, + ®). 


Der Radius vector r, ist gleichfalls im Jahrbuche gegeben, die Gréssen B, und L, 
erhilt man auf bekannte Weise aus uw, und J nach: 


cos B, sin L, = sinu, cos J \ 1) 
cos B, cos Ll, = cosuy Re ee ee 
sin B, = sinu, sind 

Sei: 
E, = 17, cos B, cos (Ly — | 
Ni == 7 C08 B, sin( DT, — Dp - + + » + » » © C6) 
f= 1 sin By 


1) Im Berliner Jahrbuch (vergl. Bemerkung 8. 636) sind mittlere Elemente ty und 81 fiir 
jeden Planeten gegeben und die dort angegebene Linge in der Bahn ist die Linge in dieser mittleren 
Bahn. Ausserdem giebt das Berliner Jahrbuch noch fiir die grossen Planeten den Winkel B,, den 
der Planet mit dieser idealen Bahn bildet (der positiv zaihlt, wenn sich der Planet nordlich, 
negativ, wenn er sich siidlich von der idealen Bahn befindet). Will man dann die storenden 
Krifte streng berechnen (ohne Vernachlassigung von B,), so hat man an Stelle der ormeln (15) die 


folgenden zu setzen: 


cos B, sin L, = sinu, cosJ — B, sini" sind 
cos B, cos L, = cos uy 
sin B, = sinu, sind + B,sin1" cos J. 
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so wird: 


Dt (Gr 20)? eh a ) 


und wenn, wie oben: 
gesetzt wird: Taina 
R= kom KE, — kh? m oe | 
A\ berechnet sich am bequemsten aus: 

A os B cos L = §, — 0 

L\ cos B sin L = 1 noe oat Bee Pe Come eee) 

LA sin B —€,—#8e 
wobei man die Winkel Z und B selbst nicht aufzuschreiben braucht. 

Y. Mechanische Quadratur. 


Es seien gegeben die Functionswerthe: 


7 (a) f(a + o), f@— 20). a7 Ga wea) 


Die ersten Differenzen bezeichne mau mit f), die zweiten mit fj etc, so dass: 


fila + (m+ 5) 0] = sla + (m +1) 0] —F(@ + me) 
peta males (ot e]=rfe+ (Del 


etc. Jferner bezeichne man die summirten Reihen mit 'f "f ete., und zwar so, dass: 


s [a+ (m+ 5) e] = v[at (m—5)o 0 | + f(a + mo) 
'f (4 + mo) = “fla + (m — 1)o] + [a+ (m — 5) 0. 


Die Integralformeln sind alsdann: 
a+ (m +4) @ 


| /@ae OF {" Jat (m + 5) @] + er 7 + (m+; 3)° o| 
a = alo) 
(ode metals (or sel Baler (oda 


+ a +4 (m = 5) o]...| 9) 


a--mo 
| f(x)da = o fa (a + mo) — a (a + mo) 
11 WT 
++ 790 11 (a + mo)...| 
a+mo , 
Wore = q? {rp (a + mo) + =e f(a + mo) 


a fo (a + m0) | 
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worin: 

fa | 7 (m i 3) o| = : {fla + (m + 1l)@] + f(a + mo)} 

fi (a + mo) sei < 5 {a « - (m ft >) °| + fo |. sis (m = 5) o|| 
bezeichnet. ete. 


Um die einfachen und doppelten Summen 'f und "f bilden zu kénnen, muss fiir 
die Anfangswerthe irgend cine Bedingung gegeben sein, z. B. die, dass das Integral fiir 
einen bestimmten Werth von m, zB. m= m, (wo m, < 1 vorausgesetzt: werden kann), 
gegeben ist. Es sei: 

a+ mo 


| /@de = ¢,, 


also: 
-Y Lo 1 I 17 ony 
C; @ ’(a + m, 9) + a4 Jo (a + m, 0) — saan fo (a+ mo)... |. 
Nun ist nach der Interpolationsrechnung, wenn m, = m, + = gesetzt wird: 
; 1 
f(a + mo) = y(atSotm o) =f (a+ 5) + ms + 0) — 
My (Mm, — 1 
¢ mi Dalat Fo) +- 
i z @) = I 
34 70 (4 + m = ee 
etc. 
Sei also: 
Mm, (m, — 1 1 
Ay = m, he aaa 45; 
__ (my + 1) m,(m, — 1) 1 _ (m + 1) my (m, — 1) (m, — 2) 
ae Loe eS 1 9g ™ A 1.2.3.4 
4 1 mg (m, — 1) 17 
24 BIS) 5760 
etc., 
so wird: 


fy (« ne : o) = f ‘= | Avs (a +o) + A, fo (« + ,°) + A, fo (a + w) 


+ As fi" (a + 7°) bee]: 


Auf gleiche Weise findet man, wenn das Doppelintegral: 
a+m,o 


| ¢@ae = =O as" lv (a + m,@) + aC + m,o) + - | 
gegeben ist, und man setzt: 
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Bei; 
_ (m + 1) m (m — 1) uy 
Na To 3 r 7g ™ 
— 2, — 1) 1 
m, + 2) (m nae m, (m 1) (m, 2) Cs 1) m (m ) . 
2, = re Sa ae aa saa oi) {os 240°" 
__ m (m, — ae tf 
SNS tae ale 
+ 1) m (m, — 1) (m — 2) Ee = m, (im, — 1) L 
Bie Tee oid ee 240 


ete. 
C; T 1 aT 1 B All oF 3 
"@) =S—[Bax(at 70) + BIO + BH(a+ Fe) + BL +- 
: ts 1 : 
Sollen z. B. beide Integrale verschwinden fiir m = 3? 80 wird: 


Mm; == 0 Cc, = 0 C, = 0 
und folglich: 


y(otbe)=— [ha (ot bo) yan ot be) 


"f (a) =—|; r(a + 5°) Slee (a +50) - eo =A (20) 
oder: 
%@ =p (otge) tag (a+ 3°) ~ pail“ +92) 


Diese beiden Werthe erhiilt man auch sofort aus den beiden ersten Integral- 
formeln. 

@ driickt hier das Zeitintervall aus, fiir welches die Werthe f (a+ mq) berechnet 
sind; nimmt man daher dies Zeitintervall als Einheit an, so fallt der Factor @ bei dem 
einfachen, und @? bei dem Doppelintegrale fort. Bei den Stérungsrechnungen ist im 
Allgemeinen das Intervall von 40 Tagen eine bequeme Einheit, es wird daher im 
Folgenden diese Einheit zu Grunde gelegt werden. 

Das Doppelintegral kommt hier bei Differentialgleichungen yon der Form: 

= \| (X — ba) dx? 
zur Anwendung, worin b eine kleine Groésse ist. Da hier also: 
f(a +m) = X — ba, 
so giebt die Integralformel: 
(a+ m) 


A f(x) da? = "f(a + m) 55 aiC + m) — iG (a +m)... 


Tiernach wird man fiir « einen Niherungswerth annehmen, diesen in ft (a + m) 

= X — be einsetzen und damit nach vorstehender Formel einen genaueren Werth von 
W 

# erhalten ues. w. — "f(a + m) kann man schon mit dem vorletzten Werthe von x 
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bilden und ebenso wird m: 1 a Jur Dx i 
d man 340 7° (a + @) durch Extrapolirung stets genau genug 


erhalten kénnen. Kann man gleich auch # schon in den meisten Fiillen 


genau genug 


1 
erhalten, um TAG + m) damit zu bilden, so scheint es doch bequemer, die indirecte 


‘ : : 
Rechnung auf folgende Weise zu vermeiden. Da: 


ly 1 - I an 
a= "f (a + m) + To ~ — ba — 340 0 (atm)... 


oder: 
1 1 > al eiae Yo ‘i 
( } Dy} ’) x = "f(a + m) + 19> _- 340 40 (a+ m)---=S&,, 
so wird: 
b CY Y 
bs = — i Stier U itn: Spf Seat ar’ Ob ek Wes ace) 
} + 7) b 
: l ; . 
Der Factor b, = i. kann leicht mit Hiilfe der Zech’schen Tafeln be- 
1 + D b 
rechnet werden. Mit ba erhilt man f (a + m) = X — ba, hiermit bildet man: 
1 
t (a +m + x) (a+ m+ 1) ete. 


Es wird ferner yorkommen, dass eine Gleichung von der Form: 


w= X— ba =”) 
zu integriren ist. Sei: 
m1 —c”)-=— wy, 


wo: 
1 
Co ae aad iL 
so wird hier: 
bm — o4) = —"* gg, a8. . +s 08) 
ee To oY 


logy wird man fiir mehrere Werthe im Voraus hinreichend genau bilden kénnen. 


oe 


VI. Verwandlung der fiir die Zeit ¢ berechneten Coordinatenstérungen, welche 
sich auf osculirende Elemente fiir den Zeitpunkt ¢) beziehen, in Elementen- 
stérungen oder Ableitung neuer osculirender Elemente fiir die Zeit ¢. 


Unter ,osculirende Elemente eines Kérpers fiir eine Zeit t* werden diejenigen 
elliptischen Elemente desselben verstanden, welche seinen Ort sowohl fiir die Zeit ¢ als 
auch fiir die Zeit ¢ + dt strenge wiedergeben. Wir bezeichnen diese Elemente mit: 

MMe Gy Sh, 4s, py “hy. a. 

Bei der Ableitung derselben aus den fiir die Zeit f) osculirenden Elementen, die 
wir mit Mo,  , 629, 49) Poy M9 A bezeichnen werden, und den fiir die Zeit ¢ geltenden 
Coordinatenstérungen nebst deren ersten Differentialquotienten nach der Zeit, werden 


wir zunachst: 
82% 


p= «a (| —e) aes gy 


bestimmen, womit sich dann ergiebt: 


UN eee oes 
p 
é€ cos VU == (2- 
; p __&k 
sim ~ —e Le ae 5 
a2 


sin 5 Oe L) = yz - sin = Y sinv 
M= HE—esme. 


Die beiden letzten Formeln kann man mit Hiilfe siebenstelliger Logarithmen genau 
genug berechnen, wihrend es sich bei den anderen Formeln empfiehlt, die Differenz 
zwischen den fiir die Zeit t) und den fiir die Zeit ¢ osculirenden Elementen aufzusuchen. 

Bezeichnet man den aufsteigenden Knoten der fiir ¢ geltenden osculirenden Bahn- 
ebene in Bezug auf die fiir t) giiltige mit K, wo K von demselben Anfangspunkte O 
wie | gezihlt wird (siehe Figur 62) und die Neigung beider Ebenen gegen einander 


mit J 80 ist: 


tg I sin (I — K) = 
Da J und K auch fiir die Zeit ¢ + dt gelten, so erhalt man durch Differentiation: 
= ! ed ! 
HIMES (a iO yee eh — Pa SES 8 
eg? 1 kVp + f Udt 


Nachdem man aus diesen beiden Gleichungen J und K bestimmt hat, und zwar 
so, dass J< 90°, erhalt man fiir das Argument der Breite u, vom Knotenpunkte K 
aus gezahlt: 
igu = tg(l — K) secl 
oder: 


il 
A Bae 10 a TAB 2 (be a) a er At. 
Ferner wird: 


kVp = rita! = Q2l'. secl = (kVp) + f Udt) secl, 
also, wenn: 
= = = 
Vp = Vr + OV 


gesetzt wird: 


= dD = 1 
0 Vp —— G J Udt + 2V po sin a2) sec I 


und: 
y raat a ] Yoo 
DP — po = Op = 26 Vp (1p. ieee Vp). 
Sei ferner: 
9. = Or, 
so erhilt man: 
6100s o—= an vee ee 1 + e—™ 
it Yo Yi Yo 


bee 
6 Cost == & Cosy +- = (0 p— Po Ogee 
r Yo 


Aus: 


esinv = + 


erhailt man leicht: 
F : 1 a a = 
e sin Y = & sin + i [Vp (Or) + rd Vp|. 
v 
Setzt man daher: 


1 pr ET PRS 
; [Vp (dr)! + rd Vo| = nsin N 


‘ (op — . or) = n cos N, 
so wird: 
€ sinv = & Sin’) + nsinN 
€ COSU = ey) COS¥) + nos N 
oder: 


esin (v — vp) = nsin (N — w) 
ecos (v — %) = & + ncos (N — w). 
Hieraus folgt noch: 
e? — ef = 2a ncos(N — m) + n? = 0 (e?) 


2 Beet dee | see 
os Ee ee a er a 
also wenn: 
a= a (1 + Aa) 
gesetzt wird: 
1 
Aa mae [Op + ad (e?)]. 
Endlich wird: : 
—_—. k ae lo es 
= = ee i A), 
a2 (1 + A a) 
wenn: 
3 Aa \+3% 
LAN = 1 as I: ———— Stee —_ 2 
n Q 4 Aa =1 (1 ra) 
oder: 
Aa Op + aod (e?) 
— ——— B 
1+ Aa p 
gesetzt: 
3 1 1 1 
=> ——p—=— p?——B...). 
on 3 ( 4 ba — Ga ) 
Setzt man: 
n= % — = mf. 0 D, 
wo 
1 
= —.—f 
C 1 9 B, 
so wird D nahe = 1. Der Logarithmus von D kann aus Tafel IL entnommen werden. 


Um diese Formeln bei den verschiedenen Methoden anwenden zu kénnen, hat man 
a ’ ; : 
zunichst Or und (07) zu bestimmen. Es ist: 


r2 = 92? + 2? rr = o0' + ez, 
also: 


2s. Wes 


1 2 1.3 4 Ze 
y! , er tet —_ 
r == © ( 2 9? t 2.4 ot + - 


Nach der obigen ersten Methode hat man nun sofort: 


. 1 2 ee 5 
br=r—n=dete(sa—gq)=ee ts 


ze! 1 22 : 
(Ory =r — ry = de + B— (5 ae i) ef = (oy + & 
Bei der zweiten Methode war: 
ee aan rhea” © 


fe Oe Sree eC) oe er 


also: 


wo: 
1 
log (c? — 1) = logw + 3 w, +  (s. Tafel I). 
Ferner wird: 


= ¢ oe ff er (ee == I ew = CG, 


oder da: 


= dr aM . ke sino 
il ss a 1 a €), 
am at po ( ) 
wo 
er 6 any 
le eee 
also: 
a bes sine be sino 


Vp Vp» 

kegsinv | keysinv /O Vp 

— Sei | nal = ? 

Vp VPo ( Vp : ) 

; ke sinv. ke sinv [0 Vp 
= —— =: ee ie (all yf bs 

a ~ er FetO—NO+9|+ew +e 


Es ist aber auch wieder: 


so wird: 


; __ kesine 
= 


Yo ’ 
folglich: 


; _ Op Dp 
CSNY = & SNH ie ey) Sinv E 12 + ec’ + (cv — | -+- ie (ow’ + &'). 
Po Vp 4 i 


Setzt man daher: 


een ee wens: Vp 
nm, sin N, = —= egsiny | —= + ech + cv — 1) — (0 w' 4 
Po ( Vp k IP 


Wis jy) ee 
nN, cos N, = (0 yy, r), 
rY r 
so erhilt man hier thnlich wie frither: 
e sin (v — v) = n, sin (N, — v) 
e cos (v — v) = e& + n, cos (N, — v) 
ce? — ¢ = m [2 e cos (N, — v) + m] = 0 (e?). 
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Bei der letzten Methode setzten wir: 


Qne=nrice. 
wodurch: 
fT +r(ce— 1) +€=r (1 + v,), 
wenn: 
v, = co — 1 + $ 
: 
und: 
ke) c—™ sinV ,  keysinV , kegsinV OVp 
pe ie SE rely =F on’ = Baw i a= ew [2h — (—1)| Ais ow’, 
\Po Vp \p VpPo - 
woraus : 
Vp / 0 Vp [p 
esinv =" 12 = & sinV + ey sinVe—™ ee — (c¥ — i)| aa ie (ow! + 6’). 
: VPo _ 


Sei daher: 


i / — 
n, sin Ny —= & sim Ve-™ i Vp (ce? 1)| a (ow + &) 
)Po - ¥ 


1 
n, cos Ng = r (Op — po - 1), 
so wird: 
e sin (v — V) = ny sin (Nz — V) 
e cos (v — V) = e& + mn, cos (NM, — V) 
0 (e2) = my [2 e cos (Np — V) + ny]. 
Fiir die Linge z, des Perihels, von dem Durchschnittspunkte A aus gezihlt, erhalt 
man in allen Fallen: 
t='u— 
Schliesslich ist noch die Lage der fiir die Zeit ¢ osculirenden Bahn in Bezug auf 
eine andere Ebene (z B. Ekliptik) zu bestimmen. Der aufsteigende Knoten der fiir die 


Fig. 62. 


Zeit t) osculirenden Bahn in Bezug auf die Ekliptik sei 69, die Neigung gegen dieselbe 
i) und fiir die zur Zeit t osculirende Bahn seien diese Gréssen § und 2. 
In yorstehender Figur bezeichnet: 
29 P, die osculirende Bahn des gestérten Planeten zur Zeit to, 
2 P die osculirende Bahn zur Zeit ¢, 
0, % die Bahn der stérenden Planeten, 
P der Ort des gestérten Planeten zur Zeit t, 
PP, senkrecht auf £9 P. 
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Ferner: 
V &o = 2. Ve SH ye Vos = 
20=8, 2,0=— 9G, 
OR Ky BRP = hPa 
SO GG eect A) oY 2a ft 
In dem sphirischen Dreieck $39 K && ist nun bekannt: 
Winkel K &o 84 = %, Winkel &) K& = J, Sok == Kh Pa a, 
und es werden gesucht: 
QK=BP QW=K— &y = AS8s, Winkel $2) 6 K = 180 —z. 


Setzt man daher: 


cosg sin Q = sin Icos By 
cos gq cos @ = coslI 
sing = sinIsin B,, 
worin cosq positiv zu nehmen ist, so wird: 

sinisin A 8 = sinIsin ®) = sing 

sini cos /\ $4 —= cosq sin (ip + Q) 

cos i = cosqcos (io + Q). 

Es ist dann 8& = 8%) + A 8. Zur Bestimmung von 7 ist hinreichend genau: 
2 sin ES (? 
WES to ahs OO Pe Serge pin ae 


Berechnet man ferner: 
a - dM 
2 


) sin, A 2 see 5 ja 


sin 5 At = — cos ( 
so wird: 
Sock. = Pee De I ok SA 
Fiir den Abstand des Perihels vom 83 folgt noch: 
o=—~m4+P—ryr—v+@O4K4+ AY, 


wo: 
ip i = Ee Ak 
Nun war aber bei der ersten Methode: 
L= wv + a — ® + Ow 
also: . 
@ = 0 —(v— ym) + Aut odutaAw®e. 
Bei der zweiten Methode war: 
l — v A Mo rom dD, 
also: 


@O = @ — (v — vr) + Aut AP 


und bei der dritten findet sich: 


oa=— am —(v—V)+ Autdot+ AP. 


VII. Zusammenstellung der Formeln nebst Rechnungsbeispiel. 


Als Beispiel werde die Berechnung der Jupiterstérungen der @ Sylvia wiahrend 
ar ers 18 oT Erechej ae ra s : vel Hapees x 
der ersten bis dritten Erscheinung gewiihlt, weil hier die Stérungen besonders betricht- 
lich werden. 
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Als geniherte Elemente werden folgende zu Grunde gelegt: 


Oscul. 
M, 272° 
2639 


76° 


t, 10° 55 
4° 30’ 
544”0605 
0,5429063. . 


log a 
Nimmt man fiir den Jupiter: 


§3, = 99° 4’ 36”,0 


2",4 


D5 
30" 4 
9" 1 


i, = 1° 18 39,0 


und Epoche 1866. Mai 22,0. 
2.2! 
14’ 45'51 | 
22! .43",2 


ny == 


mittl. Aequin. 1870,0. 


1 
1047,879 


an, so sind zuniichst ®, ®, und J zu berechnen aus Formel (13): 


1 
sin 5 J sin : (@ + @D,) = sin é ($3, — &&) sin 5 (i + i) 
oie 1 1 ree eer . 
sin x J cos 5 (D + D,) — cos A ($3, — $&) sin 5 (i; — 2) 
eared ! wee Es 
cos 3 J sin 5 (® — D,) = sin > (8, — 8) cos 3 (i, + 4) 
1 ee eo Bris Fak 
cos 5 Joos > ( — ®,) = cos 5 (81 — § ) cos 5 (i —%). 
1 aor " 1 ~ 0 / " 1 0 i 
5 %, = 499 32 18",0 5 i = 09:39 19%,5 5 (21 — B) = 11° 20' 56% 4 
1 iN Qc " Le . 2 f ” 
5% = 81 "6 Fs = 5997 45"2 Tt) = OT Any 
: (i, — i) =— 40 48! 25,7 
A 1 ANY d ” 
sin 5 (2, — Q) 9,293991 cos : (2, — 2) 9,991422 5 (P + @,) 1650 40" 50",7 
1 ae = 
sin - (i, + 2) 9,027659 sin 5 (;— 4) 8928254, 5 (®— @,) 11° 19’ 29", 
aes ; 3 | ee ae 
COs = (4, + 4) 9,997519 cos 3 (i, — 7) 9,998470 


sin 5 I sins ( + @,) 8,321650 


sin ; T eos 5 (@ + @,) 8,914676,, 


cos 5 (® 4+ @,) 9,986293, 

1 : Uy ” 
5 J 49 51 51,8 
J 99 48’ 43,6 


sin J 9,227847 
cos J 9,993709 
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1 
COs 5 Tsing ( — @,) 9,291510 


2 


1 
C08 7 F698 5 


: (D— D,) 9,989892 


Doll io eae 


@, 154° 2)’ 21", 


1 _ 
cos = (P—®,) 9,991460 


N = 0% — @ 


P = 360 — (2, + %) 


869 14! 24.9 


106° 34! 


"ea 
2" 8, 


83 
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Erste Methode. 


Man kann hier 7) und 2% aus obigen Elementen fiir den ganzen Zeitraum, welcher 
die Stérungsrechnung umfassen soll, berechnen. 

Im Folgenden sind die ersten Werthe zusammengestellt nebst den nothwendigen 
Daten fiir den Jupiterort (A, Linge in der Bahn, 7, Radius vector), welche aus dem 
Berliner Jahrbuche abgeleitet sind. 


0” Berlin Vo log COS Vo log 15 yy, logr, 


el ee eee 
| 
1866. Mai 2... . . |260°23/46/,1) 9,222288n | 0,545947 | 290°41'47",3| 0,712514 
Juni 11. . . . |266°23/16",1] 8,799361n | 0,542375 |294° 4’56”,8| 0,711295 


Juli 21. . . . |/272°28'46",7| 8636130 | 0,538749. | 297°29'14/,8) 0,710083 
Aug. 30. . . . |/278°40'27",8| 9,178456 | 0,535109 | 800° 54’ 40,9 0,708 886 
Oct. 9... . |284°59'24",6] 9,412246 | 0,531505 |304°21'14",5) 0,707710 
Nov.18. . . . [991°92/37",7] 9,561704 | 0,527969 |307°48'54",8 0,706558 
Dec. 28. . . . 297953’ 24} 9,669952 | 0,524562 |311917/40",8 0,705434 
| 


Im Folgenden wird man die Logarithmen von den Numeris leicht unterscheiden, 
da bei letzteren stets die Yorzeichen stehen: 


uw =A +P 
cos B, sin LI, = sinu, cos J 
cos B, cos L, = cos uy i ee Cie a ee 8) 
sin B, = sinu, sind 


4, = 1; cosB, sin(L, — 2) 
G7 sm By, 


t=4 + 0u—%y+N™N + Ou. 
du ergiebt sich erst aus der nachfolgenden Rechnung, in der Regel ist es am 
Anfange der Rechnung so klein, dass es vernachlissigt werden kann, bei dem weiteren 
Fortgange der Rechnung ist es im Voraus zu extrapoliren. Hier ist dw z. B.: 
aN; " 
E866; Mar 22 2. sede hee 
. 1 vt 
Juni II. Eee ne rg a! Se | 
Uli 2 aS Swe ae See eed 


«Ry diag Gi Gemeente eG) 


—&, = 1, cos B, cos(L, — | 
| 


Wo: 


Letzterer Werth ist hier bereits mit in Rechnung gezogen. 

Kbenso ergiebt erst die weitere Rechnung die Werthe fiir 0@ und fiir die daraus 
folgenden: 
_ 9@ 
Die ¢ werden bei den ersten Oertern nicht merklich. 


Vv 


vy « . JQ pie ‘ . qQaq a 7 7 y + 
Ks mag noch bemerkt werden, dass cos B,; sich am sichersten aus sin B, bestimmt, 
der Werth, welcher fiir cos B, aus den beiden ersten Gleichungen (15) folgt, kann als 
Controle dienen. Nun ist: 
A cos B cosL = & —@ 
A cosB sinL = », 
A sin B =—§,—e 


1 1 
a a 8 
g = wk? m, , 
1866. Mai 2,0. Juni 11,0. Juli 21,0. 
uy 37° 15’ 501 | 400 38'59"6 | 449 9176 
sinu, | ~—-:9,782105 9.813871 9,842.202 
cos B, sin I, | 9,775814 9,807 580 9,835911 
cosB, cosL, |  9,900834 9,880073 9.856532 
cos Ly 9,903119 9,882 720 9.859551 
hy 36° 51’ 538",2 | 40014 24",4 | 430 38" 25'10 
I 346° 38’ 11/0 | 352° 37" 41.0 | 3589 43/ 12,9 
Tet 50° 13 42"2 | 47036 43"4 | 44055! 12/1 
sin By 9,009 952 9.041718 9,070 049 
cos B, 9,997 715 9,997 353 9,996 981 
r, 0,712514 0,711295 0,710083 
sin(L; —1) | 9,885701 9,868.407 9,848878 
cos(L, — 1) 9,805 996 9,828 754 9,850091 
r, cos By 0,710 229 0,708 648 0,707 064 
de 4,204.9, 4,155 0, 5,04383, 
ry 0,545 947 0,542.75 0,538. 749 
v | 38,6590, 3.6126, 4,505 08, 
g, 9.722466 | 9,753018 9,780 132 
a —_ — —, 
e 0,516 225 0,537 402 0,557 155 
0 0,545 947 0,542375 0,538 748 
oo 9,366464, 8,598 725» 9,175 183 
ny 0,595 930 0,577 055 0,555 942 
sin L 9,999 246 9,999 976 9,999 624 
a 9,722. 466 9.753013 9,780 132 
A cos B 0,596 684 0,577 079 0,556318 
cos B 9,996 159 9,995 172 9.993.997 
x 9,399 475 9.418093 9,437 679 
90 4,200919 4,197 347 4.193720 


wo @ das bei der Rechnung angewandte Zeitintervall bezeichnet, also hier: 


g = (40k)? m. 
Um die stérenden Krifte in Einheiten der siebenten Stelle zu erhalten, ist: 
log (40k)? = 6,675 283 
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zu setzen, und fiir den Jupiter, also: 


log (40 %)2m, == 3,654972 


U-EEG Orn ie 
1 
R= gh K—90- 7G 
Z=g95,K 
fUdt 
3 — 80k vat | 1 | 
oe ae | * (0m Vp.) 
3 hk? 2? 
R=Rt*s 04 
== ty - By 
% == 1 + 3e cose 


1 : 
v(1 + > ¥) 3 e Cos % 
ov 


Oo 


a“ = Kp 1 4 


__ (40k)? 
Q 3 


me ge 
I 
L+ a0 


a, wo log(40k)? = 9,675 283 — 10, b= 


(0 o)" = R — 0, S, 
W = fUdt — 80k \pov (1 a 5”) 


1 
OU) ae ee ne 
ve 02 sin 1" 
Da W in Einheiten der sicbenten Stelle gefunden ist, so hat man, um dw in Bogen- 
secunden zu erhalten: 


ee oe 251 — — 2 
log ara (83144251 10) log @ 
zu setzen: 
40 3 
1 78 
ee By 8 
1866. Mai 2,0. Juni 11,0. Juli 21,0. 
ee 8.198 495 8.954.979 7 919N§s 
Aa OIO440 0,404 41 8,313 037 
] 
et 7,862 458 7,866115 7,869 751 
1 
0 1,141877 1,119 430 1,094690 
IN, O 4,796 849 4.774402 4,749 662 
gb 4,171197 4.192374 4.212127 
K tf 9297 8,025 788 8,118985 
aS 3, rae 3,407 985 3,435 104 
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1866. Mai 2,0. Juni 11,0. Juli 21,0. 
03. Ry 2,853 353, 9.890115 3,403 226 
o8 1,637 841 1,627 125 1,616244 
gt, K 4+ 126,16 + 165,26 4+ 914,34 
i 
0 — 250,81 — 282,90 — 391,19 
Ry — 16,48 4 18,32 4+. 61,23 
R — 141,08 — 99,32 — 45,62 
b; 5 at, <a ht: =) 16 
Cty 9,982592 9,993508 0,004. 403 
1 
v(1 + 57) 36,008 5 2,51n 
9,982 592 9,993 508 0,004.403 
1 
408)" 8,037 442 8,048 158 8,059039 
1 
I=; 4,853 4 4,909 2 4,9680 
b 8,020034 8,041 666 8,063441 
1+ - b 319 398 419 
b, 8,01965 8,041 27 8,063 02 
S, 1,2041, ILD Day 2,0441, 
0? 1,091 894 1,084.750 1,077 496 
= Ba 1,222 031. 7,229 675 7,236 929 
0? sin 1 
Ww 2,425 942,, 2.496141 3,029 084 
Z + 20,28 4 27,15 4+ 35,82 
B, Sz ris t.. 0,03 He 10,55 
B 8,037 73 8,048 47 8,05939 
1 : 
a 39 40 4] 
Bue Ute 
By 8,037 34 8,04807 8,05898 
s. 04487 0,4900 14864 


In dem obigen Schema und [Rechnungsbeispiel wird man mehrere Gréssen hin- 
geschrieben finden, die erst spiter berechnet werden kénnten. Dies ist geschehen, damit 
die Zahlen, mit denen sie verbunden werden, nicht zweimal hingeschrieben zu werden 
brauchten. 

In Bezug auf die angewandten Constanten ist noch zu bemerken, dass sie so ge- 
wihlt sind, um 00 und 0z in Einheiten der siebenten Stelle und du in Bogensecunden 


zu erbalten. 


Die Integrationen fiihrt man am besten auf besonderen Blattern aus. Im Folgen- 
den sind die ersten Werthe mitgetheilt, die nach Abschnitt V unmittelbar verstandlich 
sein werden. Der Anfangspunkt der Stérungen liegt 1866. Mai 22,0.; bezeichnet man 
also die zu integrirenden Functionswerthe fiir Mai 2,0. mit / (a), die fiir Juni 11,0. mit 


1 un 
(a + 1), so sind die Anfangsconstanten 'f (a “+ 3) und "f (a) gebildet nach: 


1 mal = 1 7 ra 1 
r(a4 5) = Fee) rc e Cee 


< Wh 1 ie eye 1 it ee ( - 
= — = = — a ~)— —. a —j)---> 
f(a) 5 h(a + 5) + aA ( +5) 1920/4 (4 + 9 
| log l/ Udt 
1866 x fe U =f, if fUat log f Udt (/ ua 
80k V 19 
(+ 89,85) — 536,91 
Mai 2. || (48,56) + 532,82 — 278,34 | 2.444576, | 2,444571, 
+ 98,41 = 410 [— 11,69] 
Juni 11. | +9,36 631,23 + 302,92 | 2,481328 | 2,481 333 
107,77 ++ 627,18 [— 10,51] 
Juli 21. || +9,66 739,00 + 987,25 | 2.994427 | 2,994 444 
117,43 1366,13 [— 82,01] 
Aug. 30. | +9,44 856,43 + 1784,16 | 3251484 | 3,251 464 
126,87 2999.56 | [— 186,94] 
Oct. 9. 983,30 
3205,86 


Die in () eingeschlossenen Zahlen, welche unter f; und fj stehen, sind erginzt. 
J Udt wird erhalten aus: 
T 1 I 11 IT 
(Udit Ii (a + m) — Ore: (a + m) + 790 2 (a + m). 


Die arithmetischen Mittel: 


fi (a + m) = [v(@tmt 5) +7 (a+m—5)] 


(atm +5) +8 (a + m— )| 


kann man mit Bleistift oder gefirbter Dinte zwischen die zugehérigen Functionswerthe 
schreiben, in vorstehendem Schema sind dieselben fortgelassen. Mit Juli 21. 
z DB. auf derselben Zeile zu stehen kommen: 
1 Fae I ‘ 
Sf = + 996,68 Fic 160, 
2 2 
woraus fiir dasselbe Datum: 


bol 


oo 


fi (a + m) = 


wiirde 


1 
LU dt.== + 996,68.— Bp: 112,60 — + 987,25. 
Nachdem /Udt gefunden, wurde mit Hiilfe der Zech’schen Tafeln: 
log | fUdt + ORI, | 
: (80k Vpo)- 


gebildet, wobei das Argument der Tafeln: 


log 80k Vpo — log f Udt 
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sein wird. Da letzterer Werth in Einheiten der siebenten Stelle gefunden, so ist hier 


log 80k = 7,138671 und also fiir Sylvia nach den angefiihrten EKlementen log (80 k Vp) 
= 7,408782. Addirt man zu: 


i ‘Udt)2 
log J ogee 1 Y | 
(80 i; Vp») 
rae ; eee bce aes : : 
noch log 80k \po = 0,408782, so erhiilt man log(@% R,) in Kinheiten der siebenten Stelle. 
Die unter /Udt stehenden, in [ | eingeschlossenen Zahlen sind: 


Wric= B0:% Vr sa) (1 4. : v), 


welche erst nach der Integration von (0 @)" berechnet werden kiénnen. Indem man die- 
selben von /Udt subtrahirt, erhilt man W. 
Im Folgenden sind die ersten Werthe von 0@ abgeleitet, wobei die Anfangswerthe 


ly 1 iW . . 
f (« + =) und "/(a) nach den oben angegebenen Formeln gebildet. sind. 


1866 th | +i | ig (J 9)!" if np Je 

Mai 2. | (+ 11,26) — 140,91 — 4,24 — 16,03 
| (+-1,81). | 41,75 Ses: 

Joni ii, || | + 13,07 — 99,16 — 5,97 14,29 
| +-1,78 54,82 100,89 

Juli 21. | | 14,85 — 44,34 106,86 110,62 
SE | 69,67 | 145,23 

Aug. 30. | | +16,60 | “4 25,38 252,09 | —250,05 
| | +8627 | — 119,90 

Oct. 9. | | + 111,60 — 371,99 
I 

Es ist hier: 


iW 1 ! 1 IT 
do = "f(a + m) + a (9) — a 0 (a + m) 


und: 


(9)’ = R — b,S,. 


Hat man die Rechnung z B. bis Aug. 30. beendigt, so kann man mit dem ge- 
fundenen (0 @)", = + 25,33 schon "f fiir das folgende Datum Oct. 9. bilden und erhilt 


dann S, = "f+ - (x — = a). Fiir Oct. 9. findet sich nun ®R — + 106,96 und 
da, wie man mit einem Blicke sieht, fj etwa = + 18,3, so wird: 
il i , 1 
—" ee ee en fe eee ee OTL, —— + 106,05 == = 363,15. 
S. = "f + xy (8 xi) 371,99 + = + 106 3 


Es ist ferner fiir Oct. 9.: 


log b; — 8,105 986, 


(89) = R — b, S- = + 106,96 + 4,64 = + 111,60. 


r: : mA 4 . : me 4» Ue ir rel vel ay € 5 y 
Mit diesem Werthe bildet man wieder "/ fiir das folgende Datum u. s. w. 
0 
Nachdem O@ und hieraus y = — gefunden, berechne man v (1 -+- 9 und: 

0 


— 


— 1 
Vis 80k Vp. V (1 + x”): 


— 664 — 
Fir Aug. 30. ist z. B.: 


1 
log 09 = 2,398027, logy == 1.862.921, | log v (i aa 5 v) me lero eA 


il —— 
log 0 0,535106 | log (1 ate 7”) —— 2 | log (80% Vo) = 0,408782, 


also: 
W, = — 186,94. 
1+ Y wird mit Hiilfe der Zech’schen Tafeln berechnet, das Argument ist hier: 
7,301030 — log »v, 
weil v in Einheiten der siebenten Stelle gegeben ist. 
Den Werth von W, kann man, wie oben erlautert, 
und erhilt dann W = /{Udt — W,. 


Die Integration von: 


gleich unter /Udt schreiben 


1 
a ae 
(ou) 02 sin 1" Me 


ist Ahnlich der von /Udt, ebenso wird z in ihnlicher Weise erhalten wie 0 9. 


1866 it Wie (0 w)! Ot ou 
+ 0,404 
Mai 2. — 0,445 + 0,115 
+ 0",977 — 0,041 
Ajom Tah + 0,336 + 0",532 + 0,130 
. "hia + 1318 4+ 0,491 
Juli 21. 0,301 + 1/845 + 17,291 
+ 1,614 4 9/336 
Aug. 30. + 3/459 + 3/921 
+ 5,795 
1866 if to AM ae he 2 
Mai 2. (+ 1,16) 4 20,25 seq ae + 2,80 
+ 6,87 — 0,29 
iis les +- 1,48 27,12 0,83 3,08 
8,35 °6 83 
ite Oe + 1,80 5,47 Bg asic 97,66 30,61 
r 10,15 62,3¢ 
Aug. 30. (+ 2,1) pee 5,62 89,96 93,85 


Die weitere Rechnung gestaltet sich wie folet: 


Nachdem man z% B. die vier ersten Werthe gefunden, extrapolire man 00, Ou 


und ¢ fiir weitere Daten. 


Winezaisteee 


Damit ergiibe sich: 


weiter zu bilden, wiirde man etwa die dritte 
Differenz als constant und —= + 0,3 annehmen. 


f% fi a ‘i i. 2 
a a ee ee ee 
1866. Aug. 30. ds 54 + 45,6 + 90,0 
es +- 12,9 + 107,9 
ct. 9 2,4 57,8 197,9 + 208 
14,6 ; 165,7 
Nov. 18. | yy 72,4 363,6 370 
17,3 238,1 
| ao 
Dec. 28. | (0) 89,7 601,7 609 
| 20,3 327,8 
1867. Febr. 6. 110,0 929,5 939 


Fiir 0g und dw wiirde man etwa annehmen: 


de Ou 

1866. Oct. 9° . . . —362 + 8",3 
Nov. 18... . —862 14".6 
i) ee |: hake aay 7 23,0 
1867. Febr. 6 . . . +417 Oo ei, 


Diese Werthe sind nun bei der Berechnung der stérenden Kriifte zu benutzen, 
aus denen man dann Oe, Ow und ¢ strenge erhilt. Darauf ist wieder fiir weitere 
Daten 00, du und z durch Extrapoliren genihert zu bestimmen u. s. w. Es lasst sich 
nicht leugnen, dass diese Art der Rechnung nicht angenehm ist, doch ist dies der 
kiirzeste Weg, um die Stérungen strenge zu erhalten. 


Verwandlung der Coordinatenstérungen in Elementenstérungen fiir die neue 
Osculationsepoche 1868, Noy. 27,0. 


Um die fiir die Verwandlung nothwendigen Gréssen bilden zu kénnen, mégen zu- 
nichst die bei der mechanischen Quadratur benutzten Endwerthe folgen: 


1868 | sity fa +e U tf fUdt 
Sept. 28. + 82,67 — 2045,63 + 10430,47 
— 28,02 + 37,54 + 9407,79 
Noy. 7. 54,65 2008,09 8397,98 
| (—18,8) 92,19 7399,70 
Dee. 17. 1915,90 6432,79 
5483,80 


1868 | eM ” 0 d 0 tite (0 eo)! i i d 0 


a —————————_——————————————————————————— 
) — 10,2 55,46 — 920,68 | 4+— 135.431,06 | + 135 354,1 
oe + 10,46 bas — 388,49 | 4.13950,66 3 
Nov. 7 || (—9,7) + 65,92 1309,17 | 149881,72) 149272, 

(+.0,8) — 322,57 1264149; ce 
Dec. 17. || (—9,0) (+ 66,7) 1631,74 162023,21|  161887,0 
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1868 fy 0 fo (Fw)! f Ju 
te See eee 
Sept. 28 4 21,565 — 178",524 — 604",29 
é +0",580 — 19,810 — 695,327 F 
Nov. 7. 3145 — 198",334 — 792,97 
(+.0,303) — 16,665 — 893,661 te 
Dec. 17 3,448 — 214/',999 _ 
ae y — 1108",660 
1868 a ii si 2" if z 
Sept. 28. + 10,12 — 148,44 + 33599,76 | + 33587,3 
a7 — 86,67 + 3487,50 
Nov. 7. 12,29 — 235,11 37087,26 37067,6 
(0,00) — 74,38 3252,61 
Dec. 17. (+12 — 309,49 40339,87 |  40314,0 


Aus vorstehenden Daten sind nun zunichst fUdt; 00, (00); Ou, 2, 2 fiir 1868. 
Noy. 27. abzuleiten nach: 


frede=r(otm4 5) +3q|A'(a+m+5)— = "(atm+s): | 
pee (a | om + 5) = fi ar) ee (a4 m 4 5) sooty | 


Ks wird z. B.: 


ieee 


24 


ie 


(— 1470,46 — =. 66,3) — 4 155 764,33 


Lé 
240 


Hierbei ist zu beachten, dass die Zeiteinheit 40 Tage betriigt. 


1 
(Sey = f(Ge)"dt = + 1264149 + & (— 322,57 — 0,8) = + 12628,05. 


Nachdem man nun noch rp und v fiir 1868. Nov. 27 


- berechnet, kommen folgende 
Formeln zur Anwendung: 


k, = @k, wenn o das der Rechnung zu Grunde liegende Zeitintervall, also hier: 
1 Z 
k, == 40% log oS 0,162 3586 
Wik 
| Vow 
(U,;) = — fUat 


5 fare us y U SINS ee ! 
! =F (oe) “=p 


vy 


Ey = M) aa € sin Ly 

ua 

— = 1 — acosK, (Argument der Zech’schen Tafeln — log ———— 
0 €) cos Ey 


sin — 


1 Geel 
9 (v% — EK) = / sin a Qo sin Hy 
t= + M+ dou 


r 


; &) SiN v 
eee re *  e) = o) + 2 
0 
e=n+d0e=—n (1 + »), ee 
0 
1 2? 1 et 
xO e oe... 
=etf=n+0r, wodr=—f£+ 00 
,_e2(e’) (le? 8 et 
i= (5 sg) @) 


(Ory = & +s! 


tg 1 sin (1 — K) = it 
( ) : 
St \ ee t 
tg I cos (1— K) = 2 ca : AS, 
VPo + (Ui) 


Au=|t 5 Psin2Q—K)--| : 


sin 1" 


0p = (a) + 2p sin 2 ie] sec 1 


2 

0 Vp 
2 Vo 
nsinN = Vp (Ory + (ro) 8 \p 


) 


esin(v — v) = nsin(N — w) 
ecos(v — %) = & + neos(N — w) 


Pp — po = bp = 24.0 Vp (1 + 


) 


p 
Se 
ro 


1 
ncos N = (%» 


1868. Nov. 27,0. | 1868. Nov. 27,0. 
do + 155 764,33 sin Ey 9,9138609 
E | + 38725,02 cos Ey 9,757 5753 
du — 894,36 1 
, 1,3475380 
- 1 €y cos Ky eee 
cee eee log "° — 0,0199613 
(0 0)! + 12628,05 dg 
a! + 3249,51 
—_ : 2 : 1 - 
in —@ sinI 8,508 0529 
(U;) 7,031802 Si eins » 
te (0 9)’ 7,263696 log = + 0,009 9806 
yy 0 
Z 6,674177 Pheae 
@) es | = @ — Ey) 1° 53’ 20,445 
M, 519 24’ 18",07 es Eh 30 46! 40",89 
Bp 559 5! 37,29 
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1868. Nov: 2r0,| 1968. Nov. 27,0. 
| ee ee eee 
% 580 52/18",18 (0’) 8,578 804 
M 860 14! 24,90 ame 
= (oD S374 
De HaNG 145° 6'43”,08 ae 
Ou — 14'52"36 & 4,126044 
l 1449 51! 48”,72 1 
: = 8 0,223 939 
ro 0,522.9450 . 
99 8,192468 2 (#s) 4,262 168 
g 4,349.98 r 0,524.9698 
Z 7,587 991 
d e(zé 
0 0,5249694 a) 3,737 20 
& 
ae 7,063022 Dee 
0 , mal iD 9,403 82 
sin Vo 9,932 480 Vp 0.270111 
4 0 = 
a 8,624776 (%) 7,031802 
Po 
a Ste e (¢’) 7,199 146 
(r 0) 8,557 2.56 Z (o') 6 166 795 
1" 
a(d— 7,263 696 a, 
( : °) i e(¢) — 2(0') | 7,156839 
¢ 3,71656 {pps (Ge) 0,270362 
tg I sin(l— K) 7,063 022 
tg I cos(I— K) 6,886 477 


e2 — ¢) = 0 (e2) = 2egncos(N — wm) + n? 


. 0 (e”) 
sin (Y — go) = ——— 
sin (p + Qo) 
_ Op + aod (e?) Ay 
b= i 
p 18 

log — = — log (1 

y = — ty (8) 

nN = MN — : te pb OSD 

am tel Fi Tet 
wo C= |/1— 5 Bund D aus Tafel IT zu entnehmen, wofiir meistens geniigt: 


n= Nn — 


3 1 
») n B yi Eo B. 
We=t14+O0>y+a,+ 04 


% = W, — (l — K) 
cos g sin Q = sinT cos Wo 
cos q cos Q = cos 


sin q == Sil Saw, 
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also : 
tg Q = tol cosy 
sini sin A 8 = sinI sind) = sing 
sini cos A 8& = cosg sin(ip + Q) 
cost = cosg cos(iy + Q) 
8 = §3o ao \ §2 
PS OL AR, 
wo: 
1 
2sin > @? 
AQ=— ait M9 (oo + 9) 
ee hing: Rea oo 
sin > AY = — cos 5 (to + @) sin = Ly $8 seel 
Ao = — (v—w) + du+ Av+ Au 
o— a + Aa. 
1868. Nov. 27,0. 1868. Nov. 27,0. 
| 
sin (l — K) 9,920 289 Op 7,603 794 
eee 560 20 15,2 Do 
: ——— ‘oy? 
tg I 7142733 mars aU i 
sin 2 (l — K) 9,965 06 dp— Sor 8,086178,, 
1 0 
tg 3 i? 3,683 41 7 0,524 970 
sin 1 ; Vp.(Ory 7,534181 
or ge ae (r',) 8 Vp 5,589 783 
SOF ies 1 Pte 
2 po sin 2 T? 4,25455 n sin N 7,539 089 
1 n cos N 7,561 208,, 
2 po sin 3 I?+(U,) 7,032527 cos N 9,860 262, 
sec I 0,000 000 N 1860727530" 2 
i) 1,08202 1. rs 
pase eh es N=, 77° 35! 12,0 
2V 00 0,571 141 sin (N — %) 9,989 727 
dp cos (N — %) 9,332 363 
1 + —-. 126 n 7,700946 
eee & 88948867 
or 8,192 530 n COS (N toes U) 7,033 309 
Po ( rf a ass = 
To. OTA € sin (v — Up) 7,690673 
Vp 0,270362 ecos(v — %) ake 
cos (v — W) 9,999 1766 
Vv — 30 31’ 37”85 
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1868. Nov. 27,0. 


1868. Nov. 27,0. 


e 8,901 6426 cos q sin Q 6,034324,, 
@ AN; 34! 23/576 cos q cos Q 0,000 000 
gp + g% 90 4! 32/86 Q — 99! 399 
ea) 10° 55! 8”,08 
2 ey n cos (N — v%) 6,229 226 
n? 5,401 892 sin(io + Q) OT ALD 
d (ec?) 6,289479 cos q 0,000 000 
sin(@ + Po) 9,197 944 sini sin A 823 7,141411, 
sini cos L\ $2 9,277 425 
do ae cos LA 9,999 988 
AG Sep ee A 8 — 25! 8,01 
Op 7,603 794 i 
ay 0 (e?) 6,832 385 sn > 3,680 76 
p 0,540724 ait : 
log — 0,0005876 AQ + 1,03 
ES i 10° 55’ 9",11 
a 0,543 4939 1 
5 (i +: to) 10° 55’ 19",7 
3 No 3,212768 
1 
2 Ceaidet cos = (6 + ty) 9,992061 
1 
yi—ze — ii sin > A Q sel 7,562948,, 
log An 0,042577, = Aw to SO" S47 
An — 1”,10300 : 
n eae 50 pee (v a v%) == OPS TE 37.85 
M + @ + Ow | 321° 52’ 8,92 Ay + 24' 40,69 
Yo 265° 31! 53",7 dw — 14! 54,36 
sin Wo 9,998678,, Au ake 0",09 
COs Wo 8891591, Ao | —3° 21' 51".48 
sin IT (eas @ 259° 52! 53”,67 


Mit Hiilfe der gefundenen Werthe ist nun noch M zu rechnen. 


sin 0D) — . Sen M 


E 


62° 23’ 56,03 
9,947 529 1 


8,600 9586 
8,548.487 7 


9,992 1229 


1 
ye eat) 
0 —— A, 


1° 59! 23,464. 


3° 58! 46',93 
58° 25’ 910 
9,9303898 
4,2160678 
3° 53! 30,63 
| 549 31! 38",47 
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Die neuen Elemente sind also: 

Oscul. und Epoche 1868. Novy. 27,0. 
M 54° 31' 38.47 
@ 259° 52’ 53.67 | 
$& 75° 57’ 35",19 | mittl Aequ. 1870,0 
@ 10°56’ 9”.11 
gp 4° 34’ 23,76 
n 542',95750 

log a 0,543493 9. 


Zweite Methode. 


Man rechne ®, ®,, J, No, P ganz wie auf 8. 657 erlautert, darauf v, r nach den 
Formeln (6), womit 1 = v + M, loge = logr + w, wird. (Unter log werden wie 
friiher stets Brigg’sche Logarithmen verstanden.) 

Fiir den Anfang der Rechnung, wo 0M und w, noch nicht bekannt sind, kénnen 
diese Gréssen vernachlissigt werden, sie sind aber in Rechnung zu ziehen, sobald sie 
merklichen Einfluss gewinnen. 

Im Folgenden ist zugleich die Reihenfolge angegeben, wie etwa die numerischen 
Werthe bei der Rechnung unter einander zu schreiben waren: 


% =4,+P 4, =Acos B sin L=1, cos B,sin(L,—1) 
sin Uy E,— 0 = AcosB cos L 
7 ie: sin L oder cos L 
cos B, sin L, = sinu, cost = 
cos B, cos Ly = cos uy £, —2—= AsinB 
cos Ly A cos B 
L, cos B 
155, No 1 
0 ae 
L—t=i—M—? ay. 
z ee = 3 
sin By, = sinu, snd Ay 
cos By rs; 
ry —- as a = ae 
See = 71 Q 
sin(L, — 1) No 
cos(L, — 1) Vin, 7711.9 (wo g = o?k?m,) 
7, cos By 
2 i, 
cos (L, — No) (2) bs 
(3) = We; S 
&, = 1, cos B, cos (L, — Np) (wo ve gM 10-") 
- Po 
& == fr, cos B, cos(L, —?) ; : 
Q | 1 
aan 
&, = 7, sin B, Hc —*) 
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; b 
kV po l+ a 
2k2M —) & 
= = 10 
ai Mm Q° (1 ers , by 
Gy = (2) K a 1 
G, = (3) K beers 
pe ob S»  (siehe S. 651) 
(4) = Few 
Gy = Gy See ain Ee - (5) = ( on E—2”) no 
— oe Bae Uae OM) =—=(¢4 5 
0G Te ee Oy) ee) 
ey ee ee 
by Sw 1 
[wi = G — dB, Sw] lesbaige 
' B, 
Q ‘ : 
‘ he? «02 S, (siehe 8S. 651) 
= 
ie By Se 
1 
CE las aii ia ha 


Ueber die Integration von w; siehe S. 651 und die dritte Methode. 


Verwandlung der Elemente. 
eee 
yaaa 


wo @ das Intervall bezeichnet, fiir welches man gerechnet hat. Ist @ = 40 Tage, so wird: 


1 
/ 
1 : 
(") = — log 757 = 051623586 
Vr 
U;) = — F. 
( i) @ No e 
eo Shay! 
~ @N ‘ 


Die Gréssen w',, 2’, F, (0 J)! sind unmittelbar aus der Rechnung zu entnehmen, 
sie beziehen sich also auf das Intervall o. 


: 1 
% = cv —], logo, = 0,3622157 + logw, + = M+ 4 


=. ‘1 23 1 ¢ 

logo = logr + w, Geer Giana 
y — (1 & 2 ee LOSE w! — e(z') (5 a 3 =) t 
=O + gS lo eG), eg a 


dr =ar+e 
tgI sin(l — K) = = 
Q 
tg I cos (l — oe 2) ie 


Vm + (0, 
‘ 1 s l 
Lu ==} tg a I? sin2(l — K) | ———- 


sin 1" 


meen are PAL 
oly = jen + 2V po sin ae | beet 


Pp — pm = op=—2Vn 0 a LT 
0 / \ Vi + 52) 


0) 


VP +610" 40, =a 
‘p 


/ es ai 
n, sin Ny Vn -ensinv.a + Vp [o(w') + &'| 
0 


n, cos Ny = — ~ (8% Sy e r) 


esin(v — v) = ee —%) 
ecos (v — v) = & + m cos(M, — 2) 
e? — e? = 0(e2) = n, [2 e cos(N, —v) + 1 | 

0 (e) 
sin (p + Qo) 
Op + ay 0 (e?) 

p 
1 

ie, l= 8B 
n= 1% — = mBC.D (siehe Tafel IL) 


sinAg = 


i 


cosq sin Q = sinTI cos Wo 
cosq cos Q = cost 
sing = sinl sino 
sini sin LA 8 = sing 
sini cos A $3 = cosq sin(ip + Q) 
cos i = cosq cos(iyn + Q) 
2 sin = q? 
pa ed Og 
1 
sin 3 NANG em — cos 5 (¢ + to) sin L\ $8 see I 
Ao =—(w—v+ Aut+Ap 


SY = RN +tAK o= oO, Ao. 
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Dritte Methode. 


Nach dieser Methode wurden ebenfalls die Jupiterstérungen der Sylvia fiir den- 
selben Zeitraum wie nach der ersten Methode berechnet. Das folgende Beispiel giebt 
die Rechnung fiir den letzten Ort 1868. Dec. 17. Die Elemente der Sylvia sind die- 
selben wie 8. 657. Die geniherten Stérungswerthe fiir diesen Ort wurden vermittelst 
Extrapolirung wie folgt erhalten: 

AM = — 20! 50",7 OD sae 820.0) 
Ww, = + 23040 ww’, = + 1839 z= + 40314. 

Letztere drei Werthe sind in Einheiten der siebenten Stelle angegeben und w’, 
bezogen auf das Intervall von 40 Tagen. Die Rechnung ergab ferner: 

Vo =-61° 45’ 0773 logr = 0,524378, 
also: 
L= V+ Ny + 0m = 619 53’ 543 + 
logo = logr + w, = 0,526682. 
Zunichst werden ®, ®,, J, Ny), P wie auf S. 657 berechnet, darauf wieder: 


wm =A, + P 
cos B, sin I, = sinu, cost 
cos B, cos L, = c0s uy 
sin B, = sin, sind 


—, = 1, cos B, cos (I, — 1) 
4% = 1, cos B, sin(L, — 1) 
6, = rj sin B, 


A cos B cosL = &, — @ 
\ cos B sin Ly =n, 


A sin B Sl ae 
K i! 1 
= Ra ae 
g = o°k?m, oder, da das Intervall @ hier wieder zu 40 Tagen angenommen wird 


und m, die Jupitermasse bezeichnet: 
logg = 3,654972 in Einheiten der siebenten Stelle. 


U = gKm 0 
de ye NT, & amie log Mtg == 3,292756 
9 x 
Xe 
1 
Hy; —S of ‘ e(/Uat), 
wo 
(fUdt) ==" fUdt (1 + ‘i =) 
80k V po 
c= MN. 80kVp, logM . 80k = 9,7764556 


loge = 0,046566 
A =H, + H+ 
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| 1868. Dee. 17. 1868. Dec. 17. 
ee 
a 16° 12’ 51,2 1 

Uy 1220 46/ 54/0 ey 9,613 402 
1 
sin Uy 9,924 662 Aa 8,840 206 
COS Uy 9,733 550, 1 
cos B, sin L, 9.918371 a) 7,916086 
1 
sin Dy 9922799 |g. 
I, 1230 g/ 38,0 oO 0,120929 
I 148° 7! 30,2 n,Q 0,842 263, 
iy nk 3350 2! 78 
gi 
sin B, 9,152509 ie ee eae 
cos B, 9,995 572 IN; @ 4,497 235 » 
r 0,694.638 
K 8,785 137 
sin (I, — 1) 9,625 371), aS) 3,502 119 
cos (I, — 1,) 9,957 401 : ; 
r, cos By 0,690.210 (f Tat) 8,808 508 
c(f Udt) 3,855 074 
‘s 9,847 147 Qt 2,106 728 
z 7,605456 ° I, 4 158,060 
é 0,647 611 156) — 135,819 
0 0,526 682 H, + 56,020 
ew: 0,033 295 Hy + 78,261 
m1 0,315581,, Ew TI ae PAG62 
cos IL 9,947 664, i 4 77,599 
Se 9,844 650 — by Sw — 286,134 
A cos B 0,367 917 o? 1280016 
© Js 
cos B 9,981 319 b 8,095 237 
y == Pip? 
by 8,094.085 
1 
Maar 449 
3 Role es (1w',)? 
[XE = 2 «2 ke? 0° = mM jal —= Hy + AN ED 


3 : 
log 3 (40k)? = logh = 648916 (Kinheit der siebenten Stelle). 


Hier ist z. B.: 


loge? == 5,2109 log 0° = 2,6334 
log =e 2.5070 log ie == 9.0667 
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9 * g2 
oe a= Tayi? 


Mit w’, = + 1839 erhalt man aus Tafel IT: 


(w'?) 
ea ot 
ye melas 
folglich : 
AH = 0,117 — 0,779 = — 0,662. 


QB  2h2 23 
Das Glied 7 maliee 


in Z,, wo log = (40k)? = 6,8514, giebt hier erst eine Kin- 


heit der zehnten Stelle und kann also vernachlassigt werden. 


Z= 9G 
2 I)? 
5» — Ow? Oars 
@? 03 A3 
logy = — 3m +7 
b 
b, = at B, = see 
1 aks — 
Tig ae: 
wy — H es Dy Su 
gl — Z <> B, S, 
(A My = — 2%, 
wo 
80 
log Y2% == log w, + log eS rs a 
mM 
80 
log sy, = 22653057, 
da: 
a3 ar eh ‘ 80 No m9 
logy == 2,7356472 so wird log ay ee ae 5,000 953. 
Endlich ist noch: 
OO) Udt. 
Co 02 sin 1” pnd 
1868. Dec. 17. 1868. Dec. 17. 
bo 8,093 636 log Wy 7,362 484 
Sie 4,362 934. WW; 2304 
(log w,) — w, 7,360180 
4 ¢ 3 ) / > 
Z + 198,76 log (A M) 2.361133, 
— Bp, 8 — 503,25 (A My — — 999" 685 
B 8095237 |____~ ce oe a 
es 5,495 18 ae iy 928 
Be 5,495 1 Sn {Udt 2,122 824 
B 8,096 326 @? 1,053 364 
bor = F 459 (0 @)! + 17,734 
B, 8,095 874 
8 4,605 908 
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Es mag noch wieder daran erinnert werden, dass nach S. 651: 


Ip 1 , 1 a 
S= "(a+ m)+ 15 x — 340 f° (a +m).. 
also: 1 1 
‘She —- We pi pena Be aie a ow 
ara Pe) om!° 
; i 1 
ANG =—_ uw u ae y, ww 
aad r 79 4 — 999 fo 


Wie aus den obigen und folgenden Werthen hervorgeht, ist in obigem Beispicle also: 


92aK7 jee ee 1 
S.'= + 23057,499 + — (77,599) — — (7,91) = + 23063,93 


2 240 
s, = 4+ 4033987 + + (193.76) — 4. 123 355,97 
Dz — Z Odo i + 12 (193, ( 6) —— 540 ( 12,3) = +- 40355,9 is 


Ableitung osculirender Elemente fiir 1868. Noy. 27,0. 
Als Beispiel mége auch hier die Ableitung osculirender Elemente fiir 1868. Nov. 
27,0 gewahlt werden. Die Grissen /Udt, ¢, 2’ sind dann dieselben, wie die S. 668 
angefiihrten, die Werthe fiir w,, w’,, A und 0@ sind aus Folgendem zu entnehmen: 


1868 fe | i | me my a mi 
| | 
November 7 | + 7,54 | | — 158,999 + 21125,717 
| (+ 0,87) | — 49,536 | + 1931,782 
December 17 | (+ 7,91) | — 908,535 + 23057,499 
ees. tf 5 oe | ee (A MY vr 
November 7 | | + 1591 — 210,562 
| (+ 0,48) | — 19,123 — 1249’ 936 
December 17 | | (4 207) — 229" 685 
1968 | of fo fy (dw)! ts 
eee | ) 990 | pes 
November 7 | + 0,220 + 15/563 
| (4 0,20) — 3,829 + 473,312 
December 17 | (+ 0,42) a 17384 
| 


Die eingeklammerten Zahlen sind extrapolirt. 
Sind w’,, <, /Udt die Werthe, wie sie unmittelbar aus den Integrationstabellen 
erhalten werden, so ist wieder zu beachten, dass sie sich auf die der Rechnung zu 
oI ] o 


Grunde liegende Zeiteinheit — die hier 40 Tage betragt — bezichen. Setzt man daher 
k, =: 40k, so kommen hier folgende Formeln zur Anwendung: 
Uy 
w 1 
/ 1 Ee TAS 
(ig) = = log —~ = 0,5245743 
; k, M ” ky M : 


' 1 ieee, 
(’) = a log G- = 0,1623586 (U,) = 5 Uae. 
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:r und V werden nach den bekannten Formeln aus M+ AM = M,, & und a 


berechnet. 
logo = logr -+ W, 
A= 651s V LOa: log A = loge) sinV — wy, 


(@) = + ew) 


1 2? 1 ¢4 ; 
galing aa)? ae 
1 2? BE 2 (2) , 
e=-G5-$45)@+2 M=@+! 
oH == c= I logo, — 0,3622157 + logw, + 5 w, + n (siehe Tafel I). 
| 1868. Nov. 27,0. | 1868. Nov. 27,0. 
1, + 22099,33 | sin V 9,930728 
Z + 38725,02 ey sin V 8,825 615 

AM == 20° 507,734 10-™ aN) 
do se AT 3.159 A 8,823 405 
Ww’; SE apace (U,) 7,031 802 
a + 3249,51 ey 560 20’ 15,2 

fUdt + 7403,60 tg I 7,142733 

a 0,092 

My 1° 24’ 18”,07 3 2 5 ites 

AM — 20' 50",73 ; - Bee ae 
uM, B10 3! 27"34 EX Lee 
E, 540 3! 47" A6 \ Po 0,270111 
V 580 99/ 30",68 poe Seite 670 
M 869 14’ 24,90 0) p “ye 

les 6,762.41 
V+ N | 1449 43" 55",58 Vi sg 

da + 7! 53"15 Cl 7,707 700 
1 144° 51! 48",73 é 7,655 415, 
logy 0,522 7595 wy 6,285 494 
1, 4+ 22099 (w’) 6,810068 

log @ 0,524 9694 @ (iv’) 7,000 037 

—_ ! ‘ re 
g ed es }. ¢! oh + 
e! 3.71656 Pe eee 
: ae \p 0,270 362 

log Wy, 7,344379 B 7,605 504 

log w 7,706 595 A& 6,478 820,, 

| _— 

5 % 1105 V, TOT TOT 
” 0 Po Vy; 8,247 979 
0%, 7,707 700 Op 7,603 794 
E Pp — Dor, 8,136 220,, 
z 3,827 22 r 0,524.970 
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; : zg 

tgI sin(l — K) = mn 
tg I cos(l — K) = o (2) — #(¢') 
V2 + (U;) 


A 1 . 
Au = tg > PF sind (i — K) 


sin 1" 


sec I 


vp = on) + 2V po sin : RP 
p— p = Op = 27 pd Vp (1 | ) 

2 V po 
._ Op 
V Po 
R = Vp [oe (w’) + &] 


VY, = & + = (Ks ist 0dr = v, 1) 


1 


m, sinN, = A&+ B 
%, cos N, = - (0p — por) 
esin(v — V) = n sin(N, — V) 
ecos(v — V) = & + n,cos(N, — V) 
e? — e = O(c) = 2e n,cos(N, — V) + n2 
0 (e 


_ 9p + a9 (6?) = 
a yo a 1—8 


a 
_ 


B 


=" — = no. C.D, 


1 
wo. = ji- 3 B und D mit dem Argument log C aus Tafel II zu entnehmen ist. 
9 =1l+0—(— K) 


cosq sin Q = sinI cos 

CO3q° Cos <== cos J 

sin g = sinl sin 
sini sin L 8 = sing 
sini cos A 83 = cosg sin(%) + Q) 
cost = cosg cos(iy) + Q) 


8 = $8) + AS 


ane 
i= + 04+ — Hr ol le + @) 
Pm, een ee 
sin = AY = — 08 5 + a9) sin 3 LAN 8 seel 


Ao = —-(v—V)+da+4+ Aut Ay. 


680 


a 


1868. Nov. 27,0. 


1868. Nov. 27,0. 


Ny sin No T,D71 787 2e)n,cos(N,—V)| 6,215 224 
Ny cos No TONLE 290; Ny 5,485 858 
cos Ny 9,868 321, : 
N, 1370 35! 58",4 0 (e?) 6,289 485 
sin(p + Qo) 9,197944 
i= V 79° 6! 27",7 Ag 4 254,66 
sin (N, — V) 9,992 104 
cos (N, — V) 9,276 378 do O(c?) 6,832 391 
ny 7,742. 929 A OU 
dp + a O(c) | 7,671 711 
eo 8,894 886 7 p 0,540 724 
n,cos (Ny — V)| — 7,019307 B 7,130987 
esin(v — V) | — 7,735083 log — 0,000587 6 
ecos(v — V) 8,9006322 : 
cos(v — V) 9,998 9895 dN 3,212 768 
(== Ve + 30 54! 25,42 Z B 6,829 957 
¢ 8,901 6427 -——— 
y 40 34! 23.8 i —>B — 147 
log An 0,042 578,, 
An 


i, 54, AW finden sich genau so wie 8. 670: 


—(v— V) | —3° 54! 25",42 
0@ + 7! 5315 
Au + 0”,09 
Aw + 24" 40",69 
A @ — 89 21’ 51.49 


Berechnet man nun J aus: 


vo =V+ w— ZV) = 620 23’ 56”,10 


so erhalt man: 


M = 54°31’ 38".54 


so dass die neuen Elemente sind: 


und 


> 


—1",10301 


p = 4° 34! 23.76, 


Osculat. und Epoche 1868. Noy. 27,0. 
M 54° 81’ 38.54 
@ 259° 52’ 53,61 | 
8 75° 57! 35",19 ¢ Mittl Aequin, 1870,0. 
i AQUSH OT 
@ 4° 84) 08°76 
nv 542.957 49 
log a 0,543 4939 
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Vergleicht man diese Elemente mit den auf S. 671 gefundenen, so findet man 
eine vollige Uebereinstimmung, denn die kleine Abweichung in M von 0,07 hebt sich 
mit der entgegengesetzten in @ von 0”,06 fast vollstiindig auf. Bei der Grésse der 
Stérungen war iibrigens die Berechnung mit sechsstelligen Logarithmen an der Grenze 
des Ausreichenden. 


Es diirfte noch interessiren, den Betrag der Glieder héherer Ordnung zu erfahren. 
v 1 “ y y os he y . « . ; ra 
Zu diesem Zwecke wurden nach der ersten Methode die Stérungen  erster Ordnung 
berechnet, die sich im Folgenden fiir den letzten Ort 1868. Dec. 17. zusammengestellt 
finden : 


erster Ordnung strenge Werthe Differenz 
fUdt 4 662752 | 6432,79 + 194,7 
de + 161456,2 +. 161887,0 — 430,8 
Ou - 1003/39 999”,92 — 3847 


Hatte man die Grésse ¢ bei der Berechnung der stérenden Krifte vernachlissigt, also: 
At = (€ — 0)? + a + & 
EP Sale — OP ee my a Se)", 


so hatte dies fiir den letzten Ort eine Abweichung von 50,9 Einheiten der siebenten 
Stelle in @ oder 6,6 Einheiten der siebenten Stelle in log @ hervorgebracht. Der Ein- 


gesetzt, statt: 


. 1 9 . : ” 
fluss des Gliedes mM w'?, welches bei obiger Rechnung mit in w; enthalten ist, wurde 


noch besonders nach Gleichung (KX) 8. 646 berechnet und fiir 1868. Dec. 27. gefunden: 
dw, = — 40,38 (Kinheiten der siebenten Stelle). 


Sind nun auch die Stérungswerthe nicht immer so betriachtlich, als die hier als 
Beispiel gewihlten, so wird man sich bei Vernachlassigungen doch stets durch nume- 
rische Priifungen, etwa in grésseren Intervallen, versichern miissen, dass dabei das End- 
resultat innerhalb der vorgesteckten Grenze sicher erhalten werde. 

_ Die Anwendung der strengen Formeln ist besonders bei der Berechnung der 
stérenden Kriifte unbequem, da man diese Rechnung nur successive ausfiihren kann. 
Die erste Methode hat yor den beiden anderen den Vortheil, dass man den Radius vector 
und die wahre Anomalie gleich fiir den ganzen Zeitraum der Stérungsrechnung berechnen 
und durch Differenzen priifen kann, wihrend bei den beiden anderen Methoden die Be- 
rechnung dieser Gréssen schon eine geniherte Kenntniss der Stérungen voraussetzt. 
Dass O@ viel grésser wird, als w, oder w,, ist nur ein scheinbarer Nachtheil, denn da 


d (log 0) = 7 le. so braucht man 00 wegen des kleinen Factors ee nicht so genau zu 


kennen, als d(logg). Die strengen Formeln fiir (0) und wi bei den beiden ersten 
Methoden sind nicht so einfach, als die fiir w; bei der dritten Methode, dagegen ist es 
bei dieser Methode wieder ein Nachtheil, dass 0@ getrennt berechnet werden muss. — 
Es muss dem Rechner iiberlassen bleiben, welche Methode er anwenden will, denn ver- 


glichen in Bezug auf Zeit und Miihe, welche jede in Anspruch nimmt, sind sie nicht 
sehr verschieden. Eine vielfache Anwendung aller drei Methoden hat uns jedoch zu 


Gunsten der dritten gestimmt. 


Hat man die Stérungen eines neuen Planeten zu berechnen, dessen Elemente nicht 
fiir einen bestimmten Zeitpunkt osculirende sind, sondern sich vielmehr wihrend eines 
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gewissen Zeitraumes méglichst nahe an die Beobachtungen anschliessen, so ist es richtiger, 
die stérenden Kriifte mit diesen Elementen direct zu berechnen, und dabei also nicht 
die gestérten Coordinaten anzuwenden. Da man im Allgemeinen diese Stérungsrechnungen 
mit den verbesserten Elementen zu wiederholen haben wird, so braucht man auch wahrend 
der ersten Rechnung bei den Integrationen nur die Glieder erster Ordnung zu_beriick- 
sichtigen, so dass man in diesem Falle von folgenden Gleichungen Gebrauch machen wird: 


I 
’ k? 0 2k) VP 
(009) + —7 6g = R+—y— fuat 
ro 0 
l 2k Vp 
du) = Zz Udt — SSS fo) 
Guy =< f a 
Il. 
i" k2w a m * Wt hk? m, 20th? F 
Wy + ce * (é, 4 & &) K oe No Pp 
Sis 
ay fib pee ee 
(0 Wf) == 8 mM : 
Jie 
" k? w MR 2MkEY p z 
oe a Epo p vat 
2 1 
(Auy = — a (00) =f vat. 


Bei vorstehenden Formeln sind k& und nm wieder auf diejenige Zeiteinheit zu be- 
ziehen, die bei der Rechnung als Intervall zu Grunde gelegt ist. 

Schliesslich mag noch bemerkt werden, dass man iiberhaupt zuniichst die Stérungen 
erster Ordnung berechnen und darauf den Einfluss der vernachliissigten Glieder in 


grésseren Intervallen ermitteln und fiir sich berechnen kann, Ahnlich wie dies 8. 653 fiir 
12 


ar angegeben ist. Die Formeln dafiir werden allerdings etwas weitliufig, doch genitigen 


mM 


wenige Decimalen zu ihrer Berechnung. 


Tafel I. 


log (1 — ¢-*”) = 03622157 + lognw, — in w+ y 


1 
9 


log (c™ — 1) = 0:3622157 + lognw, + nw, + ». 


NW, i) N Wy 7 
eee es een a en ee ee 
10.000 et : 60 000 + 35 
20 000 4 be 70.000 47 i 
30 000 9 ; 80.000 61 
40 000 15 ‘ 90 000 73 1! 
‘ 18 
50 000 24 100 000 ‘ 
cis ie ge 


nw, und y sind in Kinheiten der siebenten Stelle ausgedriickt. 
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Tafel II. 


Ree eo he hee Ce Dy wo C= y ee a6 


log C log D | log C log D 
+ 0,0000 — 0 : — 0,0000 — 0 1 
0,0005 oe 0,0005 os 
0,0010 ioe 0,0010 4° 
5 5 
0,0015 ie 0,0015 9 
0,0020 15 ; 0,0020 tomes 
¢ 9 
0,0025 24 in 0,0025 24 i 
0,0030 Bh 0,0030 35 
0,0035 46 - 0,0035 an 
15 
0,0040 60 0,0040 63 
0,0045 16. 0,0045 79 
18 19 
+ 0,0050 — 94 — 0,0050 — 98 
log D bezieht sich auf Einheiten der siebenten Stelle. 
Tafel ITI. 
12 2 Pere} 
a? w'; iy w' apt wy 
: mM ; m : M 
+ 100 +0,002 + 1600 + 0,589 + 3100 +2213 
£3 a 7 ae 
200 0,009 1700 0,665 |) 3200 2,858 
“G 12 81 150 
300 0,021 1800 0,746 3300 2,508 
16 sa 85 154 
400 0,037 1900 0,831 3400 2,662 
21 90 159 
500 0,058 2000 0,921 3500 Ds) ea 
600 0,083 7 2100 Lise 3600 yale 
700 0,118 e 9900 1114 fe 3700 3,15 ee 
7 i y / 
800 0147 2 2300 1218 es 3800 3,805 ue 
900 0,186 ms 2400 1,396 ee 3900 3,502 
t O24 My 0,002 
100 980 i 2500 1,439 ae 4000 3,684 
) Z00U Ov 54 
1106 oa es ie 1,557 ee 4100 3,871 tee 
( ) 3o7 
ie 69 Bar ot BD Mee) 
1200 0,332 2700 1,679 4200 4,062 
57 126 “195 
1300 0,389 6, 2800 1,805 5, 4300 4257 
1400 0451 6 2900 1,936 ee 4400 4,458 0. 
“ PAG TS) 
1500 0,518 3000 2072 4500 pcan 
+ 1600 + 0,589 + 3100 +- 2,218 ++ 4600 4+-4,872 ~ 


ez 


w', und or beziehen sich auf Einheiten der siebenten Stelle. 
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Tafel IV 4). 


Mia | 
Mercur..... 46° 54,47 SL agny 7 0',16 ae 0701 
Venus iene ee 75° 36',31 + 5/,48 3° 23/,60 + 0/,01 
Mars sca 0 2 48° 37',88 +. 4,67 1° 51,03 |~ — 0/,00 
Jupiter. 2... 99° 11',50 + 5/,72 1° 18/,56 4003 
Saturn ..... 112° 37,10 + 5/12 2° 29/42 — 0,03 
Uranus... .. 73° 23/42 + 3/,10 0° 46/,34 — 0,04 
Neptm..... 130° 27/,40 + 6/,63 1° 46/,86 — 0/,05 


&3, und 2, beziehen sich auf das Aequinoctium und die Epoche 1880,0. 
A &, und Ai; geben die Aenderung von $3, und 4, in 10 Jahren. 


: 2 

as 10 i log ie ee fre 

my, siebenten Stelle 
WSSU” 4G Goo oo 6 mc 3 271 742 3,485 22 0,16050 
Viens ag rit a) everesres 401 839 4,395 95 1,071 23 
JOT A) 6 eS. On 6 Fe os 355 499 4,449 16 1,12444 
Marsa tiaceecraec heen eis 2 680 337 3,57181 0,247 09 
Tuner a cee eee, 1047,879 6,979 689 3,654972 
Satine ae tae ee 3501,6 6,455 733 3,131016 
Uranus. asec eee 22000 5,657 58 2,332 86 
Neptunes: Roxctnecnte ten 6 19700 5,705 53 2,380 82 


*) Diese Werthe werden jetzt vortheilhafter dem Berliner Jahrbuche entnommen. Vergl. Be- 
merkung auf S. 636, Anmerkung des Herausgebers der zweiten Auflage. 


Siebente Abtheilung. 


Die Berechnung einer Bahn aus einer 
grosseren Zahl von Beobachtungen nach der Methode 
der kleinsten Quadrate. 


Hundertste Vorlesung. 


Einleitende Bemerkungen, Bildung yon Normalirtern. 


Wir haben im Vorhergehenden gesehen, wie man die stérende Einwirkung der 
Planeten berechen kann. 

Bevor wir nun zur Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate iibergehen, 
bleibt noch kurz die Bildung der Normalorte zu erliutern. 

Es lagen fiir den Kometen 1890 III folgende Differenzen im Sinne Beobachtung 
minus Rechnung vor, welche in einen Normalort vereinigt werden sollen: 


Epoche Sternwarte | Sa 4a cos 0 AO oso 
chungen 
Juli 
22,400 | Nice + 05,06 +08045 | + 8,6 5 
22,406 | Marseille —0 ,13 —0 ,097 + 758 5,5 
(22,415) | Padua (4-1 ,81) -- — — 
(22,415) Padua (+077) | CE0 6741 4426 7) 8,4 
22,439 || Toulouse +0 ,29 +0 ,216 + 9 5 10,12 
22,457 Kiel e562 | 4-0 468 | 4-16 9 5 
22,457 || Paris —0 36 | —0 ,269 +10 5 64 
22,617 | Cambridge —0 ,56 —0 ,419 + 7 4 4 
23,3871 | Rom = 49 =) ,817 an Gael 4,3 
23,386 Nice +0 ,05 +0 ,038 a BB 5 
23,599 || Marseille —0 43 —0 ,825 — 2,4 5,5 
23,411 | Kremsmitinster +0 ,35 + 0 ,264 — 0 6 3 
23,453 Paris 10) 588 —0 ,295 ae ey 12,8 
23,612 Cambridge — 0 ,45 —0O ,341 + 8,5 5 
| 


Die Epochen dieser Beobachtungen (in mittlerer Berl. Ortszeit) sind bis auf 1/;)99 Tag 
angegeben, was fiir den vorliegenden Zweck weitaus geniigend ist. Neben 4a (im Sinne 
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Beobachtung minus Rechnung) geben wir 4a cos 0 (d. h. Jo multiplicirt mit dem 
Cosinus des der Beobachtungszeit entsprechenden 0); endlich in der letzten Colonne, 
wie oft der Beobachter den Kometen mit dem Vergleichsstern verglichen hat. Steht 
in dieser Colonne nur eine Ziffer, so war die Anzahl der Vergleichungen in Recta- 
scension und Declination gleich derselben. Stehen in dieser Colonne zwei Zahlen durch 
einen Punkt getrennt, so giebt die erste die Anzahl der Vergleichungen in Recta- 
scension, die zweite die Anzahl derjenigen in Declination. Sei n; die jeder Beob- 
achtung entsprechende Anzahl der Vergleichungen in Rectascension, so kénnte man 


das mittlere 4a wie folgt bilden: 
2 (n; J %) 


Nn; 
So wiirde man die Verschiedenheit der Zahl der gemachten Vergleichungen bei 
der Mittelbildung beriicksichtigen, Dieses Verfahren wire aber ungerechtfertigt. Wenn 
nimlich ein Beobachter eine sehr grosse Zahl von Vergleichungen macht, so geschieht 


1 


das gewoéhnlich deshalb, weil ihm bei der Beobachtung Schwierigkeiten entgegentraten. 
(Mondlicht, Nebel oder dergl.) 

Man hat daher gar keinen Grund, von yornherein anzunehmen, dass die Beobach- 
tungen mit einer grésseren Zahl von Vergleichungen genauer sind. 

Was die Verschiedenheit unter den Angaben der einzelnen Beobachter bedingt, 
ist hauptsichlich ihr Auge. Der eine Beobachter glaubt den Kern des Kometen an 
einem anderen Punkte des Himmels zu sehen, als der andere. Sehr hiufig sieht man, 
dass gerade einer der allergeiibtesten Beobachter von den anderen in constanter Weise 
abweicht. Wihrend z B. in einem gewissen Stiicke der Bahn alle iibrigen positive 
4a finden, findet er negative. Manche Bahnrechner pflegen dann ,,eine systematische 
Correction“ an die Resultate anzubringen. Dieses Verfahren kommt aber im Wesent- 
lichen darauf hinaus, die Beobachtungen iiberhaupt wegzustreichen. Man thut jedenfalls 
besser, die systematisch abweichenden Beobachtungen in ihrer urspriinglichen Form 
stehen zu lassen. Manche Bahnrechner geben ferner einer Beobachtung ein um so 
grésseres ,Gewicht“, je mehr sie sich an eine méglichst genau bestimmte vorliufige 
Bahn anschliesst. Aber auch dieses Verfahren ist zu verwerfen, da auf diese Weise 
die definitive Bahn  kiinstlich der vorliutigen niher gebracht wird. Es ist daher 
meistens zu empfehlen, alle Beobachtungen in gleicher Weise zu beriicksichtigen. Im 
vorliegenden Falle weichen die Beobachtungen von Padua (22. Juli) stark von der 
Wahrheit ab. Da sie nach Angabe des Beobachters unter sehr ungiinstigen Verhiilt- 
nissen stattfanden, so lassen wir sie weg, was durch die Klammer angedeutet ist; indem man 
nun aus den noch iibrig bleibenden zwélf Beobachtungen das Mittel nimmt, ergiebt sich: 

Epoche: Juli 22,951 
da — — 08114 
48 = + 6,79. 

Wenn die Bewegung des Kometen in Declination stark ist, so pflegt man 4a in 
etwas anderer Weise zu berechnen. Man nimmt das Mittel von 4a cos 0 (wo 0 die zur 
Beobachtungszeit gehérige Declination des Objectes) und erhalt so im vorliegenden Falle: 


40 cos 0 = — 03,086. 
Zur Zeit Juli 22,951 war 0 ungefithr gleich + 41°19’. Somit erschliesst man: 
Ait SSUES 


In diesem Falle, wie in fast allen iibrigen ist es mithin ville belanglos, ob man 
das Mittel der 4a oder der 4a cos 0 bildet und aus letzterem 4a schliesst. Die 
Kpoche Juli 22,951 fillt in die Nahe von Juli 23,0. Fiir diese letztere gab die Ephemeride: 
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Om 140° 38! 29”,04 
0 = + 41°18'39".76, 
Wir nehmen nun an, dass die Correctionen 4% und 40 der Epoche Juli 22,951 
auch noch fiir Juli 23,0 gelten und erhalten so folgenden Normalort: 
Juli 23,0: « = 140° 38! 27.33 
O0= + 41°18'46",55. 
Man pflegt dabei, wie hier geschehen, als Epoche des Normalortes die des niichst- 
liegenden Ephemeridenortes zu wihlen, um % und 0 direct der Ephemeride entnehmen 
za kénnen. 

Es ist ersichtlich, dass zur Bildung des Normalortes an sich die Kenntniss der 
Stérungen nicht anbedingt néthig ist. In der That kénnte man ja die Beobachtungen mit 
einem beliebigen Elementensysteme vergleichen, welches sich der Bewegung gut anschliesst. 
Dasselbe hebt sich dann bei Bildung des Normalortes wieder vollstiindig heraus. 

Die Differenzen 4a und 40, die man bei Anwendung der Methode der kleinsten 
Quadrate braucht, hingegen sind natiirlich von dem Ausgangselementensystem abhingig. 
Sind die Stérungen durch die Planeten merklich (was unter normalen Verhiltnissen erst 
nach zwei Monaten oder noch lingerer Zeit eintritt), so bringt man sie an der Ephemeride 
an, bevor man sie mit den Beobachtungen vergleicht. Hat man die Stérungen z. B. 
in den rechtwinkligen Coordinaten berechnet, so bringt man dieselben (nach Reduction 
auf die Fundamentalebene des Aequators) an die rechtwinkligen heliocentrischen 
Aequatorialcoordinaten des Objectes als Correctionen an. Hat man hingegen die Sté- 
rungen nach der Methode der Variation der Constanten berechnet, so muss man die ver- 
schiedenen Theile der Ephemeride mit langsam variirenden Elementen rechnen. Man 
kann natiirlich auch die Beobachtungen zunichst mit der urspriinglichen Kepler’schen 
Bewegung vergleichen und die Stérungen dann nachtraiglich an Ja und 40 anbringen. 

Im Allgemeinen sollte man nur Beobachtungen, welche sich tiber einen Zeitraum 
von etwa zehn Tagen erstrecken, in einen Normalort vereinigen. Fir langere Zeit- 
riume kénnte die Voraussetzung, dass 4% und 40 der Zeit proportional sind, zu merk- 
baren Ungenauigkeiten fiihren. 


Hundertunderste Vorlesung. 


Differentialformeln fiir die directe Verbesserung iquatorialer 
HKlemente. 


Wir haben in der vorhergehenden Vorlesung gesehen, wie man mehrere Beobach- 
tungen in einen Normalort vereinigt und die Correctionen da und dd fiir die Epoche 
des Normalortes (im Sinne Beobachtung minus Rechnung) erhilt. 

Bei der Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate setzt man nun voraus, 
dass die an dem Ausgangselementensystem (den Osculationselementen) anzubringenden 
Correctionen so klein sind, dass sie die Werthe der Stérungen nicht merklich beeinflussen 
kénnen. Man setzt mit anderen Worten die Stérungen als vollstindig bekannt voraus 
und beschiftigt sich nur mit den an dem Ausgangselementensystem anzubringenden 
Correctionen. Sollten jedoch nach vollendeter Ausgleichung diese Correctionen so gross 
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ausfallen, dass eine Verinderung der fiir die Stérungen vorausgesetzten Werthe statt- 
findet, so bliebe weiter nichts iibrig, als die ganze Rechnung wieder von vorn anzu- 
fangen. 

Um eine derartige, ungeheure Vermehrung der Arbeit méglichst zu vermeiden, 
muss man sich so einrichten, dass die vorliufigen Elemente schon der Wahrheit so nahe 
kommen, als nur irgend méglich. Unter allen Umstinden sollte man zur Bestimmung 
einer definitiven Bahn Elementensysteme verwenden, welche die Normalorte auf circa 5” 
darstellen. Noch besser aber ist es mit Hiilfe von drei oder vier Normalértern, die man 
fiir die allergenauesten halt, ein neues vorliufiges Elementensystem zu rechnen, das man 
dann der definitiven Bahnbestimmung als Ausgangspunkt zu Grunde legt. Man ver- 
gleicht also die Normalérter mit einem méglichst genauen Ausgangselementensystem, 
und bildet da, respective daw cos 0 und dd im Sinne Beobachtung minus Rechnung. 

Nun fragt man, um wie viel andert sich z. B. ein fiir die Epoche eines Normalortes 
durch die Ephemeride gegebenes 0 (Declination), wenn statt der vorausgesetzten Linge 
des Knotens {3 eine wenig verschiedene $3 + d&3 angenommen wird; mit anderen 
Worten, man sucht die Differentialquotienten von Rectascension und Declination nach 
den Bahnelementen fiir die Epochen der Normalorte zu bestimmen. Liegen nur drei 
Normalorte vor, so kénnte man auf diesem Wege sechs Bahnelemente finden, welche 
die Beobachtungen vollstindig darstellen. In diesem Falle hatte man sechs Bedingungs- 
eleichungen (niimlich, dass die drei dw und die drei dd gleich Null sein sollen) und 
dementsprechend die Zuwiichse der sechs Bahnelemente, z. B. di, zu bestimmen. Diese 
Aufgabe wiire also vollstindig strenge lésbar. Liegen aber mehr als drei Normalorte 
vor (und das ist tiberhaupt fiir jede einigermaassen gute, definitive Bahnbestimmung noth- 
wendig), so tibersteigt offenbar die Zahl der Bedingungsgleichungen die der Unbekannten. 
Es ist dann also unmoglich, alle Beobachtungen vollstandig darzustellen. In diesem Falle 
pracisit man nach dem Vorgange von Gauss, Legendre und Bessel die Aufgabe 
dahin, dass fiir die zu suchenden (definitiven) Bahnelemente die Summe der iibrigblei- 
benden Fehlerquadrate: 

2'|(da cos 0)? + (dd)?] 
ein Minimum wird (Methode der kleinsten Quadrate). 

In dem vorliegenden Falle ist es leicht genug, sich iiber die geometrische Bedeu- 
tung dieser Minimalbedingung Rechenschaft zu geben. Es sind niimlich de cos 0 und 
dé die wirklichen sphirischen Abweichungen der Ephemeride von dem Normalorte 
in beiden Coordinatenrichtungen. Obige Minimalbedingung besagt also mit anderen 
Worten Folgendes aus: Es wird ein Elementensystem von der Beschaffenheit 
gesucht, dass die Summe der Quadrate der sphirischen Abstinde zwischen 
berechneten und beobachteten Oertern (von der Erde aus gesehen) ein Minimum 
wird. Es ist von vornherein klar, dass sich ein auf diese Weise bestimmtes Elementen- 
system sehr gut an die Beobachtungen anschliessen muss. Die theoretischen Griinde, 
aus denen man diese Bedingung gewihlt hat, werden wir spiiter kennen lernen. 

Der erste Schritt, um diese Bedingung zu verwirklichen, ist die Aufstellung der 
Differentialquotienten von Rectascension und Declination nach den Bahnelementen. 
Bedeuten x, y und ¢ die heliocentrischen Aeqatorialecoordinaten des Objectes, X, Y 
und Z die geocentrischen Aequatorialcoordinaten der Sonne, @ den Abstand des Objectes 


von der Erde, und schliesslich & und 0 seine geocentrische Rectascension und Deeli- 
nation, so ist: 


@ 00s % cos 0 == mL =| 
Osim c:008.0, enya Kop <n i: ake Peeneeeme ne) 
0 sin 0 cotutinne dl 
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Aus diesen Formeln ergiebt sich: 


y+ Y 

a+ xX 

a +2 Cth? ahi oes AB) 
Ve +x + + Xp 

Wenn sich die Bahnelemente veriindern, so bleiben die Sonnencoordinaten Excye Y, 


und Z constant. Demnach hingen da und dd nur yon den Variationen von x, y und z 


ab. Aus (B) und (A) folgt jetzt: 


(oi 


tg 0 


scat eet (8) 


Die Fundamentalgleichungen (C) stellen die Zuwiichse von % und 0 als Functionen 
von dx, dy und dz dar. Wir miissen also jetzt noch die Zuwiichse der heliocentrischen 
Aequatorialcoordinaten des Objectes (dz, dy und dz) als Functionen der Zuwichse der 
Bahnelemente ausdriicken. 

Hierzu wahlen wir der Einfachheit halber die fiquatorialen Bahnelemente des 
Objectes. Es ist alsdann: 


= rcs (@ + v) cos 8% — rcosi sin (@ + v) sin % 
y = reos(@ + wv) sin && + reosi sin(@ + v) cosSi> . . . . (D) 
z = rsini sin (@ + v) 


o da cos 0 = dy cos « — dx sin o 
edd = dz cos 0 — sin 0 [cos a da + sin o mi 


8 


In diesen Formeln sind die &4quatorialen Bahnelemente im Gauss’schen Sinne 
gezahlt. Fiir riickliufige Bewegungen (beziiglich des Aequators) ist also i > 90°; 
$4 ist wie immer die Rectascension des aufsteigenden Knotens; o der Winkel vom 
aufsteigenden Knoten bis zum Perihel, gezihlt im Sinne der heliocentrischen Bewegung 
des Objectes. Dieser Winkel kann also in allen vier Quadranten liegen. 

Wir leiten nun zunichst mit Hiilfe der Formeln (D) und (C) die Differential- 
quotienten der geocentrischen Rectascension « und Declination 0 nach den Bahn- 
elementen der Lage (5, i und @) ab; r und v hingen von diesen Gréssen nicht ab 
und sind daher bei den Differentiationen als constant zu betrachten. 


Es ergiebt sich: 
a 0 cosd = rcos(@ + v) cos(% — 8) + reosi sin(@ + v) sin(a —Q). . (1) 


d 8 
0 ae —= — sind [rcos(@ + v) sin(a— 8)—rcosi sin(w + v) cos(a—-83)|]. . (2) 
£4 9.cos) = — rsini sin(o + 2) ENIE weeribiee) certain eS ue a ww 
— = rsin(w + v) [cosd cosi + sind sini sin(a — 8)]. . . . . . « « (4) 
gcosd om = + rsin(@ + »v) sin(a — &3) + reosi cos(@ + v) cos(a — 8). . . (5) 
dé ‘ ee | 
Cigna + rsin(@ + v) cos(a — 83) sind ont Male (6) 


+ rcos(@ + v) |—cosi sin (a — $3) sind + iin bade 8) 


Diese Formeln kénnen leicht durch Einfiihrung von Hiilfsgréssen auf eine fiir die 
logarithmische Rechnung bequemere Form gebracht werden. Wir betrachten aber zu- 
nichst die Differentialquotienten nach den sogenannten phoronomischen Elementen, 
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der grossen Halbaxe a, der Excentricitit e und der Durchgangszeit durch das 


Perihel 7. 
Diese Gréssen kommen in den Gleichungen (D) fiir die heliocentrischen Coordinaten 


explicite nicht vor. Sie sind aber implicite in r und v enthalten. 
Daher sind zuniichst die Differentialquotienten dieser Gréssen nach den phoronomi- 


schen Elementen zu bestimmen. 
Der naturgemisse Ausgangspunkt hierzu ist die Kepler’sche Gleichung: 


eyes Lhe 
E—esnE = (¢ — T) ae 
Dieselbe ergiebt uns unmittelbar die Differentialquotienten von EH nach den phoro- 


nomischen Klementen: 


dH u 
aT (1 — € 60S E) — — ae . . ‘ Le gt ets ae ORD The . (a) 
dE 3 aa 
ee (1 == ¢ cos B) = 5 (1 BD) Sap Ak pee (b) 
Ghia, 
oe (D6. 608 EE Si EP ee an ea ee ee 
Oder indem man setzt: 
1 — ecosH = & 
a 
Yr sinv 
Ch) 
a yl —- ¢ 
COS eH e—= = cosuv + e, 
auch; 

Ce Oa k 1 

ca ey a See ee eee a 

dH Ate: 3 k ' 

Tied Nate Sn 8 Se Se eM oe een 

dH SINV ' 

ie a = Ee ee IR a Pe ese) 


Nun ist r = a(1—e cos). Man ist also jetzt durch die Gleichungen (a), (b) und 
(c), oder (a’), (b’) und (c’) im Stande, die Differentialquotienten von r nach den phoro- 
nomischen Klementen aufzustellen. Es ergiebt sich: 


dr ek sinv 

ai — 
dl Va yl —— @ 
ar Yr 3 esiny 


Se en es (TR ee ee Ry 


da al 2 ais yl “Eas 
dr 
de 


Aus diesen Gleichungen gewinnt man leicht die Differentialquotienten yon v, wenn 
man beachtet, dass: 


—=—= — acosv 


‘) Hier, wie tiberall im Folgenden, ist die Masse des Kérpers, dessen Bahn zu bestimmen ist, 
gleich Null gesetat ; t ist die Epoche des betreffenden Normalortes, J’ die Durchgangszeit durch das 
eee ae beide gezithlt von demselben Anfangspunkte aus, z. B. vom Anfange eines Jahres oder 

Lonates. 


oder: 


ist. 
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S al #) 
~~ 1+ e cosv 
COs VU = ue ee) : 
(ay ge é 
Nianmlich: 
dv = kVa(1— e?) 
ea ry? 
dv 3 oy fle 
Yaa Va iar ie 
dv Sin v 


= z ) 
7 ss (2 + e cosv) 
Wir setzen ferner: 
la de 
—— = di, a oe 


a 1 — e? 


(F) 


(G) 


Nach dieser Substitution werden die obigen Gleichungen in endgiiltiger Gestalt: 


Cra) chsinv 

at 

ar » — 3 esinvk(t — T) 
ay 2 Vp 
ee as 

qe Pose 

ao k Vp 

le ae re 

d 3 ) 
ate — kt ry Ve 
ar 2 rs 
Sane (2 + ecosv) 
qe me 2 


(H) 


Es eriibrigt nun noch zu zeigen, wie man die Differentialquotienten von Rect- 


ascension und Declination nach den phoronomischen Elementen  erhilt. 
Zwecke betrachten wir zunichst den Differentialquotienten einer heliocentrischen Coordi- 


nate, 


z B. x, nach einem dieser Elemente, zB. T. Man hat: 


dz _ dx dr 4 dx dv 
ar ar ai dv dT 
Die Sonnencoordinaten sind von der Form: 


2=riw+ao, &, 2). 


Vergl. die Gleichungen (D). Also wird: 


und 


dau dr dé dv 
Se eng ag am 
Wir setzen nun: 


dr 

av = JT cos Gr 

dv 

— = gp sin G 
a ads 


analog fiir die anderen phoronomischen Elemente. Dann wird: 


one 


Zu diesem 


Nun ist aber nach (D): 


£ — cos(@ + v) cos 8% — cosi sin(@ +4 v) sin 8. 


Man erhialt also: 


du 
dT 


d 


x 
dT 


Setzt man mithin allgemein: 


x 


Y 
z 


und: 
dr 


Cee 
dr 
rine 
ar 
dl 


so ergiebt sich ganz einfach: 


== 47$(@ + 4, 82, 7) 
— ry(@ + », &, %) 

= ri (wo + », 2, 2) 

= gr cos Gr ye 
= gy cos Gy ee 
= ge cos Ge oe 
St = gré(o ++ 
oY = geno to + 
“2 = grt (o +04 
T= me tot 
ct = gun(o +04 
a = gue (a we 
oe = 108 (@ cheese 
ot = gen(o +0 4+ 
se = gb (@ ats te 


= $93. — 


d : 
= fgrcosGr + a gr sin Gr 


= JT sin Gr 
= gr sin Gy 


= IE sin GE 


GinsltGhe eS 
Gx, £3, 4) 
Gr, 8, ) 
Gy Bud) 
Geo) | 
fe, &, 4) 
Ge, &, 4) 
Ga: 2.4) 


Ge, &, 4) 


= gr cos cos(@ + v + Gr) — gr cosi sin % sin(@ + v + Gr). 


ae 


(Ml) 


Mit Hiilfe der Formeln (M), (C) und (D) ist es leicht, die Differentialquotienten 
von « und 0 nach den phoronomischen Bahnelementen zu erhalten, Man hat z, By 


do dy 
— (0s 0 = > eee 
Cer ejitas Tp os % 


axe. 
——- sin u% 
ad 


= gr cos [cos(@ + v + Gr) sin % + cosi sin(a + vo + Gr) cos 82 | 
— gr sine |cos(@ + v + Gp) cos  — cosi sin (@ + v + Gp) sin Q] 


oder: 


de - 
0 aT cos0 = gr 


if 


{— cos(w + v + Gz) sin(a — 8) 


|. 


+ cost sin(@ + 0 + Gz) cos (% — §&)} 


.. (N+) 
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Zur Bildung von @ = hat man: 


dx eg ’ 
C08. a + sino 77 9 {cos (@ + v + Gr) cos(% — 82) 


+ cost sin(a + v0 + Gr) sin(w — 83)} 


dz ales, Bese 
Tp — Ir sini sin (o + v+ Gr). 
Woraus sich mittelst (C) ergiebt: 
dd ' ! 
Q ao Dee (@ + v + Gr) cos(% — $2) sind | (N"’) 


+ gr sin(@ + v0 + Gr) [— sind cosi sin(a — 8) 4 cosd sini} 
Die Gleichungen (N’) und (N”) geben zur Einfiihrung gewisser Hiilfsgréssen Ver- 
anlassung. 
Setzt man: 
m sin M = sin(e — 82) 
m cos M = cosi cos(a — 82) | (0 
n sin N = sin0 cosi sin(a — 8) — sini cosd | aii? Fore ) 
n cos N = sin0 cos (a — $2) 
Dann folgt: 


d 
os cos 0 = mgr sin(@ + v + @r—m)| 
dé 7 (N) 
Os — N97 cos (@ +o+ Gp — N) | 


und entsprechend fiir d% und d&. 
Wir werfen nun noch einen Blick auf die Formeln (1) bis (6). 
Die Formel (2) wird mittelst der durch die Gleichungen (O) gegebenen Hiilfs- 
grossen: 
dé ; : / 
= + rm sind sn(—-M+om++v)....... () 
Formel (3) hat eine fiir die logarithmische Rechnung hinlinglich bequeme Form. 
Aus (5) folgt: 


0 cos 0 ee mroe(O oS WM) sae wo oe (BD 
do 
Aus (6) ergiebt sich: 
dé ' 
Pa reno oN). ee ee ne eee 8 | 


Es sind also nur noch die Gleichungen (1) und (4) in geeigneter Weise umzu- 
formen: 
Wir setzen dazu: 
we 2) =p gy 
cosi sin(& — 8) = psin®| 


In Folge dieser Substitution ergiebt sich aus (1): 
1% gcosd a 006 (Aa 0D) a ew we 0) 
Schliesslich sei: 


. 


ee el sy OO) 
sind sin(a — 2%) = psin BI 
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Dann wird (4): 
do 
ax = ry sin(o + v)cos(B—it) ...... . (4 
di 
Die dritte der Gleichungen (O) wird schliesslich: 
msi IN == eh sin (45 0)! eds ee tee) 
Die im Vorhergehenden entwickelten Formeln lassen sich natiirlich leicht auch auf 
Planeten anwenden. Liegen Beobachtungen mehrerer Oppositionen vor, so hat man den 
Periheldurchgang fiir eine derselben als 7 zu bezeichnen. Die Grosse (( — 7’) wird 
also mit der Zeit immer grésser und wachst von einer Opposition zur folgenden um die 


: - : z OL game dps 
Umlaufszeit des Planeten. In Folge dessen wird die Grésse aa mit der Zeit immer 
a 


grésser. In der That, man weiss, dass ein kleiner Fehler in der Halbaxe der Bahn bei 
periodischen Objecten im Laufe der Zeit bedeutende Abweichungen im scheinbaren 
Orte hervorbringen kann. 

Stellen wir zum Schlusse die gewonnenen Gleichungen zusammen, so hat man 


also folgende Formeln: 


Zur Variation der 4quatorialen Bahnelemente fiir nicht parabolische Bahnen. 


an eksinv _ er a: 

CDS Ty Sole 

dv kVp gt A 

pd = ie eG? a 

dr 3 esinvk(t — T 

eee aaa ars 

du ly , 

sy re) a sin Gy 

dr “ 

Ge OP eo Ge 

dv , ) I6 
—— = sinv[2 2 cos v| = sinv| 1 2) = = sin Gg 
16 [2 +e | sin o| + zs 7 sin Ge 


wcos B® = cosd 

Wy sin B = sind sin(w — &) 
msin M = sin(«# — 82) 
mcos M = cosi cos(% — &) 
nsin N = psin( — i) 
neosN = sind cos(% — 82). 

Setzt man dann: 
; u—v-+a, 
so 1st: 


da cos 0 r 
oy alae [cos w cos(% — 83) + cosé sinw sin(wa— Q)]. . . . (1) 


Oder wenn man noch gm und © einfiihren will: 


cos(%@ — 8) = peos® 
cost sin(% — 8) = psin® 
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da cos0 


¥ 
q8 iy cena cama, EEE be sat ave ke ty CL) 
do r nt OE 
a A msind sin(u—M) .......2.., (2') 
da cosd Pa. 
ot aes % Sint sinucos(a— 83) ....... (8) 
dod r : 
> aes 5 BRO ee eG ys es da es | AD 
da cos 0 r 
io G. eae NE) aie ear es 8 Ae ys AD) 
dod 
a 4 WA Se ate We ati A dig nes 5! S168) 
da cos 0 m , 
a - Gn oe | ae ch es a ip ee, ee UD) 
do n 
i o gr cos |e — N) + Gr]. 1 ww « » 2 (8) 
da cos 0 m : 
ax — 0 IN son [ (u = M) a Gy | 5 . c ‘ 4 5 " C (9) 
do n 
—— ‘4 9a, es =) Gal) a 2 4 eae > (10) 
da cos 0 m : 
346 = : ge sin (4 — ML) 4 Ge). ee 
do n 
We ye PO et erie Gg) ae ele Ge eee 


Diese Formeln zeichnen sich durch ausserordentliche Kiirze und Kinfachheit aus. 
Wir fiigen ihnen der Vollstindigkeit halber noch die Definitionsgleichungen von d%& 


und d€ hinzu: 


1 
OC ee ct oe 


a Si eae 


Diese letzteren Gleichungen lassen erkennen, dass die vorstehenden Formeln fiir die 
Differentialquotienten nach a und e fiir die Parabel ungiiltig werden. Daher soll dieser 
Grenzfall in einer besonderen Vorlesung betrachtet werden. 


Hundertundzweite Vorlesung. 


Ueber die Differentialquotienten nach den phoronomischen Elementen 
in nahezu oder yollstiindig parabolischen Bahnen. 


Zuniichst wollen wir uns dariiber orientiren, ob die Formeln der vorigen Vorlesung 
noch im Falle nahezu parabolischer Bahnen verwendbar sind. Wir hatten: 


da de 
= qd? — a& 
3 AX, Tee d& 
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, ich: 
und es ergab sic e(t— T)k sinv 


CI ser) 

dU 2 Vp 
dr 

ag Pee 

f= —5¢—- Da 
dv 

41g 3" {2 + ¢€ cos v}. 


Diese vier Differentialquotienten werden nun keineswegs fiir die Parabel unendlich. 
Um die wirkliche Schwierigkeit, welche besteht, besser zu erkennen, setzen wir, wie das 
fiir die Parabel der Fall ist: 
qd 
are ~ Cos Uy v? 
k(t—T v 1 5 
Spe ee 
Dann folgt: 
dy. 
dX 
dr 
dv 
AX 
dv 
dé 
Jetzt wird die Schwierigkeit, welche sich der Lésung des Problems im Falle nahezu 
parabolischer Bahnen entgegenstellt, deutlicher ersichtlich. 
Es ist nimlich nahezu: 


—= 4 cos v 
= — 2¢ cos v 
aes 
= age (2 + cos v) 


= sin v (2 + cos v). 


dr--dt> » a0. au - Ly 
dX dG dX dE 2 
Hieraus folet z B. fiir dd: 
dd adr ado dr i 
Y = oS ‘ ) SS ys 
dO eee ao OM 1a ag oe 
dd dv dd dv 
RE, et ry 3) Se eae ¥ 
dv aX aaa dv adf& a 


do dr dd dv 1 
— > b) E 
(— ye ye 7a) ( g at 4 ag), 


d. h. mit anderen Worten: im Falle nahezu parabolischer Bahnen kommen dQ und d& 


fast in der Combination — - ad + d€ yor und sind daher nur schwer von einander 
abzutrennen. 

Man kénnte dann, wie das auch zum Theil geschehen ist, an Stelle von da und 
de respective d% und d€ andere Unbekannte einfiihren, und fiir die Behandlung der- 
artiger Fille besondere Vorschriften entwickeln. Demgegeniiber ist aber zu bemerken, 
dass, wenn die Bestimmung von d%{ und d€ schwierig ist, dies ganz einfach in der 


Natur des Problems liegt. Durch Einfiihrung anderer Unbekannten an Stelle von d& 
und d€ kann die schliesslich zu erhaltende Bahn nicht genauer werden. 


Wir sahen, dass am sichersten die Combination: 


l 
es BS) ty 
9 au + d& 


bestimmt. ist. 
Es ist aber 


gq = a(1l—e) 
dq = da (1 — e) — ade 
= d%a (1 — e) — ad€ (1 — e) 
=q[d&% —d€ (1 + e)]. 
Da nun e nahezu gleich eins ist, so treten d{& und d€ in dq fast in derjenigen 
Verbindung auf, welche, wie wir sehen, gut bestimmt ist, niimlich: 


1 
——— 9 AY + d&. 


Fiir die Bestimmung von dq erwichst also im Falle nahezu parabolischer Bahnen 
aus den in der yorigen Vorlesung gegebenen Vorschriften kein wesentlicher Nachtheil. 
Hingegen ist d€ selbst nicht gut bestimmt. Wenn man aber nach Schluss der Rech- 
nung hieraus de nach der Formel: 

de = (1 — e) d& 
bestimmt, so wird diese Grésse mit dem kleinen Factor (1 — e?) multiplicirt, wodureh der 
erlittene Genauigkeitsverlust wieder ausgeglichen wird. 

Man kann also die in der vorigen Vorlesung gegebenen Formeln ohne wesentlichen 
Nachtheil auf nahezu parabolische Bahnen anwenden. Die Bemerkung iiber die schwere 
»Trennbarkeit* von dM und d€ gilt iibrigens nicht mehr, wenn es sich um Beob- 
achtungen verschiedener Oppositionen eines langperiodischen Kometen handelt. Bezeichnet 
alsdann 7 die fiir eine dieser Oppositionen angenommene Periheldurchgangszeit, so hitte 
man fiir die folgende Opposition niherungsweise: 


oe ey ae mee lo 
a a te gg oy) 


wobei U die Umlanfszeit des Kometen reprisentirt. Die schwere Abtrennbarkeit von 
dX& und d€ besteht dann also nicht mehr. In der That, die Erfahrung lehrt, dass die 
Bahnelemente eines langperiodischen Kometen erst dann gut bestimmt sind, wenn 
Beobachtungen aus mindestens zwei Oppositionen vorliegen. 


Ist jedoch das Ausgangselementensystem parabolisch, so gelten die in der vorigen 
Vorlesung gegebenen Formeln nicht mehr. 

Wir wiihlen in diesem Falle gq und e als Unbekannte. 

Die Differentialquotienten von v und ry nach gq sind leicht zu bilden.  Fiir die 


Parabel ist ja: 


k(t— T 1 ] 
es 4/ } == ty Dy e 7 Ge iy Gy a 
y2 q” . a (A) 
q 
Y= ———_ 
cos '/, v? 


Wir halten nun zunichst e constant und differenziren nach g. Die parabolische 
Form der Bahn und die Gleichungen (A) bleiben also bestehen, nur variirt der Perihel- 


abstand. 
So erhilt man: dv 3 k(t— T) cos4 i w | (1) 
dpe e/g ~ a" mpi) 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 


OD 
igs 
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Dieser Formel kann man auch eine andere Gestalt geben, indem man statt (t — 7) 
seinen Werth aus der Barker’schen Gleichung (A) einfiihrt. So ergiebt sich: 
dv eget COS V 
a SS se SSD) (1 a ) . . ° . . . ° . . La 
dq q 2 
Andererseits erhilt man durch Differentiation der Gleichung, welche r ergiebt, 
nach q: 
dr 1 sin 1/, v dv 
= - 7 ————_ —_—_ 
dq COS Yo v2 t os 1/, v3 dg 


‘ dv 
Substituirt man in diese letztere Gleichung den Werth von ae nach (1'), so folgt 


unimittelbar: 
dr 
Ss SSiC08 iow. bok OPS eee eee) 
dq 
Nicht ganz so einfach gestaltet sich die Ableitung der Differentialquotienten nach e. 
Wir gehen zu diesem Zwecke von der Gleichung aus, welche in nahezu_para- 


bolischen Bahnen (vergl. Vorlesung 7, Abth. I)1), die Kepler’sche Gleichung vertritt 


RD) VS ees) eae a, A ee 
2 gir | 3 J z \ 9) J 
; Le cee BON 
worln € == To tT = ig oy v 18t. 
Die héheren Glieder in € sind fiir den vorliegenden Zweck ohne Bedeutung, denn 
nach der Differentiation nach e miissen wir offenbar ¢ — 0 setzen, wodurch alle Glieder, 


die noch € als Factor enthalten, wegfallen. 
Lasst man also diese Glieder gleich von vornherein weg, so ergiebt sich durch 
Differentiation von (B) nach e: 


k(t — Es) dt 1 t dé 
= 1 Py ey ies Vries 
1g Yl te ria eee 


und es ist: 


dé 2 
Le (1 + e)? 
1 dv 
dt —§s -2 de 
de C08 Y/y v? 
Setzt man jetzt nach vollendeter Differentiation ¢ = 1, so folgt zuniichst: 
dv 
kt—T)__1_— de : 
(f r) ae as ys i ite aN 
4 git V2 2 cos 1/, v4 3 5 


Nun besteht aber (da wir ja den Grenzfall der Parabel behandeln) die Barker’sche 
Gleichung : 


Oe ees 
¥2 q's s 
Man hat also: 
dv 
T 3 ] de v3 v 


Lio ee 


1 1 » 27 TAG i 4] >» 1 7 Q } ] 
) In dieser Vorlesung bedeutete ¢ die seit dem Periheldurchgange verflossene Zeit. 
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1 T 8 v 
bbl ee 4 es 
an fa " 4 4 | 


sin v Cos 4/y v2 4 | 
aterm” 4 4H 


Diese Formel lassen wir in dieser Gestalt und suchen 


oder? 


die entsprechende fiir 
dr 


A auf, 


Es ist ja: 


pee ee ee 
1 + e cos v 


Wenn man also, wie das hier vorausgesetzt wird, q constant hilt und nach e 
differenzirt, so folgt: 


1+ e cos v 


: dv 
adr q q (1 + e) cosy GAL @) es Oe 
de 1+ ecosv (1 + e€ cos v)? (1 + e cos v)? 

oder, wenn e — 1 ist: 
sin v ue 
dr qd q COS v qd de 
de = 0 A v 
2 cos? — 2 cost — 2 cos* oy 
in — 
ts ae tk v dv) 
—_ sin — + 2 cos Oy a . 
2 cost — 


av, 
Oder, wenn man fiir de semen Werth aus (3’) setat: 
€ 


_ vw 
q sin — 
dy { vt A” th 
kia | jag ee 4 | 
de re ta cos | ee | 
2 cos > 


Wir setzen nun die erste 1 in der geschweiften Klammer { } gleich: 


y2 ; y2 2 
(cos a + sin 5) 


und erhalten so: 


. ve 
dr pei tags} {o v4 . v2 v? tT. 2 2 
ee cos — sin cos — -- sin 
de od vt | 45 2 Z | 5 2} 
ee 
2 pings fea (2) 
oe 
Som t) 
ee NT a ry — x4 
ory ara aie Bear aN 


Die Berechnung der Klammergréssen in (3) und (4) ist wegen der Einfachheit der 
Coéfficienten ziemlich kurz. 
Es besteht aber zwischen den beiden Klammern noch eine Beziehung, welche ihre 
Richtigkeit priift, namlich: 
88 * 
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| fonene ait | ere 
ie ame cee fie a 


— cos == 
cos 9. 08 5 


i : 1 
a 2 


Wir setzen nun in &hnlicher Weise, wie in der vorigen Vorlesung: 


dr dv ; 

mG ==9, 608. Gy fe aR = Gq Sin Gy 
ar dv Sees 
cee Je COS Ge r hee Ge SiN Ge. 


Dann wird ahnlich wie friher: 


“ = oa sin (wu + Ga — M) 
oe — "os (u Ga) 
Pastel hoe 
Se os wt GaN}, 


wobei u=v+ a. 
Hs ergiebt sich also folgendes Formelsystem fiir die 


ie areanibeesle: 


adr 
aa cos v = Gq Cos Gy 
dv 3 k(t— T) ] Got % 
Te y2 cae 008 oe vt an Gq 
ae D2 
sin —— 
a eee | , 
He. ed pot wir = Re 
dv sin V cos Yq v? | i 4.) Bs) 
Aa neers ae 1 r2 — 5 rs — rei smn (Ge 
Le lies 4 1 
Controle: lo 2 t 2 Pe 
(Bay Pe oO pee cea eae 
cos 
2 
dq a cos 0 sin (w+ Gy — M) 
dd N Yq 
Paes ae cos (u + G, — N) 
do Moe . 
de hic (u + G — M) 
dd N We 
i Fel cos.(u + G, — N) 


u=v+ o, 
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Hundertunddritte Vorlesung. 


Ausfiihrliches Beispiel zur Bildung der einem Normalorte 
entsprechenden Bedingungsgleichungen. 


Da die in den vorhergehenden Vorlesungen entwickelten Formeln zum Theil neu 
sind, so schien es uns am Platze, dieselben durch ein ausfiihrliches Beispicl zu er- 
lautern. Wir wihlen hierzu einen Fall, in welchem in erster Anniherung ein para- 
bolisches Elementensystem gegeben ist, das durch Kinfiihrung einer Excentricitiit ver- 
bessert werden soll. 

Fir den Coggia’schen Kometen 1890 HI lag folgendes Elementensystem vor, 
bezogen auf die Ekliptik 1890,0: 

Vv — 63° 1823780 
C = 14° 20’ 31,60 


lg ¢ = 9,883 408 6 (N) 
ao = 85° 42! 50,90 ie 1 ee 


ittl Berl. 


T= Juli 8,601 360 Sree 


Der Vollstandigkeit halber sei noch hinzugefiigt: 


ig (g-2) = 0,1748871, 


sowie der Werth der mittleren Schiefe der Ekliptik zu Jahresanfang (d. h. der Winkel 
zwischen der Ekliptik und dem mittleren Acquator im Augenblicke 1890,0): 
bie to LAT, 
Aus diesem Elementensysteme ergeben sich nach den Vorschriften von Abtheilung I. 
folgende Werthe fiir die Gauss’schen Constanten: 
= 9,989 095 1 
lg b = 9,364 3717 
== 9,999 005 9 
Ave OG ae PT et 
Poesia Tt ly oe 
Os 6) 40 15".57 
und mithin: 
Are 1820155817 
B’ = 164° 50’ 87,52 
C'— 91° 23' 6.57 
Die rechtwinkligen heliocentrischen Acquatorialcoordinaten des Kometen berechnen 
sich also nach den Formeln: 
ao == r [9,989 095 1] sim [182° 15’ 58,17 + »] 
y = r [9,364 3717] sin [164° 50’ 8,52 + o| 
g =r [9,999 005 5] sin [ 91° 23’ 67,57 + 2] 


I | 


Da sich die in den vorigen Vorlesungen entwickelten Formeln auf &quatoriale 
Elemente bezichen, so miissen wir obiges Elementensystem zunichst auf den Aequator 


umformen. 


702 


Wir bezeichnen hier voriibergehend die iquatorialen Elemente durch: 


#, 8! und o’, 


im Gegensatze zu den ekliptikalen Elementen: 
i, §8 und @. 


Setzen wir ferner voriibergehend: 
a sin Al’ 


a" cos A” 


b” sin BY = 


b” cos B" 
so ergiebt sich: 
sin v sin $23! 
sin i’ cos 823! 
sin a sin 6 
sin a cos 6 


sin 7 cos $2 
COs 4 
sin 0 
cos 7 cos $2 


= sin 4 sin &2 
== a sin.(AY +6) 
= sin & sin S$ 
= 0b" sin (BY" + 6) 


cos i’ = a" cos (A" 4+ 8) 
ao’ —-a + 6. 
Die Rechnung gestaltet sich nun wie folgt: 
sini 9,951 057 2 le 9,997 2944 
sin Bl 9.953 762.8 sin (B" + €) 9,999 5803 
cos oe g 
cost cos 5% 9,638 704.4 sind sin on 9,345 0028 
SUT. a 98 
cos 83 9,986 249 3 cote eee 
a" sin (A” + €) 9,988 049 2 
sini cos 8 | 9,9373065 
SOO Tal) aaah ee sin 8 sin€ 8,993 8347 
COS as sin 9.997 869 2 
cost | 9,652 4551 cos aaa 
i ea b” sin (BY + €) 9,996 8747 
a 5 ~_ 
Soh 289 a9 sind 9,999 005 5 
BUN GAR? alee OO) cos i! 8,829 933 6 
A" + ¢ | 86° 1/ 30",91 6 | 50 40’ 15",67 
Lb" + € | 87° 28! 52",79 ca | 85° 42’ 50",90 
sini wean Okage $2’ | 12° 48! 57",07 
sin $2 9,393 945 6 oy’ | 91° 93" (657 
Sin E 9,599 889 1 
na 7 a ae ev | 86° 7! 26"28 
sin(A” + 8) 9,998 954 1 
a! 9,989 095 1 
cos (A" + 8) 8,840 838 5 


Man hat also jetzt das foleende, 


Klementensystem : 


auf den mittleren Acquator 1890,0 bezogene 


86° 


= 9,883 408 6 


Juli 8,601 : 


7’ 26,28 
Se DOTA BO Oi, 
S010 93) Brag. 
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und als Hiilfseréssen: 


tole 


lg q == 0,174 8871 
i ao Laat Lay a) 


af caer ” ” ie ; ~ . . . 
Um diese aiquatorialen Elemente zu controliren, berechnen wir aus ihnen von Neuem 
die Gauss’schen Constanten. 


Voriibergehend setzen wir wieder: 


a sin A!” 


a cos Al” 


== POS Ou. 


== — si 6a" cosa 


b sin Bl!” = sin Q' 
b cos B'"” = cos 83' cos 7’ 
c = sini 
Als Al! ate oo! 
RB —= Bl" aa co! . 
(if == pi! 
Dann ist: 
x= ra sin (A' + v) 
y = rb sin (b' + v) 
2=resin (C’ + 1) 
Die Rechnunge gestaltet sich wie folgt: 


sin 8' | 9,345 9974 tg A” | 1,8131129, 
si fa 527 020 
sm" BH | 9.981 6257 tg B™ | 0,527 0201 
cos Rane 
cos 2' cos’ | 8,818 9773 Al” | 90° 52" 51"60 
ae - B" | 73°97" 199 
cost 8,829 933 5 
Al AFF eo 180° 15" 58" 17 
cos $2’ | 9,989 043 Bi = B” + o! | 1649 50’ 8,49 
~ ' — @! | 91093! 6.57 
sy 4 | 9.999 948 7 ae Bae 
i 9,989 095 1 
— sin 82’ cost’ | 8,175 9309, e RA, 
7 b| 93643717 
¢ = sind 9,999 005 5 


Die hier gefundenen Werthe der Gauss’schen Constanten stimmen vorziiglich mit 
den obigen iiberein. Wir wollen nun die Differentialquotienten von Rectascension und 
Declination nach den Elementen fiir die Epoche des zweiten Normalortes, Juli 23,0, 
berechnen. 

Zunichst wollen wir die Berechnung des Ortes des Kometen fiir diese Epoche 
wiedergeben, weil hierbei gleichzeitig alle fiir das Folgende néthigen Hiilfsgréssen er- 


halten werden. 


— T04 — 


t == Epoche vuliees.U) “| — 0,409 Dovik 
wi 14,398 64 X |) 220515 267 
eae 118 1,158 3215 : , | — 00443164 
oes see ae Y | + 0,8029733 
! QO FE = 
aac aaa z | + 0,703008 4 
5 140 29! 44,77 Z | + 0,848 3712 
cos | 9,986 1775 E— a + X| — 0,924 965 8 
2 n=y+ Y| + 0,758 6569 
cos a 9,972 355 0 €=2+ Z| + 1,0513796 
2 : lo 9,880 045 4 
see 0,027 645 0 fa 
z ae 9,888 287 3,, 
co0s 
logr 9,911 053 6 log & 9,966 125 ip 
: vA + (2) 211° 1’ DWE ot 140° 39! 29",04 
Bi + | 193° 35! 38”,06 ae 
CG -+o| 120° 8 367,11 log 0,021 759 6 
- sin ae 
sin (A! + 2) 9,712 146 6, eae 9,875 719 1 
Ep Pe 0 cos 6 0,077 838 4 
sin (B' + 0) 9,371 139 4, : ys 4 410 18 39,76 
br eae log @ 0,202 119 8 
sin (C' + v) 9,936 901 4 
cr 9,910 059 1 
log a 9,612 295 3,, 
logy 8,646 564 7,, 
logé 9,846 9605 


Die hier gefundenen Gréssen @ und 0 wurden in der 100. Vorlesung benutzt, 
um den zweiten Normalort zu bilden, und es waren an dieselben nach den Beobachtungen 
noch die Correctionen: 


Ag ese i] 4d =-+ 6,79 
anzubringen, um den foleenden Normalort zu erhalten: 


VO BS.0 trie 1409 38! 27",33 
d= + 41° 18! 46,55. 
Diese Coordinaten bezichen sich auf das mittlere Aequinoctium des Jahresanfanges. 
Bei Vergleichung der Ephemeride mit den Beobachtungen bildet man: beobachteter 
wahrer Ort minus berechneter wahrer Ort. Bei Bildung der Normalorte hingegen 
setzt man voraus, dass diese Differenz gleich ist: beobachteter mittlerer Ort minus 
berechneter mittlerer Ort. 
Man fiigt sie also zu dem berechneten mittleren Ort hinzu und erhiilt so den 
Normalort, bezogen auf das Aequinoctium des Jahresanfanges. 


Die Berechnung der Differentialquotienten kann wohl ausnahmslos fiinfstellig durch- 
gefiihrt werden. Man erhiilt: 


— 705 — 


v | + 28° 45'.49 dr : ist 
‘A qq 9a 8 Gq=cosv 9,94283 
x | + 14° 29',75 4 
COs 
a= 22 os 9,88380 
oo sin 
sin > 9.39504 ae 
) ae = gq Sin Gg 9,86775,, 
cos 9,98618 re : 
a — : tg Gy 9.92499, 
—— Vo k 8,56218,, (rq re 4()° aie, 
2 Iq 0,05903 
log(t— T)| 1,15832 Se ee es ee 
) vr Y iy a) 
cos ‘ 9,94472 ae ees 8.68771 
AE D> Se Ee C08. oe 
log Product 9,66522,, ot Gre 993906 
pee og ee 970852 ge sin Ge 8,932.46 
dv 
wo 9.95670, ] 
dq ; sod ain Ce 902141 
r 9.91105 ae f 
—_____— — ees = logr 9,91 105 
v a =e 
t—tg — 9,40887 é pe 
99 eee tg Ge | (0424475 
A 8,81774 Ge GO 21" 14 
t! 7,63548 109 Je 8,99340 
tv ae ‘ —— x 
:e 6,93651 log k 8,23558 
at Ss ee log Vp 0,09222 
numeri: 2 + 1? 2,06573 = y ayes 
+ 1, oA 0,00086 — kVp 8,32780, 
= a ee r? 9,82210 
2 2,06659 , 
: a ke 5 x 
cg? 0,93427 ees 8,14336, 
— 4, t — 346 Vp | 
: eas Pa : 5 sinv 9,68225 
be 0,93081 — =e 
=e a) S : af ek sinv | 
Controle : is Vp 1,82061,, 
aly — Lig 1,15578 = gr cos Gr 
1 cos 
1,13574 . Gop 9,98618 
vt sen 
Ae gr sin Gp 8.41675, 
log 4 9,58238 dvs kVp 
2 i 2 8,50570 
wa us cf 00 ) - 5,0 ) n 
sin > 8,79008 & 2 sin Gon 
log &, 0,31525 et Sa Se 
—- bers a Gp | 255° 37/26 
siny | 968225 é Nr he 
a dr 8,43057 
cos 1/,v? 9,97236 . 
loy 1/4 9,39794 
log Dp 9.96886 
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Man hat jetzt also 


Gr 255° 37',26 
Go |— 40° 4/81 
Ge 60° 21',14 
yr 8,43057 
Iq 0,05903 
Ie 8,99340 


Die weitere Rechnung gestaltct sich 


nun wie folgt: 


| + 41° 18,66 yp 349 46,07 
%~ — 8 L208 49 53 M 93° 0/25 
Be N 240° 27',20 
wv cos B® = cosd 9,87572 © 1759 144 
cos : 
ae pee v 9,96113 
w sin S 9,71720 m 9,89816 
; n 9,914352 
sin 0 9,81964 p 9.78928 
m cos M Solon . 280 45,49 
ee 9,99940 @ |} 91° 23/11 
sin 
sin (% — 82) 9,89756 u 120° 8,60 
cos 4 8,82993 u — M 27 8535 
cos (% — 82) 9,78764, u— N 239° 4140 
sin 0 981964 u—=— DP | — 540 59° Se 
sind cos(a#—S2)=ncosN 9,60728, u—M4+ Gp 282° 45,61 
. N 993949 u — N+ oF | Baal Bees 
nsin N= yp sin (#—i) 9,85381,, <= MAG G | = 1 Ba IG 
ae u—WN+ G, 199° 37',09 
w) 340 4607 = — 
; 86° 7/44 u—M4+ @G, 879 29'49 
; ES u— N+ G, 300° 2/54 
ieee 519 21/37 —. —____— 
- a ae at g | 9,78928 
sin (BP — 4) 9,89268, cos (u — @) 9,75988 
v 9,96113 - : = 
cos ( — i) 9,79552 m |  — 9,89816 
= sind 9.81964 
y cos D 9,78764,, sin (w — M) | 9,65911 
te 9,99836 ET Sat ar. 
sin ’ se SESSA 
7) sin @D 8,72749 sin u | 9,93690 
_ i = cos (a — $2) | 9,78764,, 
ig P 984148 —— 
ly M 1,27999,, ~ 9,96113 
tg N 0,24653 sin u 9,93690 
ty @ 8,93985,, cos (HF — 4) 9,79552 


— 27 — 


m 9,89816 da cos0 
cos (uw — M) 9,94934 d $2 meee 
———— a | ) 
‘Pee irae im) 
u 9,91482 : re} 9,08584 
sin (wu — N) 9.93617, i us 
. yr = = a) - E ce - l 0 
sin (u — M+ Gr) 9,98914,, “= 9,43248 
cos (u — N + Gr) 9,85183, a 9,40248 
sin (wu — M+ G4) 9,34987,, Gate 
Iq 0,05903 = - 9,55643 
cos(u—- N+ @,)| — 9,97408, 10 
a Se ae AE SE Sees 9,55942, 
sin (u — M+ G,) 9,99958 ee 
de 8,99340 a as C a 
9,89816 
cos (u — N + G,) 9,69952 ’ 0.90919 
~ ‘ , see - s vy 
r | 9,91105 eae ae Olas 2e 
0 0,20212 > ae ee ia 
a | ; a - 9,69604 
2 9,70893 a 
0 ad 9,71220,, 


Schliesslich ergiebt 
Elementen: 


sich fiir 


in Linearmaass in Bogenmaass 


— 


— —_—— 


i copad ww Fa 
ce 8.11575, 3,43018, 
d 7 
da cos0 
ts 9.10494, 441937, 
dq 
1a cosd | ‘ 
les SP 8,68902 4,00345 
de 
dod 
cba 3.3090: 
= 7,99460 3,30903 
ae 9,74526 5,05969 
dq 
ab 8,40512, 3,71955, 
de 


Die ersten sechs der so erhaltenen Differentialquotienten: 


da cos 0 


do 
d $2 


d oo 


die Differentialquotienten nach den phoronomischen 


haben die fiir die praktische Anwendung wiinschenswerthe Form, In der That, ist do 


: ; aa eet) : 
in Bogensecunden gegeben, so erhilt man auch dd in Bogensecunden, weil am? 5° wie 
wir es berechnet haben, cine Zahl ist. 

Anders verhilt es sich mit den letzten sechs Differentialquotienten: 


89* 


da cos 0 do 
Sor e/a de 
Diese Grissen miissen augenscheinlich noch mit 206 264,8 multiplicirt werden, damit 
sie z B. bei einem gegebenen Werthe von de die Grésse dO in Bogensecunden ergeben. 
Nach dieser verhiltnissmiissig kurzen Rechnung haben wir also jetzt die Werthe 
der 12 Differentialquotienten erlangt. Dieselben bilden die Grundlage fiir alle weiteren 
Rechnungen und miissen daher auf das Sorgfaltigste gepriift werden. Zu diesem Zwecke 
pildet man meist fiir die Epochen der Normalorte die # und 0 mit zwei Elementen- 
systemen, welche sich von dem Ausgangselementensysteme nur wenig unterscheiden, 
und muss alsdann haben: 


do cos 0 dt. ae da cos0 
d« coso0 = ——— ep els {+ —__ - dq oo eee 
da cos 0 da cosd da@ cos0 
ed ne 
Page) aq aoe ae em 


analog fiir dd. 

Man kennt nun z B. do als Differenz zwischen dem « des neuen Elementen- 
systemes und dem des urspriinglichen. Andererseits kennt man die entsprechenden Zu- 
wiichse der Elemente, z. B. dS, und kann somit durch Bildung von da cosd und dd 
durch directe Rechnung sowohl, wie mittelst der Differentialquotienten diese letzteren 
einigermaassen controliren. 

Um die eventuell zu suchenden Fehler besser zu localisiren, kann man die Ver- 
gleichselementensysteme so wihlen, dass in dem einen nur die Bahnelemente der 
Lage, in dem anderen die phoronomischen Elemente von denjenigen des Aus- 
gangselementensystemes verschieden sind. ‘Trotzdem aber diirfte diese Controle nicht 
vollstindig gentigen, da sich hierbei Fehler in verschiedenen Differentialquotienten gegen- 
seitig verdecken kénnen. Wir wollen daher im Folgenden Verfahren geben, mit Hiilfe 
deren man, ohne zu betrachtliche Arbeit, jeden einzelnen der obigen Differentialquotienten 
priifen kann. Hierbei wird der Vortheil, der in der Anwendung aquatorialer Bahn- 
elemente besteht, bald hervortreten. Wir beginnen mit der Priifung der Differential- 
quotienten nach @ und setzen: 

do = + 2’ = + 120”, 
Auf Grund obiger Differentialformeln ergiebt sich: 
Ce = B73 a0 = — 4351, 
Die urspriinglichen Werthe von « und 0 waren: 


ey == 140° 38’ 29”,04 
0) = + 41° 18’ 39",76. 
In Folge dessen hat man fiir ein Elementen nsystem, in dem @ nun 2! ¢ 
als in dem Ausgangselementensysteme, folgende Werthe zu erwarten: 
= 140° 39' 26",57 
= -| 419 ike 56” sane 
In der urspriinglichen Ephemeride (siehe Beginn dieser Vorlesung) kann man nun 


den Anfang ganz beibehalten; 7 und v haben offenbar dieselben Werthe, desgleichen ar, 
br und er, Nur hat man A’ + »v B’ + v und CO! + v um 2! zu vermehren. 


Die Rechnung gestaltet sich dann wie folet: 
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Alto | 211° 3! 9771 z | + 0,7027708 
Bi + | 193° 37’ 38,06 Z| + 0,348 3712 
Cte 120° 10’ 36”,11 — ae | ae = = 
: = ea\( ee &=—-2x4+ X / — 0,925 3618 
sin (A’ + 0) 9,712 566 4, n=y + Y| + 0,7585503 
ar 9,900 1487 Geo 2 Z| kb 1,051 1490 
sin (B’ + v) 9,372 183 0, logy 9,879 984 4 
br 9,275 425 3 sin 
| os 9,888 386 6 
sin (C’ + v) 9,936 754 6 nay 9.966 3115 
er 9,9100591 ie 5 Ae ee 
es ae : : : ee arr : = tg 0 9,913 672 9, 
9,612 715 1, % | 140° 39 26,51 
logy 8,647 608 3, As ae 
log 2 9,846 8137 log 0,021 6614 
—__|_______ log 9 cos 0 0,077 924 9 
x | — 0,409 935 1 eee 
X | — 0,515 4267 tg 0 9,943 7365 
———$—__—__—_|__— 6 | + 41° 17’ 56,26 
y | — 0,044 4230 
y | + 0,8029733 


Die so durch directe Rechnung gefundenen Werthe von @ und 0 stimmen in 
geniigender Weise mit den oben gefundenen iiberein. Man kann natiirlich keine allge- 
meine Regel angeben, welche Zuwichse man den einzelnen Bahnelementen zuzuertheilen 
hat. Sind dieselben zu gross gewihlt, so kénnen sich Glieder héherer Ordnung fiihlbar 
machen, und dann stimmt die Controle nicht mehr. Wiahlt man andererseits die Zu- 
wichse zu klein, so sind die Differentialquotienten nicht mehr geniigend controlirt. Es 
diirfte im Allgemeinen vortheilhaft sein, sich so einzurichten, dass die Zuwichse von « 
und 0 nicht wesentlich eine Bogenminute iibersteigen. 

Wir gehen nun zur Priifung der Differentialquotienten nach $3 iiber und setzen 
hierzu: 

asa == -+°10' = + 600". 
Aus den Differentialformeln folgt dann: 
do = +-2' 24" 72 
C6 = al 13M 
und mithin: 
o == 140° 40° 537,76 Fema a me A Sa A 

Der Zuwachs yon d2 ist also etwas gross gewihlt, wie auch aus den ent- 
sprechenden da@ und dd hervorgeht. Wir kénnen daher von vornherein erwarten, dass 
hier die Uebereinstimmung zwischen den beiden Rechnungen eine weniger befriedigende 
sein wird. Die Verification der Differentialquotienten nach § und 7 kénnte auf Grund 
der Neubestimmung der Gauss’schen Constanten fiir die betreffenden neuen Werthe 
von i und $2 stattfinden. Man kann aber einfacher wie folgt verfahren: 

Werde voriibergehend die Projection des heliocentrischen Radius vectors auf den 
Aequator init r, die heliocentrische Reetascension mit A bezeichnet. Dann sind die 
heliocentrischen Coordinaten # und y gleich: 

Ci VaCusty 
Y= tent ait. 


— 710 — 


Wenn nun die Rectascension des Knotens $3 wichst, so dreht sich Alles um die 
zg-Axe, oder mit anderen Worten, man kann an Stelle von $2 auch AR um d& wachsen 
lassen. Man erhilt also: 

dx —~—rsnRdQ = — yd 8 
dy = +reosRdS& = + 270 &. 

Mit Hiilfe dieser Formeln ist es leicht, die an # und y anzubringenden Correctionen 
zu berechnen und aus den verbesserten « und y von Neuem « und 0 zu berechnen. 
Im vorliegenden Falle gestaltet sich die Rechnung wie folgt: 


d 83 600” y — 0,045 507 7 
log d 84" 2,77815 hg + 0,802 9733 
i 5,381443 

log 206 264,8 | Dy 3 ‘ — 0,924 8369 

log d S& 1) 7,46372 | -- 0,757 465 6 

—y 8,64656 logy 9,879 362 9 

d $2 7,46372 sin 9.888 5373 

+ 4 9,61230,, cos. | 
; aaa log & 9,966 065 1,, 
log dx 6,11028 | 
log dy 7,07602,, tg % | 9.913 2978; 
: a | 140° 40! 53”,85 

dx + 0,000 128 9 

Lo — 0,409 539 1 log § 0,021 759 6 

0 cos 0 0,077 5278 
dy | — 0,001 1913 

Yo — 0,044 316 4 tg 0 9,944 2318 

ee d | + 41° 19! 52°92 

x | — 0,409 4102 
X | — 0,5154267 


Die durch directe Rechnung gefundenen Werthe yon @ und 0 stimmen in vdllig 
geniigender Weise mit den aus den Differentialquotienten geschlossenen tiberein, be- 
sonders wenn man die Grésse von d 8 in Betracht zieht. 

In ebenfalls einfacher Weise kann man die Differentialquotienten nach 7 priifen. 
Wir hatten: 


! 


{cos u cos 4 — sinw sin 8 cost} 
r {cosu sin $3 + sinw cos 82 cos i\ 
simu sini. 


i 


II Il 


aR 


In Folge dessen ist: 


dx = + r sinu sin 8 sini di 
dy = — r sinu cos 8 sind di 
de = + r sinu cosi di. 


Wir nehmen nun an, dass di = + 38/ = + 180" sei. 
Die Differentialformeln ergeben alsdann: 


do—=+1' 487 
dO = + 45"47 


und mithin hat man zu erwarten: 


') In Linearmaags. 
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a= 140° 39’ 33,91 
d= + 41° 19! 2598 


Die Rechnung gestaltet sich wie folet: 


r | 9,91105 a | — 0,409 403 0 
sin u | 9,93690 X | — 0,515 4267 
di in Linearmaass | 6.94084 
Ss T° y | — 0,0449146 
dir sinw 6,78879 Y + 0,802 9733 
i| 860 744 z| + 0,7030500 
8 120 48/95 Z| 0348 3712 
sin Q | 9.34599 é na 0,924 8297 
sini 9,99900 n | + 0,758 0587 
— cos 2 | 9,98904,, Si) Se ei.0ore2 io 
sin 2 sini | 934499 log 9,879 7029 
— cos Q sini | 9,98804,, sin 
) ( 2Qa 
cost | 8,82993 cos ee aes 
= = ; log é 9,966 061 8,, 
log ax | 6,13378 : 
log dy | 6,77683, tg % OO lai Ailes 
log de | 5,61872 aw | 140° 39’ 33,91 
2, | — 0,4095391 log é 0,021 7768 
dx| + 1361 log@ cos0 0,077 662 4 
yo | — 0,0443164 17d 9,944 1144 
dy) — 598 2 @ | +410 19’ 25”,26 
g | + 0,703 008 4 
dz| + 416 


Da auch diese Werthe mit den oben gefundenen geniigend iibereinstimmen, so 
sind hiermit die Differentialquotienten nach den Bahnelementen der Lage gepriift. 
Wir gehen nun dazu iiber, die Differentialquotienten nach den phoronomischen 
Elementen zu priifen und setzen dazu zunichst: 
dT = + 04,02. 


Dann ergiebt sich: 


Cos — 1" 11769 a0 s=-- 40,74 
und man hat demnach zu erwarten: 
oa 1400 37" 17735 0 == 41° 19° 207.0; 


Die Periheldurchgangszeit 7 um 0°02 zu vermehren, kommt aber offenbar darauf 
hinaus, die Werthe von (¢ — 7) um 0°02 zu vermindern. Man kénnte also die helio- 
centrischen Coordinaten aus der Ephemeride selbst durch Interpolation fiir cine um 
04,02 friihere Epoche entnehmen. 

Da sich aber in den 2, y, 2 meistens Differenzreihen héherer Ordnung fiihlbar 
machen, so ist es einfacher, die Rechnung mit dem verinderten Werthe von 7’ noch 


einmal durchzufiihren. So ergiebt sich: 


i— T' 14,378 64 log x 3611 1607, 
og (¢ — TP) 1,157 7178 log y 8,645 340 6, 
log M 1,292 7326 log & 9,847 050 6 
7 u| 19621518 : x | — 0,409 035 2 
= X | — 0,515 4267 
y | 28° 43 17,34 aa 2) 
" ae y | — 0,0441917 
ule oe Y} + 0,8029733 
ae 0,703 154 2 
Se 9139 ai cee, 
0) Ete Z| + 0,348 3712 
COS S 9,972 426 4 . : E — 0,924 461 9 
f BL Dan ses n | -+ 0,758 781 6 
logr 9,910 982 2 6 | + 1,051 5254 
AP aa lO? SIL Ca) logy 9,880 1168 
B’ +o | 198° 33/ 25,86 sin -, 
9,888 163 4 
Co +o| 120° 6 23",91 cos 
———— eee log é 9,965 889 On 
sin (A’ + v) 9,711 683.4, - is 
ar 9,900 077 3 tg 9,914 227 8, 
- « | 140° 37/ 17/98 
sin (B’ + v) 9,369 986 7, R ae 
br PA iea) van) ) logé 0,021 8198 
log @ cos0 0,077 725 6 
sin (C' + v) 9;937:062 9 | 
Cr 9,909 987 7 tg 0 | 9,944 094 2 
d | + 41° 19’ 20",50 


Es sollen nun die Differentialquotienten 


dg = -+ 


hierzu: 


Dann folgt: 
00 


Nun war aber: 


— 17,48 
140° 38" 11556 


log qo 


0,0005 [6,69897]. 


do 
") 


= al TL 
a=) AIS To 


= 9,869 408 6. 


Um aus logq) und dq, jetzt logq zu berechnen, bilden wir: 


dlog dy = 0,43429 


dq 
qo 


l 
<1 — [9.63778] 
) 


de 


nach gq gepriift werden. 


Wir 


setzen 


er 
‘ ? 


13. 


Shae pee f ~ ¢ j 
Die Zahl 0,45429 ist, wie man weiss, der Modul der Brigg’schen Logarithmen. 


Ks folgt so: 
dq 
To 


dq 


do 
log Mod. 


6.69897 
9.88341 


6,81556 


9,63778 


log d log qo 6,45334 
dlog qo + 0,000 284 0 
log do 9,883 408 6 
log q 9,883 692 6 


log q'2 9,825 538 9 
log (t — T) 1,158 3215 
log M 1,292 9103 
M 19,629 548 
v 28° 43! 56,24 
v 
ry 14° 21" 687,12 
* 
cos ay 9,986 2027 
yp 
cos => 9,972 405 4 - 
log r 9,911 287 2 
A' + v4] 210° 59’ 54".41 
B+} 1939 34’ 4,76 
Co +v} 120° 7’ .2".81 
sin (A’ + v) | 9,711 819 7, 


sin (B’ + 


v) | 


9,900 382 3 


; & 
bo ty 
1-1 
on 
S> 02 
Or 
moa 


9,937 0155 
9,910 2927 


9,612 202 0, 
8,645 985 1, 
9,847 308 2 


— 0,409 4510 
— 0,515 4267 


— 0,044 25738 
+ 0,802 9733 


+ 0,703 5715 


+ 0,348 371 2 


— 0,9248777 
+ 0,758 7160 
+ 1,051 9427 


9,880 079 2 


logy 
ge 9,888 257 1 
COS 
log é 9,966 084 3, 
ty 0: 9,913 994.9» 
«| 140° 38 11,54 
log ¢ 0,021 992 1 
o cos d | 0,077 827 2 
ty 0 9,944 1649 
d | +410 19' 8715 


Hierdurch sind die Differentialquotienten nach q gepriift. 


Zum Schluss sollen noch die Differentialquotienten nach e gepriift werden; zu 


diesem Zwecke setzen wir: 


also: 


und erhalten: 


Hieraus folgt: 


und mithin: 


a == 


de = + 0,003, 


e = 1,003 0000 
(og 0,003 0000 ‘ 
fo oe 


da = + 40",26 


o& ==" 1400 39'°9",80 


Ferner hatten wir: 


woraus: 


dv 


9,02141 


2 


de 


dv = + 


oder fiir das zu erwartende: 


Es wird nun weite 


Yr: 


oder: 


d6 = — 15,73, 


0 = 419 18' 24",:03. 


”" 


sh S082 
de 


V 5,01 


» = 28° 46’ 34.55. 


Die Kenntniss dieser Werthe erspart die indirecte Rechnung bei Anwendung von Tafel IX. 
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LN Jae OH 17 oS 
2 . 
peaato 5 9,409 147 6 
? 8,818 295 2 
é | 7,175 440 4, 
log ét? 5,993 73D 6, 
et? | — 0,000 098568 


Mit diesem Werthe entnimmt man nun aus Tafel LX die Groéssen: 


loge = 9960 1106 log C ==9,999 983.6. 
Nach Vorlesung (7) ist: 
btb—1) 
q’h y1 al He 
zu setzen. Es wird also: 
log D 9,960 1106 log M 1,293 644 6 
log (t — T) 1,158 3215 M 19,662 765 
7% La z w 289 46’ 37”,11 
qr 9,825 29 1/, w 140 93! 18,56 
Ylia e 9,999 674 6 tg Vy w 9,409 1588 
= - | 
9,999 988 6 
D(t— T) Hae absyy I ; - | ; Ri 
g2yl+e 9,824 787 5 tg 1/5 v 9,409 147 4 
lov 140-937 17°25 
v 289 46’ 34”,50 


Dieser Werth stimmt in geniigender Weise mit dem oben gefundenen iiberein und 
wir setzen mit ihm die Rechnung fort. 


Die jetzt zu betrachtende Bahn ist nicht mehr parabolisch. Es wird: 


pee p ad Coa 
1 + ecosv 1 + ecosv 
1+e| 2,003 000 0 sin (A’ + ») | 9,712 373 8, 
aanes a tae TF ar 9,900 226 4 
log (1 + e) 0,301 680 9 near — Se hes 
log q 9,883 408 6 sin (B' + v) 9,371 704 6, 
Sale Seen br 9,275 503 0 
loge 0,001 300 9 may aes ee 
log cos v 9,942 755 0 sin (C’ + v) 9,936 822 0 
= Pt tific oY 9,910 
loge cosv 9,944 055 9 ' 4 aes : aes 
l 9,612 600 2, 
ogg (1 4+ 0) 0,185 0895 He ; S BaeGee 
log (i | C2 COS v) Os 958 2 loa 9.846 958 ‘ 
logr 9,911 1313 pb ax Hapb eee 
A! | w 9] 1° ot BO GL BX? bad 0,515 426 if 
B’ - 198° 36’ 437.0 ie Eee ee 
' f Sh ane ri a. cael aera 
7 : Ne + 0,802 973 8 
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z | + 0,703 005 6 tg 0 9,913 747 1y 
Z| + 0,848 3712 «| 140° 39’ 9” 93 
| — 0,925 2534 logt 0,021 7584 
n| + 0,7585912 @ cos 0 0,077 903 9 
¢ | + 1,05138768 ; SS 
ret at WS eae tg 0 9,943 854 5 

log y 9,880 007 8 6 | 41° 18’ 24.05 

samt 9,888 356 8 

cos 

logé 9,966 260 7, 


Diese Werthe stimmen geniigend mit den aus den Differentialquotienten gefun- 
denen iiberein. 


é ‘ : : ‘ : , : 1d : 
Sollten sich bei Verification desselben Differentialquotienten (« B, 7) fiir eine 
e 


gréssere Zahl yon Normalorten Glieder héherer Ordnung fiihlbar machen, weil man das 
Increment (de) zu gross gewihlt hat, so geniigt es eventuell, sich von der Regelmissig- 
keit des Ganges der Differenz: 
O Direct se 0 Difterenticll 

yon einem Normalorte zum anderen zu iiberzeugen. Man kann dann der Sicherheit halber 
noch fiir einen der Normalorte nachsehen, ob diese Differenz bei Verminderung des 
Incrementes schnell abnimmt. Die hier vorgeschlagene Methode zur Priifung jedes 
einzelnen Differentialquotienten ist zweifellos etwas zeitraubend. Indessen lasst sich die 
Rechnung, wenn es sich um Controlirung desselben Differentialquotienten fiir mehrere 
Normalorte handelt, gewissermaassen ephemeridenartig anordnen. 

Andererseits erfordert die Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate einen 
so grossen Arbeitsaufwand, dass es sich wohl der Mihe lohnt, ihre Grundlagen auf das 
Sorgfaltigste zu priifen. 

Wir sahen in der 100. Vorlesung, dass fiir den hier behandelten Normalort im 
Sinne Beobachtung minus Rechnung: 

da cos = — 1",29 
ad = + 6",79 
ist. 

Er ergiebt also folgende Bedingungsgleichungen in fquatorialen Ele- 
menten;: 


— 1,29 — [9,25809 ] 4&3 + [9,55643 ] dm + [9,43248 ] di 
+ [3,43018,] d2 + [4,41937,] dq + [4,00345 | de 


+ 6,79 = [9,08584 |] d& + [9,55942,] dw + [9,40248 | di 
+ [3,30903 |] dT + [5,05969 | dq + [8,71955,]| de. 
In diesen Gleichungen sind d8, d@ und di in Bogensecunden, d7' in mittleren 
Sonnentagen, und dq in Erdbahnradien auszudriicken, 
Beyor wir zeigen, wie man derartige Systeme von Bedingungsgleichungen weiter 
behandelt, soll zuniichst Einiges iiber die theoretischen Grundlagen der Methode der 
kleinsten Quadrate vorausgeschickt werden. 


90* 
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Hundertundvierte Vorlesung. 


Entwickelung der Grundvoraussetzungen fiir die Methode der 
kleinsten Quadrate. 


Um die Fehler der Beobachtungen méglichst unschadlich zu machen, ist es noth- 
wendig, zwei Arten von Fehlern streng zu unterscheiden, namlich diejenigen, welche 
unter ganz gleichen Bedingungen der Beobachtung in gleicher Grésse und in demselben 
Sinne wiederkehren werden, die sich daher, wenn man einmal ihren Ursprung kennt, fiir 
jeden einzelnen Fall vorausberechnen lassen, und zweitens diejenigen Fehler, welche 
unter ganz gleichen Umstinden in verschiedener Grésse und ebenso oft in dem einen 
wie in dem anderen Sinne begangen werden. Die erstere Art nennt man die gesetz- 
miissigen Fehler (was in speciellen Fallen gleichbedeutend sein kann mit constanten 
Feblern), die zweite Art die zufilligen, auch wohl unvermeidlichen Beobachtungsfehler. 
Um Beispiele gesetzmissiger Fehler zu haben, denke man an Messungen, mit einem 
metallenen Maassstabe ohne Riicksicht auf die Temperatur ausgefiihrt, oder auch Be- 
stimmungen von Lingenunterschieden, bei denen die Verschiedenheit der Beobachter in 
der Auffassung der Uhrschlige (die sogenannte persénliche Gleichung) nicht eliminirt 
ist, oder auch an den Gebrauch yon nicht kalibrirten Thermometern und Barometern. 
Hier wiirden offenbar die begangenen Fehler unter ganz gleichen Umstinden in der- 
selben Grésse wieder begangen werden, soweit nicht die dabei ausserdem begangenen 
zufalligen Fehler dieses Verhalten stéren. Es ist nun eine Grundvoraussetzung der unter 
der Benennung ,Methode der kleinsten Quadrate“ zum Unschadlichmachen der Fehler 
und Bestimmen der wahrscheinlichsten Werthe begriffenen Vorschriften, dass die Fehler 
ebenso oft das positive als das negative Vorzeichen haben, und dies auch noch, wenn 
man. sie ihrer absoluten Grésse nach in Gruppen theilt; demnach wird vorausgesetzt, 
dass die Beobachtungen, welche man jenen Vorschriften unterwirft, von den gesetzmassigen 
Fehlern schon befreit seien. Ob die Beobachtungen dieser Anforderung wirklich ge- 
niigen, ist, wenn auch meistens nicht a priori, doch immer a posteriori zu erkennen, da 
man die Fehler, welche nach dem Resultate der Rechnung begangen sein sollen, nach 
dem eben genannten Kriterium in Betreff ihrer reinen Zufalligkeit priifen kann. Auf 
diesem Wege kann man auch die Grésse der begangenen gesetzmiissigen Fehler, und 
wenn die Beobachtungen mit hinreichender Mannigfaltigkeit vorhanden sind, die Ge- 
setze, nach denen sie sich richten, kennen lernen und etwaige noch unbekannte Fehler- 
quellen entdecken. 

Nehmen wir demnach an, dass wir aus einer grossen Zahl von Beobachtungen von 
gleicher Zuverlaissigkeit, die nur durch die unvermeidlichen zufilligen Fehler etwas von 
der Wahrheit abweichen, ein System von Unbekannten, deren Zahl aber weit hinter der 
Anzahl der angestellten Beobachtungen zuriickbleibt, bestimmen sollen, mit der Anforde- 
rung zugleich, dass die nach der Substitution der zu findenden Werthe in der Darstellung 
der Beobachtungen tibrig bleibenden Fehler und das ganze System Wahrscheinlichkeit 
fiir sich haben sollen, so muss vor allen Dingen nach dem Vorhergehenden das arith- 
metische Mittel aller Fehler sich auf Null reduciren. Jede wahrscheinliche Lésung 
muss diese Bedingung erfiillen, aber offenbar ist nicht jede Lésung, welche das thut, 
wahrscheinlich, weil ja auch schr grosse Fehler mit verschiedenem Vorzeichen die Summe 
Null bilden kénnten, Man hat deshalb noch einen besonderen Grundsatz néthig, um 
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unter den unzihligen wahrscheinlichen Lésungen die wahrscheinlichste bezeichnen zu 
kénnen. Man hat festgestellt, dass als das wahrscheinlichste System von Unbekannten, 
welche aus einer grossen Zahl von Beobachtungen gleicher Giite zu ermitteln sind, das- 
jenige zu gelten hat, bei welchem die Summe der Quadrate der iibrigbleibenden 
Fehler so klein als méglich wird. 

Die Frage nach der Berechtigung zur Aufstellung dieses Satzes ist eine iiber- 
fliissige, da er auf eine Definition des Begriffes , Wahrscheinlichstes System“ hinausliuft, 
die, wie jede Definition, willkiirlich ist; man hitte z B. auch die vierte Potenz der 
Fehlerquadrate anstatt der zweiten wiihlen kénnen. Wir werden indessen sehen, dass 
die Erfahrung die unter Anwendung des obigen Grundsatzes gewonnenen Resultate in 
allen Theilen bestiitigt und dass die auf diesem Wege zu findenden wahrscheinlichen 
Fehler ihrer Grésse nach mit denen, welche eine mehr unmittelbare Untersuchung 
ergiebt, durchaus iibereinstimmen. In der folgenden Vorlesung wird sich, wenn wir die 
einfachsten Folgerungen des obigen Princips machen, die Harmonie zwischen dieser 
Theorie und der Erfahrung deutlicher nachweisen lassen. 


Hundertundfiinfte Vorlesung. 


Kinfachste Folgerung aus dem Grundsatze der Methode der kleinsten 
Quadrate. Gesetz der Beobachtungsfehler. 


Betrachten wir uns den besonderen Fall, dass das zu suchende System von Un- 
bekannten x, y, ¢ ete. sich auf eine einzige Unbekannte x reducirt, fiir welche letztere 
man durch eine Reihe von Messungen die folgenden mit den unvermeidlichen Beob- 
achtungsfehlern behafteten Bestimmungen: 


f=, 
1 
i ae 
= n'" 

u. 8. W. 


erhalten hat; es wird dabei noch vorausgesetzt, dass alle diese Messungen das gleiche 
Vertrauen verdienen. Nach dem Grundsatze der Methode der kleinsten Quadrate wird 
nun derjenige Werth von # der wahrscheinlichste sein, welcher die Summe der Fehler- 


quadrate : 


(2 — n)? + («# — nn’? + @ — vn")? + (a — un")? +.--- 
gm einem Minimum macht. Nach den bekannten Regeln aus der Lehre der Maxima 
und Minima muss also das Differential dieser Summe nach # genommen und der Null 
gleich gesetzt werden; man erhalt: 
rr 
(c—n)+ (@@—n)+(@—n")+ (@—n")+:---=9, 
oder, wenn die Anzahl der Beobachtungen mit p bezcichnet wird: 
ntn tr" tn” +... 
Dp 
d. h. also das arithmetische Mittel aus den einzelnen Bestimmungen als wahrscheinlich- 


? 


= 413 — 


sten Werth von a. Dasselbe lehrt aber auch fiir diesen gewéhnlichsten aller Fille die 
tiigliche Erfahrung. 

Wir koénnen das eben erhaltene Resultat sogleich noch zu weiteren wichtigen 
Folgerungen benutzen. Die unvermeidlichen Fehler fallen simmtlich innerhalb zweier 
zu beiden Seiten von der Null gleich weit abliegenden, fiir die angewandten Hilfsmittel 
nicht mehr oder eben noch zu unterscheidenden Grenzen. Die Wahrscheinlichkeit, dass 
ein Fehler ausserhalb der Grenzen fillt, wird daher gleich Null, die, dass er innerhalb 
fallt, gleich der Gewissheit, d. h. gleich 1 gesetzt werden miissen. Ueberhaupt werden 
die grésseren Fchler seltener vorkommen als die kleinen; es wird sich daher eine Formel 
dafiir finden lassen, welchen Theil von der Gesammtheit aller begangenen Fehler die 
zwischen zwei Grenzen — & und + & enthaltenen ausmachen oder, was auf dasselbe 
hinauskommt, ein Ausdruck fiir die Wahrscheinlichkeit, dass ein begangener Fehler 
zwischen 0 und & liege, wihrend die Wahrscheinlichkeit, dass tiberhaupt ein Fehler be- 
gangen sei, gleich 1 zu setzen ist. Der Einfachheit halber kénnen wir dabei die Ein- 
heit, in welcher die € auszudriicken sind, so wahlen, dass der grésste Fehler, der tiber- 
haupt begangen werden kann, ebenfalls gleich 1 wird, demnach € ein echter Bruch 
bleibt. Dies vorausgeschickt, ist klar, dass die Anzahl der zwischen 0 und & der Wahr- 
scheinlichkeit nach vorkommenden Fehler durch dasjenige Segment einer Curve reprisen- 
tirt werden kann, welches den Abschnitt der Abscissen von O bis & zur Basis hat. 
Werden mit # die laufenden Abscissen, mit y oder f(a) die Ordinaten der gesuchten 
Curve bezeichnet, so wird ferner die Wahrscheinlichkeit, dass ein Fehler zwischen den 
Grenzen € und & begangen sei, durch das bestimmte Integral: 


' or 
S 


ydx oder | f (x) dx 


c 


ece 


-* 


Uae 


vorgestellt. Lisst man in diesem Integrale die Grenzen einander unendlich nahe riicken, 
so erhailt man die Wahrscheinlichkeit, dass gerade der Fehler § oder & begangen ist. 
Diese ihrer Natur nach unendlich geringe Wahrscheinlichkeit wird hiernach aus- 
gedriickt durch: 


Sf (eyax, 


Ausserdem bemerken wir noch gleich, dass nach den obigen Vereinbarungen: 
th 
| i Cee aes | 
—i 


werden muss; da jedoch fiir Werthe von «# zwischen — o und —1, sowie zwischen 
+1 und +o keine Fehler mehr begangen werden sollen, so wird fiir diese Ab- 
schnitte y tiberall gleich der Null werden; es wird also: 

+1 +o 


J7@) da = J f (a) dx 


gesetzt werden diirfen. 

Ks seien nun ferner bei einer Reihe von Messungen oder Beobachtungen die 
Kehler & &, &”, &” u. s. w. begangen; die Function y = /f(#) kénnen wir jetzt so. be- 
stimmen, dass ein anderer, aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung entnommener Ausdruck 
fiir die Wahrscheinlichkeit,, dass gerade diese Fehler yorgekommen seien, zu einem 
ee wird. Hs ist nimlich die Wahrscheinlichkeit, dass unter allen médglichen 
Fehlern sich gerade die begangenen &, &, &, &"” wes. w. vereiniet finden, nach einem 
bekannten Satze und nach den obigen Bemerkungen gleich: 


FS) FE) LF OOP (ED olden dav ekdou at 


=H —< 


demnach soll das Product: 


oder auch die Summe: 


log f (&) a log f (&) + log f (&") - log f(é@") ate eae 


wi einem Maximum werden. Die Differentiation nach «# ergicbt: 


dlog f(é) , dlog f(§') | dlog f(é") pe wileg FAG). 


dx 2 dx . dx d x fae eee ae 
Schreibt man diese Gleichung in der Form: 
ad log f (§) £ 4 d log f (&) e) 4 d log f (&") en ad log rile) en 0 
Edé S é d Fy S gn d gf S eM d gir S = Y apbp Meet o-. 


und vergleicht sie mit der oben bewiesenen: 


Bode & th Bere 20 eae vee 0, 
so zeigt sich, dass die erstere Gleichung aus dieser letzteren durch Multiplication mit 
einem constanten Factor k hervorgehen muss, wenn beide niemals in Widerspruch ge- 
rathen sollen. Es wird daher: 

dlogf(x) _ dlogy _ 
vdax ode 
logy = 1/,ka* + log C 

P(e) =y = Coste 


k 


Die Integrationsconstante C wird nun durch die Bedingung bestimmt, dass: 


+a + 0 
| (0) dz C | eike” dg seen) 


sein soll. Setzen wir in Riicksicht darauf, dass f(x) abnimmt, wenn x wiichst, 1/,k gleich 
einer negativen Grésse — h?, und bemerken, was in der Lehre von den bestimmten 
Integralen gezeigt wird, dass namlich: 


ist, so ergiebt sich fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit, dass ein Fehler zwischen den 
Grenzen & und & liege, der Ausdruck: 


wre 


h 


=a Go an. 
\x 


wre 


Die Grésse h hiingt von der Giite der Beobachtungen ab, auf welche die Formel 
Anwendung finden soll; haben in zwei Beobachtungsreihen von verschiedener Giite die 
Fehler & und mé&*‘beziehungsweise dieselbe Wahrscheinlichkeit, ist also, wie man in 
diesem Falle zu sagen pflegt, die Genauigkeit der ersteren Art mmal so gross als die 
der anderen, so muss, wie man leicht aus obigem Ausdrucke erkennt, fiir die erstere 
auch h mmal grésser genommen werden, wenn fiir beide die Wahrscheinlichkeit den 
eleichen Werth annehmen soll, Die Grésse h wird deshalb auch das Maass der 
Genauigkeit genannt; sie lisst sich numerisch bestimmen, wenn man durch Abziihlen 
der in der Beobachtungsreihe bis zu einer gewissen Grésse begangenen Fehler den- 
jenigen Fehler ermittelt, welcher ebenso oft erreicht als iiberschritten worden ist, fiir 
welchen sich demnach die Wahrscheinlichkeit, dass er bei einer cinzelnen Beobachtung 
nicht tiberschritten worden sei, auf 1/, reducirt, Die diese Kigenschaft besitzende Grosse 
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wird der wahrscheinliche Fehler einer einzelnen Beobachtung genannt; bezeichaen 
wir denselben mit @, so haben wir die Bedingung: 


+0 


h Le 
oes ee da — 1/,, 
x 
sa 
oder, wenn hx = 1? gesetzt wird: 
ho 
Pee 
= e—4 Oj Ilo 
a. 
0 
ho = 
CL a == Me == (dala 
4 
0 


Um aus dieser Bedingungsgleichung den Werth yon ho zu finden, geniigt hier die 
einfachste Reihenentwickelung des Integrales, namlich: 


he 
h3 9? he 9? 1. hig? 
oe — 1/ E oh eo 
|e dt ho a - /2 5 omnes 7 = 
0 


und es ergiebt sich: 
ho = 0,47694. 

Durch diese unverinderliche Relation ist h gegeben, sobald man @ kennt, und 
daher bei jeder hinreichend zahlreichen Beobachtungsreihe die Méglichkeit geboten, das 
numerische Resultat der obigen Wabhrscheinlichkeitsformel mit dem wirklichen Vor- 
kominen der Fehler zu vergleichen. 

In den Fundamentis astronomiae hat Bessel an 470 Bradley’schen Beohachtungen 
der Rectascensionen (Bestimmungen von @ Aquilae und « Caniminoris) eine solche Unter- 
suchung ausgefiihrt. Es ergab sich dabei: 


welchem entspricht: 
hea 6087: 


Unter Einsetzung dieses Werthes in die Integralformel stellt sich fiir die 470 Be- 
obachtungen die Vergleichung zwischen Theorie und Erfahrung wie folgt: 


Anzahl nach 
Fehler zwischen ee 
der Theorie | der Erfahrung 
| 

SQ) Ee GLa (0a | 95 94 
QUEL nM rete ahi eee aes el 89 88 
QUO i. GEO Set ee ee ot 78 78 
CUE BT we aus () Ure Case et nce ne ee 64 58 
LO es MALO Zh se etn Aare oR ince 2h 50 51 
ON Sw in 2 OMG Eis ation anytime a The ae ee 36 
AR aaa Cy eae PRE RD Pea 24 26 
Ly OR 8 10: eRe NS = Te ae atari. « 15 14 
OLS: Rae 01, F eee acta ihn By 9 10 
Ce Oe is SHE) ek ee a 5 iv 
Ver lOO) oon a. ee re 5 8 


Wenn man bedenkt, dass unter einer grésseren Zahl von Beobachtungen sich 
immer einige finden werden, die unter unbekannten und heterogenen Finfliissen celitten 
haben, so muss die Uebereinstimmung der Theorie mit der Erfahrung gewiss eine sehr 
befriedigende genannt werden. 


Hundertundsechste Vorlesung. 


Begriff und Ableitung des mittleren Fehlers. Relation zwischen dem 
wahrscheinlichen und dem mittleren Fehler. 


Die Methode der Vorlesung 105, den wahrscheinlichen Fehler zu suchen, niimlich 
das Abzihlen der Fehler, ist eine indirecte; wir werden im Folgenden eine directe 
Methode fiir diesen Zweck kennen lernen. 

Sobald man einmal weiss, dass f(a”) der vorigen Vorlesung von der Form 
h 


—e"* ist, kann man gleich die Bemerkung, dass: 


|x 

~E wad) oer > eT 

FE) FE) SE) FE") 
ein Maximum werden muss, noch weiter verwerthen. Es sei wieder p die Anzahl der 
angestellten Beobachtungen, so erscheint jJenes Product unter der Form: 


h\? Se . 
—\ pW + 2 + bray Srey...) 
\z 

Wenn nun die Fehler &, &, &, &”’ u. s. w. bekannt sind oder die Summe ihrer 
Quadrate gegeben ist, so kann der Forderung eines Maximums nur dadurch geniigt 
werden, dass man den Werth von  dementsprechend bestimmt, d. h. den Differential- 
quotienten des Productes, nach h genomimen, gleich Null setzt. Wird der Kiirze halber 
.- ~ > 7 4 ¢ ! 6 fe Ile o - = 
die Summe der Fehlerquadrate 2 + &'2 + 72 4 g”2 41... mit [&&] bezeichnet, so 


erhailt man: 


- y—1 oes 2 Waar Al ae . 7 
p hP . e—h ss) __ aes e—h? [ss] S [EE] — Oe 
(\x) (x) 
oder: 
1)! = De EE] = 0, 
ee he: 


en TAY 


h V2 ‘“s p 


Die Wurzelgrésse auf der rechten Seite dieser Gleichung wird der mittlere 
Fehler der Beobachtungen genaunt; es ist derselbe, der bei jeder der p Beobachtungen 
begangen sein miisste, um die Summe der Fehlerquadrate der wirklich stattfindenden 
gleich zu liefern. Bezeichuet man den mittleren Fehler kurz mit €, so ergiebt die eben 


eefundene Relation — — &, wenn man sie mit der fiir den wahrscheinlichen Fehler @ 
DS 
abgeleiteten : 
| oy 
hoe — 0,47694 


verbindet: 
o = 0,67449 «. 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 9] 
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Mit ciner fast immer hinreichenden Niherung pflegt man wohl den wahrschein- 
lichen Fehler gleich zwei Drittel des mittleren Fehlers zu setzen. 

Ueberblickt man noch einmal die Ableitung des Ausdruckes von f(a”) im Fehler- 
eesetze, so erscheint derselbe als cine Folgerung aus dem Principe des arithmetischen 
Mittels, ohne dass es schon néthig gewesen wire, das Princip der kleinsten Quadrate 
selbst dafiir geltend zu machen. Es ist nun aber ferner klar, dass, wenn wir uns in 


ly XL gree 
ie) el [s el], 
IU 


welcher ein Maximum werden muss, die Grésse h gegeben denken und noch eine Be- 
stimmung in Betreff der Summe der Fehlerquadrate zu machen haben, diese letztere 


dahin lauten muss, dass: 


dem Ausdrucke: 


[E€&] ein Minimum 
wird. Und so steht es uns denn frei, ob wir das Princip der Ausgleichung der Fehler 
nach dem arithmetischen Mittel als eine Folgerung aus dem Principe der kleinsten 
Quadrate betrachten, oder umgekehrt das Letztere aus dem Ersteren schliessen wollen. 
Hat man cine lineiire Function der Gréssen a, y, z,v u. 8s. W-, Welche letztere als 
unmittelbare Beobachtungsergebnisse aufgefasst werden sollen, also eine Function von 


der Form: 


X=anr-+by+ecze+--s, 

worin a, b, ¢ u. s. W. gegebene Constanten vorstellen, so lisst sich auch von dieser Func- 
tion die Eigenschaft nachweisen, dass sie durch den Einfluss der Beobachtungsfehler in 
L,Y, € U.S. W. ebenso oft und ebenso stark im positiven wie im negativen Sinne beein- 
flusst sein wird. Fiir die Function X gilt also ebenfalls der Grundsatz des arithmeti- 
schen Mittels, daher kénnen alle Folgerungen wiederholt werden, welche auf die einfache 
Function ~ oben gezogen sind, insbesondere kann wieder das Maass der Genauigkeit auf 
dieselbe Weise gefunden werden. Bezeichnen wir die Fehler yon 2, y,z..., welche 
bei einer einzelnen Bestimmung begangen worden sind, mit £7, €..., die bei einer 
anderen Bestimmung vorgekommen, mit &, 7’, €’..., so wird in dem einen Falle der 
Fehler von X sich ausdriicken durch: 


aE + by + ef +---, 
at + by + ef t--- 


und athnlich bei den iibrigen Bestimmungen. Stellt noch [4,4] die Summe der Fehler- 


in dem anderen durch: 


quadrate von X vor, so soll nach Obigem der Ausdruck: 


(Gay mre 
\x 


durch die Wahl von hk ein Maximum werden; dazu ist erforderlich, dass: 


a jas 
hy2 — p 
Es ist aber: 


bmmf ome & 6 he 

[HE] = [of + by + cf +--+ [ae + ba + ef +. PH. 
ae sili, oe . ag Ape 
Fiihrt man rechts die Erhebuneen auf das Quadrat wirklich aus und bemerkt, dass die 
Productensummen: 


Sel. 


ab (éy + &y' +...) 
ac(EE + HE 4.-.) 


uU. 8. W. 


7909 = 


sich auf Null reduciren, wenn ebenso oft negative als positive Fehler begangen sein 
sollen, so erhilt man: 

BE] = a [EE] + 0°[y7] + o[6] + 
Wenn daher die einzelnen Bestimmungen von # den mittleren Fehler r, die von y den 
Fehler r’ haben u. s. w., so wird der mittlere Fehler einer Bestimmung der Function X 


gleich: 


Var? + bar’? + car? + 
Nun kann man aber auch das arithmetische Mittel aus m Bestimmungen einer 
Deiat Tia : ne es A A aS . stad 
Groésse als den Fall einer solchen lineiiren Function behandeln, wenn man die einzelnen 
beets : : P yt 
Bestimmungen der Reihe nach mit 2, y, 2 ws. w. bezeichnet. Es wird dann: 
Pea Ne te By Ae 


mM 


Pas Poesy ae a. Ws, 


demnach der mittlere Fehler des Mittels aus m Bestimmungen gleich: 


iis % 
m—, also —=—-: 
sl ym 

Man zieht daraus den wichtigen Schluss, dass die Genauigkeit des Mittels aus 
gleich zuverlissigen Beobachtungen wichst, wie die Quadratwurzel aus der Anzahl der 
Bestimmungen. THiernach sind z B., um den wahrscheinlichen Fehler des Mittels aus 
einer Reihe von Bestimmungen auf ein Zehntel seines Betrages herabzudriicken, die 
Beobachtungen zu verhundertfachen, und es findet so der Grundsatz, dass man durch 
Wiederholung der Beobachtungen zuletzt jede beliebige Genauigkeit erziclen kénne, 
seine naturgemisse Beschrankung. 

Um verschiedene Beobachtungsreihen hinsichtlich ihrer Genauigkeit bequemer ver- 
gleichen zu kénnen, hat man auch noch den Begriff des Gewichtes einer Bestimmung 
eingefiihrt. Wenn man ausdriicken will, dass die Bestimmungen von einer gewissen Art 
pmal so oft angestellt werden miissten, als die einer zweiten Art, um dieselbe Genauig- 
keit zu erzielen, so sagt man, diese letztere genauere Art der Bestimmung habe relativ 
mr ersteren das Gewicht p. Die Gewichte stehen in umgekehrtem Verhiltnisse des 
Quadrates der wahrscheinlichen Fehler. Hiernach lisst sich nun gleich das Gewicht 
einer Bestimmung angeben, welche (wie z. B. die des Culminations- oder Rectascensions- 
unterschiedes zweier Gestirne) aus zwei oder mehreren Bestimmungen zusammengesetzt 
werden muss. Hat bei der Bestimmung von x + y oder von #—y, # den wahrscheinlichen 
Fehler r, y den wahrscheinlichen Fehler 7’, so wird derjenige der Summe oder Differenz 
nach Obigem gleich yr? + r? sein; ist daher p das Gewicht der Bestimmung von «, 
p' das von y, P das der resultirenden Bestimmung, so wird: 


- 9 

— — Y ied 

p 

i ee 

y 

= = 72 + i, 
rs A 

1 il ] 

oe ees ee 

1é p yp 


und allgemeiner, haben die einzelnen Bestimmungen, aus welchen eine resultirende Be- 


stimmung durch blosse Addition und Subtraction herzuleiten ist, die Gewichte p, p, 
91% 
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=, Es 4 . @ 5 ~ . “2 ] Wat al [IS 
p” us. w., so wird das Gewicht der resultirenden Bestimmung gegeben durch die Formel: 


in Worten: der reciproke Werth des Gewichtes der resultirenden Bestimmung ist 
gleich der Summe der reciproken Gewichtswerthe der einzelnen Bestimmungen. 

Ein Beispiel fiir Anwendung dieses Satzes liefert die Herleitung des Meridian- 
unterschiedes zweier entfernter Stationen aus denen der zwischenlicgenden. 

Ferner kann man mit Riicksicht auf die Gewichte eine Reihe von Bestimmungen 
einer und derselben Grésse zu einem Mittel vereinigen. Es sei erhalten: 


%=n, Gewicht p 

C= Ms amb: 

i n'', . p" 
Ue Bs Ws, 


so werden diese Bestimmungen zu dem Mittel: 


pn + p'n' + pn" +-- 


pp tp te. 3? 


welchem das Gewicht p + p' + p” + +++ zuzuschreiben ist, zu vereinigen sein. Die 


i 


Analogic dieser Formel mit der in der Statik fiir eine Coordinate des Schwerpunktes 
verschiedener Massen von den Gewichten p, p’, p”..., fallt gleich in die Augen, so dass 
die Benennung ,Gewicht* ganz besonders motivirt erscheint. 


Hundertundsiebente Vorlesung. 


Mittlerer zu befiirchtender Fehler. Beispiel. 


Ueber die Berechnung des mittleren Feblers im Falle einer einzigen Unbekannten 
wiirde wenig noch zu sagen tibrig bleiben, wenn man den wahren Werth der zu 
suchenden Grésse in aller Genauigkeit kennte; man erfihrt aber statt dessen immer nur 
den wahrscheinlichsten Werth und muss auf diesen Umstand Riicksicht nehmen, um so 
mehr, je kleiner die Anzahl der angestellten Beobachtungen ist. Dies erreicht man so 
weit als méglich durch foleende Betrachtung. 

Sind & &, &” u.s. w. die Fehler, welche bei py einzelnen Beobachtungen der Reihe 
nach begangen zu sein scheinen, wenn man mit dem wahrscheinlichsten Werthe ver- 
gleicht, so werden, wenn der letztere noch um die Grosse + m fehlerhaft ist, die wahren 
Fehler durch § -F m, & -- m, &” + m us. w. vorgestellt. Die wahre Summe der Fehler- 
quadrate wird demnach: 


[eg] + Om [E+ 8 +e He] + pm 
oder, da & + & + £” 4... = 0, gleich 
(Ee) -E pom 


Wenn also € den mit Riicksicht hierauf resultirenden mittleren Fehler vorstellt, so 
hat man: 
62 —— 


EE] + pm, 
Den Werth von m kennt man nun zwar nicht; man wird sich demselben jedoch 
so vicl als méglich nihern, wenn man m, dem mittleren Fehler des Mittels, aus den p 


— 725 — 


E 
eleich is setzt. 


2 = Hier- 
Vp 


Beobachtungen, also nach den Vorschriften, die wir kennen lernten, 


s= yee. 


durch erhilt man: 


Die nach dieser Formel ermittelte Grisse pflegt man auch, um den oben erwiihnten 
Unterschied anzudeuten und aufrecht zu erhalten, den mittleren zu befiirchtenden 
Der mittlere zu befiirchtende Fehler des Mittels aus allen p Beob- 


é / 
Vp pip a1)’ 
woraus dann wieder der wahrscheinliche Fehler durch Multiplication mit der Zahl 
0,67449 hervorgeht. 

Als Beispiel einer solchen Ermittelung des wahrscheinlichen Fehlers mag die an 
dem Reichenbach’schen Meridiankreise der Géttinger Sternwarte ausgefiihrte Bestim- 
mung der Schraubenumdrehungen eines Mikroskopes, welche in einem Intervalle der 
Es wurden zu dem Zwecke die den 


Kehler zu nennen. 
achtungen wird: 


or 


Theilung des Kreises von 3’ enthalten sind, dienen. 
Einstellungen auf die Grenzen des Intervalles entsprechenden Ablesungen von einander 
abgezogen; die Differenz wurde, um auch ein Urtheil iiber die zufilligen Fehler der 
Theilung zu gewinnen, an 72 verschiedenen Stellen des Kreises bestimmt. Die einzelnen 
Differenzen bei 0°, 5°, 10° u. s. w. ergaben sich wie folgt: 


| 
Ablesung| Differenz Abweichung Fehler- Ablesung| Differenz Abweichung Fehler- 
A: | vom Mittel quadrat y vom Mittel quadrat 
Q° 7,267 + 0,011 0,000121 180° 7,282 — 0,004 0,000016 
5 7,319 — 0,041 1681 185 7,264 + 0,014 196 
10 7,295 — 0,017 289 190 7,322 — 0,044 1936 
15 7,250 + 0,028 784. 195 7,374 — 0,096 9216 
20 7,321 — 0,043 1849 200 7,314 — 0,036 1296 
25 7,278 0,000 0 205 7,275 +- 0,008 9 
30 7,295 =) 017 289 210 7,332 — 0,054 2916 
35 7,260 + 0,018 324 215 1.293 == Koss) 225 
40 7,303 — 0,025 625 220 7,317 — 0,039 1521 
45 7,303 — 0,025 625 225 7,389 — 0,111 12321 
50 7,192 + 0,086 7396 230 7,387 — 0,109 11881 
55 7,272 +- 0,006 36 235 7,011 — 0,033 1089 
60 7,257 + 0,021 44] 240 7,349 == OO Al 5041 
65 7,238 + 0,040 1600 245 7,322 — 0,044 1936 
70 7,278 0,000 0 250, (fesks}3) OG 13689 
75 (PAK! + 0,001 1 255 7,314 — 0,086 1296 
80 7,297 — 0,019 361 260 7,295 — 0,017 289 
85 7,318 — 0,040 1600 265 7,260 + 0,018 394 
90 7,268 + 0,010 100 270 7,268 + 0,010 100 
95 7,234 -+-- 0,044 1936 275 7,239 + 0,039 1521 
100 7,290 = 0,012 144 280 7,288 + 0,045 2025 
105 7,189 + 0,089 7921 285 {Pay + 0,026 676 
110 T 217 + 0,061 3721 290, Tp P90) + 0,008 64 
115 7,226 -- 0,052 2704 295 7,264 + 0,014 196 
120 7,251 + 0,027 729 300 7,244 + 0,084 1156 
125 7,212 ++ 0,066 4356 305 7,260 + 0,018 324. 
130 7,258 + 0,020 400 310 7,235 + 0,043 1849 
155 7,280 + 0,045 1849 315 7,260 AT CMOS: 324 
140 7,244 + 0,034 1156 320 7,268 | 0,010 100 
145 7,244 + 0,034 1156 825 7,274 -b 0,004 16 
150 7,241 + 0,08 1369 330 7,262 -- 0,016 256 
155 7,272 + 0,006 36 3385 7,227 { 0,051 2601 
160 7,273 +- 0,005 25 340 7,275 + 0,003 9 
165 7,291 = O01 169 345 7,306 = 0,098 784. 
170 7,225 + 0,058 2809 350 7,310 = OEY 1024. 
175 7,280 — 0,002 4 355 7,269 + 0,009 8] 
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Das Mittel aus den 72 Bestimmungen, als wahrscheinlichster Werth der zu 
suchenden Grosse anzuschen, ist 7,278; hiernach sind die Zahlen der dritten und vierten 
Columne berechnet. Die Summe der Fehlerquadrate wird: 


[££] = 0,126 909 


der mittlere zu befiirchtende Fehler einer Bestimmung: 


reer 126 905 
# a a Dae — 0,04228, 


also der wahrscheinliche Fehler einer einzelnen Bestimmung gleich 0,67449 > 0,04228, 
eich 0,02852; der mittlere zu befiirchtende Fehler des Mittels aus allen Beobachtungen 


0,04.228 
—___— 


72 
Nach dem Fehlergesetze soll der wahrscheinliche Fehler r einer einzelnen Bestim- 

mung von 500 unter 1000 Beobachtungen nicht erreicht werden, bei 688 soll der Fehler 
unter 3/,7, bei 823 unter 27, bei 908 unter 5/,7, bei 956 unter 3r bleiben. Es sollten 
also unter 72 Beobachtungen Fehler 

bis zu 0,02852 36 mal 

wie iat “Oj04278. 50), 

eh tO Os O4 te Oars. 

ota OOTIBOL 65: 

erchessg x) OSD DG ties 
vorgekommen sein. Die wirklichen Zahlen sind der Reihe nach 39, 53, 63, 66, 66, von 
den theoretischen nicht allzu stark abweichend. 


€ 
oO 
ro) 


findet sich gleich —= 0,00498, der zugehérige wahrscheinliche gleich 0,00336. 


Hundertundachte Vorlesung. 


Die Bestimmung der wahrscheinlichsten Werthe aus einem System 
linetirer Gleichungen. Aufstellung der Normalgleichungen. 


Wir betrachten jetzt den Fall, wo die Methode der kleinsten Quadrate auf ein 
System von lineiren Gleichungen mit mehreren Unbekannten 2, y, 2, welche wir hier 
auf die Zahl von drei beschrinken, in Anwendung kommen soll. Es seien die aufzu- 
losenden Gleichungen: 


ax + by tee +n =0 
ve + Uy +eée +n = a 
a! a of bly ais cg es pil cant dee OS ok Ces nS ae (1) 
alg | bly | ells a mit tess u 
u. 8. W. 


Die absoluten Glieder dieser Gleichungen n, nv’, 0", n/” us. w. sind das Resultat von 
Messungen oder Beobachtungen, welche méglichst gut dargestellt werden sollen und in 
Betreff derer hier vorliufig vorausgesetzt wird, dass sie alle gleiche Zuverlissigkeit haben. 
Nach dem bekannten Grundsatze ist nun dasjenige System yon Werthen der drei Un- 
bekannten x, y, ¢ fiir das wahrscheinlichste zu halten, welches die Summe der Fehler- 
quadrate (im Folgenden mit [44] bezeichnet): 
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(ae + by +ee+nPt@et dyteet n+ ("e+ Wy t+ let n')2 
+ (ae “| bly -+- cl" 2 + nl")? a hee 
zi einem Minimum macht; diese Werthe werden gefunden, wenn man die Differential- 


quotienten nach #, y und ¢ bildet und jeden gleich Null setzt. Setzt man der Kiirze 
halber: 


a? a q'? + ql!2 + qil2 + AR [aa] 


ab + a’ b’ + ah! 1. qi"! pl! -| vith ee |ab| 

ac + ac + acl 4 al" el" zt = [a c| 

an +} a'n' -f an" -[ qi! yl" + i as la n | 
u. Ss. We 


so erhalt man die Gleichungen: 
[aa|x + [ably + [ac|lz + [an] = 0 
[ab}e + (ebly > [bcle +> [On] == 0) 1. a, oe ce () 
[acle + [bely + [ecle + [en] = 0] 
welche Normalgleichungen genannt werden. Theoretisch ist iiber die Auflésung der- 
selben wenig zu sagen, es sei denn, dass man die Summe der Fehlerquadrate benutzen 
will, um die wahrscheinlichen Fehler von 2, y, zg zu bestimmen; hiermit haben wir uns 
denn im Folgenden noch zu _ beschiftigen. 
Bedient man sich zur Elimination von x aus den Normalgleichungen des gewéhn- 


ab| 


lichen Verfahrens, indem man die erste mit Vel multiplicirt von der zweiten, dann mit 


[aa] 
[ac] fui : : i 
inal multiplicut von der dritten abzieht, so erhalt man: 
aa 


[bb,]y + [bale + [bm] = oY. eer 
[be]y + [ca]e + [en] = 0 


wobei zur Abkiirzung: 
= [ab] [ab] 
Cn 
= [ab] [ac] 
ba] = by — et 
fe [ab] [an] 
[bm] = [ba] — 
ic a: 
gesetzt ist. Eliminirt man nun y aus (3), so ergiebt sich: 
eae i feng) ee ae ee eo ee eee) 
wobei: (bey) [be,] 
be,| | be, 
ec,| = [ee,] — ————— 
[ 2 | [ 1] [bb, | 
[be] [bm] 
Chie Ce eS 
[ | [ 1] [b b, | 
Fiir die Summe der Fehlerquadrate ergiebt sich, mit Riicksicht auf die Glei- 
chungen (2): : 
[44] = [nn] + [an]x + [bn]y + [en]Je. «1. . « ws () 
und wenn man darauf aus dieser Formel und jenen drei Gleichungen wieder a, y, 2 
eliminirt: pA 
[an|? A aes 9 ee (6) 
[aa] [bb, ] [eca] 


wofiir zur Abkiirzung [nn3] gesetzt wird. 


[44] = [nn] — 


— 728 — 


Man kann fiir die Summe der Fehlerquadrate noch einen anderen Ausdruck auf- 
stellen, der uns spiter ebenfalls von Nutzen sein wird. Multiplicirt man die urspriing- 
lichen Gleichungen (1) jede der Reihe nach mit n, ax, by, cz und addirt dieselben, so 


ergiebt sich: 
[44] = [a 4]c + [b4]y 4+ [ed]e + [m4]... =.» WW) 


[a4] = [aalz + [edly + [acle + [on] ©. - >. + = &) 
Tis 8. Ws 
und wenn man den Werth von « aus (8) in (7) einsetzt und die Abkiirzungen 
[b4,] fir [bb ]y + [be ]e + [bm]... . . . . = Y) 
[n4,] fir [bnJy + [om]e + [mm]... . ~« = - (10) 
einfiihrt: 
[44] — =) bly fade intl. oo ee 
Aus (9) folgt: 
_ 4) (bal, [ba] 
Bhd [eb 8 ee 
wenn dieser Werth in (11) substituirt wird: 
4 |? bd, |? 
[44 = 4 cH a fete’ [dg] deen eee 
wobei: 
[ewts| ==¢ [ee e+ [ems em See =e ee) 
[was == [engle [hme 2" a ee 


Wird der aus (13) folgende Werth von z in (12) eingesetzt, so findet man: 
aA |? bd, |? cA, |? cn, | lc 4, : 

Rechterseits ist «, y, # nur in den Gréssen [a4], [b4,], [¢4,] enthalten; diese 
miissen also, jedes einzeln, zu Null gemacht werden, wenn die Summe der Fehlerquadrate 
[nn;| ein Minimum werden soll. Die Gleichungen: 

aed | se 0, [O24 |= OF fea, |= 0 

sind aber nichts Anderes als die Normalgleichungen (2). Zugleich sieht man, dass die 
Grosse [n 4,| mit [nn;] oder dem Minimum der Feblerquadrate identisch ist. 


[44] = 


Hundertundneunte Vorlesung. 


Fortsetzung der Entwickelung der Vorlesung Hundertundacht zur Ent- 
wickelung der wahrscheinlichen Fehler eines Systems yon Gréssen. 


Die Aufgabe, den mittleren oder den wahrscheinlichen Fehler einer beliebigen 
von den drei Unbekannten a, y, 2 zu bestimmen, ist als gelést zu betrachten, wenn man 
die Ausdriicke fiir jene Unbekannten in der Form linearer Functionen solcher Gréssen 
dargestellt hat, deren mittlere oder wahrscheinliche Fehler bekannt sind. Es ist dies 
z B, nach dem Vorhergehenden der Fall mit der Form, in welcher ¢ gefunden wird; da: 


Lens] 
Lees | 


o 
«~ 
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und [en] sich auf Producte von » mit bekannten Factoren zuriickfiihren lisst. Es seien 
nun, um die dazu néthigen Rechnungen auszufiihren, A’ und A” zwei Coéfficienten von 


, die erste 


solcher Beschaffenheit, dass, wenn man die erste der Gleichungen (2) mit 


1 
|aa| 


‘ bee eA ; ; : is 
der Gleichungen (3) mit [bo] und die Gleichung (4) mit nat multiplicirt und addirt, 
1 CC, 
die Coéfticienten von y und von ¢ gleich Null werden. Es soll demnach sein: 
|ab| 
faa a Ue SE igs Oe kh en ABD 
Lac] 4 Al [be] 4 A" — 0 (17) 
|aa| [bD, | i ee oe ake 
wodurech dann: 
lan| , (bn, | » [CN | 
z= — A’ - = TW) hearer aS 18 
|aa| [bb, | [cc?] us) 
Ferner soll der Coéfficient yon g verschwinden, wenn man die erste der Gleichungen 
1 ‘ : ; 3 Aan ; 
(3) mit ———, die Gleichung (4) mit Rites multiplicirt und addirt, also: 
[bo] . [ca] 
[be, | ! ; 
_—— a er ar er aes ne NS) 
[bb, | ‘es ee 


gesetzt werden. Man erhalt dann: 
[bm, | B’ [eng] 
[bb, ] [eco] 


(20) 


ferner, wie oben: 


pa a) 


Leicht erkennt man noch, dass 


[bb,] = A’ [ab] + [bd] 


[bn, | 
[ac,| 
[bc] . 
[ee | 


[Enz | 


= A’ [an] + [bx] . ed 
=A" laa) + B' lab] + feel. 
= A” [ab] + B’ [bb] + [be]. 
= A” lac| + B’ [be] + [ec]. 
= A” [an] + B’ [bn] + [en] . 


(22) 
(23) 
(24) 
(25) 
(26) 
(27) 


Die rechte Seite der Gleichungen (24) und (25) wird zufolge (16), (17) und (19) 
gleich Null, also [ac] = 0, [be] = 0. 

Stellt nun r den wahrscheinlichen Fehler einer einzigen Beobachtung, d. h. eines 
einzelnen Werthes von » vor, so wird, da: 


if Agvet de 
[an] = an + a'n' + a’n" +.--- 
nach dem Satze iiber die lineiiren Functionen der wahrscheinliche Fehler [an| aus- 


gedriickt durch: 


rya + a? + a? +--+ oder r Vaal. 

Nach der Art nun, wie [)b,| und [bn,| gebildet sind, kénnte man nach Analogie schon 
schliessen, dass der wahrscheinliche Fehler von |[bn,| gleich r y| bb,| sein werde; véllige 
Ueberzeugung aber kann man sich auf folgende Weise verschaffen. [bm,| ist zusammen- 
gesetzt aus Gliedern von der Form (A’a + b)n; der wahrscheinliche Fehler von [bn, | 
ist daher: 


r VA? [aa] + 2A’ [ab] + [bb] =r y[bb,} 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 99 
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Desgleichen ist [cn,|] zusammengesetzt aus Gliedern von der Form 
(A"a + B'b + c)n. 
Das Quadrat des wahrscheinlichen Fehlers von [en,| wird demnach: 
2(A" [aa] + B’ [ab] + [ac]) + B'r? (A” [ab] + B’ [bb] + [be]) 
+ 72 (A" [ac] + B’ [be] + [ee]), 
oder, mit Riicksicht auf (24), (25) und (26) gleich r2|¢¢ |; folglich der wahrscheinliche Fehler 
von [en] =r Vl ec |. Diese Formel enthiilt ein ebenso interessantes als wichtiges Resul- 
tat; da niimlich der wahrscheinliche Fehler von zg nun gleich: 
Rc es 
"! Teel Yfeeq| 
wird, so driickt [cc,| das Gewicht der Bestimmung von ¢z aus, das einer einzelnen Beob- 
achtung als Einheit genommen. Durch Umkehrung der Reihenfolge von a, y, in dem 


Eliminationsverfahren kann man mittelst derselben Formel auch die Gewichte und wahr- 
scheinlichen Fehler von a und y finden. Ausserdem kann man sich aber fiir diesen 
Zweck auch der folgenden Ausdriicke bedienen: 


Ga sc10 7 A! Al”? 
wahrscheinlicher Fehler der Bestimmung von # = 
ea NET, [ccs | 
Star 
Vi [bb] 7 [ece]’ 
welche nach den obigen Entwickelungen ohne Schwierigkeit sich ergeben. 
Um nun auch +, den wahrscheinlichen Fehler einer einzelnen Beobachtung, zu 
bestimmen, benutzen wir die aus Gleichung (15) unmittelbar folgende Formel fiir die 
Summe der Fehlerquadrate: 


[44] = 


” ” ” ” ” y 


[ad]? , [b4,)? . [ed,]? 
[aa| ie [bd, | r [ece| Leal 

Die Substitution der wahrscheinlichsten Werthe von a, y, ¢ zur Ermittelung der 
begangenen Fehler macht a4, b4,, ¢e4, zu Null; bei der Substitution der wahren Werthe 
wiirde dies nicht mehr der Fall sein. Bezeichnen wir mit ¢ den mittleren zu _ befiirch- 
tenden Fehler einer einzelnen Beobachtung, so wird die wahre Summe der Fehlerqua- 
drate von p Beobachtungen durch die Formel: 
a aig Bes : aetalt + [rns | 
[aa] * [bb,] [ecs | : 


gegeben, wobei |nn;| das durch die obigen Vorschriften gefundene Minimum vorstellt 
und unter [a4], [b4,], [¢ 4,| gewisse Fehlersummen zu denken sind, und zwar diejenigen 
Werthe derselben, welche man durch Einsetzung der wahren Werthe von a, y, ¢ erhalten 
wiirde. Letztere kennen wir nun zwar nicht; wir werden jedoch der Wahrheit so nahe 
kommen, als uns méglich ist, wenn wir bei n, vn’, n”, n!”” u. s. w. immer den mittleren 
Fehler € selbst als begangen ansehen. Es wird aber der mittlere Fehler von [a A| 


pe = 


offenbar gleich dem von [an], also nach obigen Entwickelungen gleich ¢ \|aa], der mittlere 
’ / ale 2 , . slat { 5 ‘ 
Kehler von [b4,| gleich dem von [bx | oder gleich ¢}[bb, |, der von [¢4,] gleich dem 


von [en | oder gleich [ce,|. Hiernach haben wir denn also zur Bestimmung von €& die 
Gleichung : 


pe? == a + 6? + 28 + [ming] 
oder: 


" ye! 


9? 
2 
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und hieraus dann r nach der Formel: 
r = 0,67449 ¢ = oerasg. J) Pel 
p — 3 
Allgemeiner findet sich fiir m Unbekannte der wahrscheinliche Fehler r einer ein- 
zelnen Beobachtung nach der Formel: 


r = 0,67449. an Shes 


Wir haben bisher die nicht immer zutreffende Voraussetzung gleicher Giite oder 
gleichen Gewichtes der einzelnen Beobachtungen gemacht; dieselbe lisst sich leicht ver- 
bessern, wenn man iiber die verschiedene Giite bestimmte Anhaltspunkte hat, zB. wenn 
man weiss, dass die eine oder andere Beobachtung aus einer grésseren Zahl von Wieder- 
holungen abgeleitet worden ist als die iibrigen. Hat man aus solchen Riicksichten und 
nach emer vorliufigen Kenntniss des Verhiiltnisses der wahrscheinlichen Fehler einer 
gewissen Beobachtung das relative Gewicht p zuzuschreiben, so hat dann die derselben 
entsprechende Bedingungsgleichung darauf Anspruch, p mal aufgefiihrt und demgemiiss zur 
Bildung der Normalgleichungen aufgefiihrt zu werden. Man kommt aber offenbar fiir 
die letzteren zu demselben Resultate, wenn man jene Bedingungsgleichung von dem 
relativen Gewichte p mit Vp multiplicirt, weil auch dann die von diesen Gleichungen her- 
riihrenden Producte aa, ab, ac u. s. w. pmal so gross werden als die der iibrigen. Es ist 
dann ausserdem nur noch bei der Berechnung der einzelnen Fehler und des mittleren 
Fehlers darauf Riicksicht zu nehmen, dass die betreffende Bedingungsgleichung nicht eine 
einzige, sondern p Beobachtungen vertritt. 


Hundertundzehnte Vorlesung. 


Bildung der Normalgleichungen und Bestimmung der 
wahrscheinlichsten Werthe der Unbekannten. 


In der vorigen Vorlesung wurde gezeigt, wie man aus den Bedingungsgleichungen 
die Normalgleichungen bildet. Praktisch ist dieser Uebergang immer etwas langwierig 
auszufiihren, und man muss sich durch besondere Vorsichtsmaassregeln vor Rechen- 
fehlern schiitzen. 

Wir erliutern hier zunichst das gewoéhunliche, logarithmische Verfahren fiir die 
Bildung der Normalgleichungen. Am Schlusse dieser Vorlesung sollen dann noch einige 
Worte iiber die Bildung der Normalgleichungen mittelst Quadrattafeln nach dem Vor- 
gange von Bessel und iiber die Laplace’sche Methode zur Bestimmung wahrscheinlicher 
Werthe von Unbekannten aus einer grésseren Zahl von Gleichungen hinzugefiigt werden. 

Fiir den Kometen 1890 III lagen folgende Bedingungsgleichungen vor, welche fiinf 
Normalértern (1), (2) ... (5) entsprechen 3). 


‘) Das Ausgangselementensystem ist parabolisch. Wir fithren keine Excentricitat ein, weil das 
betrachtete Bahnstiick zu kurz ist, um die Bestimmung einer solchen zu erlauben. 
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In Rectascension: 


1. —0",95 = 8,1460n dT + 9,3181n dlogg + 9,5863 da + 9,3680n sind d§X + 9,4081 dz 
De == 99 == Bon ++ 9,3506n + 9,5564 + 9,2537n + 9,4825 
3. +029 = 8,0752n + 9,3745n | 9,5163 + 9,0477n + 9,4512 
4, +0738 = 8,0234n + 9,3853n 4 9.4647 + 8,5116n + 9,4601 
5. —7,96 = 7,9322n + 93704. 1 9,3731 + 8,9490 + 9,4507 
In Declination: 
1. +5793 = 7,9674 dT + 9,9664 dlogqg + 9,5206n da + 9,6515 sind d 63 + 9,4450 da 
2, +6,79 = 7,9946 -L 9,9909 41 95594n + 9,6862 | 9,4025 
3. 4-79 = 8,0173 - 0,0192 ++ 9,5977n -L 9,7183 4+ 9.3445 
4, 3/002 = 8.0321 + 0,0490 ++ 9,6327n + 9,7448 + 9,2687 
5. -—+1",93 = 8,0359 + 0,0887 -+. 9,6733n + 9,7696 + 9,1299 


In diesen Gleichungen beziehen sich da, ds und di auf die Ekliptik. Statt 
dq ist dlogg (a. h. der Zuwachs des Briggh’schen Logarithmus von g) und an Stelle 
von d8 beziiglich d84 sini eingefiihrt worden, was einige kleine Vortheile bei der 
Berechnung der Differentialquotienten darbietet. 

Diese Gleichungen sind jedoch in Wirklichkeit nicht gleichwerthig, denn es beruhen 
die Normalorte (1), (2), (3), (4) und (5) auf respective 7, 12, 7,5 und 3 Beobachtungen. 
Wir setzen daher die Gewichte der Normalérter gleich der Anzahl der Beobachtungen, 
d. h. wir multipliciren die Gleichungen respective mit 7, (12 y7, yo und 3 und 
erhalten so folgende gleichwerthige Bedingungsgleichungen : 


1. 0,4008n = 8,5686n dT + 9,7407n dlogq + 0,0089 da + 9,7906n sin? dQ + 9,8307 dz 
2. 0,6502n = 8,6554n + 9,8902», -- 0,0960 + 9,7933n + 9,9721 
8. 9,8850 = 8,4978n + 9,7971n + 9,9389 + 9,4703n + 9,8738 
4, 9,9293 == 83729n + 9,7348n ++ 9,8142 + 8,8611n + 9,8096 
B. 1,0995r = 8,1708. + 9,6090n 9.6117 + 9,1876 4+ 9,6893 
6. 1,1957 = 83900 d7’ + 0,3890 dlogq + 9,9432n da ++ 0,0741 stent d§Q + 9,8676 di 
7, 11,8715 = 85842 ++ 0,5805 + 0,0990, + 0,2258 + 9,9421 
Sr L029 == 9854399 + 0,4418 + 0,0208n + 0,1409 + 9,7671 
9. 00,8295 == 8/8316 -+ 0,3985 + 9,9822n + 0,0943 + 9,6182 
10. 0,5242 = 82745 + 0,3273 + 9,9119n + 0,0082 + 9,3685 


Man bleibt aber bei dieser Form der Bedingungsgleichungen (denen wir jetzt die 
laufenden Nummern 1 bis 10 zuertheilt haben) gewéhnlich noch nicht stehen. In der 
That, die Coéfficienten besitzen sehr verschiedene Griésse (wie man aus ihren Loga- 
rithmen ersieht). Dies aber kénnte bei der Bildung von [aa], [ab] u. s. w. wesentliche 
Nachtheile nach sich ziehen. Man wiirde z. B. éfter im Zweifel sein, wie viel Stellen 
man bei Bildung der Numeri von aa, ab... mitzunehmen habe und dadureh ent- 
weder unniitze Mehrarbeit leisten, oder sich zu Ungenauigkeiten verleiten lassen. 

Um derartigen Schwierigkeiten aus dem Wege zu gehen, pflegt man die Gleichungen 
homogen zu machen, Man fihrt z B. an Stelle von dZ' eine neue Unbekannte ein, 
welche gleich ist d 7, multiplicirt mit einem gréssten Factor in obigen Gleichungen. 

So wurde im vorliegenden Falle gesetzt: 

v — [1,3715] (als Kinheit fiir die linke Seite, Fehlereinheit) 
a = [8,6554| dT, y = [0,5305]| d log qg, 2« = [0,0990] dz, 
wu = [0,2258] sin ¢ d&, v = [9,9721] di. 


T)j 4 » rQ 1 1 yy 
Die 10 (aunmehr homogenen) Gleichungen nehmen alsdann folgende. Form an: 


= 


1 

2. D2Sin 
ae tera letal 

4, 85578 

5. 9,7280n = 
6. 9,8242 

7. 0,0000 

8. 9,7314 

9. 94580 

10. 9.1527 


0,0000n + 9,3597n + 9, 
= 9,8424, + 9,2666n + 9, 
= 9,7175n + 9,2043n + 9, 

9,5154n + 9,0785n + 9, 
= 9,7346. + 9.8585 + 9, 
== 9,8788 -+ 0,0000 +. 0), 
= 9,7845 + 9,9118 1 9, 
== 9.7262 + 9,8680 + 9, 
= 9,6191 + 9,7968 
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9,0288n = 9,9132n w + 9,2102n y + 9,9099 2 


9970 
8399 
7152 


5127 


8442n 
OOOOn 
92138» 


8832n 


+ 9,8129n 


+ 9,5648n 
+ 9,5675n 
+ 9,2445n 
| 8,6358n 
+ 8,9618 


| 9,8483 
}- 0,0000 
++ 9,9151 
+ 9,8685 
+ 9,7824 


wu +- 9,8586 v 
+ 0,0000 
++ 9,9017 
-+- 9,8375 
+ 9,7172 


+ 9,8955 
+ 9,9700 
-++- 9,7950 
+ 9,6461 
+ 9,3964 


Im Folgenden bezeichnen wir die auf der linken Seite stehenden Gréssen mit x, 
die Coéfficienten von x, y, 2, u, v respective mit a, b,c, d und e und behalten ferner die 
fortlaufende Numerirung der Gleichungen (1) bis (10) bei. 
Der Controle wegen bilden wir nun fiir jede dieser Gleichungen die Hiilfsgrésse: 


s=atbdbtetdt+et+u 


So ergiebt sich 


Gleichung: 


(1) (2) (3) | (4) (5) Gi | 9) (8) (9) (10) 
| | 
a — 0,8188 | —1,0000 | — 0,6956 | — 0,5218 | — 03276 | + 0,5428 | + 0,7565] + 0,6088 | + 0,5323 | + 0,4160 
b — 0,1623 | — 0,2290| —0,1847' —0,1601 | — 0,1198 | + 0,7220] + 1,0000; + 0,8153| + 0,7379} + 0,6263 
e | +0,8126) +.0,9931| +.0,6916 | +.0,5190 | + 0,3256 | —0,6985 | — 1,0000| — 0,8343 | — 0,7642| — 0,6500 
d —0,3671 | — 0,3694| — 0,1756 | —0,0432 | + 0,0916 | + 0,7052| +.1,0000| + 0,8224| ++ 0,7388| ++ 0,6059 
e + 0,7222 | + 1,0000 |} + 0,7975) + 0,6879 | + 0,5214 | +-0,7861 | + 0,9333) + 0,6237| + 0,4427 | + 0,2491 
n — 0,1069 | —0,1900 | + 0,0326) + 0,0361 | —0,5346 | +-0,6671 | + 1,0000] 40,5388 | + 0,2871 | 40,1421 
== s | +0,0797| + 0,2047| + 0,4658| + 0,5179 | — 0,0434 | + 2,7247| +. 3,6898| + 2,5747| + 1,9746| + 1,3894 
log s 8,9015| 9,311 9,6682 9,7142| 8,6375n|  0,5353|  0,5670|  0,4107| 0,2955| —0,1428 


Wir stellen nun fiir unsere 10 Gleichungen log a, log b, log c, log d, log e, log n 
und Jog s in der Weise zusammen, wie das fiir die weitere Rechnung am bequemsten 


ist, namlich: 


Gleichung: 


zu sich selber und allen folgenden. 


rag })e!@e | @ (5) (6) (7) (8) (9) 

- | : 
log a | 9,9132n| 0,0000n  9,8424n 9,7175n | 9,5154n | 9,7346 | 9,8788 | 9,7845 | 9,7262 
log B | 9,2102n| 9,3597n | 9,2666n | 9,2043n | 9,0785n | 9,8585 | 0,0000 | 9,9113 | 9,8680 
log ¢ | 9,9099 9,9970 | 9,8399 | 9,7152 | 9,5127 | 9,8442n | 0,0000n | 9,9213n | 9,8832n 
log d_ | 9,5648n | 9,5675n | 9,2445n | 8,6353n | 8,9618 | 9,8483 | 0,0000 9,9151 | 9,8685 
log e || 9,8586n | 0,0000 | 9,9017 | 9,8375 | 9,7172 9,8955 9,9700 9,7950 9,6461 
log n_ || 9,0288n | 9,2787n| 8,5135 | 8,5578 | 9,7280n | 9,8242 | 0,0000 | 9,7314 | 9,4580 
log s || 8,9015 | 9,3111 | 9,6682 9,7142 | 8,6375n | 0,4853 | 0,5670 | 0,4107 | 0,2955 


(10) 


9,6191 
9,7968 
9.8129n 
9,7824 
9,3964 
9,1527 
0,1428 


Zunichst schreibt man nur die erste Zeile auf einen Papierstreifen und addirt sie 


erhailt so nach einander fiir die 10 Gleichungen: 


Man thut dann dasselbe mit der zweiten Zeile und 
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Gleichung: 
See 


log (1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8) (9) (10) 


a 


aa || 9,8264 | 0,0000 | 9,6848 | 9,4350 | 9,0308 | 9,4692 | 9,7576 | 9,5690 | 9,4524 | 9,2382 
ab || 9,1234 | 9,3597 | 9,1090 | 9,9218 | 9,5939 | 9,5931 | 9,8788 | 9,6958 | 9,5942 | 9,4159 
ac || 9,8231n| 9,9970n| 9,6823n | 9,4327n | 9,0281n | 9,5788n | 9,8788n | 9,7058n | 9,6094n | 9,4320n 
ad || 9,4780 | 9,5675 | 9,0869 | 8,3528 | 8,4772n | 9,5829 | 9,8788 | 9,6996 | 9,5947 | 9,4015 
ae || 9,7718n| 0,0000n| 9,7441n| 9,5550n | 9,2326n | 9,6301 | 9,8488 | 9,5795 | 9,3723 | 9,0155 
8,9420 | 9,2787 | 8,3559n| 8,2753n| 9,2434 | 9,5588 | 9,8788 | 95159 | 9,1842 | 8,7718 
as || 8,8147%n| 9,3111n| 9,5106n| 9,4317n| 8,1529 | 0,1699 | 0,3085 | 0,1952 | 0,0217 | 9,7619 


bb || 84204 | 8,7194 | 98,5332 | 84086 | 81570 | 9,7170 | 0,0000 | 9,8226 | 9,7360 | 9,5936 
be || 9,1201n| 9,3567n | 9,1065n | 8,9195n| 8,5912n | 9,7027 | 0,0000n | 9,8326n | 9,7512n | 9,6097n 
bd | 8,7750 | 89272 | 85111 | 7,8396 | 8,0403n | 9,7068 | 0,0000 | 9,8264 | 9,7365 | 9,5792 
be || 9,0690n| 9,3597n | 9,1688n | 9,0418n| 8,7957n | 9,7540 | 9,9700 | 9,7063 | 9,5141 | 9,1932 
bn || 8.2390 | 8.6384 | 7,7801n| 7,7621n| 8,8065 | 9,6827 | 0,0000 | 9,6427 | 9,3260 | 8,9495 
bs || 81117} 8,6708n | 8,9348n | 8,9185n| 7,7160 | 0,2938 | 0,4297 | 0,3220 | 0,1635 | 9,9396 


ce || 9,8198 | 9,9940 | 9,6798 | 9,4304 | 90254 | 9.6884 | 0,0000 | 9,8426 | 9,7664 | 9,6258 
cd || 9,4747n | 9,5645n | 9,0844n | 8,3505n| 8,4745 | 9,6925n | 0,0000n | 9,8364n | 9,7517n | 9,5953n 
ce || 9,7685 | 9,9970 | 9,7416 | 9,5527 | 9,2299 | 9,7397n | 9,9700n | 9,7163n | 9,5293 | 9,2093n 
cn || 8,9387n| 9,2757n | 8,3534 | 8.2730 | 9,2407n | 9,6684n | 0,0000n | 9,6527n | 9,3412n | 8,9656n 
cs || 88114 | 9,3081 | 9,5081 | 94294 | 8,1502n | 0,2795n | 0,5670n | 0,3820n | 0,1787n | 9,9557n 


dd || 9,1296 | 9,1350 | 84890 | 7,2706 | 7,9236 | 9,6966 | 0,0000 | 9,8302 | 9,7370 | 9,5648 
de || 9,4234n| 9,5675n| 9,1462n | 8,4728n| 8,6790 | 9,7438 | 9,9700 | 9,7101 | 9,5146 | 9,1788 
dn || 9,5936 | 8,8462 | 7,7580n| 7,1931n| 8,6898n | 8,6725 | 0,0000 | 9,6465 | 9,3265 | 8,9351 
ds || 8,4663n| 8,8786n| 8,9127n| 8,3495n| 7,5993n | 0,2836 | 0,5670 | 0,3258 | 0,1640> | 9,9252 
ee 8,7172 | 0,0000 | 9,8034 | 9,6750 | 9.4344 | 9,7910 | 9,9400 | 9.5900 | 9,2922 | 8,7928 
en || 8,8874n| 9,2787n| 8,4152 | 8,3953 | 9,4452n | 9,7197 | 99700 | 9,5264 | 9,1041 | 8,5491 
es || 8,7601 | 9,3111 | 9,5699 | 9,5517 | 8,8547n | 0,3308 | 0.53870 | 0,2057 | 9,9416 | 9,5392 


nn 8,0576 | 85574 | 7,0270 | 7,1156 | 9,4560 | 9,6484 | 0,0000 | 9,4628 | 89160 | 83054 
nN 8 7,9303n | 8,5898n | 8,1817 | 8,2720 | 838655 | 0,2595 | 0,5670 | 0,1421 9,7535 | 9,2955 


| 


Zu diesen Gréssen suchen wir nun die Numeri auf. Hierbei ergeben sich ver- 
schiedene Proben. Es muss z. B. fiir jede Gleichung: 


aa+abtactad+tae+tan=as 


sein. Gewéhnlich aber, wenn die Zahl der Bedingungsgleichungen nicht zu gross ist, 
begniigt man sich damit, die Summen dieser Gleichungen zu verificiren. Man sieht also 
zunaichst nach, ob z B.: 


[aa] + [ab] + [ac] + [ad] + [ae] + [an] = [as] 


ist. Krst wenn diese Summen nicht stimmen, verificirt man dann jede einzelne dieser 
Gleichungen und sucht so die Fehler allmilig zu localisiren. Hierbei geht freilich 
immer ziemlich viel Zeit verloren; auch dem geiibtesten Rechner begegnen bei dieser 
ae sata < > re E , . si _ . - . 
logarithmischen Bildung der Normalgleichungen Vorzeichenfehler, weshalb es, wie das 
auch Oppolzer thut, vorzuziehen sein diirfte, der bald zu besprechenden Bessel’schen 
Methode den Vorzug zu geben. 
Im vorliegenden Falle erhilt man: 


EE eee eee————eeeeE=E=Ss=S™S==—e 
Glei- 
elene aa ab ac ad ae an as Probe bb be 
eS Ee ee ee ee ee Se 
(1) || +.0,6705 +0,1398 | — 0,6655 | ++ 0,3006 | —0,5913} +-0,0875 | — 0,0653| ++ 4,2282) + 0,0263) —0,1318 
(2) -+ 1,0000 | + 0,2290 | — 0,9931 | + 0,3694 | —1,0000] +-0,1900 | — 0,2047 + 2,9111| + 0,0524 | — 0,2274 
(3) | + 0,4840 | ++ 0,1285 | — 0,4811 | + 0,1222 | —0,5547 | —0,0227| —0,3240| — 4,8880] + 0,0341 | — 0,1278 
(4) || +-0,2728 | ++ 0,0835 | — 0,2708 | +- 0,0225 | — 0,3589 | — 0,0189 | —0,2702 | + 3,0700 + 0,0256 | — 0,0831 
(5) | +-0,1074 | + 0,0393 | — 0,1067 | — 0,0300 | — 0,1708 | +-0,1752| +-0,0142) — 0,8238 | +-0,0144 | —0,0390 
(6) || +-0,2945  +-0,3918| — 0,3791 | +-0,3827 | +-0,4267 | +-0,3620) +-1,4788| + 2,0696 | + 0,5212| —0,5043 
(7) || +-0,5723 | +-0,7565 | —0,7565 | +-0,7565 | +-0,7060) +.0,7565 + 2.7913 -- + 1,0000 | — 1,0000 
(8) | + 0,8707 | + 0,4964 | — 0,5080 +-0,5007 | ++ 0,8798 | + 0,8280| ++ 1,5675 — -+- 0,6647 | — 0,6802 
(9) | 40,2834) +-0,3928 | —0,4068| + 0,3933 | + 0,2357 | +-0,1529| + 1,0512 — + 0,5445 | —0,5639 
(10) | +.,1731 | + 0,2605 — 0,2704 | + 0,2521 | +-0,1037 | +- 0,0591 | +-0,5780 — + 0,3922 | —0,4071 
= | +4,2282| + 2,911 | — 4,838] + 3,070 — 0,8238 | + 2,0696 | + 6,6168| + 6,6171 | + 3,2754| —3,7646 
’ Glei- eal : ; 
ae bd | be | bn bs Probe | ce cd Ge cn cs 
R | | : | 
(1) | +0,0596 —0,1172| + 0,0173, —0,0129, 42,9111) + 0,6604} —0,2983| + 0,5868| —0,0868 + 0,0648 
(2 + 0,0846 | — 0,2290 | + 0,0435 | —0,0469 | + 3,2754 + 0,9863 | — 0,3669} + 0,9931 | —0,1887) +.0,2033 
(3) | +0,0324 —0,1473| —0,0060| —0,0861  — 3,7646) + 0,4784] —0,1214] +0,5516] + 0,0226 | + 0,3292 
(4) +. 0,0069' —0,1101 | —0,0058 | —0,0829 | + 3,2768/ + 0,2694) —0,0224| + 0,3571 | + 0,0188| + 0,2688 
(5)  —0,0110 —0,0625} + 0,0640| + 0,0052 + 1,8260, + 0,1060| + 0,0298| + 0,1698 | —0,1741| —0,0141 
(6) | +0,5091 | +-0,5675| +-0,4816 | + 1,9670 + 2,3347| + 0,4880} — 0,4926] —0,5491 | —0,4660 | — 1,9033 
(7) | +1,0000 +. 0,9333} + 1,0000} + 3,6898 -- -++ 1,0000] — 1,0000 | — 0,9333 | — 1,0000| — 3,6898 
(8) |, +0,6705 | + 0,5085 | +-0,4393 | + 2,0990 — + 0,6960] —0,6861 | — 05204} —0,4496 | — 2.1478 
(9) | +0,5452 + 0,3267| + 0,2118| + 1,4566 — + 0,5840] — 0,5645 | — 0,3383]} — 0,2194| — 1,5090 
(10) | +-0,3795| +-0,1561 | +-0,0890| + 0,8702 — + 0,4225 | — 0,3939 | —0,1619]} —0,0924| —0,9030 
= | + 8,2768 | + 1,8260 | 42,3347 + 9,8590 | + 9,8594} + 5,6910/ —3,9163| +.0,1554| —2,6356 | —9,3079 
i i 
8 | Probe da de dn ds Probe ee en es Probe 
5S | | 
(1) | —4,8380, +0,1348 —0,2651 + 0,0392) —0,0293| + 3,0700) + 0,5214 — 0,0772 | +.0,0576| — 0,8238 
(2) | —3,7646, +.0,1365 —0,3694) + 0,0702, —0,0756| + 3,2768 +- 1,0000} — 0,1900] + 0,2047) + 1,8260 
(3) | +.5,6910, + 0,0308 —0,1401 | —0,0057) — 0,0818| — 3,9163 +-0,6359| ++ 0,0260} +-0,3714| + 0,1554 
(4) | —3,9163) + 0,0019] — 0,0297 | —0,0016 | — 0,0224| + 3,3989 + 0,4732| + 0,0248 | + 0,3562| + 1,7221 
(5) | +0,1554 +0,0084| + 0,0478 | —0,0490| — 0,0040| ++ 1,7221| +-0,2719] — 0,2787 | — 0,0226 | + 5,0385 
(6) | —2,6356 4-0,4972| +0,5544| +0,4705| +1,9213] +-2,9649/ +-0,6180| +-0,5244| +-9,1419| +-1,4611 
(7) 3 + 1,0000 | +-0,9333 | + 1,0000| -+ 3,6898 — + 0,8710] + 0,9333| + 3,4435 — 
(8) — | +0,6764) +-0,5130| +0,4431) 4-2,1174 — + 0,3890} +- 0,3360| ++ 1,6058 — 
(9) ae + 0,5458| + 0,3270| +.0,2121| + 1,4588 ae + 0,1960| + 0,1271 | + 0,8742 — 
(10) — | +0,3671| +-0,1509| +-0,0861] +0,8415]  — | +-0,0621] + -0,0354] +0,3461] = — 
x | — 9,3081 | + 3.3989 | + 1,721 | + 2,2649 | +-9,8160] + 9,8164| +-5,0385| -+ 1,4611 | +-9,3788 + 9,3793 
Glei- uae ns | Probe aad nn | ns Probe 
chung chung 
(1) || +0,0114| —0,0085 | + 2,0696] — (6) -++-0,4450 | +1,8176 | + 2,1736 
(2) || +.0,0361 | —0,0389| 4-2,3347] (7) + 1,0000 | ++ 3,6898 — 
(3) || +.0,0011| + 0,0152] —2,6356] — (8) + 0,2903 | ++ 1,8871 — 
(4) | +0,0018; +.0,0187| + 2,2649] (9 -+ 0,0824 | -+ 0,5669 = 
(5) || +0,2858| + 0,0232| + 1,4611] (10 + 0,0202 | 40,1975 ae 
Zz +..2,1786 | +7,6686 | +-7,6683 
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Da also die Proben stimmen, so ergeben sich folgende Normalgleichungen: 


1. + 5,6910 2 + 0,1554 v — 4,8380 2 — 3,9163 u — 3,7646 y = — 2,6356 

2, + 0.1554 z -+ 5,0885 v — 0,8238 a + 1,7221 wv + 1,8260 y = + 1,4611 

3. — 4.8380 ¢ — 0,8238 v + 4,2282 x + 3,0700 w + 2,9111 y = + 2,0696 

4, — 38,9163 z + 1,7221 »v + 3,0700 « ++ 3,3989 w + 3,2768 y = + 2,2649 

5. — 38,7646 z + 1,8260 v + 2,9111 # + 3,2768 w + 3,2754 y = + 2,3847 
Diese Gleichungen haben wir so geschrieben, wie man das gewohnlich zu thun 
pflegt. Man stellt diejenige Gleichung und Unbekannte an die Spitze, fiir welche der 

quadratische Coéfficient den gréssten Werth hat. In diesem Falle hatte man: 


[ec] > [ee] > [aa] > [dd] > [bb]. 


Man schreibt also in die Diagonale: 
[ec] [ee] [oa] aay 
[bb], 


woraus sich obige Anordnung der fiinf Gleichungen von selbst ergiebt. Bevor wir zu 
ihrer Auflésung schreiten, besprechen wir zuvor kurz das Bessel’sche Verfahren, die 
Normalgleichungen zu bilden, sowie Laplace’s Methode, gewisse wahrscheinliche Werthe 
der Unbekannten zu bestimmen. 
Bessel hatte den gliicklichen Gedanken, zur Bildung der Normalgleichungen 
Quadrattafeln heranzuziehen. Es ist ja: 
(a + bd)? =a? + 2 + 2ab 
(a — b)? = a + 0? — 2ab 
und mithin wird: 
ata : (Ce 
hee - [(a + d)? — (a — 0), 


Man kann demnach in einfacher Weise die Summe der Quadrate zweier Gréssen 
und ihr Product durch die Quadrate ihrer Summe und ihrer Differenz ausdriicken und 
die Rechnung etwa in folgender Weise anordnen. 

Man beginnt damit, wie oben die Gleichungen homogen zu machen, und schligt 
dann die Numeri von a, b u. s. w. auf. Diese Operationen miissen mit der gréssten 
Sorgfalt ausgefiihrt werden, da sie im Folgenden nicht mehr controlirt werden. Vor 
Fehlern beim Aufschlagen der Numeri kann man sich auch sichern durch abwechselnde 
Anwendung logarithmischer und antilogarithmischer Tafeln (Tafeln, welche die Numeri 
als Functionen der Logarithmen geben). Die Vorzeichen miissen besonders verificirt 
werden, So erhalt man foleende Uebersicht: 


Gleichung: 


"eo eee ee 


1 2 [os |.. 


__ 


— 
| | 


a ’ F rs 
b s | Y E 
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Die nun folgenden Operationen bediirfen keiner besonderen Controle, sie controliren 
sich gegenseitig. ; 

Wir schreiben successive die erste, zweite, dritte Linie u. s. w. auf einen Papier- 
streifen und erhalten so: 


Gleichung: 


| 1 2 3 te | 1 | 2 8 
a+b e+d 
a—b c—d 
a + y e+e 
eee c—e 
atd ; eu Ff 
a—d c—f 
a+e | bn 
a—e c—n 
at+f| ee 
a—f d—e i 
atin d+ f 
a—n d — f 
b+e d-+n 
b—e : d—n 
b+d ; : ; e+f 
b—d| . : : Home 
b+e : : ; j etn 
i : . : Cea : 
bay : ; ; ftn ce 
b—-f : ; F f—n : 
b+ n | 
b—n | 


Mittelst der im Anhange gegebenen Quadrattafel XVIII!) bildet man nun die Qua- 
drate aller dieser Gréssen, schreibt dieselben aber in etwas anderer Weise wie folet: 


Gleichung ||\(a + b)*|(a — b)?|(a + ©? 


(a — of 


1) Entnommen aus Bremiker’s Logarithmisch-Trigonometrischen Tafeln mit fimf Decimal- 
stellen, mit freundl. Genehmigung der Weidmann’schen Buchhandlung in Berlin. 
Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 93 
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Zunichst bildet man nun: 
x (a + db)? + ZX (a— bd)? = 22 a? + 220? 
S(atep+BZa—eperzaztae+22e 
U. S. W. 
Aus den beiden obenstehenden Gleichungen erhilt man dann z. B. sofort durch 
Subtraction: 
eFrp—IA2e=—IFAat+o+Fa—tp—L@+o?—A@— op 
Andererseits aber hat man: 
9250 + 2S == 2b + ce? + 2b — op. 
Hieraus folgt: 


sD = Date +F(a—dy 
+ 26 +c)? + 2 — ce) 
— J (a + c)? — X (a — o)? 
Shoe eee (8 ey eee (oes Oe 
+2(a@+¢? + 2 (a— oe) 
— (a + b)? — 2 (a — db)? 
42a = ZF (ato? +X (a—o)? 


aan 


2 (a + b)? + 2 (a — b)? 
& (b + c)? — & (b — ec)? 


Man kann also durch solche Formeln, deren Bau leicht ersichtlich ist, die ver- 
schiedenen Quadratsummen bestimmen. 

Weiter erkennt man sofort, dass dies auf sehr vielfache Weise geschehen kann. 
Anstatt z. B. oben stehende Formel zur Berechnung von 42a? zu verwenden, kénnte 
man z. B. auch setzen: ; 

42a? = D(a + da)? + L(a — dp? 
+ 2(a + 0)? + L(a— e)? 
— Xd + ce)? — L(d — e)% 
Indem man so: 
4A5Ja?, 4267... Uu 8. we 
bildet, erhalt man nicht nur die Werthe von 2a, 2b?... u.s. w., die fiir das Folgende 
gebraucht werden, sondern controlirt auch gleichzeitig 2 (w+ b)?, & (a—b)?, XY (a+ c)?... 
Nach dieser Controle kann man dann ohne Weiteres die Doppelproducte bilden: 
4ab = (a + b)? — (a — db)? ws. w. 


Diese Bessel’sche Methode zur Aufstellung der Normalgleichungen hat gegeniiber 
der logarithmischen zwei wesentliche Vorziige: 

1. Ks ist fast unméglich, bei ihrer Anwendung Vorzeichenfehler zu begehen, da 
ein Quadrat einer Zahl immer positiv ist. 

2. Die Controlen ergeben sich von selbst und erfordern nicht die Kinfiihrung 
besonderer Hiilfseréssen., 

Ks sei hier auch noch kurz ein einfaches Verfahren erwihnt, welches Laplace 
vorgeschlagen hat, um aus einer grésseren Zahl von Bedingungsgleichungen gute Werthe 
der Unbekannten zu bestimmen. Die Bedingungsgleichungen astronomischer Aufgaben 
zeichnen sich gewohnlich dadurch aus, dass sich die Differentialquotienten nach den 
Unbekannten von einer Bedingungsgleichung zur anderen nur wenig andern, Z. B. in 
benachbarten Normalorten, einer Opposition eines Kometen, sind die Differentialquotienten 
nach den Elementen fast nahezu gleich, was einfach durch die Aehnlichkeit der geometri- 
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schen Verhiltnisse bedingt ist. Hieraus folgt, dass man keinen besonderen Vortheil davon 
haben wiirde, jede einzelne von diesen Bedingungsgleichungen als ein besonderes Indi- 
viduum zu betrachten. In der That, wiiren die Coéfficienten genau gleich, so wiire es 
tiberhaupt nicht méglich, aus ihnen eine der Unbekannten zu eliminiren. Man kénnte 
dann z B. ganz einfach beide Gleichungen durch ihr Mittel ersetzen, oder jede Gleichung 
mit der Zahl der ihr zugehérigen Beobachtungea multipliciren und die beiden so erhaltenen 
Gleichungen addiren. 

Aus diesem Grunde hat Laplace vorgeschlagen, immer je benachbarte Be- 
dingungsgleichungen zu mitteln und sich dabei so einzurichten, dass die Zahl der so 
erhaltenen Mittelgleichungen gleich ist der Zahl der zu bestimmenden Unbekannten. 
Man gelangt also auf diese Weise sehr schnell zu einer Art Normalgleichungen, aus 
denen man dann ganz gute Werthe der Unbekannten bestimmen kann, 

Diese Methode diirfte sich besonders dann eignen, wenn man Bedingungsgleichungen 
unter verschiedenen Annahmen auflésen will. Aber auch in der Bahnrechnung kann sie 
jedenfalls oft mit Vortheil verwendet werden. 


Die Auflisung obiger Normalgleichungen kann man etwa in folgender Weise vor- 
nehmen. Wir stellen die Coéfficienten der Normalgleichungen in Colonnen zusammen 
und geben fiir jede Gleichung (jede Horizontallinie) & die Summe aller dieser Gréssen 


und dann die Logarithmen derselben Gréssen. 


Gl oe Coéfficient | Coéfficient | Coéfficient | Coéfficient | Coéfficient Rechte x 
5 yon 2 von v yon « yon uw yon ¥ Seite 

(1) | +5,6910 |+0,1554 | —4,s380 | —3,9163 | —3,7646 | —2,6356 | —9,3081 
(2) | +0,1554 | -+5,0385 | —o,g238 | +1,7221 | +1,6260 |+1,4611 | 49,3793 
(3) || —4,8380 | —o0,se38 | +4282 |+3,0700 | +2,9111 |+2,0696 | +6,6171 
(4) | —3,9163 |+1,7221 |+30700 |+3,3989 |+3,2768 |+2,2649 | +9,9164 
(6) | —3,7646 |+1,8260 | +2,9111 | +3,2768 | +3,2754 | +2,3347 | +9,8594 
(1) | (0,75519 9,19145 0,68467n | 0,59287n | 0,57572n | 0,42088n | — 0,96886n 
(2) I 9,19145 0,70230 9,91582n 0,23606 0,26150 0,16468 0,97217 
(3) | 0,68467n | —-9,91582n | 0,62615 0,48714 0,46406 0,31589 0,82067 
(4) | 0,59287n 0,23606 0,48714 0,53134 0,51545 0,35505 0,99195 
(5) } 0,57572n 0,26150 0,46406 0,51545 0,51526 0,36823 0,99385 


in Folge der Symmetrie der Normalgleichungen beziiglich der Diagonale. 


Beim Aufschlagen dieser Logarithmen kann man sich natiirlich einige Arbeit sparen 


Anstatt nun aber die Elimination so fortzusetzen, wie das gewoéhnlich geschieht, 


multipliciren wir alle Gleichungen mit cinem Factor, so dass alle Coéfficienten von # 
gleich -++ 1 werden. 
Diese Operation fiihren wir natiirlich zunachst logarithmisch durch und schlagen 


dann die Numeri auf. 


Hierbei ergiebt sich fiir jede dieser neuen Gleichungen eine 


Controle: Die Summe aller der yor 2 stehenden Gréssen muss gleich der unter 2 


stehenden sein. 


Diese erstere Grosse fiigen wir unter ,Controle“ bei. 


Gleichung z v x U y ee = Controle 
eee Patan Sede a et 
(1) 0,00000] 8,43626 | 9,92948n} —9,83768n|  9,82053n| 9,66569n| —0,21367n 
(2) 0,00000 1,51085 0,72437n 1,04461 1,07005 0,97323 1,78072 
(3) 0,00000 9,23115 | 9,94148n| 9,80247n| 9,77939n| 9,63122n| —0,13600n 
(4) 0,00000 9,64319n|  9,89427n 9,93817n 9,92258n|  9,76218n 0,39908n 
(5) 0,00000] 9,68578n| 9,88834n| 9,93973n} —9,93954n| 9,79251n) —0,41813n 
(1) |H-1,00000/-+ 0,02731 |—0,85012 |— 0,68815 |— 0,66150 |—0,46312 |— 1,68558 |— 1,68558 
(2) |4-1,00000/4- 32,42286 |— 5,30113 |+ 11,08179 |-+ 11,75027 |+ 9,40220 |+ 60,35571 |+ 60,35599 
(3) |L- 1,00000;4 0,17028 | 0,87394 |— 0,63456 |— 0,60171 |—0,42778 |— 1,36772 |— 1,36771 
(4) | 1,00000|\—_ 0,43973 |—0,78892 |— 0,86790 |— 0,83672 |— 0,57834 |— 2,50659 |— 2,50661 
(5) —{4+-1,00000|— 0,48504 |—0,77328 |— 0,87042 |— 0,87004 |—0,62017 |— 2,61894 |— 2,61895 


Nun schreibe man die erste Gleichung auf einen Streifen und ziehe sie von allen 


folgenden ab. Hierdurch verschwindet z. 


Dann bildet man wieder die Logarithmen 


und macht alle Coéfficienten von v gleich +1. Hierzu schlagt man wieder die Numeri 


auf und bildet die Controlen. 


folgenden subtrahirt, eliminirt sich v u. 8. w. 


Indem man dann wieder die erste Gleichung von allen 


Gleichung v ie u y Soe: = Controle 
2) || 4-32,39555 | —4,45101 |+-11,76994 |-+4+12,41177 |+ 9,86582 | + 61,99129 
(3) |+ 0,14297 | —0,02382 |+ 0,05359 |+ 0,05979 |+ 0,03534 |-+ 0,26786 
(4) ‘|| — 0,46704 | +-0,06620 |— 0,17975 |— 0,17522 |— 0,11522 |— 0,87101 | 
(5’) — 0,51235 | + 0,07684 |— 0,18227 |— 0,20854 |— 0,15705 |— 0,98336 
(2/) 1,51049 0,64846n 1,07078 1,09383 0,99411 1,79233 
(3’) 9,15525 8,37694n 8,72908 8,77663 8,54827 9,42791 
(4") 9,66936n |  8,82086 9,25467n| 9,24358n|  9,06158n| ——-9,94003n 
(5') 9,70957n| — 8,88559 9,26072n|  9,31919n|  9,19604n| —-9,99271n 
(2') 0,00000 9,13797n 9,56029 9,58834 9,48362 0,28184 
(3/) 0,00000 9,22169n 9,57383 9,62138 9,39302 0,27266 
(4!) 0,00000 9,15150n 9,58531 9,57422 9,39217 0,27067 
(5') 0,00000 9,17602n 9,55115 9,60962 9,48647 0,28314 
(2/) + 1,00000 | —0,13739 |+ 0,36332 + 0,38313 |-+ 0,80452 |-+ 1,91357 |+ 1,91358 
(3) + 1,00000 | —0,16661 |+ 0,37483 + 0,41820 |-++ 0,24718 |+ 1,87352 |+ 1,87360 
‘oe + 1,00000 | —0,14174 |+ 0,38486 + 0,37516 |+ 0,24670 |+- 1,86496 |-+- 1,86498 
(5') |/-F 1,00000 | —0,14998 /+ 0,35575 |-+ 0,40703 |+ 0,30653 |-+ 1,91930 |+ 1,91933 
oe — 0,02922 {+ 0,01151 |+ 0,03507 |— 0,05734 |— 0,04005 
(") — 0,00435 | 0,02154 |— 0,00797 )— 0,05782 |— 0,04861 
(5!) —0,01261 | — 0,00757 |+- 0,02390 0,00201 |-+ 0,00573 
3") 8,46568n 8,06108 8,54494 8,75846n|  8,60260n 
(4) 7,63849n 8,38325 7,90146n| —8,76208n} — 8,68673n 
(5) 8,10072n | 7,87910n| —_8,37840 7,30320 7,75815 
" 
@ 0,00000 9,59540n| —0,07926n} —_(0,29978 0,13692 
") 0,00000 0,69476n 0,26297 1,12359 1,04824 
| 0,00000 9,77838 0,27768n 9,20248,, 9,65743n 
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| 
Gleichung » x u y nied Py Controle 
(Gi) +1,00000 |— 0,39391 |— 1,20022 |+ 1,96236 |-+ 1,37063 |-+ 1,36823 
(4) +1,00000 |— 4,95178 |+ 1,88217 | 13,29212 |+-11,17487 |+-11,17251 
(5!") + 1,00000 + 0,60031 |— 1,89530 |— 0,15940 |— 0,45439 |— 0,45439 
a") || — 4,55787 |-++ 3,03239 |+-11,32976 |+- 9,80424 
(5!) + 0,99422 |— 0,69508 |— 2,12176 |— 1,82502 
(4!"") 0,65876n 0,48178 1,05422 0,99141 
(5"") 9,99748 9,84204n 0,32670n 0,26126n 
(4’"”) 0,00000 9,82302n 0,39546n 0,33265n 
(5!) | 0,00000 9,84456n 0,32922n 0,26378n 
(4) | + 1,00000 |— 0,66530 |— 2,48576 |— 2,15105 |— 2,15106 
(5"") | oo 1,00000 — 0,69913 |— 2,18414 |— 1,83561 |— 1,83327 
? ? 
(5""") — 0,03383 |-++ 0,85162 |+- 0,81544 
(5!) 8,52930n 9,54607 9,49892 
(5"""") | 0,00000 1,01677n 0,96962n 
| 
(5!""") | + 1,00000 | —10,39366 |— 9,32440 |— 9,39366 


Aus dem Vorhergehenden ersieht man, wie die Rechnung gegen den Schluss hin 
immer ungenauer wird. Die Normalgleichungen widersetzen sich augenscheinlich der 
Elimination und die Unbekannten sind nicht sehr gut bestimmt. Es liegt das daran, dass 
das Bahnstiick, auf dem die Normalorte vertheilt sind, zu kurz ist. Fiir solche Fille 
hat man vorgeschlagen, die Normalgleichungen mit sechs- oder noch mehrstelligen Tafeln 
aufzulésen. Die Anwendung sechsstelliger Tafeln ist vielleicht manchmal anzurathen. 
Obgleich nimlich z. B. die Gréssen ab jede fiir sich nur vierstellig berechnet werden, 
so kénnte doch, wenn die Beobachtungen sehr zahlreich sind, ihre Summe [ab] etwas 
genauer sein. Mehr als sechsstellige Tafeln anzuwenden, ist indess wohl immer 
zwecklos. 

Zu verwerfen sind ferner alle diejenigen Methoden, nach velehen die Unbekannten 
einer dem Probleme fernliegenden Nebenbedingung unterworfen werden, wie z B. der, 
dass zwei Normalorte vollstandig dargestellt werden miissen. Nur neues Beob- 
achtungsmaterial kann in solchen Fallen die in den Bahnelementen be- 
stehende Unsicherheit aufheben. So sind die Bahnelemente eines periodischen 
Kometen im Allgemeinen erst dann als gut bestimmt anzusehen, wenn Beobachtungen 
aus mindestens zwei Oppositionen vorliegen. 


Wir gehen nun zum Schluss dazu iiber, die Unbekannten véllig zu bestimmen und 
wiahlen hierzu die folgenden Eliminationsgleichungen: 


[0,00000] 2 = [8,43626,]o + [9,92948]« + [9,83768]u + [9,82053]y — 046312 . (1) 


ON eels tes ees POO] sie VADER) YA BOARD. ga ek Sones 
[0,00000] == [9,59540]u -+ [0,07926]y + 1,96236. . . . a re 
WEGhU al ess RAEN): OC (ia are a a C-) 


unweciy == Geib cey SSA ot ae rn CL) 
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In diesen Gleichungen bedeuten die eingeklammerten Zahlen Logarithmen, die 
nicht eingeklammerten hingegen Numeri. Die Gleichung (5) bestimmt y und ist 
successive aus Gleichung (5) hervorgegangen; Gleichung (4"”) ergiebt w und fliesst aus 
Gleichung (4) her u.s. w. Aber y hatte in Gleichung (5) seinen quadratischen Coéffi- 
cienten [bb], « hatte in Gleichung (4) seinen quadratischen Coéfficienten [dd] u. s. w. 

Die Eliminationsgleichungen stammen also jede von der Normalgleichung 
her, welche die zu bestimmende Unbekannte mit quadratischem Coéfficienten 
enthielt. Es scheint, dass diese Anordnung im Allgemeinen die vortheilhafteste ist. 

Wir gehen nun dazu iiber, aus obigen Eliminationsgleichungen die Unbekannten 


successive zu bestimmen. Man findet: 


y = [1,01677,] 
wu = [0,97316,] 
a = [1,15276,] 
v == [0,75959 | 


2 = [1,41580,]. 

Um die so erhaltenen Werthe der Unbekannten zu priifen, schlagt man gewohn- 
lich den Weg cin, das betreffende Normalgleichungssystem noch einmal anders aufzu- 
Kiirzer ist es, die Werthe der Unbekannten in die Normalgleichungen einzu- 
dann erfiillt sind. Im vorliegenden Falle 


lésen. 
setzen und zu sehen, ob diese letzteren 


erhalt man so: 


Gino zmal vmal amal umal y mal Rechte Linke 

5|| Coéfficient | Coéfficient | Coéfficient | Coéfficient | Coéfficient Seite Seite = 
(1) 2,17099n 9,95104 1,83743 1,56603 1,59249 
(2) 0,60725n 1,46189 1,06858 1,20922n 1,27827n 
(3) 2,10047 0,67541n 1,77891n 1,46030n 1,48083n 
(4) 2,00867 0,99565 1,63990n 1,50450n 1,53222n 
(5) 1,99152 1,02109 1,61682» 1,48861 » 1,53203n | 
(1) — 148,2488 |-+ 0,8934 |-+ 68,7750 |+ 36,8155 |-+ 39,1282 — 2,6356 — 2.6362 
(2) —  4,0481 |+ 28,9660 |+ 11,7105 |—16,1889 |— 18,9787 + 1,4611 + 1,4608 
(3) |4-126,0286 |— 4,7360 |—60,1050 |—28,8600 |— 30,2571 + 2,0696 | + 2.0705 
(4) -+-102,0163 |-+ 9,9003 |—48,6420 |—31,9521 | — 34,0583 + 2,2649 + 2,2642 
(5) + 98,0660 |-++10,4976 |— 41,3827 |— 80,8043 |— 34,0431 + 2,3347 + 2,3335 


Die Uebereinstimmung der rechten und linken Seiten der Normalgleichungen muss 
als eine fiir fiinfstellige Rechnung geniigende bezeichnet werden, denn wenn man z. B. 
in Gleichung (1) den Numerus — 148,2483 fiinfstellig bildet, kann man natiirlich nicht 
erwarten, dass die letzten Stellen sicher sind. 
Das Ausgangselementensystem, bezogen auf die Ekliptik war nun: 
7T = 1890. Juli 8,601 360 M. Z. Berlin 


a@ = 85° 42’ 50'’.90 
8 = 14° 20’ 31”,60 
i —= 639 18 23”,80 
log gy —= 9,883 408 6. 
Aus obigen Werthen yon a, y, ¢, u und », die sich ebenfalls auf die Ekliptik be- 
ziehen, ergiebt sich, unter Beriicksichtigung der Fehlereinheit (log v = 1,3715): 
logd T = 3,8689,, sinid $4 = 2,1189,, 
dlogq = 1,8578,, di = 2,1590. 
da = 2,6883,, 
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Zunachst ist zu bemerken, dass nach der Anordnung, wie die Bedingungsgleichungen 
aufgestellt waren (Oppolzer’s Anordnung), dZ und dlogq noch durch 206 264,8 zu divi- 
diren sind, um sie in den gewohnlichen Einheiten zu erhalten. 

Die Variationen der drei letzten Bahnelemente sind in ” gegeben, nur muss noch 
d && von sini befreit werden (i = 63°18/23",80)- Die fiir die Unbekannten gefundenen 
Werthe sind noch mit der Feblereinheit (logv = 1,3715) zu multipliciren. Man erhilt 
so schliesslich: 


dT = — 0403585 
dlogq = — 0,0003495 
dx= — 8 79 
di= 4+ 9 24"9 
d § = — 2 27" 2 
dao = dx — dQ = — 5' 40,7. 


Diese Correctionen hat man also nach der Methode der kleinsten Quadrate an 
obiges Elementensystem anzubringen, um die definitiven Elemente zu erhalten, Man 
pfleet dann gewoéhnlich noch das definitive Elementensystem mit den Normalértern zu 
vergleichen, bildet hierzu im Sinne Beobachtung (Normalort) minus Rechnung 4 «cos 0 
und 40 und sieht durch Bildung von 2[(4 «a cos)? + (40)?] fiir das detinitive und 
das urspriingliche Elementensystem, wieviel man durch Anwendung der Methode der 
kleinsten Quadrate gewonnen hat. 

Um sich aber auch noch gu vergewissern, dass man nicht etwa bei Bildung der 
Zuwichse der Elemente aus den Unbekannten der Normalgleichungen z, y, 2... Fehler 
begangen hat, setzt man a, y, z... in die homogen gemachten Bedingungsgleichungen 
ein. Die Residua derselben miissen (bei Beriicksichtigung der Fehlereinheit) mit den 
durch directe Rechnung (Normalort minus definitive Elemente) gefundenen 4@cosd und 
40 identisch sein. 


Achte Abtheilung. 


Die Berechnung von Doppelsternbahnen. 


Hundertundelfte Vorlesung. 


Hinleitende Bemerkungen. 


Unter den zahlreichen Entdeckungen des alteren Herschel hat sich keine fiir die 
Fixsternastronomie so epochemachend erwiesen, als die Eutdeckung der Thatsache, dass 
ausserordentlich hiufig auch selbstleuchtende Kérper, wie die Fixsterne, zu zweien, 
dreien, zuweilen in noch grésserer Anzahl in einem einzigen engeren Systeme vereinigt 
sind und sich um den gemeinschaftlichen Schwerpunkt des Systemes bewegen. Die 
Fortsetzung der Beobachtungen nach Herschel hat zu der Kenntniss einer sehr betracht- 
lichen Zahl solcher Systeme mit nachweisbarer Bewegung gefihrt; bei einer Reihe von 
Doppelsternen ist es sogar gelungen, die Gestalt und Lage der Bahn, sowie die Umlaufs- 
zeit mit einiger Sicherheit zu ermitteln; bei einer fiir jetzt allerdings sehr beschrankten 
Zakl ist nicht ohne Erfolg der Versuch einer Bestimmung der wahren Dimension der 
Bahn im Vergleiche zu den Bahnen unseres eigenen Sonnensystemes und der daraus 
folgenden Vergleichung der Masse des Sternpaares mit dem der Sonne versucht worden. 
Das Material fiir solche Untersuchungen wiichst, wie an Umfang, so an Interesse; es 
sollen daher in den folgenden Vorlesungen die wichtigsten Vorschriften zum Ordnen 
und zur Vorbereitung der durch die Beobachtungen gelieferten Data, sowie eine der 
sichersten Rechnungsmethoden entwickelt werden. 

Khe wir zeigen, wie die aus der Lehre von der Gravitation verallgemeinerten 
Keppler’schen Gesetze auf Doppelsterne (fiir die drei- und mehrfachen Sterne besitzen 
wir noch keine sicheren Methoden) Anwendung finden, ist es ndthig, zu wissen, in 
welcher Form das Beobachtungsmaterial gegeben zu werden pflegt. Es kann dies in 
der Weise geschehen, dass man den Rectascensions- und den Declinationsunterschied 
der beiden Sterne angiebt; doch ist diese Form kaum mehr im Gebrauche. Die jetzt 
iibliche Angabe bestimmt die gegenseitige Lage der beiden Sterne durch Distanz und 
Positionswinkel. Die Distanz ist der die beiden Sterne verbindende Bogen eines gréssten 
Kreises, in Secunden ausgedriickt, der Positionswinkel derjenige Winkel, welchen dieser 
grosste Kreis mit dem durch den helleren Stern gelegten Meridian des Himmels macht. 
Die Positionswinkel pflegt man durch Ost, Siid und West nach dem nérdlichen Theile 
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des Meridians zuriickzuzihlen. Mit anderen Worten, bezeichnet man die Differenz, 
Rectascension des Nebensternes — Rectascension des Hauptsternes mit 4a, den ent- 
sprechenden Declinationsunterschied mit 40, den Positionswinkel mit p, so liegt p 


zwischen 0° und 90°, wenn 4 positiv, 40 positiv, 


x se, 2 
- gue, 180% + 5 positiv, ,. negatiy, 
a Toe S TORS ve » hegativ, , negativ, 
me 210% 2. 60%” » hegativ, , positiv. 


Bezeichnet man die Distanz der Sterne, in Secunden ausgedriickt, mit @, so hat 
man noch: 
Ad .cos0 = @ sinp 
0 == 6 C08 yD, 


wonach sich leicht p und 9 berechnen lassen, wenn einmal die Beobachtungen in anderer 
als der gewéhnlichen Form gegeben sein sollten. 

Bei ferneren Untersuchungen ist es auch néthig, zu beachten, dass in Folge der 
Priicession der durch den Hauptstern gelegte Meridian nicht immer derselbe grésste 
Kreis der Sphire bleibt, d. h. dass durch die Priicession cine scheinbare Veriinderung 
des Positionswinkels (offenbar nicht auch der Distanz) hervorgebracht wird. Die des- 
halb an die Positionswinkel, um diese von dem fremdartigen Einflusse zu befreien, 
anzubringende Correction findet sich leicht aus der Formel fiir die jibrliche Pricession 
in Declination: 

Pricession in Declination — n cosa, 


wobei » fiir unseren Zweck als cine Constante angesehen werden kann. Stellt d40 
die sehr kleine Grésse vor, um welche der Declinationsunterschied der beiden Sterne 
veriindert wird, dp den Einfluss der Pracession, so wird: 


ddd = — nsinada, 
oder, da 40 = ocosp, d40 = —osinpdp: 
n SiN O 
dp == eS AO 
0 sin p 
Da nun: 
sin 
406 = Creu? 
cos 0 
so wird: ina 
= dae 
ap ; COs 0 


Das ist also der jihrliche Zuwachs des Positionswinkels. Will man umgekehrt von p 
mr Zeit der Beobachtung ¢ auf das Jahr fy zuriickgehen, so hat man diese Correction 
mit entgegengesetztem Vorzeichen anzubringen. 

Fiir die numerische Rechnung hat man hiernach die Regel: Um Positionswinkel, 
welche fiir das Jahr ¢ gegeben sind, von dem Betrage der Pricession zu befreien und 
auf das Jahr f) zu beziehen, hat man die Correction: 

— 20,0548 sina secd (t — to) 
anzubringen. Wir bemerken hier noch gleich, dass man bei den Positionswinkeln die 
Secunden, wenn sie iiberhaupt noch beriicksichtigt werden, in Bruchtheile von Minuten 


umzusetzen pflegt. 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie. O4 


— T46 — 


Hundertundzwélfte Vorlesung. 


Fortsetzung der einleitenden Bemerkungen. 


Die Lehre von der Gravitation zeigt, dass zwei sich gegenseitig anziehende 
Massen m und m’ einen Kegelschnitt, speciell, wenn derselbe ein in sich zuriicklaufender 
ist, eine Ellipse um ihren gemeinschaftlichen Schwerpunkt beschreiben. Der Schwer- 
punkt theilt hiernach die Verbindungslinie zwischen den beiden Componenten eines 
Sternpaares im umgekehrten Verhiiltnisse der Massen; der scheinbare Abstand der 
Masse m vom Schwerpunkte ist daher gleich: 


m' 


m + m’ le 
der der Masse m’ gleich: 
m 


m+ m’ ie 


Da man nun aber die Massen nicht kennt, der Ort des Schwerpunktes daher nicht 
markirt ist und erst auf eine besondere Art, die wir spiter besprechen werden, ermittelt 
werden miisste, so betrachtet man den helleren Stern als ruhend und die um diesen von 
dem schwiicheren Sterne (der gleichwohl an Masse der stiirkere sein kann) beschriebene 
Bahn als den Gegenstand der Rechnung. Die letztere Ellipse ist offenbar der um den 
Schwerpunkt beschriebenen Abnlich. 

In einzelnen Fallen, wie z. B. bei dem Doppelsterne y Virginis, sind die beiden 
Componenten so nahe von gleicher Helligkeit, dass die verschiedenen Beobachter in der 
Wahl des Hauptsternes von einander abweichen, wodurch ein Unterschied von 180° in 
den entsprechenden Beobachtungen hervorgebracht wird. 

Die das Auge mit dem helleren Sterne verbindende Gerade nennt man den Visions- 
radius. Die im Hauptsterne an die Kugel zu legende Beriihrungsebene, eine Ebene 
also, zu welcher der Visionsradius senkrecht steht, dient als Fundamentalebene, win die 
Lage der Bahn’ anzugeben, ganz ebenso, wie bei den Kérpern unseres Sonnensystemes 
die Ekliptik gebraucht wird. Die Zihlung der Lingen, wie z. B. der Linge des 
Knotens $3, geschieht in demselben Sinne und von demselben Nullpunkte, wie fiir die 
Positionswinkel. ma — § ist wieder der Winkel, welcher in der Ebene der Bahn 
zwischen Perihel und Knoten liegt. Die Neigung der Bahn, ¢, ist Null, wenn die wirk- 
liche Bahn mit der scheinbaren Bahn, d. h. mit ihrer Projection auf die obige Beriihrungs- 
ebene zusammenfillt; die scheinbare Bahn nennt man auch die Projectionsellipse. Es 
ist ohne Weiteres klar, dass nicht entschieden werden kann, ob der Nebenstern sich 
diesseits oder jenseits der Ebene der Projection betindet, und es fillt daher bei den 
Doppelsternbahnen der Unterschied zwischen aufsteigenden und niedersteigenden Knoten 
ganz weg. 

Ks ist eine ebenso leicht zu erkennende als oft benutzte Eigenschaft der Projections- 
ellipse oder scheinbaren Bahn, dass sich die in ihr von dem scheinbaren Radius vector 
beschriebenen Sectoren zu einander wie die in der wahren Bahn, demnach ebenfalls wie 
die Zeiten, verhalten. Das doppelte Element des Sectors der scheinbaren Bahn, auszu- 
driicken durch: 

7 oe 


e ate 
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wird also eine Constante sein und die Winkelgeschwindigkeit wird dem Quadrate der 
Distanz umgekehrt proportional sein. Dieser Satz kommt haufig mit Erfolg zur An- 
wendung, wo es sich darum handelt, den Werth einer Distanz, deren Messung sich 
Schwierigkeiten entgegengestellt haben, auf rechnendem Wege zu ermitteln. 

Die Anzahl der bei einer Doppelsternbahn zu bestimmenden Elemente beliuft sich 
im Ganzen auf sieben, niimlich auf die folgenden Stiicke: 


die mittlere Anomalie der Bocenes. 6 oy we a ee 
die Langa dea Knoteng =... 4.6.1. 2°. U7. RR 
die Neigung der Bahn. Ero i 
der Winkel zwischen Perihel und Knoten . . . . 2 — & 
gin: Viroenivictat -<40% 4a es a ke Pt OR 
die halbe grosse Axe in Secunden. .......4 
Cie UAE BR lg eg er. cae We Ge ee a TT 


Die Umlaufszeit, deren Angabe auch durch die der mittleren Winkelbewegung 
ersetzt werden kann, tritt hier als selbstiindiges Element auf, da dic Masse des Systemes 
nicht bekannt ist. Bei bekannter Masse und Parallaxe IT des Systemes wiirde die durch 
die Grayitationstheorie erlangte Verallgemeinerung des dritten Keppler’schen Gesetzes 
die mittlere jahrliche Bewegung w nach der Formel: 

365,26k Ym + mi’ 


SS a®*e cosecIT*2 =” 


auf die wir spiter zuriickkommen werden, ergeben. 
Wir ziehen den Schluss, dass zur Bestimmung der sieben obigen Elemente einer 


Doppelsternbahn sieben von einander unabhiin ige Data erforderlich sind.  Darunter 


Oo 
5 
muss sich aber wenigstens ein Positionswinkel betinden, weil die Bestimmung der Lage 
und Gestalt der Babn aus lauter Distanzen offenbar nicht médglich sein wiirde; des- 


gleichen muss aber auch mindestens eine Distanz gegeben sein, wenn die Dimension 


5S 

der Bahn bestimmt werden soll. Im Allgemeinen ist es vortheilhaft, Gestalt und 

Lage der Bahn so viel als méglich nur aus Positionswinkeln zu berechnen, da die 
> =) ¥) 
Beobachtungen der Distanz an grésserer Unsicherheit leiden!); z. B. kénnen meist sechs 

5 5 ’ 
Positionswinkel zur Bestimmung von Lage und Gestalt, wonach dann zuletzt die Di- 
5S ’ 

mension méglichst gut mit einer Distanz oder mit der Gesammtheit der Distanzen in 

Uebereinstimmung zu bringen ist, fiir eine zweckmissige Combination gelten. Zwei 
5 5 ’ 5 5 

Ausnahmen machen sich jedoch in dieser Hinsicht fiir die Praxis bemerklich. Ist die 

beobachtete Bahnbewegung nicht bedeutend genug, so werden die zu sechs Epochen 

beobachteten Positionswinkel, weil die Epochen einander zu nahe riicken, in praktischer 
eziehune nicht mehr fiir ganz unabhangie gelten diirfen; man muss dann von Distanzen 

5 5 ee, > 

Gebrauch machen, um gréssere Zeitintervalle zu bekommen. Eine andere Ausnahine 

zeigt sich, wenn i nahe gleich 90° wird; in diesem Grenzfalle hat ja offenbar der 

Positionswinkel nur zwei von einander verschiedene Werthe, $4 und 180° + $2, die in 

der Zeit, in welcher der Nebenstern oder die Duplicitiit verschwindet, in einem grossen 

Sprunge in einander tibergehen (wie z B. nahe bei & Centauri der Fall ist). Durch 

diese beiden Positionswinkel werden {4 und 7 gegeben; es bleiben dann aber noch fiinf 

Elemente iibrig, welche in dem strengen Grenzfalle nur durch ebenso viele Distanzen 

bestimmt werden kénnen. Bei einer blossen Anniherung an den Grenzfall wird man 


1) Savary’s Methode (siehe die Connaissance des temps vom Jahre 1830) und Encke’s Me- 
thode (siehe das Berliner Jahrbuch fiir 1832) sind trotz aller ihrer Kleganz doch deshalb wenig zur 
Anwendung gekommen, weil sie vier Distanzen als gegeben betrachten. 

94* 
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wenigstens wohl daran thun, mehr als eine Distanz zu gebrauchen, d. h. die Distanzen 
nicht lediglich zur Bestimmung der Dimension zu verwenden. 

Doppelsternmessungen sind begreiflicher Weise, trotzdem man zu denselben nur 
die stirksten Vergrésserungen und besten Hiilfsmittel verwendet, dennoch wegen der 
ausserordentlichen Kleinheit der Beobachtungseréssen verhaltnissmissig weit betracht- 
licheren Fehlern unterworfen, als die meisten anderen Messungen. Wahrend z. B. eine 
beobachtete Rectascension oder auch Liinge fast immer bis auf wenige Secunden zu 
verbiirgen steht, ist bei einem engen Sternpaare der Positionswinkel aus einem kiirzeren 
Satze von Messungen hiufig kaum auf einen ganzen Grad sicher; etwas ungiinstiger 
noch verhalten sich die Distanzen, da deren Bestimmung durch ganz besondere Fehler- 
quellen, wie persénliche Unterschiede der Beobachter, in héherem Grade, als die der 
Positionswinkel, beeinflusst wird. Es ergiebt sich aus dem eben Gesagten die Noth- 
wendigkeit, bei Untersuchungen von Doppelsternbahnen vorwiegend Normalérter zu 
gebrauchen, wie sich soleche auf bekannte Weise bilden lassen. Wir uchmen weiter 
unten stillschweigend an, dass das ganze Beobachtungsmaterial in die gerade hinreichende 
Anzahl von Normaldaten zusammengezogen sei, z B. in sechs Positionswinkel und eine 
Distanz. 

Fiir das Ordnen des Materiales der gemessenen Positionswinkel hat Sir John 
Herschel ein graphisches Verfahren in Aufnahme gebracht, welches iiberall als eine 
sehr niitzliche Vorarbeit zu statten kommt, auch wenn man bei der darauf folgenden 
Bahnbestimmung sich einer anderen als der beiden Herschel’schen Methoden bedienen 
will). Das Verfahren besteht darin, dass auf einer Geraden die Zeiten als Abscissen, 
die Positionswinkel, welche dazu gehéren, als Ordinuten aufgetragen werden; zwischen 
den so erhaltenen Punkten wird darauf méglichst stetig eine Curve hindurchgefiihrt, um 
so die unvermeidlichen Spriinge und Unregelmissigkeiten der Messung des Positions- 
winkels auszugleichen. 

Die Beriihrungslinie an einem Punkte dieser Curve giebt dann durch die Tangente 
des von ihr mit der Abscissenaxe gebildeten Winkels den Werth von = oder der 
scheinbaren Winkelgeschwindigkeit fiir diesen Punkt der Bahn. Es wird durch dies 
Verfahren also auch das Verhiltniss der Distanzen und der Gestalt der scheinbaren 
Bahn bekannt. Ueber die Art, wie aus letzterer dann die Elemente der wahren Bahn 
bestimmt werden, muss hier auf die in der Note citirten Abhandlungen von Sir John 
ILlerschel verwiesen werden. 

Das eben erwihnte graphische Verfahren lisst oft, besonders aber bei solchen 
Systemen, wo der Nebenstern durch Jahre hindureh wegen grosser Anniherung an den 
Hauptstern unsichtbar wird (beispielsweise bei a Leonis, 0 Cygni, y Coronae) der Willkiir 
im Zichen der Curve einen betrichtlichen Spielraim. Es ist daher sehr wiinschenswerth, 
leicht priifen zu kénnen, ob die aus den Winkelgeschwindigkeiten geschlossenen rela- 
tiven Distanzen, zu ihren Positionswinkeln um einen Punkt herum aufgetragen, auch 
wirklich nahe in ciner Ellipse oder auf einem elliptischen Bogen legen. In der Praxis 
der Doppelsternbahnberechnungen kommen Ellipsen von fast jedem modglichen Axen- 
verhaltnisse mit ziemlich gleicher Iliufigkeit vor, darunter auch solche, welche mit den 
meisten der tiblichen Ellipsographen unbequem zu zeichnen sein wiirden. Ks mag des- 
halb hier darauf aufmerksam gemacht werden, dass der zum Copiren von Zeichnungen 
im verjiingten Maassstabe im Gebrauche betindliche Storchschnabel als bequemes Hiilfs- 


") Herschel’s erste Methode findet man in den ,Memoirs of the Royal Astronomical Society“, 
Vol. 5, die zweite in Vol. 18 desselben Werkes. 
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mittel zum Zeichnen von Ellipsen gerade fiir unseren Zweck Anwendung finden kann. 
Die Fig. 63 skizzirt einen Storchschnabel von der bekannten Form mit Querleiste. 

In A befindet sich der Befestigungsstift, in D der Handstift, mit welchem man in 
dem gewdhnlichen Gebrauche die Linien der Originalzeichnung verfolet; G ist der 
Copirstift, welcher die Zeichnung in dem Verhiiltnisse von BO: BD oder AF: AL 
verjiingt wiedergiebt, vorausgesetzt, dass auch 7G: FC in dem nimlichen Verhiltnisse 
stehen, Wird der Copirstift in einem anderen Punkte der Querleiste befestigt, z B. 
in H, so hért die Aehnlichkeit der Zeichnungen auf, 
in der Weise, dass, wihrend man mit dem Handstifte 
in D eine gerade Linie oder einen Kreis beschreibt, vom 
Copirstifte in H eine andere Curve beschrieben wird. 
Fiir uns geniigt es, den Handstift eine durch den 
Punkt A gehende gerade Linie beschreiben zu lassen; 
die von H gezogene Curve ist dann eine von der 
grossen Axe begrenzte Ellipsenhalfte. Der Mittelpunkt 
der Ellipse liegt in A, die Richtung der grossen Axe 
fallt mit der durch A gehenden Geraden zusammen; 
man iiberzeugt sich durch eine leichte Entwickelung, 
dass die halbe grosse Axe der Ellipse gleich: 

AF + FH oder 2BC0 4 GH, 
die halbe kleine Axe gleich: 
GH 
wird. Setzt man namlich: 
AGAR AAGE= A HED == 


AF=FG=BC=m GH=n, 
so wird: 


Fig. 63. 


und 


z= (2m + n) cosa, y= nsina, 
also: 
x? Ap 
2 Ae Ben 
(2m + n)? n? 


Man erkennt auf diese Weise leicht, ob die durch das obige graphische Verfahren ab- 
geleiteten Winkelgeschwindigkeiten mit einer Ellipse sich vertragen, oder ob man daran 
abandern muss. Dadurch wird die erwihnte Willkiir schon sehr beschriinkt; sie wird 
es noch mehr, wenn man mit einem Planimeter (am besten mit dem Hansen’schen) 
prift, ob nicht bloss (was durch die Herleitungsart der Distanzen verbiirgt wird) einige 
Sectoren der Ellipse, sondern iiberhaupt irgend zwei Sectoren im Verhialtnisse der ent- 
sprechenden Zeitintervalle stehen. Dass Letzteres erfiillt, wiirde nimlich durch jenes 
graphische Verfahren besonders in dem Falle nicht hinreichend gesichert erscheinen, wo 
in der Beobachtungsreihe grosse Liicken vorkommen. 

Das eben beschriebene graphische Verfahren verhilft nicht bloss zu einem Ur- 
theile dariiber, ob das Material fiir eine Bahnberechnung schon hinreichend ist (wozu, 
im Gegensatze zu den Planeten- oder Kometenbahnberechnungen, ein betrachtlicher 
Theil der ganzen Bahn durchlaufen sein muss), sondern auch ausserdem, wenn die 
Versuche wirklich eine bestimmte Liésung in Aussicht stellen, zu der Kenntniss an- 
geniherter Werthe von gewissen Grissen, die nachher auf rechnerischem Wege in aller 
Schirfe zu bestimmen sind. Was uns die genannten Versuche in der Beziehung leisten, 
soll in nachster Vorlesung gezeigt werden. 
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Hundertunddreizehnte Vorlesung. 


Leichte Herleitung verschiedener Elemente der wahren Bahn aus der 
Projectionsellipse oder Theilen derselben. 


Da die Bestimmung der Dimension der Bahn ganz von der der tibrigen Elemente 
getrennt werden kann, indem man nachher an die Distanzen so gut als méglich an- 
ane: so kénnen wir von derselben vorliufig ganz absehen und uns nur mit den 
sechs dann noch tibrig bleibenden Elementen der Doppelsternbahn: 823, 4, 7 — 83, My, U, 
befassen!). Wie sich zeigen wird, lassen sich aus den Bedingungsgleichungen fiir die 
Darstellung der Beobachtungen auf sehr einfache Art die drei Elemente 8, 7, 7 — 8 
eliminiren, so dass dann Gleichungen, welche implicite die Unbekannten M,, uw und e 
enthalten, zum Vorschein kommen. Nach der Natur der Aufgabe sind die Gleichungen 
transcendent, daher nur durch Versuche aufzulésen; es ist also vor Allem wiinschens- 
werth, Anniherungen gerade fiir diese Elemente zu kennen. 

Zuweilen ist durch eine Wiederkehr zu demselben Positionswinkel die Umlaufs- 
zeit, demnach auch w gegeben, oder es kommen (wie bei 4 Coronae borealis) nur zwei 
verschiedene Werthe der Umlaufszeit in Betracht. In anderen Fallen findet sich in der 
Beobachtungsreihe ein Perihel und ein Aphel; da diese beiden Epochen auf dem gleich 
za zeigenden Wege erkannt werden kénnen, so ist auch bei solcher Gelegenheit uw ge- 
geben. Bei weniger umfassender Beobachtungsreihe ist man, um eine Annaherung fiir 
uw za haben, darauf angewiesen, den in derselben enthaltenen Sector der Projections- 
ellipse mit der Flache der ganzen Ellipse zu vergleichen. . 

Zur Herleitung von M), der mittleren Anomalie einer bestimmten Epoche aus der 
Projectionsellipse, kénnen folgende Bemerkungen dienen. Offenbar sind die Projectionen 
dreier in gerader Linie liegender Punkte auf einer Ebene wiederum in gerader Linie. 
Da nun der Mittelpunkt der wahren Ellipse, die Brennpunkte und das Perihel oder 
Aphel alle auf einer Geraden liegen, so findet dasselbe auch in Beziehung auf den 
Mittelpunkt der scheinbaren Ellipse, den Ort des Hauptsternes und den dem Perihel 
oder Aphel entsprechenden Orte des Nebensternes statt, d. h. man erhilt den Ort des 
Perihels und des Aphels in der scheinbaren Bahn, wenn man den Mittelpunkt der 
Projectionsellipse mit dem Orte des Hauptsternes durch eine gerade Linie verbindet 
und diese zu beiden Seiten bis zur Peripherie der Projectionsellipse verlingert. Der 
dem Hauptsterne naher gelegene Durchschnitt ist die Projection des Perihels, der ent- 
ferntere die des Aphels. Die Beobachtungszeit, welche zu den Positionswinkeln der 
Durchschnitte gehért, ist die des Perihels, beziehungsweise des Aphels. 

Man kann nun gleich noch weiter bemerken, dass bei der in Rede stehenden Art 
von Projection noch ausserdem die Abschnitte einer projicirten Geraden in demselben 
Verhaltnisse bleiben, d. h. auf den gegenwiirtigen Fall angewendet, dass das Stiick 
gerader Linie zwischen Mittelpunkt und Brennpunkt der wahren Ellipse zu der halben 
grossen Axe derselben in dem nimlichen Verhiltnisse steht, wie das Stiick zwischen 
Mittelpunkt und Hauptstern in der Projectionsellipse zu der eben besprochenen Pro- 


*) Es mag hier die nachtrigliche Bemerkung Platz finden, dass man der mittleren Bewegung u 
das negative Vorzeichen zu geben pflegt, wenn die Positionswinkel mit wachsender Zeit abnehmen ; 
man erspart sich damit eine weitere Angabe iiber den Sinn der Bewegung. 
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jection der halben grossen Axe. Die Excentricitit e der wahren Bahn ist also gleich 
dem Verhiltnisse: 


Abstand des Hauptsternes vom Mittelpunkte der Projectionsellipse zu dem 
in der Richtung dieses Abstandes genommenen Halbmesser der scheinbaren 


Ellipse. 
Durch die nimliche Betrachtungsweise kann man auch diejenigen um 180° ver- 
schiedenen Positionswinkel ermitteln, welche den wahren Anomalien v — — 90° und 
v = + 90° entsprechen; man braucht zu dem Zwecke nur zu ermitteln, in welcher 


Richtung eine Sehne der scheinbaren Ellipse, durch den Hauptstern gelegt, von diesem 
halbirt wird; die dieser Richtung entsprechenden Positionswinkel sind die gesuchten. 

Wenn das Material iiberhaupt zu einer Bahnbestimmung reif ist, so wird man, 
seltene Fille ausgenommen, auf die eine oder andere der vorstehend beschriebenen 
Arten zu einer angeniiherten Kenntniss von M,, w und e, mindestens von einer dieser 
Gréssen gelangen. Nur bei Sternpaaren, die fortwihrend den Messungen grosse 
Schwierigkeiten darbieten, bei denen daher in keinem Theile der Bahn ein einiger- 
maassen zusammenhingendes Material vorliegt und sich wegen der Grésse der Intervalle 
auch die Herleitung der Winkelgeschwindigkeiten erschwert, ist man gendthigt, I, u 
und e selbst ganz aus dem Rohen heraus durch Rechnung zu finden; doch wird auch 
dann die Bestimmung durch bekannte Hiilfsmittel sehr erleichtert. 

Obgleich die im Vorigen angestellten Betrachtungen fiir unsere Zwecke aus- 
reichen, so mag hier doch noch gezeigt werden, wie auch $& und i, iiberhaupt die 
wahre Ellipse durch ein graphisches Verfahren aus der scheinbaren Ellipse construirt 
werden kann. Es ist klar, dass durch die Projection nur ein einziger Diameter der 
wahren Ellipse keine Verkirzung erleidet, derjenige namlich, welcher der Linie des $& 
parallel ist, welchen man aus der scheinbaren dadurch graphisch herleiten kann, dass 
man von den Punkten der letzteren auf den Diameter Perpendikel fallt und diese dann 
im Verhialtnisse von cosi zur Einheit vergréssert; der so erhaltene, auf demselben 
Perpendikel gelegene Punkt der wahren Ellipse ist offenbar dann derjenige, von welchem 
der Punkt der scheinbaren Ellipse die Projection ist. Der Winkel, welcher am Centrum 
der Ellipse von dem Radius des so construirten Punktes mit jenem Diameter gebildet 
wird, ist demjenigen gleich, welcher von demselben centrischen Radius in der wahren 
Bahn mit der Linie des § gebildet wird. Um aber die beschriebene Construction 
wirklich ausfiihren zu kénnen, muss man die Knotenlinie und 7 zuvor kennen, wozu die 
vorhergehenden Betrachtungen selbst das Mittel geben. Denn aus denselben geht her- 
vor, dass man durch Vergrésserung des Perpendikels fiir den einen Endpunkt der con- 
jugirten Axe 2«@ einen Endpunkt der grossen Axe 2a erhalten muss, ebenso durch 
Vergrésserung des Perpendikels fiir einen Endpunkt der conjugirten Axe 2 einen 
Endpunkt der kleinen Axe 26. Nennen wir demnach A den Positionswinkel zur Zeit 
des Perihels, der der Axe 2u% zukommt, ferner B denjenigen der conjugirten Axe 2 £, 
so haben wir: 

o2cos(A — §)? + o2sin(A — 8)? seci#? — a?. . . . . « (A) 
B2cos(B — 8)? + B%sin(B— §)® sect? = b?. . « . ws (2) 
Nun ist aber a? + 6b? das Quadrat der Sehne, welche in der wahren Ellipse die 


Endpunkte von grosser und kleiner Axe verbindet. Die vorhergehenden Betrachtungen 
liefern fiir dieses Quadrat aber noch den Ausdruck: 


{x cos(A — 8) — Beos(B — 83)}? + seed? {a sin(A — 83) — Bsin(B— 8)}?%, 


welcher in Verbindung mit obigen Gleichungen die bemerkenswerthe Relation: 
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cos (A — 2) cos (B — 8) + seci? sin (A — 8) sin(B — &) = 0... (8) 


ergiebt. . 
2 Dividirt man die Gleichung (1) und (2) und substituirt fiir sec 7? seinen aus (3) 


folgenden Werth: 
sec 2 = — cotg(A — 8) cotg (B — 8%), 


so erhalt man: 
beo2 _ sin(B — ) cos(B — 8) 


ae x< 
a? p? sin(A — 8) cos(A — 82) Dae 
sin (A — 83) cos(B— 8) — ovs(A— 8) sin (B— &) __ __ sin 2 (B— 82) 
cos (A — 83) sin(B— 8) — sin(A— 82) cos (B— 82) sin 2 (A— 8) 
Auf der linken Seite dieser Gleichung ist nun Alles bekannt, da ja die Werthe 
von ue = 1 — e? = cs, ebenso wie die von « und # der Projectionsellipse ent- 
a 


nommen werden kénnen. Da in dieser Gleichung 2 83 die Unbekannte ist, so wiirde 
man in Beziehung auf & selbst zwischen vier Quadranten zu wahlen haben, wenn nicht 
eben noch verlangt werden miisste, dass cos i?, d. h. nach dem Vorhergehenden das 
Product: 
tg (A — 8) tg (82 — B) 
positiv und kleiner als die Einheit werde. Nach Beriicksichtigung dieses Umstandes 
bleibt nur noch die Wahl zwischen zwei um 180° verschiedenen Werthen von $2 iibrig, 
in Uebereinstimmung mit der friiher gemachten Bemerkung, dass bei einer Doppelstern- 
bahn aufsteigender und niedersteigender Knoten nicht von einander unterschieden 
werden kénnen. 
Will man die Gleichung (4) durch Rechnung auflésen, so setzt man: 


ba 
a Bp == tgf, 


was immer bei reeller Lésung erlaubt; man hat dann: 


1+ tg? — sin2(A — &) — sind (B — &) 
1—tgf® ~— sin 2(A — 83) + sin2 (B — &)’ 


cos2& = cotg (A — B) tg (A+ B—28). ...... 6) 


Wenn man dagegen die Gleichung (4) durch Construction auflésen will, so zieht 
man aus dem Centrum der Projectionsellipse zwei Geraden, den Positionswinkeln oder 
Richtungen 2B und 2.A entsprechend, und diesen parallel zwei andere Geraden, deren 
Abstinde von jenen sich bezichungsweise wie b?«2: a2B2 verhalten; die den Schnitt- 
punkt der letzteren und den Mittelpunkt der Projectionsellipse verbindende Gerade hat, 
wie leicht zu erkennen, die Richtung oder den Positionswinkel 283. Um auch die 
Neigung 7 der wahren Bahn gegen die Ebene der Projectionsellipse durch Construction 
zu finden, bemerke man, dass nach den obigen Entwickelungen cos i die mittlere Propor- 
tionale zwischen: 


tg (A — 8) und tg (8& — B), 


wonach sich dann die fragliche Construction ohne Weiteres ergiebt. 


Hundertundvierzehnte Vorlesung. 


Anwendung des graphischen Verfahrens auf die Bahn yon o Leonis. 


Wir wollen versuchen, die folgenden beobachteten Positionswinkel und Distanzen 
des ebenso schwierigen als interessanten Doppelsternes @ Leonis, dessen Ort am Himmel 
fiir die Epoche 1800 fiir unseren Zweck angeniihert genug durch die Rectascension 
9» 20,9 und die Declination + 9° 40! geeeben wird, an eine den verallgemeinerten 
Keppler’schen Gesetzen gemiiss durchlaufene Bahn anzuschliessen : 


Epoche Positionswinkel Distanz Beobachter 
1782,87 110° 54! — Herschel I. 
1804.09 130° 53’ — 
125,21 153° 56’ 0,970 W. Struve 
32,25 163° 24’ O71 “ 
33,29 172° 48’ 0" 447 : 
43,408 2809 11’ 01,350 Midler 
56,153 356° 30’ eas Secchi 
56,167 359° 12’ 0',36 “ 
56,186 4° 10! 0'",40 ‘ 
56,386 B19 39! 0',45 . 
56,425 Qo 59! 0”,358 Madler 
57,342 2° 41’ 050 Secchi 
57,378 50 45! 07 35 
58,323 0° 47’ — + 
58,367 Spi 18) = a 
58,370 20 43" — . 
66,300 aor G4! 0'7,3 ‘ 
67,346 Bat Ab! O57 Engelmann. 


Die jibrliche Priicession im Positionswinkel, zu berechnen nach der friiher ent- 
wickelten Formel: 
i abs = 0/,34 sina secd 
cos 0 
betrigt fiir @ Leonis: O27 


Auf die Epoche oder, wie man auch sagt, den Meridian von 1850 reducirt, werden 


die obigen Positionswinkel: 


1782,87 111° 9! 56,386 3579 38! 
1804,09 131° 3! 56,425 0 58" 
95,21 1549 1 57,342 99 39! 
32,25 163° 28) 57,378 59 43! 
33,29 172° 52! 58,323 09 45! 
43,408 9809 12! 58,367 3579 16! 
56,153 3569 29! 58,370 90 40! 
56,167 359° 11! 66,300 320 50! 
56,186 40 9! 67,346 330 41! 
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Diese Positionswinkel wurden in der nachfolgenden Zeichnung (Fig. 64) in dei 

Art eingetragen, dass die Richtung von dem unteren nach dem oberen Ende des Blattes 
dem Positionswinkel 0° entspricht; iiber die denselben zugebérigen Distanzen wurden, 
A RE RO pes, 1 Bae S a Ba - . ] re 

wie in Vorlesung 112 beschrieben, unter vorzugsweiser Beriicksichtigung der Winkel 


Fig. 64. geschwindigkeiten V er- 
suche gemacht, welche 
i) 
3 mit einem ziemlichen 
cy or) 2 4 : 
I 9/ Grade von Sicherheit 
9 ey : 
a“ yj}. (d. h. ohne Ellipsen 
Lh ON ‘ 
dn a von sehr abweichender 


Form zuzulassen) die 
Projectionsellipse der 
Fig. 64 ergaben. Es 
war nun zunichst deren 
Centrum mit dem Orte 


des Hauptsternes zu 
verbinden, um A oder 
den Positionswinkel zur 
Zeit des wahren Peri- 
hels zu ermitteln. Es 
findet sich: 

A = 28694. 


Aus der dazu ge- 


hérigen Distanz, welche 
zugleich die halbe con- 


jugirte Axe @ vorstellt, 
macht man eine Scha- 


tzung der Geschwindig- 


keit der \enderung des 


Val 
> Positionswinkels in die- 
el oO 
df 3 sem Punkte der Bahn. 
q w 

a Diese Geschwindigkeit 


m 17° angenommen, 
wird, da der Positionswinkel fiir 1843,408 gleich 280°,2. gefunden wurde, die Epoche 
des wahren Perihels gleich auf: 


1843,64 
fallen. Fiir die Excentricitit e erhalt man die Anniherung: 
Gr—A0:62 
auf beschriebene Weise aus der Zeichnung, desgleichen den Werth des Verhiiltnisses: 
P 
es . “ = OM ayl ay 
a? BP 


Zicht man diesem gemiss in den Abstiinden 0,515 und 1 bezichungsweise parallel 
den Diametern der Richtungen 2.B und 2.4 die in der Zeichnung punktirten Geraden, 
so hat die den Durehschnitt derselben mit dem Centrum der Ellipse verbindende Gerade 
den Positionswinkel 2 $2, hier gleich 321°,0. Cosi oder das geometrische Mittel zwischen 
tg ($8 — A) und tg (B — 8) ergiebt sich gleich 0,61, d. h. ¢ == 52°25’. Den Ab- 
stand des Perihels vom Knoten in der Ebene der wahren Bahn findet man sodann aus 
der Gleichung: 
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tg (A — 8) = cosi tg (x — 8) 
oder mit Elimination von cosi durch das Vorhergehende: 


; tg (A — 8) 
tg (x — $i)? = —~—____.. 
tg (82 — B) 
stg ; : : 
Ks gilt hier die von den Planetenbahnen her uns bekannte Regel, dass 2 — $2 und 
A — § in demselben Quadranten liegen miissen. Die Anwendung auf vorliegenden 


Fall ergiebt: 
m — §& = 113%41), 

Bei der Bestimmung der halben grossen Axen in Bogensecunden muss man sich 
nach zuverlissigen Messungen der Distanz umsehen; in der Regel wird das Resultat 
sich vom Beobachter und vom Instrument in der Art abhiingig erweisen, dass man bei 
feineren Rechnungen wohlthut, jeden Beobachter und jedes Instrument abgesondert zu 
beriicksichtigen, welchen Theil der Rechnung man gewéhnlich zuletzt vornimmt. 

Unter den obigen Distanzen findet sich nur eine einzige, welche durch ihre Grésse 
und Zuverlissigkeit zu einer Bestimmung von a geeignet erscheint, die 1825,21 beob- 


achtete: @ — 0,970. Sucht man nach bekannter Formel: : 
igu = tg(v + a — 8) = secitg (p — 8) 
das Argument der Breite w zu dem Positionswinkel p = 154° 1’, so findet man: 
“ = — 10° 33’, 
die Breite selbst nach der Formel: 
sin Breitte = sini. sin u 
gleich — 8° 20'; folglich ist der zugehérige Radius vector r gleich: 
0,970 . see Breite logy == 99014. 
Ferner ist die wahre Anomalie v = u — (a — 82) gleich: 
== 195" DT © “Gder = == 236° si, 
und, da: =>) 
piss f= a — <I 220.936 a: 
so wird: 
a == 11,05; 


Die fiussersten, in Zeit am weitesten von einander abstehenden der obigen Posi- 
tionswinkel kann man benutzen, nicht bloss die Umlaufszeit zu bestimmen, sondern auch 
noch einmal die Epoche des wahren Perihels herzuleiten, fiir welche letztere man, soll 
die Bahnbestimmung als gelungen gelten, einen dem friiheren nahe kommenden Werth 
erhalten muss. Zu dem Zwecke bestimmen wir die wahren Anomalien der Positions- 


winkel: 

111° 9’ und 33° 15’, 
welche zu den Epochen: 

1782,87 und 1866,82 
gehéren und finden dafiir: 

1849 14’ und 131° 43’, 
daraus ferner die mittleren Anomalien: 

1949 7' und 59° 1’, 


Ga bias 
194° 7’ und 419° 1’. 


1) Will man die Herleitung des Werthes von ¢ auf dem Wege der Construction mit der rein 


constructiven Bestimmung von 2 — {2 in einer Regel zusammenfassen, so kann man sagen: 
cos? ist das geometrische Mittel zwischen tg(A — 2) und tg (0 — B) 
tg («7 — $3) ” ” ” ” 1g) A — $2) und cotg (4 — B). 
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Hiernach betriigt die Umlaufszeit : 
134,3 Jahre. 
(Die vorliufigen Versuche unter Anwendung eines Planimeters hatten 138,5 Jahre er- 
geben.) Die Epoche des Perihels ergiebt sich hier auf 1844,8 fallend. 
Nehmen wir da, wo zwei verschiedene Bestimmungen vorliegen, das Mittel, so 
kénnen wir als vorliufiges Klementensystem von @ Leonis, welches nachher durch eine 
vollkommencre Methode bestimmt werden soll, annehmen: 


Epoche des wahren Perihels 7’ = 1844,2 
Sov 1 GO",D 

mw — § = 113%4 

== DITA 

é == 0:62 

a 05 


| | 


Umlaufszeit — 136,4 Jahre. 


Hundertundfiinfzehnte Vorlesung. 


Methode zur Bestimmung einer Doppelsternbahn aus sechs 
Positionswinkeln. 


Zu einer schirferen Berechnung der Elemente gelangt man durch Anschluss an 
sechs Positionswinkel, am sichersten an sechs Normalérter aus Positionswinkeln. Die 
dazu dienlichen Formeln erhalten wir durch folgende Betrachtung. 

Die Flichen der wahren Bahn stehen zu ihren Projectionen in der scheinbaren 
Bahn iiberall im Verhiltniss von 1 zu cos 7, folglich stehen je zwei Dreiecksfliichen der 
wahren Bahn zu einander in demselben Verhiltniss, wie die zwei entsprechenden der 
scheinbaren Bahn oder wie ihre Projectionen. Man hat daher, wenn v, v’, v” 


eine Reihe von wahren Anomalien, r, 7, 7”, 7'” 


/ 
9 Oe Sw 


u. s. w. die Radienvectoren Dp, 2's 2, 


p” u.s. w. die zugehérigen Positionswinkel, @, 9’, @”, 0!” u. s. w. die Distanzen bedeuten: 
rr’ sin(v—v') 9" sin (p — p') 
ph fll cat C= yi) = 0’ 0" sin (y' ee pn”) oe OSS ak ce (1) 
Desgleichen hat man: 
wes rn" sin (v = as Q Q” sin (p — p") 
el sin (ul — allt) oll ol cin (p" — pl") ee ee") 
und aus der Division beider Gleichungen in einander: 
sin (vo! — v) sin (v" — vi") _ sin (p" — p) sin (p!" — pl) 
sin (v'’ — v) sin (v' — yy sin pS p) sin (py — p””) owed oie 


\ ir , AC, We yt m me mt 
Indem wir noch nach einander v'", py” und v'”, yp an der Stelle von v" und yp" 


in dieser Gleichung einfiihren, erhalten wir die beiden analogen: 


sin (v' — v) sin (uv! — y"'"") __ sin (p' — p) sin (p!" — po) 


sin (vl v) sin (v! ee) sin (p'" — p) sin (p' — pl”) oe 
sin (v! =i) sin (ol =F asi) sin (p' _- Pp) sin (p!"" — p) 
sin (v!"" — v) sin (vo — v"""') sin (p"”"” — p) sin (y' — pe) “7 5 ale (5) 
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Die vorhergehenden Gleichungen enthalten auf der zweiten Seite die gemessenen 
Positionswinkel oder Distanzen, auf der ersten Seite nur wahre Anomalien und Radien- 
vectoren, d. h. lediglich die sogenannten phoronomischen Elemente 7, U (Umlaufszeit) 
und e!), fiir welche man bequemer die mittlere Anomalie M) einer gewihlten Epoche 
und die mittlere jihrliche Bewegung w (bei abnehmendem Positionswinkel negativ zu 
nehmen) substituiren darf. Die geometrischen, d. h. die Elemente der Lage der Bahn 
und der Dimension erscheinen eliminirt. Halten wir uns zuniichst an die Gleichungen 
(3), (4) und (5), in denen auf der rechten Seite nur Positionswinkel vorkommen, so wird es 
sich darum handeln, die drei Unbekannten Mo, w und e so zu bestimmen, dass jenen drei 
Gleichungen, mindestens sehr nahe, geniigt wird. Folgende Auflésungsweise hat schon 
bei mancher Gelegenheit gute Dienste geleistet. Man macht in Bezichung auf Mj) und 
uw eine combinirte Hypothese (mit Benutzung der Anniiherungen, welche man durch das 
graphische Verfahren, tiberhaupt durch vorliufige Bestimmungen erhalten hat), ermittelt 
dann durch Versuche denjenigen Werth von e, durch welchen einer der Gleichungen, 
beispielsweise der Gleichung (3), Geniige geleistet wird, und berechnet die bei (4) und 
(5) in Beziehung auf den gegebenen Werth der zweiten Seite iibrig bleibenden Fehler. 
Dieselbe Rechnung fihrt man fiir zwei andere combinirte Hypothesen von My) und u 
durch und schliesst dann auf die bekannte Art, die wir bei friiheren Gelegenheiten hin- 
reichend erértert haben, auf die wahren Werthe von M), uw und mittelbar auf e. 

Durch die in Abtheilung I. gegebenen Hiilfsmittel ist die Bestimmung der wahren 
Anomalien, welche einer gewissen Hypothese entsprechen, selbst fiir grosse Excentri- 
citiiten, nicht allzu miihselig. Bei dieser Gelegenheit mag jedoch noch kurz eines anderen 
Hiilfsmittels zur Auflésung der Keppler’schen Gleichung Erwihnung geschehen. Das- 
selbe beruht auf einer Eigenschaft der Cykloide, welche sich auf folgende Weise aus- 
sprechen lasst: 

Wenn man einen Kreis vom Radius 1 auf einer Geraden rollen lasst, so dass ein 
yom Centrum um die Grésse e abstehender Punkt eine verkiirzte Cykloide beschreibt, 
so ist bei passender Wahl des Anfangspunktes der Coordinaten die Abscisse des be- 
wegten Punktes die mittlere Anomalie, die Ordinate desselben der Radius vector, wahrend 
die Abscisse des eine Gerade beschreibenden Centrums die excentrische Anomalie vor- 
stellt, dabei die Excentricitét gleich e und die halbe grosse Axe gleich 1 gesetzt. Die 
rechtwinkligen Coordinaten sind so zu wahlen, dass fiir x — 0, y = 1 — e wird. 

Dieser Bemerkung zufolge, von deren Richtigkeit man sich leicht tiberzeugen kann, 
wird, sobald man die Cykloide fiir die Excentricitaét e construirt und die von dem Cen- 
trum des Kreises beschriebene Gerade gezogen hat, die excentrische Anomalie fiir eine 
gegebene mittlere Anomalie dadurch gefunden, dass man aus dem Punkte der Cykloide, 
welcher die mittlere Anomalie zur Abscisse hat, als dem Centrum, mit dem Halbmesser e 
einen Kreis beschreibt; der Durchschnittspunkt des letzteren mit jener Geraden wird 
die excentrische Anomalie zur Abscisse haben. 

Insofern bei dieser Construction der excentrischen Anomalie ein ganzes System 
von Cykloiden, etwa fiir die vollen Zehntel der Excentricitét e, gezeichnet werden muss, 
zwischen denen man nach dem Augenmaass interpolirt, steht dieses Hiilfsmittel gegen 
die in Abtheilung I. gezeigte Sinuscurve etwas zuriick. Ks hat dagegen vor jenem den 
nicht zu unterschitzenden Vorzug, dass keine andere Operation als das Messen mit dem 
Cirkel vorkommt und dass die Ordinate zugleich den Werth des Differentialquotienten: 

dM 
dE 


1) Die Excentricitit e kann, als in der Keppler’schen Gleichung auftretend, zu den phoro- 


nomischen Elementen gerechnet werden. 
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darstellt, durch welchen man weitere Na&berungen auf bekannte Weise mit grdsster 
Leichtigkeit erhalten kann. 

Wir wollen hier auch noch kurz eine der merkwiirdigeren Umformungen erwihnen, 
welche die Gleichungen (1) bis (5) zulassen, wenn wir auch kaum Veranlassung nehmen 
diirfen, davon bei der praktischen Rechnung Gebrauch zu machen. Es ist namlich: 


Yrr' sin'/, (v—v') =a V1 — e sin}/, (E — E’) 
Vrr' cos ¥/, (v — v') = a {cos 1/, (EF — E’) — ecos'/, (E + E’)} 
daher: 
rr’ sin (U — v') = @Y1 — @ {sin (E — EB’) — esinE + esin E'} 
= a1 — & {sin (E — E') — (E— Ml) + (F'— Mt). 


(1) bis (5) kann man demnach in folgender Form schreiben: 


sin (E — E') —(E—M)+(F'— mM) _ 0g’ sin (p — pp’) 5 
sin (ana) a (E' = Mi’) we (He ae Me) am 0’ oo 3in (p! ez p”) Be yo We ( ) 
sin (E— B").— (FB — 1) + 2" — Mt") to" sin (py — 9 
sin (SS E") ae (B" — Mm") = (ey) = o” pias sin = ae an Cee (7) 
sin (= B) =H! — Mt) (eM) 
sin (H" — BH) — (BY = MM") + (#— NH) 


sin (E" — E!") a (zE" — M") oh CHa sets fi RD as sin (p" — Pp) sin (p” — pit’) 
sin (z' — E"") —— (z’ = M') + (a — um") os sin ip — p) sin (y' — gf") 
u. 8S. W. 


| (8) 


Man erspart hier zwar die Berechnung der wahren Anomalien; dagegen haben die 
Formeln an Uebersichtlichkeit soviel verloren, dass man wohl den urspriinglichen bei der 
Rechnung den Vorzug geben wird; doch giebt es einzelne Falle, wo die Gleichungen (6) 
bis (8) mit Nutzen in Anwendung gebracht werden kénnen. Der Gebrauch einer Tafel 
der Function: 

Sinx — & 
wird tibrigens auch fiir die Form (6) bis (8) eine gréssere Bequemlichkeit herbeifiihren ; 
in welcher Weise ist leicht zu erkennen. 

Hat man Mj, uw und e so bestimmt, dass den Grundgleichungen nahezu Geniige 
geschieht, so werden $3, ¢ und w — 8&8 leicht auf folgende Art gefunden. Man dividire 
in cinander die bekannten Gleichungen: 


tg (p — 8) = cositg(v + 2 — Q) | 
tg (»' — 8) = cositg(v' + x — 8) ‘aS site 
tg (p" — 8) = cosi tg (v" + a — Q) | 
wodurch man nach leichter Transformation erhalt: 
sin (p' — p) sin (v' + v + 2[x — 2]) = sin (v' — v) sin (p' + p — 2 2) 
sin (p" — p) sin (v" + v + 2[% — Q]) = sin (v" — v) sin (p” + p — 2 8) (II) 
sin (p" — p')sin (v" + v' + 2[a7 — 8]) = sin (v" —v’) sin (p" + p'— 2 Q) 
Multiplicirt man die erste dieser Gleichungen mit: 
sin (p" — p) sin (p" — p') sin (v'— v), 
die zweite mit: 


— sin (p' — n) sin (p" — p’) sin (vu — v 
die dritte mit: ) (p p’) ( Dy 


sin (p' — p) sin (p" — p) sin (vu! — vs 
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und addirt, so findet man: 


tg 2 $8 
sin (p : 32 in (pl 4 
(py a 3 - sin (v' — v)? — iS Mat P) sin (v" aia ee) - sin (v" —v')2 
sin (p' — p) * sin ( Ear sin (p" — p') (III) 
cos - a os(p' tw) .., 
pig +P) - sin (v! — v)? si ( p+ P) sin (vl! — v)? a = Py. sin (v"- --- _y') 
sin (p' — p) sin (p" —p) sin (p"” — p’) 


Die Substitution des aus (IIT) berechneten Werthes yon {3 in eine der Gleichungen 
(11) liefert den Werth von a — &, und endlich geben beide Werthe, in (1) substituirt, 
cost. Die Vierdeutigkeit in der Bestimmung von §4 wird durch den Umstand, dass 
cos 7 reell, positiv und kleiner als die Einheit sich ergeben muss, auf die bekannte Zwei- 
deutigkeit beschriinkt, nach welcher aufsteigender und niedersteigender Knoten nicht 
von einander unterschieden werden kénnen. 

Ehe wir nach diesen Formeln das oben gewiihlte Beispiel beendigen, wollen wir 
auch noch diejenigen Grundformeln entwickeln, welche zu einer ebenso unmittelbaren 
Anwendung sich eignen, wenn mehr als zwei Distanzen gegeben sind. 


Hundertundsechszehnte Vorlesung. 


Grundformeln fiir Berechnung einer Doppelsternbahn, wenn ausser 
vier Positionswinkeln noch wenigstens drei Distanzen gegeben sind. 


Die Methode der Bestimmung aus sechs Positionswinkeln wird unbrauchbar, wenn 
= 90° wird, weil dann jeder Positionswinkel, von den Beobachtungsfehlern natiirlich 
abgesehen, gleich {3 oder gleich 180° + $2 sein muss. Es versagen die Formeln (3) 
bis (5) vollstindig ihren Dienst. Je niiher 7 der genannten Grenze kommt, desto mehr 
wird man genéthigt sein, auch schon bei der Bestimmung von M, uw, ¢ Distanzen zu 
Hilfe zu ziehen. Die folgende Methode ist sowohl fiir die Combination: 
Vier Positionswinkel und drei Distanzen 
als auch fiir: 
Drei Positionswinkel und vier Distanzen 
yon grosser Bequemlichkeit; denn sie gewihrt die besondere Annehmlichkeit, dass die 
Versuche zur Auflésung der Grundgleichungen in aller Strenge sich nur auf zwei Un- 
bekannte, statt wie oben auf M, w und e zu erstrecken haben. 

Denken wir uns in der Ebene der Projectionsellipse durch den Hauptstern als Null- 
punkt ein schiefwinkliges Coordinatensystem gelegt, dessen X-Axe mit der Projection 
der grossen Axe 2a@ zusammenfillt, wahrend die Y-Axe der Projection der klemen Axe 

2 parallel sein soll; es seien auch wieder A und B bezichungsweise die Positionswinkel 
der Richtungen dieser Axen, von denen wir schon in Vorlesung 109 Gebrauch gemacht 
haben. 

Stellt ¢ den vorliufig allerdings unbekannten Cosinus der Projectionswinkel fiir b 
und die mit ihm parallelen Sehnen der wahren Bahn vor, so haben wir die y simmtlich 
unter der Form: 

c sin EL, 
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wo wieder EI die excentrische Anomalie bedeutet. Ferner ist aber auch: 
y __ sim (p—A) 
es 
Q sin (B— A) 


, . ae . ! ”" a ee ca art jets a 
und wir haben daher aus drei Positionswinkeln p, p’, p” und den zugehérigen Distanzen 


0, o', o” die Gleichungen: 
c sin E = 0 cosec (B — A) sin (p — A) | 
c sin B’ = Q! cosec (B — A) sin (p’ — A) Sec ae Meier ra rag 
c sin E" = o" cosec (B — A) sin (p" — A) 

und durch deren Division in einander: 


sin Hi! o' sin(p’ — A) 


sin Bf @ sin(p — A) : 
ag ” " Seal f (B) 
sin EB" go" — sin(p A) 
sinE 0 sin(p — A) 


/ . ; , ‘ 
Bedeuten ¢, t’, t’, U’” die Beobachtungszeiten, so besteht zwischen H, #’ und H 
1 Bd 1 . moc lath noe 
die Bedingungsgleichung: 
E' — E — e¢(snE' — sin E) t' —t 


— Tae Sa Se ee 
E" — E' — e (sn EE” — sin E') t’—t eo 


Ausserdem fanden wir in Vorlesung 115: 
sin(E’ — E) —e (sin EE’ — sin E) __ Q sin Oa eee (D) 
sin (E" — E') — e (sinE” — sin E) o” sin (p"” — p') 
Aus Gleichung (C) ergiebt sich: 
(t’ — t') (H' — £) — @ — ¢) (£" — £’) 


Da : E 
(t’ — v) (sin E' — sin E) — (t' — t) (sn EB" — sin £) m) 

aus (D) folgt: 
1 o” sin (p" — p') sin (L' — E) — gsin (p' — p) sin (E” — EB’) (F) 


~ Q" sin (p" — p’) (sin L' — sin BE) — @ sin (p' — p) (sin EB” — sin E') 


Es empfiehlt sich nun folgende indirecte Bestimmungsweise. Man macht in Betreff 
der beiden Unbekannten A und # eine Hypothese und berechnet mittelst der Gleichungen 
(B) die excentrischen Anomalien EZ! und #". Man hat sodann fiir die Richtigkeit der 
beiden Werthe von A und # die beiden Bedingungen, dass die Werthe vou ¢ aus (E) 
und (F) iibereinstimmen miissen, und ausserdem, wenn ein vierter Positionswinkel p’” 
gegeben ist, nach Vorlesung 114 die Gleichung: 

sin (v' — v) sin (v'" — v") sin (p' p) sin (p!" — pl") 
sin (v" i 


1 

—v) sin (Cae =) sin (p" — p) sin (yp! — p co 

Sollte sich zeigen, dass die Positionswinkel sich sehr nahe nur zwischen zwei um 

180° verschiedenen Werthen bewegen, oder durch eine sehr rasche Winkelverinderung 

von dem einen zum anderen tibergehen, so wiirde man vorziehen, eine vierte Distanz 
darzustellen, da der Positionswinkel dann fiir die Bestimmung kein Gewicht hat. 

Man kénnte diese Pritfung durch Vergleichung des aus HE, E', BE” abzuleitenden 

Werthes der Distanz 9’ mit dem beobachteten in der Weise ausfiihren, dass man nach 

den Formeln (1) bis (IID) der 115. Vorlesung aus v, v’, v", p, p', p” die Elemente 8, 


It $4 und 7 bestimmte, wonach man dann unter Anwendung von Grundeleichungen 


aus Abtheilung I. haben wird: 


Q cos (p — 8) =r cos(v + x — &) 
Q sin (p — 8) = r cosi sin(v + x — 8). 
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Um jedoch nicht bei jedem Versuche bis zu der Bestimmung der Elemente 2, 


az — Si und @ zuriickgehen zu miissen, kann man auch so verfahren, dass man zuerst 
p der Bedingung (G) geniigend bestimmt. Setzt man zur Abkiirzung: 
ge sin (VU — v") _ sin Qo v') _ sin ie ani) 
sin(v” —v') sin (v'’ —v) sin(p —p")’ 


so wird die Gleichune: 


tg%/s (p' + p — 2p) = ty (45° + £) to/. (p — p') 
einen solchen Werth von p’” liefern, und dieser Werth wird immer alle zu erlangende 
Schirfe besitzen, gerade um so sicherer, je mehr die Gleichung (G) zur Bestimmung 
der Elemente unbrauchbar werden wiirde. Fiigt man nun noch den Gleichungen (B) 
die folgende hinzu: 
sin EB" — Q" — sin (p'"” — A) 
sin ~ odin (p — A)’ 


so liisst sich, nachdem man #’” auf gewéhnliche Art berechnet hat, sogleich o!” ohne 


Kenntniss von (4,  — $4 und 7 ermitteln. 


Fiir beide oben erwihnte Combinationen!) hat man, wenn die iiber A und E 
gemachte Hypothese nicht beiden Priifungen geniigt, eine zweite und dritte Hypothese 
durchzurechnen und dann auf von friiher her schon bekannte Weise die wahren Werthe 
zu interpoliren. 


Hundertundsiebenzehnte Vorlesung. 


Rechnungsbeispiel fiir die Methode der Vorlesung 115. 


Wir wollen jetzt die Vorschriften der Vorlesung 110 auf folgende sechs Positions- 
winkel von @ Leonis, in denen so ziemlich das ganze bis jetzt vorhandene Beobachtungs- 
material der Positionswinkel vertreten ist, zur Anwendung bringen: 


1782,87 p =llle 9! 
1804,09 yp! = 131° 3! 
32,23 p'' = 166° 58 
43,41 pl" = 280° 20! 
50,28 pl!” = 3449 95! 
66,03 pi'— 259 33" 


Es werden: 


sin (p! p) sin (p" pl") er 
. Att rt Wega U LA ,2665 
sin (p" — p) sin (p' — pl") 
sin (p' — p) sin (p'” — p'”") 1.8162 
— C ra 
sin (p'’ — p) sin (p' — p'”) ; 
. q PON eA _ iw 
sin (p' — p) sin (p'" — p""") 0,2899 


sim (oo == p) sin (p' a. pl") 


1) Auf beide lisst sich auch die in Nr. 990 der Astronom. Nachrichten gegebene Methode mit 


gutem Erfolg anwenden. 
Klinkerfues, Theoretische Astronomie. OG 
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Zur Abkiirzung fiir das Folgende schreiben wir die aufzulésenden Grundgleichungen 
(3), (4) und (5) in der Form: 
= 0,2663 B = — 1,8162 y = 0,2899 


Das Aufsuchen der Werthe von My, u und e oder der Zeit des Perihels, der Um- 
laufszeit und der Excentricitit der wahren Bahn, welche jene Gleichungen befriedigen, 
kénnen wir uns, wenn wir von den durch das graphische Verfahren erhaltenen Annihe- 
rungen ausgehen, die Bestimmung der drei Unbekannten wesentlich erleichtern. In der 
Regel werden wir nimlich in solchem Falle, wo das Resultat eines graphischen Ver- 
fahrens zu verbessern ist, schon mit vier Hypothesen zum Ziele kommen. In der ersten 
Hypothese legen wir die erhaltenen Anniherungen, im gegenwiartigen Falle beispiels- 
weise die Werthe !): 


T — 1848.8 
U— 142,0 Jahr 
e— 0,62 


m Grunde, um zu priifen, welche Unterschiede in Darstellung von a, 6B, y iibrig bleiben. 
In der zweiten Hypothese werden die mittleren Anomalien simmtlich um eine gewisse 
Grésse, hier beispielsweise um 1° vermehrt, und die erwaihnte Priifung vorgenommen; 
in der dritten Hypothese wird versucht, welchen Effect es hervorbringt, wenn bloss die 
Umlaufszeit oder w geindert wird, beispielsweise hier die mittleren Anomalien mit 1,01 
multiplicirt werden; in der vierten Hypothese endlich ist lediglich mit e eine Aenderung 
vorgenommen, im gegenwirtigen Falle durch Vermehrung des obigen Werthes auf 0,63. 
Dividirt man mit der Aenderung von M in der zweiten gegen die erste Hypothese in 
die entsprechenden Aenderungen von @, 6 und y, so sind die Quotienten sehr angeniihert 
als die partiellen Differentialquotienten : 


da dp dy 
aM’ dM’ dM 


mi betrachten. Die Vergleichung der dritten Hypothese mit der ersten liefert ebenso 
die Differentialquotienten : 


do dp dy, 
dw? dw? dw’ 
aus der Combination der vierten mit der ersten Hypothese ergeben sich: 
ae Ae ay 
de’ de’ de 


Bezeichnet man die Werthe von «, 6, y der ersten Hypothese mit &, Bo, Yo, so 
darf nach dem Taylor’schen Lehrsatze gesetzt werden: 


dau da de 
ap a dp 
B bs , — <a tea fe ee 
Bo + aM eae es Aw + - Ae 2a fh (A) 


dy dy dy 
A Ladi ta Li eye 
UN BT deme Le thin Se meg pen a= 


} Ie y tlaie wey j 4 5) + . Ty 
a eens Gleichungen 4M, Mu, Je die gesuchten Verbesserungen von M, u und e 
yecdeuten, 


') Ks sind hier zu grésserer Sicherheit nicht die Resultate aus einer ersten Anwendung ces 
graphischen Verfahrens, sondern aus dessen W iederholung zum Ausgangspunkte gemacht. 


Was nun aber das Durchrechnen der einzelnen Hypothesen anlangt, so merken wir 
hier die Gelegenheit zu den bedeutendsten Abkiirzungen und Erleichterungen. Die 
excentrischen Anomalien der zweiten Hypothese erhiilt man niimlich aus denen der 
ersten H, EH’, BE", E'” wos. w., indem man die an M angebrachte Aenderung  be- 
ziehungsweise mit: 


1 1 1 1 
aa ees en ————_——_—_—— u. 8. w. 
1 — ecosE 1 — ecos E' I — ¢6¢os Zi!" 1 — ecos BE" 


multiplicirt. Die excentrischen Anomalien der dritten Hypothese werden erhalten, indem 
man dieselben Factoren mit dem  entsprechenden Increment der mittleren Anomalic 
multiplicirt und das Product zu #, H! BE", B!" addirt. Da der Differentialquotient von 


E nach e gleich: k 
e sin BE 


1 — ecosE 
ist, so hat man die in der vierten Hypothese vorgenommene Aenderung yon e der 
Reihe nach mit: 

sin E sin E' sin BE" sin Bi" 
1 — ecosE 1 — ecos E' 1 — ecosE" if ecos El” ‘ 


zu multipliciren, um die entsprechenden Aenderungen der excentrischen Anomalien zu haben. 


lS. W. 


Unter Anwendung der eben angegebenen ungemein grossen Erleichterungen wurden 
die folgenden Rechnungen gefiihrt. Die sechs mittleren Anomalien der Hypothese I. 


findet man: 


—* 1549 28! = 70050" 
— 100° 40! + 16° 26! 
— 290 90! + 56° 29', 


woraus die excentrischen Anomalien der vier Hypothesen, wie folgt, hervorgehen: 
Hypothese I. Hypothese II. Hypothese III. Hypothese IV. 
(M far 1843,8—0°, (M fiir 18438 —1°, (M fiir 18438 — 0°, (MM far 1843,8= 0°, 
Umlaufszt.=142J., Umlaufszt.—142J., Umlaufszt. =—140,58J., Umlaufszt.—142J., 


e = 0,62) e = 0,62) é = 0,62) Cu —0,63) 
—= 164° 107 == 11639 32! StL GO DlKS. OAc G 
ee LO AD — 129 12 =— 128 48 
ee — d8 41 ——= GON ao O02 
Se AD + 0 8 = Way = BY) 
+ 38 36 + 40 31 + 88 55 + 389 18 
+ 91 52 + 92 51 + 92 25 + 92 26 

Nach der Formel: 
thy = >t*- 9 hE 


: s s wr ur : ae ade el 
sind dann weiter die wahren Anomalien v, v’, v”, v'" u. s. w. der vier Hypothesen 


berechnet worden. Die foleende Zusammenstellung enthalt diese Werthe sowie die von 


a, B, y in den vier Hypothesen: 


ie Wie APL IV. 
— 179° 17! — 171° 59! — 1720 46! — 1720 28! 
— 158 41 = 163 “1% 2 e546 tneied ery 
— 100) 11 = 98 80 ar ulOdiasd — 101 55 
are At Teh cGy 6 =e 60 2d Set cbse 
A) iad en Td OF 4. 72 18 age he a5) 
+ 129 46 A S081 soe a0. 19 4+ 130 55 
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I IL. Ii. IN, 
a 0,2638 0,2599 0,2693 0,2733 
B = — 1,0252 — 1,8249 — 1,0208 — 0,9824 
y= 0,3095 0,2979 0,2995 0,2972 
Durch Vergleichung der Hypothesen erhalt man: 
Oe 36 Se ae BO: ce ens 
oi ee ole ; ie , 
a oP _ 0,044 a8 _ _0,0498 
a ae eaten Puen qpncmmnhae! ae 
dy dy dy 
ee —_ — — 0,0100 — = — 0,0123 
d M ae du de 


wobei der Kiirze halber die Incremente von M, w und e, namlich 1°, 0°,0254 und 0,01 
beziehungsweise als Einheiten fiir die betreffenden Correctionen gewahlt sind. Die 
Radi aM cl 1 ray TAY a 14° 
Bedingungsgleichungen (A) werden somit: 


— 0,0039 4 MW + 0,0055 Ju + 0,00954e = = 0,0025 
— 0,7997 JM + 0,0044 4u + 0,0428 Je = — 0,7910 
— 0,01164 M — 0,0100 4 u — 0,0123 Je = — 0,0196 
Die Auflésung derselben ergiebt: 
AM == 19,033 Aw = — 0,29 x 0,0254 Ae == 086 > O08 
oder: 
T = 1843,391 
U = 142,413 Jahr 
é ==" 06286 
Mit diesen verbesserten Werthen ergeben sich die wahren Anomalien: 
v == — 171° 47 yl tat Oe LT 
vy) == — 153% 21’ allt (seat =< » 76% 16! 
y!! ——— 990 AS! quit = + 131° 24! 
und: 
% = 0,2674 B = — 1,7804 y = 0,2886 


Die hier sich zeigenden Ungenauigkeiten der Darstellung entsprechen so geringen 
Differenzen im Positionswinkel, dass sie sich durchaus der praktischen Wahrnehmung 
entziehen. Drei von den sechs Normalirtern, zB. den ersten, vierten und sechsten, 
kénnen wir scharf darstellen, wenn wir die Formeln (I) bis (III) der Vorlesung 115 
darauf zur Anwendung bringen. Diese Rechnung ergiebt: 

Sea LOLS oe! 
% — 6 == 10T® 9! 
(=. Da? 25" 
Im Mittel geben diese Elemente die sechs Positionswinkel um 15! zu klein; wir 


fiigen deshalb zur besseren Darstellung diese 15’ zu §{ hinzu und haben dann folgende 
Unterschiede zwischen Rechnung und Beobachtune: 


Rechn. — Beob. Rechn. — Beob. 
1782.87 1 15! 1843,41 + 15’ 
1804,09 — f! 1850,28 = 


1832.23 ery 1866,03 + 15! 


— 5 — 


Was die Kritik dieser Abweichungen betrifft, so sei hier nur bemerkt, dass die 
Distanz fiir 1832,23 nur 0,5 betriigt und dass die grésste obiger Differenzen, wenn 
man sie hiernach auf den griéssten Kreis reducirt, einem Beobachtungsfehler von nur 
0,004 entspricht. 

Der Vollstindigkeit halber bestimmen wir auch noch die halbe grosse Axe der 
wahren Bahn aus der beobachteten Distanz von 1825,21. Setzten wir a — 1, so wiirde 
nach den Formeln: 


Vr sin pv = Va(1 +e). sin 1), B 
Vr cos W/y vu = Ya (1 —e). cos /,H 


fiir jene Epoche v = — 122° 6’, logr = 9,97908, und nach den Formeln: 
oe cos(p — &) = reos(v + x — 2) 


§ 
Q sin(p — o) = reosisin(v + 2 — 82) 
der Positionswinkel = 153° 21’, logo aber gleich 9,94843 sich ergeben, wihrend letzterer 
nach der Beobachtung gleich 9,98677 ist. Die Differenz beider Logarithmen, d. h.: 
0,03834 


ist gleich loga. 


Stellen wir noch einmal sAimmtliche Elemente von w Leonis zusammen: 


T = 1843,391 ete hy 
WG =) AD Aas Jahr e = 0,6286 
= 162%45' Gas 002, 


x — § = 107° 9’ 


Hundertundachtzehnte Vorlesung. 


Einige Anwendungen der Doppelsternbahn-Methoden auf 
andere Theile der Fixsternastronomie. Berechnung der hypothetischen 
Parallaxe. Massenbestimmungen. 


Zu den interessantesten Resultaten, welche durch Berechnung der Elemente einer 
Doppelsternbahn erlangt werden kénnen, gehért die Aufstellung der Relation zwischen 
der Masse des Sternpaares und seiner Parallaxe. Wie schon in Vorlesung 111 erwahnt 
wurde, geht der uns geliufige Ausdruck fiir eine mittlere jahrliche Bewegung unseres 
Sonnensystems: i, 

365,26k V1 + m’ 


ave 


bei einem Doppelsystem iiber in: 
365,26 k ym + mam’ 


ad a cosee I%  ? 


wenn in letzterer Gleichung m und m’ die Massen beider Sterne, die Masse der Sonne 
als Einheit genommen, IJ die Parallaxe des Sternpaares und a die halbe grosse Axe in 
Secunden ausgedriickt vorstellt. Die Grisse: 


a cosee Il 


= (66 — 


ist dabei offenbar nichts Anderes als die halbe grosse Axe der wirklichen Bahn, wenn 
die der Erdbahn als Einheit genommen wird. Unter Vernachlissigung der Masse der 
Erde, welche bei diesen Vergleichungen gar nicht in Betracht kommt, wird: 

365,264 = 860° = 2” = 1 Umlanf; 


da der Umlauf, dividirt durch u, gleich der Umlaufszeit U, so haben wir: 
a” cosec IT = U.¥Ym +m’, 


oder wegen der Kleinheit von IJ, welche erlaubt, den Sinus mit dem Bogen zu identi- 
ficiren: 
a 


5 = U% (m + mi 


, d. h. den Werth, welcher fiir IJ als Werth der Par- 


7] 
Man nennt die Grésse Te 


allaxe in Bogensecunden erhalten wird, wenn a, wie oben, in Bogensecunden ausgedriickt 
wird, und die Masse m -+ m’ deg Sternpaares der Sonnenmasse oder richtiger der Masse 
der Sonne und Erde gleich angenommen wird, die hypothetische Parallaxe des 
Doppelsternes. 

Die Folgen der Willkiir einer solchen Annahme werden dadurch gemildert, dass 
nach der eben angefithrten Gleichung aus m + m! die Cubikwurzel zu ziehen wire. 
Ausserdem haben die allerdings bis jetzt nicht zahlreichen Erfahrungen durch wirklich 
ausgefithrte Parallaxenmessungen wahrscheinlich gemacht, dass unter den Fixsternen sehr 
erosse Verschiedenheiten der Masse selten sind und selbst in solchen Fallen sich nicht 
bestiitigen, wo man nach den ausserordentlich grossen Yerschiedenheiten der Helligkeit 
solehe erwarten sollte. 

Berechnen wir, um ein Beispiel der Anwendung der obigen Gleichung zu geben, 
die hypothetische Parallaxe von @ Leonis, wie sie den gefundenen Elementen entspricht, 
so erhalten wir: 

G2 L092 

Ue ToT, 

Es entspricht diese Parallaxe einer Entfernung von: 
5,156 000 


Halbmessern der Erdbahn oder etwas itiber 100 Billionen Meilen, welche das Licht in 
80 Jahren durchlauft. 

Ks ist klar, dass, wenn, wie bis jetzt in einigen wenigen Fillen bei Doppelsternen 
geschehen, die Parallaxe gemessen worden ist, durch obige Relation die Masse des 
Sternpaares gefunden wird. Die Bestimmung der einzelnen Massen m und m’ selbst wird 
méglich, wenn man den Schwerpunkt des Systemes bestimmen kann, weil bekanntlich 
die Abstinde der Componenten vom Schwerpunkte des Systemes den Massen umgekehrt 
proportional sind. 


ie = 0.040. 


Die Kenntniss des Schwerpunktes wird erhalten durch eine sehr genaue Unter- 
suchung der sogenannten Kigenbewegung des Sternpaares. Unter Eigenbewegung eines 
Fixsternes versteht man die Winkelgrésse, um welche derselbe, abgesehen von der Pri- 
cession, Nutation und Aberration, am Himmel seinen Ort, also seine Rectascension und 
Declination aindert. Diese kleine, aber mit der Zeit sehr merklich hervortretende Orts- 
verinderung ist die Folge der Bewegung der Fixsterne und unseres Sonnensystemes im 
Raume, einer Bewegung, welche bei den verschiedenen Fixsternen von sehr verschiedener 
Grésse und wegen der grossen Riitume, durch welche die Fixsterne yon einander getrennt 
sind, cine nicht merklich beschleunigte, d. h. eine geradlinige mit constanter Geschwindig- 
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keit ist. Wir haben friiher gesehen, dass die Richtung der Verbindungslinien der 
Theilpunkte zweier Geraden im Raume, wenn die Theile beider simmtlich in demselben 
Verhialtniss stehen, in einen gréssten Kreis der Sphire fallen; da ausserdem die Ent- 
fernung des Fixsternes von unserer Sonne immer nur verhiiltnissmiissig ausserordentlich 
kleine Aenderungen erfihrt, so ergiebt sich, dass die Eigenbewegungen in einem gréssten 
Kreise erfolgen und der Zeit proportional angesehen werden kénnen. Fiir Sterne, die 
dem Pole nicht allzu nahe stehen, erlaubt man sich, wohl auf lange Zeit hinaus, die 
Aenderung der Rectascension wie die der Declination durch Eigenbewegung als constant 
zu behandeln. 

In jedem Systeme haben wir es nach dem Vorhergehenden mit zweierlei Bewegungen 
zu thun, mit einer solchen, welche der Zeit proportional in einem gréssten Kreise, d. h. 
perspectivisch in gerader Linie vor sich geht und den beiden oder sogar allen Compo- 
nenten mit dem Schwerpunkte gemeinsam ist, und einer periodischen oder Umlaufs- 
bewegung, welche die Sterne eines Systemes in verschiedenem Sinne und verschiedener 
Grisse beeinflusst. Die Untersuchung der Eigenbewegung optisch nahe stehender Sterne 
bildet daher ein Mittel zur Priifung, ob dieselben zu einem engeren Systeme gehéren 
oder nicht, speciell, ob man einen bloss optischen oder einen physischen Doppelstern 
vor sich hat. 

Es folgt noch aus den eben angestellten Betrachtungen, dass es zur Aufsuchung 
des Schwerpunktes eines Binirsystemes geniigt, den scheimbaren Radius vector so zu 
theilen, dass der Theilpunkt in einem gréssten Kreise, d. h. perspectivisch geradlinig 
mit constanter Geschwindigkeit vorriickt. 

Es seien &, «, a” die Rectascensionen des Hauptsternes, 0, 0’, 0’ die Declinationen, 
t, t', t die zugehérigen Zeiten, p, p’, p”, @, @', @” die entsprechenden Positionswinkel 
und Distanzen des Begleiters, wobei die Winkelgréssen auf ein bestimmtes mittleres 
Aequinoctium reducirt sein miissen. Ferner. sei: 


4a =o sinp secd AO = tos 
Ao! — Q' sin p' seco’ AO == 0 cos 
4 a!’ = o" sin p" sec 0" 0 eG arisen 
so sind: 
m! / 
. m : 
O - Ao n) —_—_, | 
Te m + m ag m + m' 
I 
m' m 
ow + ——_ Jo o’ + ——_, 40’ noe ie (A) 
' m+ m m+ m 
Uy (i 
nL ~ m 
” " " wr 
Po {Sk Cannel 3 ee Ley 
a m +- m! ite m + om 


die Rectascensionen und die Declinationen der Projection des Schwerpunktes, wihrend 
m die Masse des Hauptsternes vorstellt. Die bekannte Bedingungsgleichung dafiir, dass 
drei Punkte der Sphire in einem grissten Kreise liegen, auf die Oerter des Schwer- 
punktes angewandt, giebt hier: 


m' mi 
tg (0 ia Page ar eee ) sin («! nll fe Po si is (4 a” — Ad!) 
m! fe m > 
! Ne. ; pee fortes pels auhapp 
— tg (0 peepee nha a") sin ae at are (da 42) ) (B) 
” mi " i am Ls Hs Seas be) a) 
+ tg (0 aa a a 10 ) sin (« — cs rar (Au 44) ) 
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Mittelst dieser Gleichung kann also leicht das Verhaltniss der Masse m’ des Neben- 
sternes zu der Gesammtmasse bestimmt werden, da Positionswinkel und Distanzen durch 
die Bestimmung der Bahn des Systemes, die Rectascensionen und Declinationen des 
Hauptsternes durch Meridianbeobachtungen gegeben sind. Es existirt aber noch eine 
zweite Bedingung fiir obiges Verhiltniss, indem verlangt wird, dass die Bégen des vom 
Schwerpunkte durchlaufenen grossten Kreises sich verhalten wie die zugehérigen Zeit- 
intervalle. 

Die strenge Formel fiir letztere Bedingung ist aus den Fundamentalgleichungen 
der sphirischen Trigonometrie leicht herzuleiten. 

In der Regel darf man sich, wie oben bemerkt, erlauben, statt der Bégen jenes 
ordssten Kreises die Aenderung der Rectascensionen und Detlinationen des Schwer- 
punktes der Zeit proportional zu setzen. Es wird dann verlangt, dass: 


m' 


/ ae Sees a 

0 eM dad (4a A 0) 
om! 
'’—g + ——_, (4a" — Ana) 
m + m 
ukG@an Sis oe 
pe a le eer Sy i. 
— m + m’ ( oe teat 
| dae tani aie agian. wep gaye Mane ae 


m + am! 
werde. 

Drei vollstiindige Bestimmungen des mittleren Ortes des Hauptsternes liefern zwei 
Gleichungen, iiberhaupt aber n Bestimmungen der Rectascension oder der Declination 


n — 2 Gleichungen, also  vollstiindige Bestimmungen des mittleren Ortes des Haupt- 
/ 
: : m 
sternes 2 (n — 2) Gleichungen zur Ermittelung von poigti und lassen unter Anwen- 
m+ m 


dung der Methode der kleinsten Quadrate das wahrscheinlichste Resultat finden. 


Hundertundneunzehnte Vorlesung. 


Ueber die Berechnung einer Doppelsternbahn, wenn die eine 
Componente unsichtbar ist. 


Bestimmungen mittlerer Oerter von Fixsternen yon solcher Genauigkeit, dass sie 
mur Herleitung der Kigenbewegung herangezogen werden kénnen, reichen nicht vor 
Bradley und Tobias Mayer zuriick. So kurz der Zeitraum, den diese noch dazu nicht 
mit dem Mikrometer allein ausfiihrbaren Beobachtungen wmfassen, mit Fixsternperioden 
im Allgemeinen verglichen, auch ist, so sind doch schon zwei der hellsten Sterne des 
Himmels, Sirius und Procyon, durch die Discussion ihrer Kigenbewegungen als Doppel- 
sterne erkannt worden. Bessel fand bei seinen fiir die praktische Astronomie so 
epochemachend gewordenen Untersuchungen und Beobachtungen yon mittleren Oertern 
und Kigenbewegungen die des Sirius und des Procyon veriinderlich und zog daraus den 
vor wenigen Jahrzehnten noch als sehr kiihn geltenden Schluss, dass die Erklirung fiir 
diese Verinderlichkeit in unsichtbaren Begleitern zu finden sei. In mathematischer Ein- 
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kleidung dieses Schlusses kann man sagen: wenn in Beziehung auf die Rectascensionen 
und die Declinationen des Sternes die Doppelgleichung (C) nicht so zu erfiillen steht, dass: 
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also die Kigenbewegungen veriinderlich werden, kann im nichst einfachsten Falle nur 
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Bedingung herbeigefiihrt werden. ©. A. F. Peters hat in einer Abhandlung, die immer 
denkwiirdig bleiben wird, zunichst bei dem Sirius das genannte Indicium weiter verfolgt 
und zum ersten Male die Bahn des damals unsichtbaren Begleiters bestimmt. Das 
Resultat dieser Rechnung ist seitdem durch die wirkliche Entdeckung dieses Kérpers 
glanzend bestiitigt worden. 

Der zweite Stern, welcher zu einer Untersuchung dieser Art gliickliche Gelegenheit 
bot, ist Procyon; nach den mit ausserordentlicher Sorgfalt ausgefiihrten Arbeiten von 
Auwers kennen wir die Bahn des Procyonbegleiters mit nicht geringerer Sicherheit als 
die des Siriusbegleiters; aber erst im Jahre 1896 wurde der Procyonbegleiter von 
Schaeberle auf der Licksternwarte entdeckt. 

Wegen des ungemeinen Interesses solcher Untersuchungen auf das Vorhandensein 
dunkler Massen und deren Bahnbestimmungen wollen wir im Folgenden noch den Weg 
angeben, wie das Problem auf das der Bestimmung einer Doppelsternbahn der gewéhn- 
lichen Art reducirt werden kann. 

Es erscheint hier in noch héherem Grade, als bei dem leichteren Falle, gerathen, 
sich die erste Annaiherung mit Zuziehung eines graphischen Verfahrens zu verschaffen. 
Wenn man das eine Mal den Betrag der Eigenbewegung in Rectascensionen, das andere 
Mal die Declinationsveriinderungen dieser Art als Ordinaten der als Abscissen betrachteten 
Zeiten aufgetragen hat, so wird sich in praktischen Fallen beinahe immer sogleich eine 
Schiitzung der Umlanfszeit und des mittleren Werthes der Eigenbewegung erlangen 
lassen. Nehmen wir zuniichst der Einfachheit halber an, die Beobachtungen umfassen 
mindestens einen Umlauf (was auch mit Riicksicht auf den praktischen Erfolg der 
Rechnung gegenwirtig noch immer sehr wiinschenswerth bleibt), so wird man leicht 
diejenigen Punkte der Rectascensionencurve und ebenso der Declinationencurve erkennen, 
die um einen Umlauf von einander abstehen; denn in diesen Punkten werden bei 
gleichem Sinne der Aenderung die Tangenten parallele Richtung haben miissen. Wenn 
man die zwischen je zwei solchen Punkten vorkommende Eigenbewegung, also die 
Differenz der Ordinaten, durch die Differenz der Abscissen dividirt, so erhalt man die 
mittlere jaihrliche Eigenbewegung. Es sei letztere gleich n fiir die Rectascensionen, 
gleich g fiir die Declinationen, so wird man unter Zuziehung von anderen Punkten der 
Curve eine Reihe von Gleichungen folgender Form erhalten: 
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Man erkennt sofort, dass es nur noch der Kenntniss von zweien der Gréssen: 
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bedarf, um die itibrigen und dann die vier Positionswinkel und Pigeon der 


Distanzen abzuleiten. Fiir den Fall, dass die Umlaufszeit gegeben ist, wiirden sogar 
zwei dieser abgeleiteten Gréssen fiir die Bestimmung der Bahn tiberfliissig sein; daher 
man, wie folgt, verfahren kann. Man entwirft fiir: 
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eine Hypothese, und leitet, wie eben gezeigt, daraus: 


m! m’ j mn! 


P, py p", m + am Q m + m Q m + m Q 
ab. Durch das Auftragen dieser Coordinaten um den Ort des Hauptsternes als Null- 
punkt herum werden drei Punkte der hypothetischen scheinbaren Bahn erhalten, welche 
der Doppelbedingung geniigen miissen, dass die Sectoren einer durch diese Punkte 
gelegten Ellipse zwischen dem ersten und zweiten, zwischen dem ersten und dritten und 
der Inhalt der ganzen Ellipse sich so verhalten, wie es die Zeitintervalle und die Umlaufs- 
zeit verlangen. Ist dem geniigt, so lasst sich die Bahn nach den bekannten Vorschriften 
finden, wenigstens der Form und Lage nach, von der schembaren Dimension der Bahn 
aber nur die Entfernung des Sternes vom Schwerpunkte, d. h. analog unserer friiheren 
Bezeichnung die Grdésse: 
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Kann die Umlaufszeit nicht als gegeben angesehen werden, so muss die combinirte 
Hypothese iiber: 
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auch noch auf die mittlere Bewegung ausgedehnt werden. Es geniigen aber alsdann 
aus bekannten Griinden nicht drei Kpochen, sondern es muss eine vierte zugezogen werden, 
um drei Sectoren in Beziehung auf ihre Fliche vergleichbar zu machen und so die 
Fehler der Hypothese ermitteln zu kénnen. Die Versuche im Rohen sind natiirlich auch 
hier wieder durch das graphische Verfahren sehr zu erleichtern. — 
Khe wir nun zum Schluss zu einigen interessanten Anwendungen iibergehen, mégen 
des grossen Interesses wegen, welches sie beanspruchen, hier noch die von H. Seeliger 
gegebenen Ausfiihrungen iiber Doppelsterne Platz finden. — 
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Hundertundzwanzigste Vorlesung. 


Ueber Doppelsterne (nach Seeliger)'). 


Einen physischen Doppelstern bilden zwei Sterne, wenn ihre gegenseitige Ent- 
fernung so klein ist, dass die Einwirkung der iibrigen Fixsterne auf ihre relative Be- 
wegung vernachlissigt oder wenigstens als nebensiichlich betrachtet werden darf. Stehen 
zwei Sterne nur scheinbar in grosser Nihe bei einander, so entsteht ein optischer 
Doppelstern. Das Vorkommen eines solehen ist den Gesetzen des Zufalles unterworfen, 
und es ist deshalb eine wohl detinirte mathematische Aufgabe, die zu erwartende An- 
zahl optischer Doppelsterne von gegebenem scheinbaren Abstande zu berechnen, wenn 
Anzahl und Vertheilung der Sterne im Raume bekannt sind. Da eine strenge 
Lisung dieser Aufgabe nicht vorliegt, entbehren die gewéhnlich angefiihrten Angaben 
iiber die zu erwartende Anzahl von optischen Doppelsternen der geniigend sicheren 
Grundlage. Leicht kann man sich aber davon iiberzeugen, dass die Anzahl hellerer 
optischer Doppelsterne von kleiner Distanz nicht bedeutend sein kann, und in diesem 
Simne kann man in der That behaupten, dass die Componenten der iiberwiegenden 
Mehrzahl der vielen bekannten Doppelsterne nach den Gesetzen der Wabrscheinlichkeit 
pbysisch mit eimander verbunden sein werden. Man hat, zum Theil aus jiusserlichen 
Griinden, nach dem Vorgange von W. Struve, als Maximaldistanz eines Doppelsternes 
im engeren Sinne 32” festgesetzt. In der That werden der Hauptsache nach die 
Systeme mit schnellerer Revolutionsbewegung hierdurch umegrenzt. 

Dass die Entdeckung zahlreicher engerer Doppelsterne einer mit optischen Hiilfs- 
mitteln besser ausgeriisteten Zeit vorbehalten bleiben musste, ist selbstverstiindlich. In- 
dessen sind vereinzelt schon sehr friihe Doppelsterne aufgefunden worden. So z. Bb. 
% Centauri von Feuillée im Jahre 1709, y Virginis, Castor, 61 Cygni von Bradley ete. 
Dass dies aber nicht vereinzelte Falle seien, dass vielmehr eine gréssere Anzahl von 
Doppelsternen am Himmel existiren, hat zuerst Christian Mayer, Hofastronom in 
Mannheim, gezeigt. Er suchte nicht nur nach solchen Objecten, sondern bestimmte auch 
die Rectascensions- und Declinationsdifferenzen der beiden Componenten mit einem 
achtfiissigen Bird’schen Mauerquadranten. Diese Thatsache kann nicht verdunkelt 
werden durch die nicht ganz einwandsfreien Bemerkungen, welche die erste Publication 
Mayer’s?) iiber diesen Gegenstand enthalt und ‘die zu Missverstiindnissen Anlass gebende 
yon ihm gebrauchte Bezeichnung ,,Fixsterntrabanten*. Die Astronomen standen tibrigens 
den Mayer’schen Entdeckungen nicht gleichgiiltig gegeniiber, was aus dem Umstande 
hervorgeht, dass im Berliner Jabrbuche fiir 1784, das im Jahre 1781 erschien, ein ,,Ver- 
zeichniss aller bisher entdeckten Doppelsterne*, die ,,fast alle von Herr Hofastronom 
Mayer auf der Churfiirstlichen Sternwarte zu Mannheim zuerst beobachtet worden sind“, 
abgedruckt ist. Dieses Verzeichniss enthalt 79 Doppelsterne, und zwar zum _ gréssten 
Theile begreiflicherweise sehr weite (bis 72” Distanz). Es scheint sowohl Mayer, als 
auch dem Herausgeber des Jahrbuches Bode sehr fern gelegen zu haben, diese oder auch 


1) Mit Genehmigung des Herrn Verfassers aus dem Handworterbuche der Astronomie, heraus- 
gegeben von W. Valentiner, Bd. I, 8. 671 bis 696, abgedruckt. 

2) Griindliche Vertheidigung neuer Beobachtungen von Fixsterntrabanten etc. 8°  Mann- 
heim 1778. 
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nur einen Theil dieser Doppelsterne als physische zu betrachten, denn es wird das 
astronomische Interesse an solchen Systemen ausdriicklich darin gefunden, dass die fort- 
schreitende relative Eigenbewegung der beiden Fixsterne in Folge ihres scheinbaren 
Nebeneinanderstehens leichter bemerkt und genauer bestimmt werden kénne, was offen- 
bar nur bei optischen Doppelsternen einen Sinn hat. Von nicht wesentlich anderen 
Gedanken wurde W. Herschel bei seinen ersten Forschungen tiber Doppelsterne ge- 
leitet. Auch er dachte nur an optische Systeme und suchte nach solchen, ohne Mayer’s 
Bemiihungen zu kennen. Nun sollten enge Doppelsterne die Messung der jibrlichen 
parallaktischen Verschiebungen erleichtern und also die Auffindung der ersten Werthe 
von Fixsternparallaxen erméglichen. Von allem Anfange an waren seine Nachforschungen 
nach Doppelsternen sehr ergiebig, und bereits am 10. Januar 1782 konnte er der Royal 
Society einen Katalog von 269 Doppelsternen vorlegen. Die eigentliche Bedeutung der 
Herschel’schen Entdeckungen erkannte aber erst Michell 1), der das Vorkommen so 
vieler scheinbar nahe bei einander stehender Sterne als mit den Gesetzen des Zufalles 
unvereinbar erklirte und betonte, dass die meisten dieser Doppelsterne thatsachlich nahe 
bei einander stehende Weltkérper seien, die sich nach den Gesetzen der Gravitation 
um einander bewegen miissen. Diese Ansicht wurde durch die ferneren Arbeiten 
W. Herschel’s bestiitigt, die in Folge dessen in dem Gebiete der Doppelsternastronomie 
von grundlegender Bedeutung sind. Herschel begniigte sich in der Folgezeit nicht 
damit, neue Doppelsterne zu entdecken. Vielmehr suchte er nach Verlauf eines an- 
gemessenen Zeitraumes die ihm bekannt gewordenen Doppelsterne wieder auf und 
konnte in mehreren Fallen eine Verinderung in der gegenseitigen Stellung beider Sterne 
nachweisen. Allerdings hitte diese auch cine Folge der als geradlinig anzusehenden 
Eigenbewegungen sein kénnen, aber es waren so die Grundlagen gegeben, um (wenig- 
stens theoretisch) durch eine dritte Messung auch den letzten Zweifel an dem Vor- 
handensein wirklicher Doppelsterne zu zerstéren. 

Endlich gebiihrt W. Herschel das Verdienst, zuerst in klarer Weise erkannt zu 
haben, welcher Art die Beobachtungen sein miissen, um als Grundlage fiir Betrachtungen 
tiber etwaige Revolutionsbewegungen dienen zu kénnen. Mayer hatte, ihnlich wie es 
durch die jetzt tiblichen Meridianbeobachtungen geschieht, die Rectascension und Decli- 
nation der beiden Componenten bestimmt, ein Verfahren, das nicht die néthige Ge- 
nauigkeit gewihren konnte, bei engen Doppelsternen iiberdies kaum anwendbar ist. 
W. Herschel dagegen bestimmte die gegenseitige Stellung beider Sterne mit Hiilfe 
von Mikrometermessungen, und zwar in einer Weise, welche auch die Folgezeit als die 
zweckmissigste anerkennen musste. Der hellere der beiden Sterne wurde als Haupt- 
stern und als das Bezugsobject fiir die Angaben des Ortes des schwiicheren betrachtet. 
Die letzteren enthielten die beiden Polarcoordinaten: Distanz und Positionswinkel. 
Distanz ist der scheinbare Abstand beider Sterne, und Positionswinkel der Winkel, den 
dje Distanz mit einem festen, durch den Hauptstern gehenden grissten Kreis bildet. 
Den Positionswinkel hat W. Herschel nicht immer von derselben Nullrichtung an 
gezihlt und durch Angabe des Quadranten jeden Zweifel zu beheben gesucht. Die 
Folgezeit hat in dieser an sich ohne Frage nebensiichlichen Angelegenheit ein verein- 
fachtes und allgemein angenommenes Verfahren ausgebildet. Man zihlt seit W. Struve 
den Positionswinkel vom nérdlichen Theile des Stundenkreises in der Richtung Ost, 
Siid, West, Nord. Steht also der Begleiter genau nérdlich iiber dem Hauptsterne, so 
ist der Positionswinkel 0° zu notiren. 


ee, os F ; ; 
) Michell, On the means of discovering the distance, magnitude ete. of the Fixed Stars ete. 
Philosophical Transact. 1783, Noy. 27. 


Die Resultate seiner Entdeckungen und Messungen hat W. Herschel in den 
Jahren 1782, 1785 und 1804 zusammengestellt. Diese enthalten Angaben iiber etwa 
700 Doppel- und mehrfache Sterne; eine sehr schiitzbare Zusammenstellung dieser Re- 
sultate verdankt man J. ILerschel!), 

Wie in vielen anderen Gebieten der Astronomie, setzte auch hier der Sohn die 
grossartige Thitigkeit des Vaters fort. John Herschel hat nicht nur den nérdlichen 
Ilimmel in dieser Richtung, in der ersten Zeit in Gemeinschaft mit South, auf das 
Kifrigste durchforscht, sondern die Gelegenheit, welche ihm sein so reich gesegneter 
Aufenthalt am Cap der guten Hoffnung darbot, auch fiir die Doppelsterne in der 
ergiebigsten Weise ausgenutzt. Die verschiedenen von ihm  publicirten Zusammen- 
stellungen beziehen sich auf etwa 6000 Doppelsterne, von denen etwa 2000 der siid- 
lichen Halbkugel angehéren ®). 

Am meisten und nachdriicklichsten aber wurde nach W. Herschel die Kenntniss 
der Doppelsterne geférdert durch W. Struve. Seine Bemiihungen, durch Aufsuchen 
neuer Systeme und Bestimmung ibrer Positionen das Fundament fiir eine Astronomie 
der vielfachen Sterne zu legen, beginnen bereits um das Jahr 1813. In der ersten Zeit 
mit sehr beschriinkten Hiilfsmitteln arbeitend, konnte er seine weitreichenden Absichten 
erst voll ins Werk setzen, als er in Fraunhofer’s beriihmtem Refractor von 9 Zoll 
Oeffnung ein ausgezeichnetes, fiir die damalige Zeit sogar unvergleichliches Hiilfsmittel 
erhielt. Der Plan, welcher im Laufe der folgenden Jahre wirklich zur Ausfiihrung kam, 
erstreckte sich auf folzende Aufgaben: 

1. Méglichst alle vielfachen Sterne zwischen dem Nordpole und — 15° Declination, 
deren Distanz kleiner als 32’ und deren schwiichster Stern nicht schwiicher als von der 
neunten Grésse ist, aufzusuchen und zu katalogisiren. 

2. Die gefundenen Systeme mikrometrisch so genau und so oft als méglich auszu- 
messen und hierbei Notirungen iiber das Aussehen der Sterne, namentlich ihrer Farbe 
zu machen. 

3. Die mittleren Orte aller dieser vielfachen Sterne mit dem Meridiankreise zu 
bestimmen. 

Die zwei ersten Aufgaben hat Struve ganz allein mit grosser Energie durch- 
gefiihrt, wie die beriihmten Publicationen*) der gewonnenen Resultate zeigen. Bei der 
dritten Aufgabe musste er bald, von den beiden ersten véllig in Anspruch genommen, 
auf die Mitarbeiterschaft von Preuss, spiter auch Déllen rechnen. Fiir den vor- 
liegenden Gegenstand bieten selbstverstiindlich die ,,Mensurae microm.“ das grisste 
Interesse, es wird deshalb wohl angebracht sein, einige Kinzelheiten tiber dieses Werk, 
wenn auch nur in grésster Kiirze, zu erwahnen. 

Struve hat die gefundenen Doppelsterne nach zwei Gesichtspunkten in Gruppen 
eingetheilt: erstens nach der Grosse der Distanz, indem er acht Classen in gleich zu 
erwihnender Weise unterschied, zweitens nach der Helligkeit der beiden Componenten. 
Er nennt die Doppelsterne entweder ,lucidae* oder ,reliquae“, je nachdem keiner 
der beiden Sterne schwicher als achter Grésse oder dies wenigstens bei einem der Fall 
ist. Die Mens. micr. enthalten nun folgende Anzahlen von Doppelsternsystemen: 


1) A Synopsis of all Sir William Herschel’s micrometrical Measurements ete. Memoirs of 


the R. Astr. Society London, Vol. 35. 
2) In vielen Banden der Memoirs of the R. Astr. Society, London. Dann auch in dem grossen 


Werke: ,Results of Astronomical Observations of the Cape of Good Hope“ 1847. 
8) Catalogus novus stellarum duplicium etc. Dorpat 1827, Mensurae micrometricae stellarum ete. 


St. Petersburg 1857. 
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Classe Distanz lucidae reliquae 
Liege od Oa 62 29 
Os odes” action Mul geerbae 116 198 
3 ey ee ea 133 402 
Ade Lie enc ae 130 452 
By ip taaee Se een! D4 298 
Git hia peeks ele 52 179 
7... 16”—24" DA | 499 
Cie eek edd 32 52 | 

Summa 653 1987 


Hierzu kommen noch 72 Paare, welche, obwohl ausserhalb des Arbeitsprogrammes 
liegend, gemessen worden sind, nimlich 28, bei denen der Begleiter schwacher als neunter 
Grisse ist, und 44 von einer Distanz > 32”. Diese 2712 Paare sind aber nur 2641 von 
einander verschiedene Systeme, weil die mehrfachen Sterne bei der vorgenommenen 
Classification zugleich in mehreren Classen erscheinen. Die ganze Eintheilung Struve’s 
ist itibrigens willkiirlich und diirfte wohl kaum als praktisch anerkannt werden, sie wird 
auch in der neueren Zeit nicht mehr gebraucht. 

Durch W. Struve’s!) Arbeiten wurden die Doppelsterne in den Vordergrund des 
astronomischen Interesses geriickt und eine gréssere Anzahl von Beobachtern widmet 
seither diesem Gebiete ihre Krafte. Zuerst ist Otto Struve?) zu erwahnen, welcher 
seit 1840 bis vor kurzer Zeit die Doppelsternwelt durchforschte und hierin seine Lebens- 
aufgabe fand. Ihm schliessen sich in wiirdiger Weise an: Dawes*), Dembowski‘), 
Dunér®) und in neuester Zeit Schiaparelli®), A. Hall und H. Struve. Ferner sind 
noch als verdiente Doppelsternbeobachter u. A. zu erwahnen: Madler, Kaiser, Secchi, 
Fletcher, Engelmann, Jedrzejewicz, Glasenapp, Lewis, Seabroke, Gledhill, 
Wilson, die Beobachter der englischen Privatsternwarten von Barclay, Bischop und 
Lord Wrottesly u. s. f. 

Trotz so vielfacher Betheiligung war aber die Anzahl bekannter Doppelsterne in 
den letzten Jahrzehnten verhiltnissmissig wenig grésser geworden. Es musste deshalb 
nicht geringes Aufsehen machen, als Burnham’) in den siebziger Jahren mit ver- 
gleichsweise geringen optischen Hiilfsmitteln eine gréssere Anzahl neuer, zum Theil sehr 
enger und lichtschwacher Doppelsterne auffand. Nicht selten waren es Struve’sche 
Doppelsterne, die sich durch Auffindung eines nahen oder lichtschwachen Begleiters als 
mehrfach erwiesen. Diese Entdeckungen, die sich spiter sehr vermehrten, als Burn- 
ham in dem 36z6lligen Refractor der Licksternwarte ein iiberaus miichtiges Hiilfs- 
mittel erhielt, versprachen fiir die Zukunft eine reiche Ausbeute an schnell bewegten 
Doppelsternsystemen, haben in den letzten Jahren auch schon zur Kenntniss sehr inter- 
essanter Objecte gefiihrt. Burnham’s verschiedene Kataloge enthalten bis jetzt etwa 


") Stellarum fixarum imprimis duplicium ete. positiones mediae 1852. 

*) Zahlreiche kleinere Arbeiten und Mittheilungen Otto Struve’s itber Doppelsterne finden 
sich in den Schriften der Petersburger Akademie. Die zahlreichen Messungen engerer Doppelsterne 
sind zusammengestellt und eingehend bearbeitet in Observations de Poulcova, Tome IX“. 


*) Die Beobachtungen von Dawes sind gesammelt in Memoirs of the R. Astr. Society, Lon- 
don, Bd. 35. 


*) Misure micrometriche di stelle doppie ete. Roma 1883 und 1884. 
») Mésures inicrométriques d’étoiles doubles. Lond. 1876. 


*) Osservazioni sulle stelle doppie. Publicazioni del reale Osservatorio di Brera in Milano, 
No. XXXIJI, 1888. 


") Memoirs of the R. Astr. Society, London. Bd. XLVII. 
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1300 neue Objecte'). Im Ganzen werden gegenwartig an 12000 mehrfache Sterne be- 
kannt sein, von denen etwa 10 Proc. mehr oder weniger deutliche Revolutionsbewegungen 
aufweisen, Diese Abschiitzung beruht auf folgenden Angaben: J. Ilerschel?) hat ein 
Verzeichniss der ihm bekannten mehrfachen Sterne hinterlassen, welches 10300 Objecte 
enthalt. Nicht inbegriffen sind die Burnham’schen Sterne, sowie die, allerdings nicht 
zahlreichen, in den letzten Jahren von anderen Astronomen gefundenen. Noch mag 
erwahnt werden, dass man die Doppelsterne mit Vorliebe nach den von den um diesen 
Zweig der Astronomie verdientesten Astronomen bezeichnet, indem die Nummern der 
von ihnen herausgegebenen Kataloge citirt werden. Es ist iiblich, W. Struve mit 2, 
Otto Struve mit OL, Dawes mit D, Dembowski mit 4, Dunér mit Du, Burnham 
mit 6, Schiaparelli mit Sp zu bezeichnen. So wird z B. € Cancri auch 2 1196 
benannt. 

Viel ist, namentlich in friiherer Zeit, tiber die Farben der Doppelsterne geschrieben 
worden. W. Struve hat, wie schon erwiihnt, die Untersuchung dieses Gegenstandes in 
sein Arbeitsprogramm aufgenommen. Im Ganzen hat er unter 596 Systemen gefunden: 
375 Paare yon gleicher Farbe, 101 Paare von wenig verschiedener Firbung und 
120 Paare, deren Componenten sehr verschieden gefiirbt sind. Diese Aufzihlung diirfte 
jedenfalls der vielfach ausgesprochenen Meinung entgegentreten, dass sehr verschiedene 
Farbung beider Componenten, namentlich in complementiirem Sinne, das gewohnliche 
Vorkommniss sei. Doppler*) hat in Verfolgung dieser Ansicht die Meinung aus- 
gesprochen, dass bei Doppelsternen mit schneller Revolutionsbewegung die Neigung zu 
complementirer Farbung sich aus den Gesetzen der Wellenbewegung des Lichtes ab- 
leiten lasse. Wenngleich die Folgezeit diese Meinung als irrig erkannt und das dem 
erwahnten Gedanken zu Grunde liegende ,Doppler’sche Princip“ in einigen, allerdings 
nicht wesentlichen Punkten modificirt hat, so bildet dasselbe doch ein iiberaus wichtiges 
Fundament, welches in den letzten Jahren zu wichtigen und interessanten Ergebnissen 
und Entdeckungen gefiihrt hat. — Zur Erklarung der Farbenverschiedenheit der beiden 
Componenten eines Doppelsternes diirfte es oftmals ausreichen, in Erinnerung zu _be- 
halten, dass an sich geringe Farbenunterschiede sehr nahe bei einander stehender Ob- 
jecte leichter bemerkbar werden. Wahrend allerdings einerseits durch Versuche an be- 
sonders auffallig gefairbten Sternpaaren gezeigt worden ist, dass die Contrastwirkung 
nicht Alles zu erkliren vermag, muss andererseits hervorgehoben werden, wie unsicher 
bisher alle Angaben, welche sich auf die Sternfarben bezichen, sind. Der Fall kommt 
nicht selten vor, dass ein Beobachter sehr intensive Farben wahrzunehmen glaubt, die 
ein anderer nicht oder wenigstens nicht mit Sicherheit wahrnehmen kann. So hat sich 
ein so erfahrener Beobachter wie J. Herschel stets sehr skeptisch gegeniiber der ganzen 
Angelegenheit verhalten. Seiner Meinung nach kommen tiberhaupt nur Farbungen aus 
dem weniger brechbaren Theile des Spectrums (roth, gelb) bei Sternen in ausgesprochenem 
Grade vor, und blaue Sternfarben seien stets nur Folge der Contrastwirkung naher réth- 
licher Sterne. Die Anwendung der Spectralanalyse wird auch in dieser Frage mit der 
Zeit Klarheit schaffen, da die Feststellung der fiir die Gesammtfarbe maassgebenden 
Zusammensetzung des Spectrums nicht subjectivem Urtheile preisgegeben ist. An sich 
ist nicht unwahrscheinlich, dass die Componenten der Doppelsterne sich hiutig in sehr 


1) Eine Uebersicht iiber Burnham’s Arbeiten giebt der zweite Band der ,,Publications of the 
Lick Observatory“, Sacramento 1894. 

2) A Catalogue of 10300 multiple and double Stars. Memoirs of the RK. Astr. Society, London, 
Vol. 40. 

®) Ueber das farbige Licht der Doppelsterne ete. Prag 1842, 
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verschiedenen Stadien der Abkiihlung befinden miissen. Dann werden ihre Spectren 
verschieden sein und in Folge dessen’ auch ihre Farbung. 

Von der gréssten Bedeutung fiir die Astronomie wurden die Doppelsternmessungen, 
als sie anfingen, deutlich Revolutionsbewegungen mu enthiillen, und als es mit ihrer 
Hiilfe gelang, die Kinsicht zu erlangen, dass diese, ebenso wie alle Bewegungen im 
Planetensysteme, durch die Folgerungen des allgemeinen Attractionsgesetzes dargestellt 
werden kinnen. ' Die Aufgabe, aus den gemessenen Positionswinkeln und Distanzen die 
Elemente einer Doppelsternbahn abzuleiten, wurde auf Anregung von Seite Arago’s 
zuerst von dem leider frith verstorbenen Felix Savary?), und zwar in durchaus correcter 
Weise gelist. Denselben Gegenstand hat spiiter Encke?) behandelt, ohne indessen, 
ausser in weniger belangreichen Dingen, die Savary’sche Lésung zu tiberholen. Von 
den zum Theil primitiven graphischen Methoden J. Herschel’s*) und den Vorschriften, 
welche Y. Villarceau‘) im Anschlusse an die in der Mécanique céleste zur Berechnung 
einer Planetenbahn gegebenen entwickelt hat, darf wohl behauptet werden, dass sie 
einen Fortschritt in dem vorliegenden Thema nicht gebildet haben. Dagegen hat J. Her- 
schel®) und unabhiingig von ihm, wenn auch Jahrzehnte spiter, Villarceau®) eine 
Methode entwickelt, die in den meisten Fillen in grosser Kiirze und mit Sicherheit die 
Berechnung einer Doppelsternbahn auszufiihren erlaubt. Der Grundgedanke dieser 
Methode kommt im Folgenden zu kurzer Auseinandersetzung und fiihrt in der elemen- 
tarsten und einfachsten Weise zu iiusserst leicht ausfiihrbaren Rechenvorschriften. In 
neuerer Zeit hat das Problem durch Klinkerfues’) und Thiele’) beachtenswerthe 
Lésungen erfahren, die auch in der Praxis von Wichtigkeit werden kénnen. 

Von besonderem Interesse ist die Frage, ob die beobachteten Bahnbewegungen 
der Doppelsterne einen directen Beweis fiir die Giiltigkeit des Newton’schen Gravitations- 
gesetzes auch in jenen abgelegenen Fixsternriumen enthalten. Dass letzteres den Beob- 
achtungen geniigt, ist schon oben als bestitigt erwahnt worden. Die Untersuchung, ob 
kein anderes Gesetz dieselbe scheinbare Wirkung hat, gestaltet sich ganz anders, als 
bei den Planetenbewegungen, weil hier die Beobachtungen nur iiber die Ortsveriinde- 
rungen in der auf der Gesichtslinie senkrechten Ebene Aufschluss geben und iiber die 
Bewegung im Visionsradius gar nichts aussagen. Die Aufgabe fiihrt auf ein inter- 
essantes mathematisches Problem. Dasselbe, von Bertrand’) zuerst formulirt, wurde 
vollkkommen gelést von Darboux und Halphén?) und im Anschlusse an den letzteren 
in sehr eleganter Weise von Tisserand!!), Nach diesen Arbeiten ist allerdings, wenn 
nur gewisse héchst plausible Annahmen hinzugezogen werden, nur das Newton’sche 
Gesetz im Stande, die beobachteten Doppelsternbewegungen zu erkliren. Ganz anders 
gestaltet sich aber die Sachlage, wenn man auf den Umstand Riicksicht nimmt, dass die 
zu Grunde liegenden Messungen vermége der bedeutenden Ungenauigkeiten, welche 
ihnen anhaften, durchaus nicht eine bestimmte Bewegungsform mathematisch genau 
definiren, vielmehr nur gewisse Grenzen anzugeben im Stande sind, innerhalb welcher 


") Connaissance des temps fiir 1830 addit. 

*) Berliner Astronomisches Jahrbuch fiir 1832. 

*) Memoirs of the R. Astr. Society, London, Bd. 5. 
*) Connaiss. d, t. fiir 1852 add. 

*) Memoirs of the R. Astr. Society, London, Bd. 18. 
*) Connaiss. d. t. fiir 1877 add. 

‘) Theoretische Astronomie, Braunschweig 1877. Auch Astr, Nachr. Nr. 990. 
*) Astr. Nachr., Bd. 104. 

*) Compt. rend., Bd. 84. 

10) Kbenda. 

"') Bulletin astronomique, Tome IV, 1887, 
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die Abweichungen von der Theorie liegen miissen. Diese Grenzen sind aber ziemlich 
weite, weil bei engeren Doppelsternen z. B. Fehler in Distanz von 5 bis 10 Proc. und 
dariiber durchaus nicht selten vorkommen. Da man ferner etwaige Zweifel an der 
Allgemeingiiltigkeit des Newton’schen Gesetzes doch nur auf kleinere Abweichungen 
desselben von der Wahrheit beziehen wird, so muss man mgeben, dass die bisher be- 
rechneten Doppelsternbahnen durchaus nicht im Stande sind, in der besprochenen Frage 
beweiskraftig zu wirken. Im Folgenden wird ein hierher gehériges Beispiel erwahnt 
werden. Der vielfache Stern € Caneri zeigt zum Theil Bewegungen, die, trotzdem die- 
selben in Wahrheit sehr verwickelte Stérungsbewegungen sind, doch durch die Kepler’. 
schen Gesetze, wenigstens innerhalb lingerer Zeitriume, geniigend dargestellt werden 
k6nnen. 


Ehe man dazu schreiten kann, die vorhandenen Messungen eines Doppelsternes zu 
einer Bahnbestimmung heranzuziehen, muss iiberlegt werden, welche Correctionen man 
an sie anzubringen hat, um ein homogenes Material zu erlangen. Refraction, Aberration, 
Nutation haben auf die Messungen der engen Doppelsterne, welche hier in Frage 
kommen, nur een verschwindend kleinen Einfluss. Ebenso kann in den meisten Fallen 
die Einwirkung der Pricession auf den Positionswinkel unbedenklich vernachlissigt 
werden. Dieselbe ist indessen so einfach zu berechnen, dass man die damit verbundene 
Miihe nicht scheuen wird. Bezeichnen py und p die zu den Zeiten t) und ¢ gehérigen 
Positionswinkel, « und 0 Rectascension und Declination des Doppelsternes, so hat man 
namlich: 

p = py + 09,0056 sina secd (t — to). 

Ganz anders verhilt es sich mit gewissen Messungsfehlern, die, in systematischer 
Weise auftretend, der Person des Beobachters eigenthiimlich sind und deshalb persén- 
liche Fehler genannt werden. Es ist das Verdienst Bessel’s und W. Struve’s, auf 
das Vorkommen solcher Fehler hingewiesen zu haben, als sie ihre gleichzeitigen Messungen 
gemeinsam beobachteter Objecte verglichen. Dann aber hat besonders O. Struve, die 
Wichtigkeit des Gegenstandes erkennend, zuerst eingehende Untersuchungen tiber die 
persénlichen Fehler, mit denen seine eigenen Beobachtungen in hohem Grade behaftet 
sind, angestellt. Es hat sich gezcigt, dass verschiedene Umstinde, wie die Stellung des 
Sternpaares gegen die Verticale, die Grésse der Distanz, vielleicht auch die Helligkeit 
der Sterne maassgebend auf die Messung einwirken. Ferner hat sich die sehr un- 
angenehme Thatsache herausgestellt, dass zeitliche Aenderungen in den _persénlichen 
Fehlern nicht selten sind und manchmal in sehr merkbarem Betrage zum Vorschein 
kommen. Thiele!) konnte das bei mehreren Beobachtern in unzweideutiger Weise 
nachweisen. Es ist begreiflich, dass unter solchen Umstiinden die persénlichen Beob- 
achtungsfehler, die z. B. bei O. Struve den Positionswinkel unter Umstiinden um 
mehrere Grade verfilschen, genaucren Untersuchungen iiber die Bewegungen der Doppel- 
sterne grosse Schwierigkeiten bereiten und dass der Berechner niemals unterlassen darf, 
auf sie gehérig Riicksicht zu nehmen. Wegen der zeitlichen Verianderlichkeit derselben 
sind solche Untersuchungen aber mit grossen Unsicherheiten behaftet, die nur durch 
vielfache Vergleichungen der Resultate verschiedener Beobachter verringert werden 
kénnen. Solche Vergleichungen wurden in neuerer Zeit in der That angestellt, noch 
ist aber manche Liicke in dieser Beziehung auszufiillen. 


1) Castor, Calcul du mouvement relatif etc. Kopenhagen 1879. 
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Wie schon erwihnt, wird bei der Bahnberechnung eines Doppelsternes die un- 
bedingte Giiltigkeit des Newton’schen Gesetzes vorausgesetzt. Wir haben also anzu- 
nehmen, dass die beiden Componenten eines Doppelsternes sich nach den Kepler’schen 
Gesetzen um einander bewegen. Diese Annahme kénnen wir, da nur geschlossene 
Bahnen in Betracht gezogen werden sollen, so formuliren: der eine Stern beschreibt 
um den anderen (den Hauptstern) eine Ellipse und hilt hierbei das Gesetz von der 
Constanz dér Flichengeschwindigkeit ein. Diese Bewegung wird von dem sehr weit 
entfernten Beobachter betrachtet und es werden demzufolge nur die Verinderungen in 
der gegenseitigen Stellung der Projectionen der beiden Sterne in einer Ebene bemerkbar 
sein, welche senkrecht zur Gesichtslinie steht. Es ist leicht zu sehen, wie sich diese 
scheinbare Bewegung gestaltet. Die scheinbare Bahn wird wieder eine Ellipse sem; der 
Hauptstern wird aber nicht in ihrem Brennpunkt, sondern irgendwo im Inneren stehen. 
Das Gesetz der Flichen aber wird bekanntlich nach wie vor gelten. Die Kenntniss der 
scheinbaren Bewegung geniigt indess, wie wir sehen werden, vollsténdig zur Bestimmung 
der wahren Bewegung. 

Wir haben zunichst festzusetzen, wie viele und welche Bestimmungsstiicke die 
wahre Bewegung bestimmen. Grédsse und Gestalt der wahren Ellipsen sind gegeben 
durch die grosse Halbaxe a und die Excentricitit e. Die Lage der Bahnebene wird 
bestimmt durch die Neigung7 gegen die Projectionsebene und die Lange des Knotens $2 
auf letzterer. Wir wollen $8 von demselben Anfange und in derselben Richtung wie 
die Positionswinkel zihlen. Es mag gleich hier bemerkt werden, dass, falls 7 stets 
positiv und kleiner als 90° angenommen wird, $4 nicht eindeutig bestimmt werden 
kann. Da offenbar die scheinbare Bewegung entstehen kann durch eine wahre in einer 
Ebene mit der Neigung =7 oder auch —, so ist es erlaubt, nach Belieben den Werth 
von $3 um 180° zu aindern. Man hat sich aber fiir einen der beiden gleichberechtigten 
Werthe von 2 zu entschliessen, alles Andere ist dadurch unzweideutig gegeben. Die 
Lage der wahren Ellipsen in ihrer Ebene wird durch den Winkel 4 bestimmt, welchen 
die grosse Axe mit der Knotenlinie bildet, und der Ort des Sternes in der Bahn durch 
die wahre oder mittlere Anomalie zu einer bestimmten Zeit. Man kann auch, und das 
soll im Folgenden geschehen, die Zeit t angeben, zu welcher die beiden Sterne die 
kleinste Entfernung von einander haben. tT ist also die Zeit des Passirens des Periastrons. 
A wird dann den Winkel zwischen Periastron und Knoten, vom Hauptsterne gesehen, 
darstellen. Schliesslich muss noch die Umlaufszeit T bekannt sein, weil diese, wie wir 
sehen werden, nicht durch a, wie im Planetensysteme, gegeben ist. 

Zwischen den angefiihrten Grissen, der Zeit ¢, der wahren Anomalie v, der mitt- 
leren M und der excentrischen # finden die bekannten Beziehungen statt, die durch die 
Kepler’schen Gesetze gegeben sind. Wir wollen eine dieser Gleichungen niiher be- 
trachten. Es seien m und m, die Massen der beiden Sterne, & die Anziehungsconstante, 
dann ist bekanntlich: 


ae 2ua 
kym + m 


Aus dieser Gleichung folgt: 


ech ym -{- ce) 
at ( 22% 


Die Constante k ist hier natiirlich in denselben Einheiten auszudriicken, wie die 
anderen vorkommenden Grissen. Ob bei den Doppelsternen k denselben Werth hat 
wie in unserem Planetensysteme, ist eine Frage, die wohl discutirt werden kann und in 
: + tan . Ob a ‘ . ey a ey 7 A . . ] 
der That discutirt worden ist. Ernstliche Zweifel dagegen hat man aber nicht vor- 
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bringen kénnen. Dann gilt aber (1) auch z B. fiir die Bewegung der Erde um die 
Sonne. Setzt man also die Sonnenmasse bezw. Erdmasse gleich 1 bezw. v, die Umlaufs- 
zeit der Erde ='l, so ist: 

2% 


k= ——, 

yl+v 
wobei noch mit jedenfalls hinreichender Genauigkeit v einfach fortgelassen werden 
kann. Man hat jetzt einfach: 


2 1 
es mae hs he, a Le eat le err ria all 2) 
Hier ist also 7 in Jahren, m und m, in Sonnenmassen und a in mittleren Ent- 
fernungen Sonne — Erde auszudriicken. Nennt man p die Parallaxe des Fixsternes, a’ 


den scheinbaren Winkelwerth yon a, so hat man in Folge von: 


die Gleichung: 


pa Pesce gs tna onlfics spree NEN =NOER) 
[(m + m,) T?]8 


Da nun eine Doppelsternbahnberechnung nur a’ 


angeben kann, so enthalt die 
Gleichung (5) eine Beziehung zwischen p und m + m,, wenn auch noch 7’ bekannt ist. 
Diese Gleichung ist demnach bei jenen Doppelsternen von besonderem Interesse, fiir 


welche Parallaxenbestimmungen vorliegen, denn sie gestattet die Bestimmung von Fix- 
5S = 4 5 te) 


sternmassen. Als Beispiel mag hierfiir der Doppelstern 70 Ophiuchi angefiihrt werden. 
Nimmt man — es sei dahingestellt, ob dies die beste Annahme ist — an: 

T° ==" 95,97 a!’ == 41,958 p ==00162; 
so ergiebt Formel (3) m + m, = 3,11. Die Gesammtmasse des Systemes ist also etwa 


drei Sonnenmassen gleich. 

Nach dem Friiheren wird also eine Doppelsternbahn durch sieben Elemente be- 
stimmt. Als solche kann man die Grdéssen: 

a, @, 82, , A, T, T, 

oder Combinationen aus ihnen wiihlen. Sind diese Elemente bekannt, so ist es eine 
sebr leichte Aufgabe, hieraus fiir eine gegebene Zeit ¢t Positionswinkel p und Distanz @ 
zu berechnen. Halt man die friiher angefiihrten Bezeichnungen fest, so hat man zunadchst 
die bekannten Formeln: 


E—esnH = mM 


l hee 3 
te En ber 


anzuwenden. Hieraus ergiebt sich die wabre Distanz r der beiden Sterne: 
ry = a(1 — ecosE) 
und entsprechend: 
tg (p — 8) = cositg (A + v) | 
cos (A + v) a 


" (4) 
calidad 46 eed sy | 


wozu noch zu bemerken ist, dass p — $8 und A + v in demselben Quadranten liegen. 

Die umgekehrte Aufgabe, aus gegebenen p und @ die sieben Bahnelemente zu 

bestimmen, ist natiirlich viel complicirter. Offenbar muss im Allgemeinen aus sieben 

Daten eine Bahnbestimmung méglich sein. Man sieht aber sofort ein, dass Positions- 
98* 
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winkel oder Distanzen allein hierzu nicht ausreichend sind, denn nach (4) ist p un- 
abhingig von a, wihrend @ nicht von $3 abhangt. Sonst iconnens die Daten in se 
beliebiger Weise combinirt werden. Es sind auch fiir einige dieser Combinationen 
Methoden, die wegen der transcendenten Form einiger der auftretenden Gleichungen 
Niherungsmethoden sein miissen, aufgestellt worden. Dieselben sind dem Wunsche ent- 
sprungen, die Lisung des Problems aus der gerade hinreichenden Anzahl von Daten zu 
erlangen, welcher Wunsch in rein theoretischer Hinsicht durchaus berechtigt ist. In der 
Praxis liegt die Sache anders. Bahnbestimmungen solcher Doppelsterne, deren Stellung 
nur durch wenige Positionswinkel und Distanzen festgelegt erscheint, haben meistens 
kein Interesse und kénnen bei den bekannten Ungenauigkeiten der beobachteten Coor- 
dinaten auf irgend welche Zuverlissigkeit keinen Anspruch machen. Man wird deshalb 
wohl in allen Fallen, die eine Bahnberechnung iiberhaupt verdienen, annehmen diirfen, 
dass eine gréssere Anzahl von Messungen vorliegt. Es soll nun fiir das Folgende nur 
angenommen werden, dass entweder fiinf zusammengehérige Positionswinkel und Distanzen 
direct gegeben seien oder wenn es, was bei engeren Doppelsternen vorkommen kann, 
an letzteren fehlt, eine fortlaufende Reihe von Positionswinkeln gegeben sei, die erlaubt, 
fiir fiinf Zeiten den Betrag des Differentialquotienten “2 zu berechnen. Da _ namlich 
der Flachensatz: 
9 ap 


di CONST 


gilt, so kann man jetzt fiir die fiinf gegebenen Zeiten die zugehérigen @ ableiten, wenn 


das einem und zwar unter den gegebenen beliebig ausgewahlten Zeitmomente zu- 
kommende @ gegeben ist, oder auch ganz beliebig angenommen wird. Man erhalt in 
letzterem Falle die Dimensionen der wahren Ellipse natiirlich in diesem willkiirlichen 
Maassstabe ausgedriickt, sonst aber selbstverstiindlich alles Andere ebenso richtig, als 
wenn die eine erwihnte Distanz bekannt wire. Durch die fiinf Paare p und @ sind 


auch die fiinf Paare rechtwinkliger Coordinaten: 

L = Q cosp y¥ == OSNp 
gegeben, Diese aber miissen der Gleichung der scheinbaren Ellipse geniigen, die sich 
den oben gemachten Bemerkungen gemiss in der allgemeinsten Form: 


Ba? + yy? + 2day + 2exe + 2ly— lea Oc) 2a ee ee 
darstellt. Da (5) eine Ellipse darstellen soll, so muss bekanntlich sein: 
fees y>0 By == OF SOF ew soe ee) 


Zur Bestimmung der fiinf Constanten f, y, 0, 6, € reichen fiinf gegebene w und y 
aus. Man wird indessen niemals versitumen, etwa mehr vorhandene Daten mit zu be- 
nutzen und so viele Gleichungen anzusetzen, als zusammengehirige # und y vorhanden 
sind. Aus allen wird man, am besten nach der Methode der kleinsten Quadrate, die 
Werthe der B, y ete. berechnen. 

Ist dies geschehen, so lisst sich leicht die wahre Ellipse bestimmen. Die recht- 
winklige Projection dieser letzteren ist die Ellipse (5) und der Coordinatenanfang, 
welcher mit dem Hauptsterne zusammenfallt, ist der Brennpunkt der wahren Ellipse. 
Diese geometrischen Bedingungen, in passender Weise dureh Formeln ausgedriickt, geben 
die einfache Liésung des Problemes. 

(5) kann auch als Gleichung eines geraden Cylinders angesehen werden, dessen 
Axe mit der Z-Axe des Coordinatensystemes, also mit der auf der Projectionsebene 
senkrechten Gesichtslinie zusammenfallt. Wir beziehen nun diesen Cylinder auf ein in 
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demselben Anfange gelegenes Coordinatensystem der 2", y", 2. Die w-Axe soll in der 
Knotenlinie der wahren Ellipse liegen, die y’-Axe senkrecht darauf im Sinne der 
Bewegungsrichtung des Sternes um den Hauptstern. Dann hat man in sofort. ersicht- 
licher Weise fiir die Transformation beider Coordinatensysteme: 


2 = 2x" cos 84 — y" sin 8 cosi + 2" sin & sini 
y = vw" sin + y" cos 8 cost — 2" cos 83 sini 
a + y" sin + 2" cosi. 
Fiihrt man dies in (5) ein und setzt 2 = 0, so erhilt man den Durehschnitt des 


erwahnten Cylinders mit der wahren Bahnebene, also die wahre Ellipse. Ihre Gleichung 
ist also: 
B(x" cos 84 — y" sin Q cost)? + y (al sin 8 + y" cos 2 cos i)? 
+ 20 (x cos 8 — y" sin Q cost) (x sin + y" cos 2 cost) #1), SaGl) 
+ 2 (#" cos 84 — y" sin 8 cosi) + 2§(a" sin + y''cos 8 cosi) —1—0 
Andererseits ist aber die Gleichung der wahren Ellipse auf dieselben Axen 
bezogen : 
(ae -+ 2” cosd + y" sind)? fi (— a" sind + y" cosh)? _ ee is 
a2 b2 
wenn die kleine Halbaxe mit b bezeichnet wird. Die Gleichungen (I) und (II) miissen 
identisch fiir alle Coordinatenwerthe mit einander iibereinstimmen. Es miissen demzu- 
folge die_ Coéfficienten gleicher Potenzen der Coordinaten gleich sein. Bezeichnet des- 
halb v einen zu bestimmenden Factor, so findet sich sofort: 


~ aa } 
v (Se A SA) = Boos 2? + ysin 2 + 2 sin Q cos 9 Coens eat CO) 


a? b?2 


; 2 o 22 
v aS as as ) = (Bsin 82 + yeos $42 — 20 sin 8 cos Sb) cosi#? . . (7) 


vsin2h (- a 3) = (— Bsin2 2 + ysin2d 8 + 20cos2 S)cosi . . (8) 


ar U2 
v— cosh = & 00s 2 iy BUbiSewe! bits P>s ges entaln® Debs wee nemec( 9) 
a sink = (— esinSs + Ecoss)cosit . . . . . . « « (10) 
Se asm Vert) Rae Bae ee te BP a ee ee eee gat EC) 
» 1 a Nae bs ae . 
Aus (11) folgt v = =a eee le Fiihrt man noch den halben Parameter 
2 
oss Eas ein, so kann man (8) und (9) schreiben: 
a 
e (e 
: coed = & 008 $3 + € sin $2 | 
p 


ie (12) 
F sind = (— ésinSi + § cos $d) cos | 
Das doppelte Product dieser Gleichungen ist: 
S sin 2A = (— #sin2 8 + £2sin2 8 — 28 cos2 82) cosi, 
withrend (8) die Gestalt annimmt: 


2 v 
& sin 21 = (B sin2 8 — ysin 2% 4+ 20 cos 2 82) cosi. 
p é 


Hieraus folgt sofort: 


2(0 + $8) POE ee EAE TS) 
Biche ei ayh aaG 
Diese Gleichung giebt bereits cin Element, namlich $2. Die bestehende Viel- 
deutigkeit soll spiter erértert werden. Die Differenz der Gleichungen (6) und (7): 


tg 28 = 


_- i cos 21 = (B cos Q2 + y sin 842 + 26 sin 82 cos 82) 
i — (B sin 832 + y cos 242 — 20 sin 8 cos 83) cos i? 
verglichen mit der Differenz der Quadrate der Gleichungen (12): 


& cos2A = (€cos 8 + §& sin 83)? — (— & sin 83 + § cos $2)? cos i? 
Pp 


giebt sofort: 


(B + 8) cos 22 + (y + §) sin? + 2(6 + E28) sin Q cos (14) 
(B + &) cos 832 + (y + £2) cos S32 — 2(0 + Fe) sin 83 cos 82 

Addirt man schliesslich zu (7) das Quadrat der zweiten Gleichung (12), so 
findet man: 


if 
pp? cos i? 


cos 12 = 


= (B + «2) sin 82 + (py + £2) cos 2 — 2(0 4+ £2) sin 8 cos 8 .. (15) 


Hiermit ist die wahre Ellipse vollstindig bestimmt und es eriibrigt nur noch, die 
Rechenvorschriften durch Einfiihrung von Hiilfsgréssen zu vereinfachen. Setzt man: 


by ee 
v= B+ ® 
g=o0+fs 


A = usin $2? + veos $32 + 2 sin 82 cos $2 
B= woos 832 + vsin 842 — 20 sin 88 cos 82, 


A B a= 4 ?; 
so werden die Gleichungen (13), (14) und (15): 


also: 


— 20 : A 1 
Pie ——s os? = = ee ae 
oe u—y Rie B p* cost? 
Iieraus ergiebt sich sofort: 
1 B—A 
es 23; = - _— ) een) 
pe == Al tg % A (wu v) p =¥ 


Fir A kann man noch etwas bequemer schreiben: 


ee re ees 
A= 


5) 


“ 


v . 
cos 2 83 + @ sin 2 8. 


Khe wir die gewonnenen Formeln endgiiltig zusammenstellen, miissen wir noch auf 
die Vieldeutigkeit in der Bestimmung von §3 zuriickkommen. Soll Gleichung (14) einen 
reellen Werth fiir i ergeben, so muss ihre rechte Seite stets positiv und kleiner als 1 
sein, Aus den Bedingungen (5a) folgt aber sofort, dass in der That sowohl Zihler als 
auch Nenner des Bruches (15) positiv sind. Es muss also der Nenner grésser als der 
Zihler sein, d. h.: 

(0 + €e) sin22 <0 
oder sin 2 $3 muss das Zeichen von —@, also cos2 4 das Zeichen von (uw — v) haben. 
Hierdurch erscheint 2 62 eindeutig bestimmt. 6 selbst ist es aber nicht, indem man 
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es nach Belieben um 180° vergréssern darf oder nicht. Diese iibrigbleibende Zwei- 
deutigkeit liegt aber, wie bereits oben auseinandergesetzt wurde, in der Natur der 
Sache und kann nicht gehoben werden. Man muss sich also fiir ein bestimmtes 82 ent- 
scheiden, weil dann erst $3 unzweideutig bestimmt ist. 

Wir stellen nun alle Formeln zusammen, die, nach Ermittelung der Coéfficienten 
B, y, 0, e, €&, zur Bestimmung der wahren Bahnellipse zu berechnen sind: 


amy oe 
y— 6+ @ 
g=d0+ 68 
le te 
tg 2 8& — cay" 
cos 2 8 hat das Vorzeichen von (wu — v): 


te pte ae ’ 
tes tas 5 cos 283 + osin2Q 


igi? = (u + v)p? — 2 
= sind = (— esinQ + £008) cosi 


ile = 00s $8 -L E sin 82. 


Will man fiir die Berechnung dieser héchst einfachen Formeln eine Controle 
haben, so findet man eine solche u. a. in der oben vorkommenden Formel: 


2 
a sin2A4 = cosi [(B — y) sin2& — 20cos2 8]. 


Es mag noch erwahnt werden, dass man die Gleichungen fiir py? und tgi? auch 
schreiben kann: 
2 ete 
a ir eh ase 

ig = 7 V(u —v)?+ 40% 

Man sieht hieraus, dass, wie es nach den getroffenen Festsetzungen auch sein 

muss, fg immer reell wird, wenn es p ist. Dieses wird imaginir, wenn: 
o> uv. 

Das ist aber, wie man leicht ecinsieht, die Bedingung dafiir, dass der Coordinaten- 
anfang ausserhalb der scheinbaren Ellipse sich befindet, welcher Fall nicht eintreten 
kann, weil der Coordinatenanfang die Projection des Brennpunktes der wahren Ellipse 


sein muss. 

Hat man auf diese Weise Grésse, Form und Lage der wahren Ellipse berechnet, 
so kann man aus jedem Positionswinkel p und der zugehérigen Zeit die mittlere Ano- 
malie M berechnen, denn es ist: 


tg(v + A) = sect tg(p — 8) 


MUM = F — esn 
Da aber andererseits: 


0 
at SG) 
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ist, so giebt jedes M eine lineare Gleichung zwischen den beiden Unbekannten: 


360° d Su 
Sarg Se ee ee ee é, 


namlich : 
M=nit+eé. 

Aus der Gegammtheit der vorliegenden Werthe fiir M ergeben sich dann, am 
besten nach der Methode der kleinsten Quadrate, die gesuchten Unbekannten. 

Auf die angegebene Weise wird man in den allermeisten Fallen eine Bahn- 
bestimmung erhalten, die sich dem verfiigbaren Beobachtungsmateriale so weit an- 
schmiegen wird, dass man sie zum Ausgangspunkte fiir eine consequente Behandlung 
nach der Methode der kleinsten Quadrate wihlen kénnen wird. Zu diesem Zwecke wird 
man, ganz ahnlich wie bei Kometen- und Planetenbahnen die Beziehungen aufzustellen 
haben, welche zwischen kleinen Aenderungen der Bahnelemente und den zugehérigen 
Aenderungen der Beobachtungsgréssen bestehen. Hier sind also die kleinen Zunahmen 
dp und d@ durch die Differentiale der sieben Bahnelemente auszudriicken. In Folge der 
grossen Einfachheit der auszufiihrenden Operationen wird es wohl ausreichend sein, wenn 
nur das Resultat angefiihrt wird. Die benutzte Bezeichnung ist dieselbe wie friiher, nur 
ist noch der Einfachheit wegen der Excentricitatswinkel 9, wo sing = e, eingefiihrt 
worden. 

Man findet nun: 


Ch = ee —t)dn — = dt + < sin E cos g dq 
z: 


2 : s 
do => 5 C08 [(t —t) dn — ndt| + < sinE (= ++ cos 92) dg 
a2 (e — cos E) 
; 


2 ~ 
ta = da 4. sin p sin E [(t — t)dn — ndt]| + cos dg 


und hiermit: 
dp = d8 — 5 sin(A + v) cos(p — 8) sini di + (=) cosi aa | 
2 2 : ; (16) 
+ (=) cos p cosi |(t — t) dn —ndt] + e cost sin B (= a cos 9) d | 
Setzt man noch zur Abkiirzung: 
1 sini 


Oe a sin 2(p — 8), 


so wird die gesuchte Differentialgleichung fiir die Distanz: 


d la ‘EN? 
a = = — mdik + (=) (e sin. E — mcos p) [(t — t) dn — ndt] 


a2 (17) 
— tgisin(p — 84)2di — (=) | 


cos p (cos E— e) + msinE (= + cos °)| go 


Diese beiden Gleichungen erméglichen sofort die Aufstellung der Bedingungs- 
gleichungen. Die Bildung der Normalgleichungen hiingt von dem Gesetze ab, nach 
welchem die Beobachtungsfehler dp und dg von der Distanz @ abhingen. Dass eine 
solche Abhingigkeit stattfindet, ersicht man aus dem Umstande, dass die Genauigkeit 
der Beobachtung der p schnell mit der Distanz @ abnimmt. Man wird im Allgemeinen 
sagen kénnen, dass beide Coordinaten gleich genau gemessen sind, wenn gdp und do 
gleich gross sind. ‘Trifft letzteres zu, so miisste man die Normalgleichungen nach der 
Bedingung: 
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Zo2dp? + Ldoe? — Minim. 
bilden. Dies ist aber nicht, wenigstens nicht bei allen Beobachtern, der Fall und scheint 
namentlich bei kleinen Distanzen (< 1") nicht zuzutreffen. Man wird, da die Sache 
namentlich mit Beriicksichtigung der systematischen Fehler, die hier wie zufillige Fehler 
angesehen werden, bisher nicht geniigend untersucht ist, vielleicht am besten thun, 
bei missigen Distanzen die obige Minimumsbedingung festzuhalten, fiir ganz kleine 
Distanzen aber: | 
>' 02 dp? = Minim. 

m setzen und die beobachteten Distanzen nur zur Ableitung der Dimensionen der 
wahren Ellipse, also zur Bestimmung von a zu benutzen. — Die auseinandergesetzte 
Methode reicht nicht aus, wenn ¢ nahezu 90° ist. Ein Beispiel fiir diesen Fall bietet 
der enge Doppelstern 42 Comae, bei welchem die Annahme 7 = 90° den Beobachtungen 
am besten zu geniigen scheint. Hier hat man die Bahnbestimmung allein auf die 
Distanzmessungen zu griinden und der unveriinderliche Positionswinkel bestimmt fiir sich 
die Knotenlinge der Bahn. Auf die Behandlung dieser Ausnahmefille kann hier nicht 
niher eingegangen werden. 


Die zu ferneren Untersuchungen iiber Bahnbewegungen tauglichen Doppelstern- 
messungen gehen bis auf W. Struve zuriick. Die ersten Beobachtungen dieses Astro- 
nomen sind indessen mit grésseren und weniger gut ermittelten systematischen Fehlern 
behaftet, so dass man bei ihrer Benutzung 6fters anf Schwierigkeiten stésst. Mit Sicher- 
heit darf man sich aber der von 1828 an von WS gelieferten Messnngen bedienen, und 
man darf sie den besten neueren Beobachtungen an die Seite stellen. Die Beobachtungen 
W. Herschel’s, so iiberaus werthvoll wegen ihres Alters, diirfen nur mit grésster Vor- 
sicht verwerthet werden. Die Angaben der Positionswinkel sind nicht selten durch grobe 
Versehen, z. B. falsche Angabe des Quadranten, entstellt, die Distanzen sind, wenn iiber- 
haupt angegeben, sehr wenig sicher. Aus diesen Griinden wird man diese Messungen 
nicht mit Vortheil in die Ausgleichungsrechnung einbeziehen, dagegen wird ihre Ver- 
gleichung mit dem Resultate der Bahnbestimmung unter Umstinden sehr werthvoll sein 
zur Beurtheilung der Sicherheit der erhaltenen Umlaufszeit, und man wird deshalb gut 
thun, diese Vergleichung nicht zu unterlassen. — Aus der verhaltnissmassig kurzen Zeit, 
iiber welche sich die verfiigbaren Messungen erstrecken, folgt von selbst, dass die Bahnen 
yon mehreren Jahrhunderten Umlaufszeit auf Sicherheit keinen Anspruch machen kénnen. 
Eine vollstiindige Uebersicht iiber die bisher berechneten Doppelsternbahnen soll hier 
nicht gegeben werden, eine solche wiirde auch bei der raschen Entwickelung unserer 
Kenntnisse in dieser Richtung schnell veralten. 

Man findet u. a. eine solche Zusammenstellung neuesten Datums im ,,Annuaire 
pour Van 1896“, wahrend der Stand der Kenntnisse in dieser Richtung vor 20 Jahren 
in einem Werke yon Flammarion!) und dem bekannten Handbuche von Crossley, 
Gledhill und Wilson?) dargestellt ist. In der folgenden Tabelle sind jene 38 Doppel- 
sternbahnen nach dem ,,Annuaire“ angefiihrt, die Umlaufszeiten unter 100 Jahren haben. 
Ausser der Umlaufszeit werden noch die Helligkeiten der Componenten und die ein 
allgemeines Interesse darbietenden Elemente 7, e und a angegeben. 


1) (. Flammarion, Catalogue des étoiles doubles et multiples, Paris 1878. 
2) A Handbook of double Stars, by Crossley, Gledhill and Wilson, London 1879. 
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Grosse ie a e a 
sagt ces LP oe ell ee ea ee ee 
x Pegasi. ... ~~ || 4,3— 5,0 11’ ,4 81°,2 0,49 0,42 
dé Equul. ......|| 45— 5,0 11,5 79,0 0,14 0,45 
8 B83in ie @ oes SET 830 16,4 28,5 0,48 0,24 
85 Pegas.. .... . || 6,0— 9,0 17,5 66,7 0,16 0,80 
PeSacittauens © uc 3,5— 4,0 18,7 58,8 0,17 0,53 
20 Pers. ...... || 6,0— 7,0 20,8 736 0,48 0,25 
9 Argus ...... |) 6,0— 7,0 22,0 Et: 0,70 0,65 
A} Ctonna, 18kei ve ac 6,0— 6,0 2D 90,0 0,48 0,66 
BYALG. se > 2) ball, GOO 97,7 59,8 0,44 | 2,04 
RCI OR Ras ene bangs il Ot Os) 30,0 23,0 0,13 0,28 
AwDelply nd & Kola ed SS 30,9 59,3 0,34 0,52 
S310 Leer hee O— TS 34,0 75,0 0,33 0,67 
¢ Here... 4 2. « «|| 30— 6,5 35,0 44,9 0,46 1,31 
COV oni asore eles te 0019 36,5 44,7 0,24 1,19 
PRON. ob 6 HO 4 0— 40,0 = = = 
m Coron. Bor... - © 5,8— 6,2 41,3 59,6 0,25 0,87 
Sol Ta ieuieie a eee 8 6,0— 6,0 45,4 80,7 0,13 1,00 
uw? Here. .  . . . - || 9,5—10,5 45,4 67,0 | 06,21 | 1,37 
RSIS og Se Oe 18 47,7 (oe) 0,06 | 0,58 
Sirius... . . . « [1,0—10,0 49,4 1 aoe 0,63 7,57 
OGMEGrCi ec eel teitea 6,0—11.5 53,5 38,6 : 0,79 61,12 
op Manhaow, 2 3 5 6 6 4,5— 6,0 54,8 78,9 0,88 0,37 
PaCancria ae ee rel O57, 59,1 11,1 | 0,38 0,86. 
SOME TERS 56 6 a 5 of) ZO EO 60,6 55,9 0,39 2,59 
Weert, wat pees O— 24.0 61,9 84,1 0,63 1,50 
OP SAS TE Se ee T0— 4 63,5 47,4 0,36 0,34 
OF SAO98 es 5 ares all S707 8 65,2 | 57,6 0,53 0,86 
Csi 2 o 6 ores 6 | MOS OO 81,8 79,7 | 0,52 Aral 
OUSAAS OR ee 6 6200 84,9 31,1 | 0,46 0,50 
FOLOphINGh a eenet Wh Aen 6a 88,4 60,1 | 0,48 | 4,60 
520 a ee 6 7a6 88,7 71,0 | 0,58 0,98 
WaCOL DORs + ca |) LOZ 90,4 83.4 0,35 0,66 
(DAVIE Mag Gb ee 5,0— 5,6 9159 34,7 0,45 0,29 
RiGyenehee 2084. I Oeanb9 93,4 58,8 0,60 | 0,51 
Biboxtu;, (ents ee mls 02 GO 93,9 B16» | linen O27 0,52 
OEP OR ee SM EG ees 78 94,4 54,5 | 0,50 0,98 
E.Scorp; as» «i. AO— Bid 95,9 687 | ? 0.08 1,26 
COMP DOA an tatee oe Tee nOre 96,1 49,8 0,58 0,42 


Jey re Reae » wares { : é 
Besondere Beachtung verdienen die mehrfachen Sternsysteme, von denen die beiden 
interessantesten § Caneri und E Scorpii in obiger Zusammenstellune vorkommen. Die 
PR ran > + , wpatara Nery . > % 
Bewegungen in dem ersteren Systeme, welches aus drei nahezu gleich hellen und aus 
einem vierten bisher noch nicht gesehenen Sterne besteht, sind in neuerer Zeit eingehend !) 
CO 


‘) H. Seeliger, Untersuchungen iiber die Bewegunesverhiltnisse in dem dreifachen Stern- 
systeme ¢ Cancri, Denkschriften der Wiener Akademie, Bd. 44, 1881, — Fortgesetzte Untersuchungen 
liber das mehrfache Sternsystem ¢ Cancri. Abhandlungen der Miinchener Akademie, Bd. 17, 1889. — 
Ueber den vierfachen Stern ¢ Cancri, Sitzungsberichte der Miinchener Akademie 1894. 
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studirt worden und haben zu Resultaten gefiihrt, die hier ganz kurz, ohne niheren 
Nachweis, erwihnt werden sollen. 

Von den drei sichtbaren Sternen A, B, C stehen zwei, A und B, in grosser Nihe 
bei einander. Sie beschreiben in etwa 60 Jahren einen vollen Umkreis um einander und 
halten hierbei eine Distanz von 0,6 bis 1/.1 ein. Der Stern C@ dagegen beschreibt um die 
Mitte von A und B jahrliich im Durchschnitt 0°,5 im Positionswinkel bei einer nahezu con- 
stanten Distanz von 51/,". Sowohl die Priifung der Flichensiitze, als auch die Berech- 
nung einer elliptischen Bahn ergaben, dass man den Beobachtungen yon A und B bei- 
nahe vollstindig geniigen kann, ohne auf eine Einwirkung des dritten Sternes Riicksicht 
m nehmen. Hieraus darf aber nicht geschlossen werden, dass der dritte Stern C keinen 
bedeutenden Einfluss auf die Bewegung von B um A ausiibt. Vielmehr hat sich 
ergeben, dass man fiir den Stern C sehr bedeutende Massenwerthe annehmen kann, ohne 
die Uebereinstimmung zwischen Rechnung und Beobachtung zu gefihrden und dass man 
ziemlich bedeutende Massenwerthe annehmen muss, um die beste Darstellung im Sinne 
der Methode der kleinsten Quadrate zu erhalten. 

Die Beobachtungen des Sternes C zeigen Anomalien héchst merkwiirdiger Art. 
C. Flammarion und Otto Struve haben vor mehreren Jahren darauf aufmerksam 
gemacht, dass die Messungen mit grosser Deutlichkeit eine periodische Verainderung im 
Positionswinkel und Distanz ergeben, die beinahe vollkommen durch die Annahme fort- 
geschafft werden konnte, der Stern C bewege sich in etwa 18 Jahren in einer Kreisbahn 
vom Radius 0”,2 um einen Punkt, der wieder in einer Kreisbahn langsam um die Mitte 
von A und B fortriickt. In der That ist die durch diese Hypothese erzielte Ueberein- 
stimmung so auffillig, dass an ihrer Berechtigung schon damals kaum zu zweifeln war. 
Indessen war doch eine erneute Priifung aus verschiedenen, hier nicht naher zu erdrternden 
Griinden néthig. Namentlich musste untersucht werden, ob die Annahme eines dunklen 
vierten Sternes nothwendig sei und die beobachtete Anomalie nicht durch eine andere 
Annahme ebenfalls erkliirt werden kénne. Die dahin gerichtete Priifung hat nun eine 
vollstindige Bestiitigung der gemachten Annahme geliefert und es kann als eine be- 
wiesene Thatsache angesehen werden, dass sich in grosser Nahe des Sternes C ein 
vierter Stern befindet. 

Diese Untersuchungen iiber § Cancri fiihren uns auf den Fall eines Doppelsternes, 
bei dem nur die eine Componente sichtbar ist. Ein solcher Stern wird, also im Gegen- 
satze zu den gewohnlichen Fixsternen eine Eigenbewegung zeigen, die ausser einem mit 
der Zeit proportionalen Fortschreiten am Himmel eine periodische Verianderlichkeit auf- 
weist. Man sagt deshalb, ein solcher Stern habe eine verinderliche Eigenbewegung. 
Das Vorkommniss dunkler Fixsternbegleiter darf an sich nicht verwundern. Schon 
Bessel sprach die Meinung aus, dass die Leuchtkraft nicht nothwendiges Attribut stellarer 
Massen sei. Diese an sich unzweifelhaft richtige Ansicht hat den grossen Astronomen 
zu der epochemachenden Entdeckung eines solchen Falles gefiihrt, indem er aus den 
periodischen Veriinderungen der Rectascension des Sirius die wahre Sachlage erkannte 1). 
Ihm war es nicht vergénnt, den Gegenstand weiter zu verfolgen und die Bahn, welche 
Sirius um den Schwerpunkt seiner und des Begleiters Masse beschreibt, abzuleiten. 
Diese Aufgabe hat spiter C. A. F. Peters?) in mustergiiltiger Weise gelést. Darauf 
behandelte Auwers?) dasselbe Problem sehr eingehend, indem er nicht nur die Reet- 


ascensionen, sondern auch die Declinationen in den Bereich seiner Betrachtungen zog. 


1) Astr. Nachr., Bd. 22, Nr. 514 bis 516, Abhandlungen Bd. 2. 
2) Ebenda, Bd. 32, Nr. 745 bis 748. | 
8) Untersuchungen iiber verinderliche Kigenbewegungen, 1. Theil, Kénigsberg 1862; 2. Theil, 


Leipzig 1868. 
99* 


— 788 — 


Diese umfangreiche Arbeit hat den unwiderleglichen Beweis fiir die Richtigkeit der 

Bessel’schen Anschauungen erbracht. Noch war dieselbe aber nicht in die Oeffentlich- 

keit getreten, als es A. Clarke am 31. Januar 1862 gelang, den genannten Begleiter 
re 

wirklich zu schen, und zwar sehr nahe an dem Orte, welchen ihm die Theorie zugewiesen 

hatte. Die von Auwers gefundenen Elemente sind : 


(ms Vole S70) 
6 OD) 7. 
ele 
= ATL 
c= Glo 


233, T= 49i,4. 


Diese bezichen sich auf die Bewegung des Sirius um den Schwerpunkt des 
Systemes. Sobald aber nur eine Beobachtung des Begleiters bekannt ist, kann man 
hieraus das Verhiltniss beider Massen bestimmen. Auwers hat aus den ersten bekannt 
gewordenen Beobachtungen gefunden, dass die Masse des Sirius 2,05mal so gross ist, 
wie die des Begleiters. Daraus folgt die Halbaxe der Bahn, welche Sirius um den 
Begleiter beschreibt, gleich 7,1. Da nun weiter die Parallaxe des Sirius zu etwa pe oss 
angenommen werden darf, so folgt aus den oben mitgetheilten Formeln fiir die Masse 
des Sirius und des Begleiters zwélf resp. sechs Sonnenmassen. Bringt man hiermit in 
Verbindung, dass der Begleiter als ein Sternchen von héchstens neunter Grésse erscheint, 
so liegt in der That ein auffalliges Beispiel dafiir vor, wie wenig in speciellen Fallen 
die Grésse einer stellaren Masse mit ihrer Leuchtkraft zusammenhingt. Denn die Licht- 
quantitat des. Begleiters verhalt sich zu der des Sirius wie 1:16000, wihrend das 
Massenverhiltniss beider nur 1:2 ist. Dieser Berechnung liegt nach Seidel die Annahme 
zi Grunde, dass Sirius uns etwa 10mal soviel Licht zusendet, wie ein typischer Stern 
erster Grésse und dass sich die Helligkeit eines Sternes der mten Griésse zu der eines 
Sternes von der (m- 1) ten Grésse verhalt wie 2,5:1. Letztere Annahme ist gewiss 
nahezu richtig, die angegebene Helligkeit des Sirius vielleicht etwas zu gross, wogegen 
der Begleiter vielleicht zu hell angesetzt worden ist. — Bald nach seiner Entdeckung 
wurde der Siriusbegleiter ein verhaltnissmissig leicht zu beobachtendes Object und blieb 
es bis vor wenigen Jahren. Gegenwirtig (1896) steht er dem Hauptsterne noch sehr 
nahe, die Entfernung vergréssert sich aber wieder, so dass er wahrscheinlich fiir die 
grossen Fernrohre bald erreichbar werden wird. — Die zahlreichen mikrometrischen 
Messungen, welche iiber die Stellung des Begleiters vorliegen, gestatten den Versuch 
einer Bahnbestimmung, dies allerdings nur mit bedingter Zuverlissigkeit, da sich der 
Positionswinkel seit der Entdeckung bis 1890 nur um etwa 80 Grad veriindert hat. In 
Anbetracht der schwierigen Umstiinde ist die Uebereinstimmung der Bahn mit der aus 
den Meridianbeobachtungen abgeleiteten recht befriedigend. Auwers1) fand nimlich 
aus den Beobachtungen zwischen 1862 und 1890, bei angenommener Umlaufszeit, fiir 
die Bahn des Begleiters um den Hauptstern: 


t = 1844,22 


Q = 87,51 
A= 23004 
p= 5490.48 
é ==, 0,629 
y Ae Be 


') Auwers, Beitrige zur Kenntniss des Siriussystemes. Astr. Nachr., Bd. 129. 


Wie schon erwihnt, ist die Bahn des Sirius am Himmel nicht das Stiick eines 
grossten Kreises, sondern eine gewisse verschlungene cykloidische Curve, welche zu defi- 
niren zufolge der obigen Auseinandersetzungen leicht ist. Der Schwerpunkt des Sirius- 
systemes bewegt sich nach den mechanischen Grundsiitzen in einer Geraden. Die schein- 
bare Bahneurve desselben Punktes ist also ein grésster Kreis, der mit gleichbleibender 
Geschwindigkeit beschrieben wird. Bezeichnet Ay und Dy Rectascension und Declination 
des Schwerpunktes zur Zeit t) und A, D') die Kigenbewegungen in diesen beiden 


Coordinaten, so wird die Rectascension und Declination desselben Punktes zur Zeit £ sein: 


Ay + Ay (t — to) 
EP ME Nf Se RY 


Bedeuten p und @ Positionswinkel und Distanz des Sirius gegen den Schwerpunkt 
und setzt man: 


und: 


Se 0 cosy 2 
7 = Qsinp, 
so wird die Rectascension A und die Declination D des Sirius durch die Formeln ge- 
geben sein: 
A Ay + A’y (t — to) + nsec Dy 
D= D + D'y (t — to) 4 E. 
Nun geniigen aber & und m9 der Gleichung der scheinbaren Ellipse. Man _ hat 
daher, wenn noch zur Abkiirzung gesetzt wird: 
A, + A" (t — to) = lsec Dy 
Dy, + Dy (t — th) = m 
y(Acos D, — 1)? + B(D — m)? + 20(D — m) (Acos D, — 1) 
+ 2&(D—~m) + 2§(AcosD, — 1) — 1 = 0. 
In dieser Gleichung sind als Unbekannte die Gréssen B, y, 0, é, § 7 und m anzu- 
sehen, wobei sich die letzteren zwei aus vier zu bestimmenden Gréssen zusammensetzen. 


I 


Man wird diese Unbekannten durch ein Niherungsverfahren bestimmen, indem fiir / 
und m gute Niherungswerthe verhiltnissmiissig leicht zu erreichen sind. Aus letzteren 
folgen aber strenge durch Auflésung eines Systemes linearer Gleichungen die anderen 
Unbekannten. Sind schliesslich die Versuche zu Ende gefiihrt, so kann die wahre 
Bahnellipse und die Bewegung in ihr nach den oben gegebenen Formeln ins Werk 
gesetzt werden. 

Ausser bei Sirius hat Bessel!) noch in den Declinationen des Procyon eine ver- 
ainderliche Eigenbewegung constatirt, was ebenfalls die spiteren Untersuchungen von 
Auwers?) bestitigt haben. Die von Letzterem berechnete Kreisbahn war: 

Epoche des Min. in A. R. . . .« 1795,568 


Ranlautezeit vo es ee eT 
Radin Pe cies 


Die Auffindung des gesuchten Begleiters ist bisher nicht gelungen. Noch bei 
einigen anderen Sternen ($ Orionis, « Hydr., # Virg.) hat man einen dunklen Begleiter 
vermuthet, spitere eingehendere Untersuchungen haben aber diese Vermuthung nicht 
bestiitigt, so dass wir dieses interessante Vorkommniss nur bei den drei Sternen, Sirius, 
Procyon und € Cancri als erwiesen betrachten kénnen. — 


1)"Astr. Nachr., Bd. 22. 
*) Ebenda, Nr. 1371 u. 1373. 
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Hatte man schon durch die Burnham’schen Doppelsterne Ausserst enge Systeme 
kennen gelernt, die in einigen Jahren einen vollen Umkreis um einander beschreiben, 
so hat die Anwendung der neueren spectralanalytischen Messungen zur Kenntniss des 
Vorhandenseins so nahe bei einander stehender Weltkérper gefiihrt, dass ihre optische 
Trennunge wohl niemals durch das Fernrohr erfolgen kann. Die Umlanfszeiten, die bei 
diesen Systemen auftreten, berechnen sich nach Tagen und zum Theil nach wenigen 
Stunden. Schon seit lingerer Zeit war man geneigt, die verinderlichen Sterne vom 
Algoltypus als solche iiberaus enge Doppelsterne zu betrachten, bei denen die eine 
Componente gegeniiber der anderen wenig hell sein muss. Diese Hypothese ist fiir 
Algol selbst zur Gewissheit geworden, nachdem es H. C. Vogel gelungen ist, in den 
photographischen Spectralaufnahmen mit Sicherheit jene Linienverschiebungen nachzu- 
weisen, welche in Folge des Doppler’schen Principes mit der Bahnbewegung verbunden 
sein miissen. Aehnliche Verschiebungen der Spectrallinien wurden spiater auch bei nicht 
veriinderlichen Sternen, z B. bei « Virginis gefunden. Diese Verschiebungen ergeben 
die in der Richtung des Visionsradius liegende Componente der Geschwindigkeit des 
leuchtenden Sternes um den Schwerpunkt des Systemes, und hieraus kann man die 
hauptsiichlichsten Elemente dieser Bewegung ableiten, was gleich gezeigt werden soll. 

Aber auch, wenn beide Componenten des sehr engen Doppelsternes leuchtend sind, 
giebt die Spectralanalyse unter Umstinden die Mittel an die Hand, eine Bahnbewegung 
zu constatiren. Es hat wohl zuerst Edward C. Pickering die Bemerkung gemacht, 
dass die Spectren einiger Sterne innerhalb kurzer Zeitraume Verainderungen aufweisen, 
indem gewisse Spectrallinien bald doppelt, bald einfach erscheinen. Dass diese Erschei- 
nung zufolge des Doppler’schen Principes durch eine periodische Bewegung zweier 
Sterne um einander erklirt werden kénne, war von Anfang an klar. Misst man nun zu 
verschiedenen Zeiten die Entfernungen der verdoppelten Linien von einander, so erhilt 
man die im Visionsradius liegende Componente der relativen Geschwindigkeit der 
beiden Sterne des Systemes gegen einander. Solche Beobachtungen waren bisher mit 
Erfolg méglich u. a. bei den Sternen # Aurig. und § Urs. maj., und es ist kaum zu 
bezweifeln, dass sich die Anzahl solcher Objecte in der nichsten Zeit schnell ver- 
mehren wird. 

Der Zusammenhang zwischen den spectroskopischen Verschiebungen, welche in 
Kilometern ausgedriickte Geschwindigkeiten im Visionsradius angeben und den Bahn- 
elementen ist sehr leicht aufzustellen. Nach Abzug des bekannten Einflusses der Be- 
wegung der Erde um die Sonne auf die Verschiebung der Spectrallinien giebt die 
Beobachtung im ersten der beiden betrachteten Faille (Algol) die Geschwindigkeits- 
componente des hellen Sternes gegen die Sonne. Legt man also die ¢-Axe eines recht- 
winkligen Coordinatensystemes, dessen Anfang in der Sonne liegt, in die Fortsetzung 
des Visionsradius, nennt m und € die Masse und die £-Coordinate des hellen Sternes. 


/ / . Ss Mae hand 
m' und 6 die analogen Gréssen fiir den dunklen Korper und setzt z= € — &', so giebt 
Sixes 
die spectroskopische Messune: 
dé m dz 
yo + —; iS hs gece eal) 
dt m—+t+m dt 


Hierin bedeutet I’ die relative Geschwindigkeitscomponente im Visionsradius des 
4 3 a 
Schwerpunktes des Doppelsternsystemes gegen die Sonne. 

Im zweiten Falle (6 Aurig. ete.) giebt die spectroskopische Beobachtung direct 


5 


— + | 1 ) ay “ > y 2 10 ve 
—, = #. Mit den oben gebrauchten Bezeichnungen hat man: 


2 = rsin(v + A) sini 


und mit ITiilfe der Gleichungen: 
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dv _ na(l + ecosv) 


9 td ee ei 
dt yl—e? 
adr esinu 
— == 18> ——— 
dt yl—e 
erhalt man sofort: 
dz na sini 
72> ‘5 a Vi sae lecosA + cos(v + A). 


Bezeichnet man mit a, die grosse Halbaxe der Bahn, welche m wm den Schwer- 
punkt von m und m’ beschreibt, so ist: 


(m + m')a, = m'a, 
obese 


; m dz Nay, sine sine 
m+m dt — y ‘fie os 


Da die Bahnen, welche m und m’ einerseits und um den Schwerpunkt von m und 


! 


[ecosA + cos(v + Aj] . . . . (20) 


m andererseits beschreibt, ahnliche und &ahnlich gelegene Ellipsen sind, so erhalt man 4 
einfach aus 2’, wenn man die Elemente der ersten Bahnbewegung durch die der zweiten 
ersetzt oder, was dasselbe ist, wenn man im Ausdrucke fiir 2’ an Stelle von a, a, setzt. 

. re 3 : ee : Hale dé 
Es ist deshalb unnéthig, die beiden Fille zu unterscheiden, ob namlich 2 oder Fi 
durch die Beobachtungen gegeben ist. Ist das letztere der Fall, so nimmt man, woriiber 

Se , ae dg 
das Nahere weiter unten folgt, den rein periodischen Theil 2’; von ae, welcher in 
Formel (20) genau in derselben Verbindung mit den Bahnelementen vorkommt, wie 2’ in 
der unmittelbar vorhergehenden Formel. 

Die rechte Seite von (20) lisst sich durch die fiinf Bahnelemente: 

a, Sint, n, e, t, A 
ausdriicken. Man kann also aus spectroskopischen Messungen nur diese fiinf Elemente 
bestimmen. a, kann nicht von ¢@ getrennt werden und die Knotenlénge ist, wie von 
vornherein klar, ganzlich unbestimmt. 

Liegen also zu fiinf verschiedenen Zeiten gemessene ¢’, vor, so kann man aus 
diesen die genannten fiinf Bahnelemente ableiten. In dieser Allgemeinheit wird indessen 
die Lésung der Aufgabe von der Praxis wohl kaum jemals gefordert werden. Schon 

1 Riicksicht auf die Ungenauigkeit der Messungen wird es sich fast stets darum han- 
deln, aus bereits als periodisch erkannten Verinderungen der Spectrallinien weitere 
Schliisse zu ziehen, und man wird deshalb annehmen diirfen, dass aus zahlreich vor- 
liegenden Beobachtungen » oder die Umlaufszeit mit geniigender Sicherheit bereits 
festgestellt ist. Ist aber n bekannt, dann wird sich die Bestimmung der iibrigen Bahn- 
elemente sehr einfach vollziehen, wie die Untersuchungen yon A. Rambaut?#) und 
R. Lehmann-Filhés2) gezeigt haben. Der letzteren Arbeit folgen die weiteren Aus- 
einandersetzungen, unter Hinweis auf sie in Bezug auf Einzelheiten, die hier nicht be- 
sprochen werden kémnnen. 

Die beobachteten Werthe - in Formel (19) stelle man graphisch als Ordinaten 
dar, die zu den zugehérigen Zeitangaben als Abscissen gehdren. Die Verbindung der 


1) A. Rambaut, Monthly Notices, Bd. 51, 5. 316 ff. 
2) Lehmann-Filhés, Ueber die Bestimmung einer Doppelsternbahn aus spectroskopischen 
Messungen ete. Astr. Nachr., Nr. 3242, 
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einzelnen Punkte in mdglichst gleichférmiger Weise ergiebt eine Curve. Von der 
Sicherheit, mit welcher diese Curve gezeichnet werden kann, hangt die Sicherheit der 
Bahnbestimmung ab, und es ist kaum zu bezweifeln, dass eine Bahnrechnung nur dann 

Aussicht auf Erfolg hat, 
wenn sich die genannte 


Fig. 65. 


Curve mit einiger Sicher- 
heit herstellen lasst. Zu- 
nachst wird der Curven- 
mg T' oder n erkennen 
lassen, darauf wird man 
die Beobachtungen, welche 
m Zeiten gehdren, die 
sich um Vielfache der 
Umlaufszeit 7 unterschei- 
den, zusammenziehen und 
so die Sicherheit des Cur- 
venzuges zwischen zwei 
Zeiten t —t,) und t — t + T betrachtlich erhéhen. Mit Hilfe eines Planimeters oder 
abnlicher Hiilfsmittel kann dann sofort die Fliche angegeben werden, die zwischen der 


: Boe : : dz. : Hons : 
Curve und zwei beliebigen Ordinaten liegt. Da nun qt “me rein periodische Function 


von A mit der Periode 7 ist, so ergiebt sich aus (19): 


1 vi 

d 
Pa ae. 
T \F = 


ty 
Mit diesem I’ ergeben sich die periodischen Theile 2’; von ae durch Subtraction, 


was tibrigens nichts Anderes aussagt, als dass nunmehr die Abscissenaxe in der Zeich- 
nung so gelegt ist, dass die Ordinaten die periodischen Theile 2’, bedeuten. Setzt man 
noch zur Abkiirzung: 


so wird also: 
ei == C [ecos.a, = cose oA) so cake ee 
Aus der Curve (Fig. 65) kann man leicht den gréssten positiven Werth A und 
den absolut gréssten negativen Werth — B von ¢',;, welche den Zeiten ft) und ¢') ent- 
sprechen sollen, entnehmen. Man hat also: 
A = C(ecosa + 1) 
— B= C(ecos a — 1), 
woraus : 
20= At B, A— B= 2C ews. «Te OD 


und die Gleichung (21) kann man jetzt schreiben: 


; A—B , A+B 


ft oe ; “te 5 cos(v + A). 
2 2 

Aus der Zeichnung nimmt man weiter die beiden auf einander folgenden Zeiten ty 

eae The ee : oan : : 
und ¢,, fiir welche 2) = 0. Die diesen Zeiten entsprechenden wahren Anomalien 

selen: v =v, und v =v. Es wird also: 
A—B 

cos(v, ++ 4) == cos (ey +A) = — ecosd == = = ae 23 

2 = " Me 
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Die Anwendung eines Planimeters erlaubt die Grissen: 


ty ty 

/ 
je.dt = «, [eidt = «, 
to ty 


anzugeben. Zwischen ty und ¢, ist 2’; positiv, d. h. die ¢-Coordinate nimmt zu. ty ent- 
spricht also der Zeit des Durchganges durch den aufsteigenden Knoten, ¢, dem ab- 

a4 ae re > Na pe . F § e P rT . ; . . 
steigenden Knoten. Es ist demnach sin(v, + A) positiv und sin (v, + 4) negativ anzu- 
setzen. Daraus folgt also: 


, A—B . A—B 
COS (r, of A) => a +B COs (U =f A) => A+B = COs (v of A) 
Van \AB S 
sin(vy, +A) = +4 2 ALB sin(v, +a) = — 2 = sin (vy + A) 
Da nun: 
a = r, sin (vy + A) sini 
&y == 1 Sin(vg + A)sini, 
so ergiebt sich: 
4  l-+ ecosy _ sin(v, + A) — esina 
2. 1 41+ ecosvy,  sin(vy, + 4) + esina 
und hieraus: 
2YAB z, 
esink = pee ee . iy cae (25) 


A+B @&—% 
Dadurch sind die Gréssen C, e und 4 eindeutig bestimmt. t kann man der Zeich- 
nung entnehmen. Fir ¢ = t wird v = 0, d. h: 
2, = C(1 + e)cosd. 
Man sucht also die diesem ¢’, entsprechende Zeit auf. Unter Umstiinden, nimlich 
in der Nahe yon f) und ¢), wird dieses Verfahren aber ungenau. Es ist dann_ besser, 


t, zu nehmen, fiir welches 2’) — 0 wird. Man kennt dann nach (24) 1, + 4 und, da 
4 bekannt ist, ist es auch v,. Man hat nun noch die Formeln anzuwenden: 
af Vy 1—e 
ig~ EF, = to = Y — 
eee ere eile b dn. - (oh caepan) 


1 
i —t sae e sin E;) 


Auf diese Weise sind alle iiberhaupt bestimmbaren Elemente berechnet. Die 
weitere Verbesserung erfolgt nach bekannten Methoden, etwa nach der Methode der 
kleinsten Quadrate. Die Aufstellung der Differentialformeln macht nicht die geringsten 
Schwierigkeiten, und es wird deshalb geniigen, diese Formel einfach anzufiihren: 

! 


62, == 4 - dC — Clesina + sin(v + a)].da 


+ | cos & es i) (2 + ecos :)| C.de Vids Baer 49) 


+ sin (v + A). (1 + ecosv)? C[ndt — (t—1)dn] 


(l— et 

Die speetroskopischen Messungen erlauben also nur die Bestimmung yon fiinf 
Bahnelementen. Andererseits aber ergiinzen sie in zwei Richtungen die Bahnbestimmung 
aus Positionswinkel und Distanzen. Zuerst ist klar, dass man durch die Angabe der 


dg, ‘ ea, Ti ; = Hee cle eee 
Grésse von at die Zweideutigkeit in der Bestimmung der Knotenlinge heben kann; 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 100 
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hierzu geniigen spectroskopische Beobachtungen, die nur eime solche Genauigkeit be- 
: dz. oe ‘ tise 
sitzen, dass sie tiber das Vorzeichen von Wt eine Entscheidung treffen. Zweitens liefern 


aber die spectroskopischen Messungen dadurch eine neue Bezichung, dass sie die Ge- 
schwindigkeiten in absolutem Maasse (Kilometern) angeben. Hat man aus Mikrometer- 
beobachtungen die Doppelsternbahn abgeleitet, so geben in Verbindung mit ihnen die 
spectroskopischen Messungen die Parallaxe des Doppelsternes und die Summe_ beider 
1 7] = ” a 1 ] 1 
Massen. Denn die ersteren geben a in Bogensecunden = a”, C dagegen bestimmt die 
ee, a are ne ; 
selbe Grésse in Kilometern. Die Parallaxe des Sternes in Secunden p” ist dann: 


wo &, die Entfernung Erde-Sonne, sowie a in Kilometern angesetzt ist. Die Gesammt- 
masse ist gegeben durch die Formel: 


m + wm’ — 


Wenn nur die Verschiecbungen der Spectrallinien des einen Sternes beobachtet 

sind, so ist durch C und » nicht a, sondern nur: 
a, sini 

gegeben, und man kann weitere Beziehungen nicht aufstellen, da auch die relative 
Stellung der beiden Weltkérper gegen einander der Beobachtung nicht zugiinglich ist. 
Bei den Veriinderlichen vom Algoltypus geben aber die photometrischen Beob- 
achtungen, d. h. die Verfolgung der Lichtvariation, weitere Daten. So sind aus diesen 
Beobachtungen fiir Algol bestimmbar die Verhaltnisse: a:@:0', wo @ und 9! die Radien 
der beiden als Kugeln betrachteten Massen m und m’ bedeuten; hierbei ist allerdings 
noch vorausgesetzt, dass die Masse m’ ganz dunkel ist und die Masse m sich als eine 


iiberall gleich helle Scheibe darstellt. Als bekannt diirfen also angenommen werden: 
/ 


a 
—— eo und (o == : 
; g 
Die beiden Gleichungen: 
F my 
na? = k2(m + m a, = ———-a 
( ) m+ Mm, 


kann man dann auch so schreiben: 

Es bezeichne v die mittlere Bewegung der Erde um die Sonne, 4 die Entfernung 
Sonne—KErde, & den Sonnenradius und die Dichtigkeit der Sonne werde = 1 gesetzt. 
Ist weiter D die mittlere Dichtigkeit der beiden Massen m und m', deren Dichtig- 
keiten 0 und 0” sind, so giebt die erste der beiden genannten Gleichungen: 


NE a 
SS 
Vv 


D= — un: 88 
Alice at) 
die Dichtigkeit D und die zweite: 


a= (1 + aR) 


Nimmt man z B. in ganz roher Annitherung als Resultate der photometrischen 


1 n 
2 Y ‘ > ¢ way a i , ‘ . ——— a . —, = e +. e 
Beobachtungen fiir Algol an: « = 6, 43 = ae ares 127,4, so ergeben diese fiir sich: 
D == 01237, 


Die spectroskopischen Messungen ergeben unter Voraussetzung einer Kreisbahn und 
fiir ¢ = 90°: na, = 42km in der Secunde, also: 


— 195 — 
— Tene 5 9 
a@ = 1656000km (1 + 2 y)° 
Die weitere Annahme jedoch 6 = 0,, die oft gemacht wird, ist jedenfalls sehr 


gewagt; man kann freilich diese oder ahnliche Hypothesen bei vélliger Unkenntniss 
tiber die wahre Sachlage kaum entbehren. 


So enge Doppelsterne, wie Algol, werden sich nicht mehr in aller Strenge nach 
den einfachen Kepler’schen Gesetzen um einander bewegen kénnen. Da man diesen 
Weltkérpern einen Agegregatzustand zuschreiben muss, der jedenfalls von dem der 
volligen Starrheit verschieden ist, oder wenigstens in friiheren Zeiten davon verschieden 
gewesen sein muss, so werden sie nicht unbetriichtliche Abweichungen von der Kugel- 
form zeigen, und diese in Verbindung mit der Fluthreibung wird auf die Revolutions- 
bewegung einwirken miissen. Selbst wenn diese Einwirkungen an sich klein sind, 
werden dieselben mit der Zeit, nach Art sicularer Stérungen, betriichtliche Verinde- 
rungen der Bahnen erzeugen kénnen. So ist leicht einzusechen, dass unter Umstiinden 
bemerkbare siculare Bewegungen des Periastrons eintreten miissen, wie sich auch bei 
einigen Verinderlichen vom Algoltypus zu zeigen scheint. Es ist gegenwirtig nicht 
méglich, zu sagen, wie sich diese Bahnveranderungen in unbeschrankt langer Zeit ge- 
stalten, ob die augenblicklich stattfindenden Bahnen dauernd umgestaltet, oder in langen 
Perioden friiheren Bewegungszustiinden wieder naher gebracht werden. Die Beantwortung 
dieser Fragen hingt wesentlich davon ab, wie man die fortschreitende Abkihlung der 
betreffenden Weltkérper vor sich gehen lasst, und schon hieraus lassen sich die grossen 
Schwierigkeiten abschitzen, welche hier zu tiberwinden sind. Man muss also die 
schwierige Frage nach der ,,Stabilitét* solcher Systeme vor der Hand ginzlich offen 
lassen, und wenn man diese dadurch zu beantworten glaubte, dass man einfach die 
durch die allerelementarsten und bekanntesten Rechnungen darstellbare Thatsache, dass 
die Deformationen, welche die beiden Himmelskérper gegenseitig auf cinander hervor- 
rufen, klein seien, wenn man die Massen als homogen annimmt und die héheren Potenzen 
der deformirenden Krifte vernachlassigt, so beweist cin solches Verfahren sehr wenig 
Einsicht und Verstindniss. Leicht kann man dagegen zeigen, dass in solchen engen 
Doppelsternsystemen, wenn nur die Fluthreibung eine gewisse Grenze nicht tiberschreitet 
und die Excentricitiit der Bahn nicht gross ist, die Umlaufszeit sich vergréssern muss, 
und dass dasselbe auch mit der mittleren Entfernung beider Sterne von einander und 
der Excentricitiit der relativen Bahn geschieht. Es ist hier nicht der Ort, auf diese 


Dinge naher einzugehen. 


Zum Schlusse mag noch auf gewisse Betrachtungen hingewiesen werden, die zuerst 
yon Savary angeregt worden sind. Die endliche Fortpflanzungsgeschwindigkeit des 
Lichtes bewirkt, sobald nur die wahre Doppelsternbahn nicht zufillig genau senkrecht 
auf dem Visionsradius steht, dass die scheinbare gegenseitige Stellung beider Compo- 
nenten nicht der wahren zu irgend einer Zeit entspricht, vielmehr gehért der beobachtete 
Ort eines jeden der beiden Sterne einer anderen Zeit an, die man erhialt, wenn man von 
der Beobachtungszeit die Lichtzeit abzicht. Diese ist aber fitr beide Sterne verschieden, 
weil ihre Entfernungen vom Beobachter ungleich sind. Letztere findern sich aber peri- 
odisch, und wenn die Grésse dieses hierdurch entstehenden periodischen Kinflusses durch 


die Beobachtungen festzustellen méglich ware, so kénnte man die Dimensionen der 
100* 
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Doppelsternbahn in Lichtzeit angeben und hierdurch die Parallaxe des Doppelsternes 
finden, wie auch die Zweideutigkeit in der Knotenlingenbestimmung aus Positionswinkel 
und Distanzen heben. Dieser auf den ersten Blick sehr bestechende Gedanke kann 
aber in Wirklichkeit nicht realisirt werden, wie die Untersuchungen von Villarceau!) 
Birkmajer2) und H. Secliger®) dargethan haben. Savary hat naimlich bei seinem 
Vorschlage iibersehen, dass nicht der Hauptstern, in Bezug auf welchen die Bewegung 
des zweiten Sternes angegeben wird, sondern der Schwerpunkt des ganzen Systemes 
sich gleichfrmig im Raume bewegt. Hierdurch tritt eine neue Unbekannte, niémlich 
das Verhiltniss der beiden Massen auf, und die Dimension der Bahn kann nicht mehr 
fiir sich bestimmt werden. 

Noch mag erwaihnt werden, dass man die Méglichkeit erwogen hat, ob nicht die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Lichtes von der Helligkeit der Lichtquelle abhinge. 
Solche Einfliisse sind, wenn auch nicht gerade besonders wahrscheinlich, so doch denk- 
bar, allerdings kénnen sie nur in sehr kleinem Maassstabe vorkommen, wie besonders 
zu diesem Zwecke angestellte physikalische Messungen ergeben haben. In der Bewegung 
der Doppelsterne wiirden sich dadurch, dass die beiden Componenten sehr oft an Hellig- 
keit tiberaus verschieden sind, sehr merkwiirdige Unregelmissigkeiten bemerkbar machen, 
welche H. Seeliger an anderen Orten naher untersucht hat. 


Hundertundeinundzwanzigste Vorlesung. 


Anhang zu der Berechnung der Doppelsterne. Grundziige der 
Theorie des Saturnringes. 


Der Planet Saturn ist bekanntlich ausser seinem Reichthum an Satelliten noch 
dadurch vor den anderen Planeten unseres Systemes ausgezeichnet, dass ihn mehrere 
concentrische, in der Richtung seiner Rotationsaxe ungemein abgeplattete Ringe um- 
geben. Wir wollen hier wenigstens die Grundziige der Theorie der Erscheinungen, 
welche die Gesammtheit dieser Ringe bietet, vom Standpunkte dieses Buches behandeln. 
Wir schliessen also diejenigen Fragen aus, die nur durch die schwierigeren Theile der 
Gravitationslchre theoretisch beantwortet werden kénnen, wie die Stérungen, welche der 
Ring erleidet und ausiibt. Unter Anderem nehmen wir ohne weitere Discussion als 
Thatsache hin, dass die Ringe (der Kiirze halber wird im Folgenden stets von einem 
einzigen Ringe gesprochen werden), kleine Abnormitiiten ausgenommen, iiberall yon dem 
Saturnspharoid gleich weit abstehen und cin zu der Rotationsaxe des Saturn symme- 
trisches System bilden. Die Beobachtungen stehen mit dieser Annahme in keinem nach- 
weisbaren Widerspruch; es scheint unter allen Verhiiltnissen der Mittelpunkt der Scheibe 
des Saturn mit dem Mittelpunkte der Ellipse, als welche der Ring sich uns priisentirt, 
zusammenzufallen, 


1) Connaissance des temps fiir 1878 add. 
2 Jape ier aber ie “0 j ’ 7 ] 
Ny 1Ge Bir kmajer, Ueber die durch die Fortpflanzung des Lichtes hervorgerufenen Ungleich- 
heiten ete. Sitzungsberichte der Wiener Akademie, I. Abth., Bd. 93, 1886. 


*) H. Seeliger, Ueber optische Ungleichheiten in der Bewegung der Doppelsterne. Sitzungs- 
herichte der Miinchener Akademie 1889, 8. 19 ff, : 
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Wenn man sich die Erscheinung des Ringes durch die ciner grossen Zahl von 
Trabanten ersetzt denkt 1), welche hinter und neben einander kreisformige Bahnen durch- 
laufen, so ist die Bestimmung einer solchen Bahn auf cinen sehr leichten Fall einer 
Doppelsternbahn zuriickgefiihrt. Denn die Projectionsellipse ist bei jeder Beobachtung 
unmittelbar vyollstiindig gegeben, e ist gleich 0, die Zeit des Perihels also beliebig; dic 
Umlaufszeit iibt auf die Erscheinung des Ringes keinen leicht zu bemerkenden Einfluss 
aus und muss aus der Verfolgung von auffallenden Punkten des Ringes mittelst sehr 
starker Fernréhre bestimmt werden. Die Knotenlinie der Ringebene fillt bei obiger 
Behandlung mit der Richtung der grossen Axe der Ringellipse zusammen. Der Quotient 


aus der Division der grossen Axe in die kleine ist der Cosinus der Neigung. Endlich 
ist wt — £2 beliebig, wenn es nur der iiber 7, die Zeit des Perisaturniums gemachten 
Fig. 66. Annahme entspricht. Nun wiinscht man allerdings diese 

Elemente nicht in Bezichung auf die im Grossen 

vill nach der Stellung von Saturn und Erde verinderliche 

; Ebene der Projectionsellipse zu wissen, sondern in 


/ 


Beziehung auf den Aequator oder auf die Ekliptik. 
Dazu gelangt man durch folgende einfache Betrach- 
tung. Offenbar hingt die Oeffnung des Saturnringes 
oder seine Neigung gegen die Ebene der Projec- 
/ tionsellipse davon ab, welchen Winkel die Verbin- 
dungslinie Saturn- Erde mit der Ringebene bildet, mit 
anderen Worten, von der chronocentrischen Breite der 
| Erde, aber auf die Ringebene als die Fundamental- 
ebene bezogen. Die Neigung der Ebene der Projec- 
tionsellipse ist nichts Anderes als der Abstand des 
chronocentrischen Ortes der Erde vom Pole des gréssten 


Meridian des Saturn. 


Kreises der Sphare, welcher der Ringebene entspricht. 

Den Pol des gréssten Kreises, welcher der Ebene 
des Ringes entspricht, findet man hiernach, da der 
chronocentrische Ort der Erde dem geocentrischen Orte 


des Saturn diametral entgegengesetzt ist, durch ein 
sehr einfaches Verfahren. Sind a und bd die halbe grosse und die halbe kleine Axe 
des Ringes, wie sie die Messungen unmittelbar ergeben, so wird der Abstand des geocen- 
trischen Ortes des Saturn von jenem Pole durch die Gleichung: 


; b 
cost = — 
a 


gefunden; man gelangt daher zu jenem Pole, wenn man den Bogen 7 in der Richtung 
der kleinen Axe, und zwar nach derjenigen Seite der Ringebene hin, welche der Erde 
zugekehrt ist, auftrigt (siehe Fig. 66). 

Dieselbe Betrachtungsweise, welche auf diese Construction gefithrt hat, lefert 
uns ohne Weiteres die Formeln zur Berechnung des Positionswinkels p der Richtung 
der kleinen Axe, wenn der Pol der Ringebene einmal bekannt geworden ist, und 
das Verhiltniss der Axen. Die letzteren werden auch ihrer Grésse nach bekannt, 
wenn man eine von ihnen bei bekannter Entfernung des Saturn vom Auge einmal 


1) Empirisch bestiitigt wurde diese Anschauung durch die bertthmten au Ende der achtziger 
Jahre gemachten Barnard’schen Beobachtungen. Siehe deren theoretische Discussion: »Ueber die 
Japetusverfinsterung durch Saturn und sein Ringsystem vom Jahre 1889%. Astronom. Nachrichten, 
Bd. 137, Nr. 3280, — Anmerkung des Herausgebers der 2. Auflage. 
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gemessen hat. Es seien % und 0 die geocentrische Rectascension und Declination des 
Saturn, A und D bezichungsweise dieselben Coordinaten fiir den mit der Erde auf 
gleicher Seite gelegenen Pol, so wird nach der bekanntesten Grundformel der sphari- 
schen Trigonometrie: 


— sindsinD + cosdcosDcos(#—A)}). . . .. . QC) 


cost = — 


q|s 


Ferner ergiebt sich fiir den Positionswinkel der nérdlichen Halfte der kleinen Axe: 
sin p cos D 


a SND = caterers OSE. hake en Ae eae ee 
sin (% — A) sini 
Ist ¢ der Halbmesser des Ringes in Theilen der mittleren Entfernung der Sonne 
von der Erde, 4 die Entfernung des Saturn von der Erde, so ist die halbe grosse 


Axe der Ringellipse in Bogensecunden : 


Mit Hiilfe dieser Gleichungen findet man Lage und Ausschen des Saturnringes fiir 
irgend eine Zeit, wenn die Gréssen A, D und ¢ abgeleitet sind. Wenn man auf die 
obige Construction noch einmal die erwihnte Grundformel anwendet, jedoch so, dass 7 
aus dem gemessenen Axenverhiltniss und ausserdem 6 und p als bekannt gelten, so 
ergiebt sich: 

sin D = sind cost + cosd sinicosp ...: . +. . () 
wonach dann weiter unter Zuziehung von (2) auch A bekannt wird. Aus einem ge- 
messenen @ folet endlich ¢ = aZ. 


Rechnungsbeispiele. Am 31. December 1849 war die Siidseite des Ringes 


sichtbar und der Positionswinkel des nérdlichen Theiles der kleinen Axe p = 3° 52/1, 
ferner $= — I" 57, @ == 19",68, <a == 0° 42’, 0 = = 19 2, tog at —— Oe. 


Hieraus sollen A, D und ¢ bestimmt werden. Nach Gleichung (4) ergiebt sich, da hier 
4 == 8D° 251.2, 

Di==" 82" 50 70 
als Declination des Nordpols der Ringebene. Nach Gleichung (2) wird: 

ao — A = — 32° 387'1, also A = 33° 19'8 

als Rectascension des genannten Poles; endlich wird: 

loge == 2,27309. 

Wollten wir aus diesen Werthen umgekehrt die Erscheinung des Saturn fiir den 

1. Januar 1860 herleiten, wobei wir zur Beriicksichtigung der Priicession des Ringpols, 
aber in Vernachlissigung anderer kleiner, hier nicht zu behandelnder Correctionen: 

A = 33° 42'1 

Do == 829" boa 


setzen, so bekommen wir, da fiir jene Zeit die geocentrische Rectascension des Saturn 
" or . . é . eee 
&% = 148° 13,4, die Declination d = + 14° 153 ist: 
log A = 0,92814 nach Formel (1) 
is 16) ATL, 


) Mierbei ist b negativ zu nehmen, wenn die verdeckte Halfte der kKleinen Axe die sudliche 

ist. Nach dieser Bestimmung iiber die Vorzeichen, und wenn A und D sich auf den Nordpol der 
»o way a) » ”y 1 » » f y ry] te yy’ ’ Y = 7 

Ringebene beziehen sollen, wird der Abstand ¢ des Saturnortes von jenem Pole ein stumpfer Winkel 

? 


a ane a . 
wenn > positiv ist, d. h. die nordliche Fiche des Ringes uns gueckehrt ist, 
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und daraus weiter: 


p = — 6° 38',7, 
endlich: 
a@= 22/18, die grosse Axe = 4426, 
b = — 4",30, die kleine Axe = — 8”,60. 


Der siidliche Theil der kleinen Axe wird durch die Scheibe des Saturn verdeckt. 
Es mag hier noch angegeben werden, dass nach Bessel die Liinge L des Nordpols 
der Ringebene auf die bei den Beobachtungen iibliche bewegliche Ekliptik bezogen, 
d. h. mit Riicksicht auf die Sicularstérungen, nach der Formel: 
LI = 76° 53’ 8,9 + 46,462 (¢ — 1800) 
die Breite B nach den folgenden: 
B= 61° 49’ 44,7 + 0”’,350 (¢ — 1800) 
zu berechnen ist. 


Hundertundzweiundzwanzigste Vorlesung. 


Kriterium fiir die Sichtbarkeit des Saturnringes. 


Der Ring des Saturn bleibt nicht immer sichtbar. Seiner schon erwihnten, 
ungemein starken Abplattung wegen bietet der Ring den erleuchtenden Strahlen der Sonne 
fast gar keine Fliche dar, wenn die Sonne sich in der Ebene des Ringes befindet; die 
Ringellipse reducirt sich dann auf eine fusserst feine helle Linie, welche aber nur in 
stirkeren Fernréhren noch wahrgenommen werden kann. Beleuchtet die Sonne die uns 
entgegengesetzte Seite des Ringes, so wird der Ring fiir uns ganz verschwinden und 
sein Schlagschatten auf der Scheibe des Planeten bemerkbar werden. Zu gewissen 
anderen Zeiten sind Ring und Schatten gleichzeitig zu sehen. Das Sichtbarwerden des 
tinges geht in der Weise vor sich, dass zuerst einzelne Punkte am fussersten Rande 
hervortreten; in umgekehrter Reihenfolee verschwinden solche Punkte bei dem Unsicht- 
barwerden. 

Wir wollen nun im Folgenden die Grundbedingungen fiir die genannten Er- 
scheinungen und ein Kriterium dafiir, ob der Ring sichtbar sei oder nicht, zu ent- 
wickeln suchen. 

Zuniichst ist einleuchtend, dass die Zeiten des Durchganges der Sonne durch dic 
Ringebene zusammenfallen werden mit den Zeiten, wo der heliocentrische Ort des Saturn, 
am Himmel einen gréssten Kreis durchwandernd, den die Ringebene reprasentirenden 
gréssten Kreis passirt, mit anderen Worten, wo der heliocentrische Ort des Saturn um 
90° von jenem Pole des Ringes, dessen Rectascension und Declination mit A und D 
bezeichnet wurde, entfernt ist. Verstehen wir daher unter (a) und (d) beziehungsweise 
die heliocentrische Rectascension und Declination des Planeten, so wird sich die Be- 
leuchtung auf die blosse Ringkante beschrinken, wenn: 

sin (d) sinD + cos(d) cosD cos[((a) -A] = 90 .~....-. (QI) 
da die erste Seite dieser Gleichung den Cosinus des Abstandes des heliocentrischen 
Ortes von dem Pole der Ringebene vorstellt. Ist derselbe Cosinus positiv, so wird die 
Siidseite des Ringes beleuchtet sein, wenn negativ, die Nordseite. Die Beleuchtung der 
einen oder anderen wird um so intensiver sein, je mehr der Cosinus von Null verschieden. 
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Ob die beleuchtete Seite uns zugekehrt ist oder die dunkle, wird davon abhangen, 
ob der heliocentrische und der geocentrische Ort des Planeten auf gleiche oder ent- 
gegengesetzte Seiten des der Ringebene entsprechenden gréssten Kreises der Sphire 
fallen, d. h. also davon, ob die linke Seite von (1) und der Ausdruck: 

sind sin D + cos0 cos D cos(a — A), 
welcher den Cosinus des Abstandes des geocentrischen Ortes vom Ringpol vorstellt, 
gleiches oder ungleiches Vorzeichen haben. Die Frage, ob der Ring sichtbar sei, ist 
demnach zu bejahen, so oft der Ausdruck: 
sind . sinD + cosd . cosD cos(% — A) 
sin (d) sin D + cos(d) cos D cos |(a) — A] 


positiv, zu verneinen, so oft derselbe negativ wird. 


In Anbetracht aber, dass die Division des Ausdruckes durch Po d. h. durch 
eine stets positive Grésse, keine Aenderung des Vorzeichens hervorbringt, kann man 
noch einfacher sagen: 

Die Frage, ob der Ring des Saturn sichtbar sei, ist zu bejahen, wenn der nume 
rische Werth von: 

tg 0 .tgD + cos (a — A) 
tg (d) tg D + cos[(a) — A] 
ein bejahendes Vorzeichen bekommt, im anderen Falle zu verneinen. 

Das Verschwinden des Zihlers vorgenannten Ausdruckes deutet an, dass die Erde, 

dasjenige des Nenners, dass die Sonne sich in der Ringebene befindet. 


Rechnunesbeispiel. Es wird gefragt, ob der Saturnring fiir die Mitternacht 
des 1. Sept. 1847 Berl. Zeit sichtbar war. Der heliocentrische Ort des Saturn war um 
jene Zeit: 


(a) == 341° 4571 (a2) = — 9° 427 
der geocentrische: 
@ == 451° 55'0 0 = — 9° 52'5. 
Nehmen wir, wie in Vorlesung 121, A = 33° 198, D — 82° 50’,0 an, so finden 
wir den Zaihler des obigen Ausdruckes gleich — 0,7607, den Nenner gleich — 0,7397; 


folglich war der Ring sichtbar, und zwar seine Nordseite erleuchtet. 

Im Laufe des 21. April des folgenden Jahres wechselte der Zihler, durch Null 
hindurchgehend, das Vorzeichen, der Ring verschwand daher bis zum 3. September des- 
selben Jahres, wo der Nenner ebenfalls das Vorzeichen wechselte. Am 12. September, 
wo der Zahler yon Neuem das Zeichen wechselt, verschwindet der Ring wiederum bis 
zum 19. Januar 1849, wo dann eine lange Periode der Sichtbarkeit beginnt. Mit Hiilfe 
des obigen Kriteriums kann man jeden solchen Wechsel mit Leichtigkeit finden. 

Kine lingere Dauer der Sichtbarkeit des Ringes wird immer eintreten, wenn sich 
der heliocentrische Ort des Planeten so weit vom griéssten Kreise der Ringebene ent- 
fernt, dass ein Hiniibertreten des geocentrischen Ortes auf die andere Seite nicht mehr 
méglich ist. Besonders in den Oppositionen des Saturn wird ein Unsichtbarsein des 
Ringes zu den Seltenheiten gehéren, da bei der geringen Neigung aller Bahnen der 
grossen Planeten, so auch des Saturn, gegen die Ekliptik in der Opposition der geocen- 
trische Ort dem heliocentrischen ungemein nahe liegt. Nach derselben Betrachtung kann 
man, wenn man bemerkt, dass die Neigung der Ringebene gegen den Erdiquator nur 
etwa 7° betrigt, auch leicht tibersehen, dass ein Verschwinden des Ringes nicht vor- 


kommen wird, so lange der geocentrische Ort des Saturn weit von den Aequinoctien 
entfernt ist. 


— 801 — 


Hundertunddreiundzwanzigste Vorlesung. 


Berechnung der Satellitenbahnen durch Zuriickfiihrung auf die 
Berechnung einer Doppelsternbahn. 


Bekanntlich sind die grésseren Planeten unseres Systemes, mit Ausnahme von Mercur 
und Venus, von Satelliten begleitet. Auf diese Kérper kann man mit besonderem Vor- 
theil die im, Anhange“ des vorliegenden Werkes angegebene Leuschner’sche Methode 
der Bahnbestimmung mit sofortiger Beriicksichtigung der Stérungen als erste 
nunmehr yorliegende directe Methode der Bahnbestimmung fiir Satelliten an- 
wenden (vergleiche auch die Vorbemerkungen zur 3, Ausgabe, 8. XXIV). 

Man kénnte das Problem auch auf die fiir Planetenbahnen gegebenen Vorschriften 
zurtickfiihren, oder auf diejenigen fiir Doppelsterne. Im ersteren Falle wiirden wir die 
Beobachtungen als aus dem jedesmaligen Durchschnittspunkte des Visionsradius mit einer 
durch den Hauptkérper des Satelliten gelegten, dem Erdaquator oder der Ekliptik parallelen 
Ebene geschehen betrachten, dabei die Coordinaten auf den Hauptkérper als Nullpunkt 
bezogen. Hierbei tritt uns indessen der Uebelstand entgegen, dass die Formeln Grdéssen 
verschiedener Ordnung gleichzeitig enthalten; die Trennung ist nicht ganz einfach und 
iiberhaupt dieser Weg nicht zu empfehlen. Auch muss bei solcher Behandlung des 
Problems der Satellitenbahnen entweder die Masse des Hauptkérpers oder die Umlaufs- 
zeit des Satelliten als bekannt angesehen werden. 

In praktischer Hinsicht ist einer solchen Bestimmungsweise vorzuziehen die Zuriick- 
fiihrung der Bahnbestimmung auf die einer Doppelsternbahn. Wir erreichen dies durch 
ganz abnliche Betrachtungen wie bei dem Saturnringe, den wir als eine sichtbare Tra- 
bantenbahn betrachteten. Dort allerdings hatten wir zwei Erleichterungen, auf welche 
wir hier verzichten miissen; es wird uns fir eine bestimmte Zeit immer nur cin einziger 
Punkt der Projectionsellipse, nicht werden sie alle auf einmal gegeben; ferner diirfen 
wir die Excentricitiiten der Bahn hier nicht gleich Null setzen. 

Aber auch hier lassen sich wieder durch den Mittelpunkt der Scheibe des Haupt- 
kérpers zwei um 90° in Position verschiedene Richtungen oder Axen von solcher Be- 
schaffenheit auffinden, dass die scheinbaren Abstande des Trabanten von der einen 
gerade so gesehen werden, als beobachtete man aus der Richtung des Pols der Bahnebene 
des Trabanten, d. h. also ohne perspectivische Verkiirzung, die Abstinde von der anderen 
aber mit perspectivischer Verkiirzung. Die scheinbaren Dimensionen der Bahn kénnen 
der Entfernung des Hauptkérpers. von der Erde umgekehrt proportional gesetzt werden. 
Die bei dem Saturnring angestellten Betrachtungen zeigen, dass die perspectivischen 
Verkirzungen, wenn sich das Auge vom Pole der Trabantenbahn entfernt, parallel dem 
durch den Hauptkérper und den Pol gelegten gréssten Kreise, welcher perspectivisch 
durch eine Gerade vorgestellt wird, stattfinden; senkrecht zu dieser Geraden werden die 
Abstinde nicht geindert. Nennen wir also py den Positionswinkel des nach dem Nord- 
pol der Trabantenbahn gerichteten gréssten Kreises, A und D_ bezichungsweise die 
Reectascension und Declination des Nordpols, «# und 0 die des geocentrischen Ortes des 
Hauptkérpers, J dessen Entfernung, p und ge bezichungsweise den Positionswinkel und 


die Distanz des Satelliten, so haben die Gréssen @ sin(p — ) gar keine Verkiirzung 
durch geinderte Richtung der Gesichtslinie, die @ cos (p — y) dagegen eine solehe im 


Verhiltniss von 1 zu cos y erlitten, wenn nimlich y den Abstand des geocentrischen 
Ortes vom erwihnten Pole vorstellt. Gesetzt, es seien A und D bekannt, so hat man 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 101 
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also die @ sin (p — p) mit J, die @ cos (p — wy) dagegen mit , a. h, mit: 


: A 
[sin 0 sin D + cosd cos D cos(u — <A)| 
zu multipliciren, um diese Gréssen so zu haben, wie sie aus einer zur Trabantenbahn- 
ebene senkrechten, durch den Hauptkérper gelegten Geraden und zwar aus der Kinheit 
der Entfernung wiirden beobachtet worden sein. 

Man hat nun, was die Bestimmung der Elemente betrifft, die beiden Falle zu 
unterscheiden, ob die Umlaufszeit oder auch die Masse des Systemes bekannt ist, oder 
ob dieselbe ebenfalls erst aus den Beobachtungen hergeleitet werden soll. In dem 
ersteren Falle geniigen, wie wir sogleich sehen werden, drei yollstéindige Beobachtungen 
des Satelliten mit den Positionswinkeln p, p’, p’ und den Distanzen g, 9’, 9”. Denn es 
werden dadurch, immer vorausgesetzt, dass A und D bekannt seien, drei Punkte der 
Bahn und die Lage des Brennpunktes, d. h. die ganze Ellipse gegeben. Es existiren 
dann zur Priifung der Richtigkeit der Werthe von A und D die beiden von einander 
unabhingigen Bedingungen, dass jeder Sector zu der ganzen Eilipse seinem Flachen- 
inhalte nach in dem Verhiiltniss stehen soll, wie es die Zeitintervalle verlangen. Hier- 
nach kann man also leicht A und D, fiir die meist sogar Annaiherungen bekannt sind, 
auf indirectem Wege bestimmen. Mit Riicksicht auf die hier etwas geiinderte Bezeich- 
nung hat man unter Anwendung der Gleichung (2) der Vorlesung 121: 


cosy 


sn _ cos D 
sin(A—a) — siny 

: i 
Sass eae es fg jet ke eee aay eee 
sin (A — a) siny 

sin w" cos D 


sin (A — a’) sin” 


wobei die Accente zur Unterscheidung der zu den drei Zeiten ¢, t’, t!’ gehérenden Beob- 
achtungen gebraucht worden sind. Die Reduction der Positionswinkel und Distanzen 
auf die aus der Entfernung 1) ohne Verkiirzung gesehene Bahn geschieht nun nach 
den Formeln: 
R sin(P —v) =e sin(p—y). 4 
cos (p — ¥) 


R cos(P:— ) ee A 


o' sin(p’ — vw’). 4 
1 00 (Bt HS gis ape eae eit 


F’ sin(P' — v') 


! 


R' cos(P! — v') 


! 


R' sin CE" i >, wy") — "” 


| 
af] 
n 
> 
ae 
i 
ae 
Tae 
X 


R" cos(P"— wp") = gh SPE). gn 


wobei P, bP’, P” die drei reducirten Positionswinkel, R, R', R"” die zugehérigen redu- 
cirten Distanzen vorstellen. Ehe wir jedoch mit diesen Positionswinkeln und Distanzen 
weiter operiren, miissen wir die ersteren noch auf einen und denselben Meridian der 
Sphire, auf einen gewissen ersten Meridian reduciren, wie es friiher néthig war, die 
Doppelsternbahnmessungen von dem Einflusse der Pricession zu befreien. Die im 
Vorhergehenden erhaltenen Positionswinkel beziehen sich auf den jedesmaligen Meridian 
des Jupiterortes. Es mag hier einfach darauf aufmerksam gemacht werden, dass diese 
Reduction bei den P der folgenden Gleichungen als ausgefiihrt vorausgesetzt wird, 
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weil wir in nachster Vorlesung einen directen Weg zu allen diesen Reductionen werden 
kennen lernen. Es mag ausserdem bemerkt werden, dass die Distanzen besonders bei 
den Satelliten des Jupiter bedeutende Grésse erlangen kénnen. In solchem Falle muss 
man beriicksichtigen, dass ae Dimensionen in der Bahn, welche wir bei Doppelsternen 
tees mit @, 9’, @” identificiren, genau genommen die Tangenten der durch 
Q, @’, @” in Secunden gegebenen Sehwinkel sind; man muss deshalb bei grdsserer 
Strenge statt @,@',0” setzen: 206 264,8 ty @, 206 264,8 ty @', 206 264.8 tg 0”, cbenso bei den 
R, BR’, R" 206 264,8 tg R, 206 264,8 tg R, 206 264,8t¢ Rk”. Im Folgenden vernachlissigen wir 
dies der Kiirze halber, Zwischen dem Semiparameter der Bahn a(1 — e?), den Radien- 
vectoren R, RF’, KR” und den wahren Anomalien v, v', v’ bestehen nun bekanntlich die 
Gleichungen: 


(1 — e?) 

1 ae a( 

+ ecosuv Sane a 
= pe 

te, Ace AMAL Ragen es ROME 
—== pe 

1 + ecosu" = 20) 


welche nach einer am Schlusse der Vorlesung 75 gezeigten Umformung ergeben: 


4R RR" sin /,(v' — v) sin1/,(v" — v) sin. (v" — v') 


a(1 — e?) = 
( ee RR sin (v! — 2) — RR" sin(v’—v) + BR" sin(v"— v')’ 


oder da offenbar: 
i ES ae ed vu —v = Pp" — P, vy! — vy! = p"! — P’, 


4RR'R’ sin 3), (P' — P) sin (Ph — P) sin /,(P" — P') 
RR’ sin (P’ — P) — RR" sin(P"— P) + RB R" sin (P"— Py 


Aus den Gleichungen (III) ergiebt sich dann: 


a(1 — e?) = 


(IV) 


i ‘ i) 
2esin3/,(v" + v) sin3/,(P"” — P) = a(1—e?) i} \ 


(RO OR" 
d. h. die Excentricitit e@ und v’ + v, welches mit der bekannten Differenz uv’ — v 
oder P” — P verbunden die wahren Anomalien liefert. Auch findet man, wenn a den 


reducirten Positionswinkel des Perihels vorstellt: 
n= P—v— Pp —v = Pp" — vv", 


uv’ folet aus der zweiten der Gleichungen (III). Berechnet man auch noch die mittleren 
Anomalien, so ist man vollkommen im Stande, cine in Beziechung auf A und D gemachte 
Hypothese zu priifen, eventuell zu verbessern. 
Schr abgekiirzt wird die Rechnung, wenn man eine vierte vollstindige Beobachtung 
zuzieht. Es muss dann die doppelte Bedingung erfiillt sein, dass: 
;: 4 RRR" sin'/,(P' — P) sin3/,(P" — P) sin ¥/,(P" — P') 
eh) “RR sin(P’ — P) — RR" sin (P" — P) + BR" sin(e" — P’) 
4 RRR" sin3/,(P' — P) sin*/s ( (BMP) sin t), (PM =P!) 
= BR sine’ — P) — RR" sin(P” — P) + BR" sin(P” — P’) 
4 RR" R" sin¥/,(P" — P) sin1/, (P'" — P) sin. (P" — =P) 
RR" sin(P"” — P) — RR" sin(P” — P) + RR RB” sin (RP! — Pl") 
LOI 
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oder es muss, in das Geometrische tibertragen, von den drei Ellipsen mit gegebenem 
Brennpunkte, welche man durch je drei der vier Punkte ziehen kann, jede der anderen 
congruent werden. Man kann also auch hier zum Zwecke der ersten Versuche fiir A 
und B yon einem graphischen Verfahren mit Vortheil Gebrauch machen. 


Hundertundvierundzwanzigste Vorlesung. 


Fortsetzung der Untersuchungen zur Berechnung einer Satellitenbahn. 


Bei den Satelliten des Jupiter durchaus (auch bei den helleren des Saturn, obgleich 
bei diesen schon die optischen Mittel gesteigert werden miissen) bietet die Bestimmung 
der Umlaufszeit durch Beobachtungen der Wiederkehr zu gleicher Stellung gegen den 
Jupiter keine sehr grossen Schwicrigkeiten dar. Man darf dabei nur nicht vergessen, 
die geocentrische Bewegung des Hauptplaneten zu beriicksichtigen. In anderen Fallen 
ist die Bestimmungsweise mit der Gefahr, Irrthiimer und Verwechslungen zu begehen, 
verbunden, z B. in besonders hohem Grade bei den Trabanten des Uranus. Diese licht- 
schwachen Objecte kénnen bekanntlich nur mit den stirksten Sehmitteln beobachtet 
werden; solche Fernrohre zeigen nun eben yvermége ihrer ausserordentlichen optischen 
Kraft meistens auch Fixsterne im Hintergrunde, ein Umstand, welcher ungemein 
erschwerend wirkt, wenn der Planet gerade Theile der Milchstrasse oder andere stern- 
reiche Gegenden durchwandert. Hier ist es sehr wiinschenswerth, ein anderes Verfahren, 
welches von der Kenntniss der Umlaufszeit des Satelliten gar nicht abhangt, eimschlagen 
zi kénnen. Dasjenige, welches wir nun im Folgenden kennen lernen wollen, gewahrt 
einen so gut wie vollstindigen Schutz dagegen, dass ein Fixstern fiir einen Satelliten 
genommen werde. Um es in der Praxis zur Anwendung zu bringen, ist es nur néthig, 
von den kleinen Sternen in der Umgebung des Planeten so viele nach Positionswinkel 
und Distanz aufzunehmen, als man in der Zeit von einigen Stunden auszufiihren vermag; 
bei grossem Sternenreichthume kann auch ein Netzmikrometer gute Dienste thun. 

Wir wollen nun jetzt diese Messungen von dem Einflusse der geocentrischen Be- 
wegung des Planeten auf eine solche Art befreien, dass eine Sichtung der Fixsterne 
von den Monden und die Reduction der Bahnbestimmung dieser letzteren auf die einer 
Doppelsternbahn erlangt wird. 

Es sei wie friiher: 

x = 0 COsp 

¥Y = Osinp 
und gz die in den jedesmaligen Visionsradius fallende Componente. Ist @% die Reet- 
ascension, 0 die Declination des Planeten zur Zeit der Beobachtung, so zielt offenbar 
die X-Axe des Coordinatensystemes nach einem Punkte der Sphire, dessen Rectascension 
durch 180° + @% und dessen Declination durch 90° — 6 ausgedriickt wird. 

Die Y-Axe zielt nach einem Punkte der Sphare, dessen Rectascension offenbar 
gleich 90° + @, dessen Declination gleich Null ist. 

Stellen x und yy die Coordinaten derselben gemesscnen Oerter, wie oben, aber 
bezogen auf ein System vor, dessen X-Axe nach einem Punkte von der Reetascension 
180° + o, der Declination 90° — 6), dessen Y-Axe einen Ort von der Rectascension 
90° + 0 der Declination Null zum Ziclpunkte hat, so haben wir, um die a und Yo 
durch die #, y und zg auszudriicken, Gleichungen von der bekannten Form: 


ee ge ee 


@ = (XX) e+ (KV) y+ (HA%)e\ | ee ee ri 
i, Senne + asf ) 


(Xo X) = cos dy cosd + sind, sind cos (% — ty) 

(XY) = sind) sin(a — %) 

(Xp Z) = cos dy sind — sin dy cosd cos (% — og) 

(Y X) = — sind sin(a — a) ata oe 
(YY) = cos(% — m%) 

(Y) Z) = + cosd sin(% — cy) 


Wir kénnen es nun bei Saturn, Uranus, Neptun, auf die es hier fast allein an- 


wobel: 


kommt, ihrer langsamen geocentrischen Bewegung halber stets so einrichten, dass fiir 
eine lange Reihe yon Beobachtungen die Coéfficienten (XZ) und (YZ) sehr klein 
werden. Wir setzen z. B. @ gleich dem Mittel aus den Rectascensionen der ersten und 
letzten Rectascension, ebenso 0) gleich der halben Summe der entsprechenden Decli- 
nationen; es werden dann bei der ersten Anniiherung jene Coéfficienten ganz und gar 
mi vernachlissigen sein. Ebenso wird man sich erlauben diirfen, cos (@—o%) = 1, d. h. 


ap ee =O). ogy) a 0, OY, x) 0, (2 Y) 


zu setzen. Zur Reduction der Distanzen und Positionswinkel, welche dem Visionsradius 
der Messung entsprechen, auf einen gewiihlten festen Visionsradius von der Reet- 
ascension % und der Declination 0) und zugleich auf dessen Meridian, haben wir daher: 


Qo COS po = @ cos(d — Oy) cosp | meat (II) 
Qo Sin py —= O sinp } 
Bedeutet (a) die halbe grosse Axe oder mittlere Entfernung des Planeten von 
der Sonne und J den jedesmaligen Abstand yon der Erde, so hat man noch die nach 


(II) zu findenden py und @) durch Multiplication mit auf mittlere Entfernung zu 


A 
| (a) 
reduciren. 


Hiermit ist die Zuriickfiihrung auf eine Doppelsternbahn vollendet. Wenn man 
mit den beobachteten Objecten in der Nachbarschaft des Planeten die angegebenen 
leichten Reductionen vornimmt und die Oerter auftrigt, so wird sich ziemlich bald 
ergeben miissen, welche darunter einer Projectionsellipse angehéren, und ferner, ob die 
beschriebenen Sectoren den Zwischenzeiten proportional sind. Mit demjenigen Materiale, 
welches diese sichtende Priifung besteht, wird darauf eine Doppelsternbahnbestimmung 
vorgenommen. Die Unterscheidung des auf- und des niedersteigenden Knotens wiirde 
auch hier zwar nicht, wie bei einer Doppelsternbabn, unmdéglich, so doch zuweilen 
schwierig werden, wenn nicht andere Kriterien, darunter die Verfinsterungen und Be- 
deckungen der Monde durch den Planeten, zu Hiilfe gezogen werden kénnten. Indessen 
ist eine Entscheidung dariiber auch noch auf folgendem anderen Wege zu erlangen, 
welchen einzuschlagen die Kenntniss der Parallaxe méglich macht. 

Die Neigung i der Bahn gegen die Ebene der Projectionsellipse, senkrecht zur 
Knotenlinie, und zwar nach der uns zugewandten Seite der wirklichen Bahn als Bogen 
eines griéssten Kreises yon dem geocentrischen Orte %, 0), auf den man reducirt hat, 
an aufgetragen, fiihrt in dem anderen Endpunkte dieses Bogens auf den Pol der von 
uns abgewandten Seite der Bahnebene. Bei obiger Formel wird es sich daher darum 
handeln, nach welcher Seite hin man den Bogen ¢ aufzutragen hat, und welcher von den 
beiden um 27 von ecinander abstehenden Punkten der Sphire die Eigenschaften jenes 
Poles wirklich besitzt. Zu diesen gehért offenbar, dass, wenn sich der geocentrische Ort 
yom Pole entfernt, die in den gréssten Kreis, welcher beide verbindet, fallende Ver- 
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kiirzung der Radienvectoren eine gréssere wird. Wenn nicht gerade 7 den Grenzwerth 
90° annimmt, wobei dann Verfinsterungen und Bedeckungen die Beantwortung der Frage 
erméglichen, so wird nur einer der beiden durch Auftragen des Bogens 7 nach beiden 
Seiten erlangten Punkte hierin Geniige leisten. Kiirzer aber ist das folgende Kriterium: 
Transformirt man die Coordinaten 2%, Yo, 2) auf ein System, dessen Z-Axe nach dem 
Pole der Bahnebene mit der Rectascension A, der Declination D zielt, so muss in Folge 
der Wahl des Vorzeichens yon ¢Z) die transformirte Z-Coordinate verschwinden, d. h. 
es muss die Bedingung: 
{sin D cos 0) — cos D sin 9 cos (% — A)} #9 — cos D sin(% — A) y 4- cosi. 4 = 0 

erfiillt sein. 

Um die zweite Naherung durchzufiihren, berechnet man aus dem so fiir jede Zeit 
bekannt gewordenen % die g fiir die urspriinglichen Oerter nach der Formel: 

z = {sind cosd, — cos0 sin, cos (% — «)} 2% — cosd sin (a% — &) Yo 
+ {sind sind) + cosd cosdo cos (% — «)} 
und bringt darauf die Gleichungen (1), (II) und (III) von Neuem zur Anwendung. 
Darauf folgt wieder die Berechnung der Bahn als die einer Doppelsternbahn. Die 
Entscheidung des Vorzeichens von g wird man in der Regel nicht zu wiederholen 
haben. : 

Wir schliessen die Untersuchungen iiber Satellitenbahnen, nicht ohne den Leser, 
welcher sich vollstindiger iiber dieses Thema zu unterrichten wiinscht, auf die in 
Schumacher’s Astronomischen Nachrichten in einer Reihe von Aufsitzen niedergelegten 
Arbeiten Bessel’s tiber das Saturnsystem zu verweisen. 

Was Doppelsternbahnen betrifft, so sei hier am Schlusse der Abtheilung VIII. 
noch das Buch: ,,Undersogelse af Omlobsbevaegelsen i Dobbelstjernesystemet ,Gamma 
Virginis’ udfort tildels efter nye Methoder af Th. N. Thiele, Cand. magist.. Kjoben- 
havn.“ empfohlen. 


Neunte Abtheilung. 


Ueber die Bahnbestimmung der Meteore, Meteoriten 
und Sternschnuppen. 


Hundertundfiinfundzwanzigste Vorlesung. 


Kinleitende Bemerkungen. 


In der Classe der Sternschnuppen, Meteore und Meteoriten sind die kleinsten, aber 
zahlreichsten der die Sonne umkreisenden Kérper vertreten. Ihrer Kleinheit und geringen 
Masse ungeachtet ist das Studium dieser friiher etwas vernachlissigten Kdérper aller 
Aufmerksamkeit werth, seitdem die Untersuchungen und Entdeckungen des amerikani- 
schen Astronomen Newton, von Oppolzer, C. F. W. Peters u. A., vorziiglich aber 
die von Schiaparelli gezeigt haben, dass durch solches Studium ungemein werthvolle 
Aufschliisse erlangt werden kénnen. Sichtbar werden uns die genannten Kérper bei 
dem Falle von Feuerkugeln, von Sternschnuppen und bei Kometenerscheinungen. Die 
Bezeichnung der Feuerkugeln und der durch Helligkeit ausgezeichneten Sternschnuppen 
als Meteore oder Meteoriten ist das Vermichtniss einer Zeit, welche, wie vor Jahr- 
hunderten die Kometen, so auch Feuerkugeln und Sternschnuppen unter die Luft- 
erscheinungen rechnete. Die Ansicht, deren Richtigkeit wir bis zur Evidenz erwiesen 
ansehen diirfen, dass namlich die Erscheinung der Feuerkugeln und Sternschnuppen ver- 
anlasst wird durch kleine Himmelskérper, welche auf ihrer Bahn um die Sonne in die 
Atmosphire der Erde gerathen, ist erst von Chladni aufgestellt und vertheidigt worden. 
In Betreff der Griinde fiir diese Ansicht und der Einwiirfe dagegen wird man in dem 
geistvollen Buche von Schiaparelli: ,.Entwurf einer astronomischen Theorie der Stern- 
schnuppen*, aus dem Italienischen tibersetzt und herausgegeben von Georg v. Bogus- 
lawski, die geniigende Belehrung finden. 

Unsere gegenwartige Aufgabe ist es, nicht eine Geschichte der Entwickelung der 
Sternschnuppentheorie zu geben, sondern nur die beiden Bahnbestimmungsprobleme zu 
behandeln, welche der gegenwirtige Stand dieser Theorie uns vorlegt. Diese Aufgabe 
zerfillt in zwei Theile, in die Bestimmung des Laufes der Sternschnuppe innerhalb der 
Zeiten des Aufleuchtens und Erléschens, und in die Bestimmung des um die Sonne be- 
schriebenen Kegelschnittes. Die letztere Bahn hat dadurch ein ganz besonderes grosses 
Interesse, weil sie zugleich in zahlreichen Fallen von einer grossen Menge der kleinen 
Korper gemeinschaftlich durchlaufen wird und somit eine Art Ring reprisentirt; die 
Zeiten des Durchgehens der Erde durch einen solchen Ring sind bekanntlich durch 
einen stirkeren Fall von Sternschnuppen ausgezeichnet, besonders, wenn dieser Dureh- 
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gang durch eine dichtere Stelle des Ringes erfolgt. Diese durch eine gréssere An- 
sammlung der kleinen Kérper hervorragenden Stellen des Meteorstromes kénnen, im 
Gegensatze zu der einzelnen Sternschnuppe, uns auch aus grésseren Entfernungen sicht- 
bar werden und bieten dann eine Kometenerscheinung. So z. B. ist der Komet 1862 III. 
nichts Anderes als eine dichtere Stelle desjenigen Meteorstromes, welche den Stern- 
schnuppenfall des 10. und 11. August, seit iiber 1000 Jahren bekannt und unter dem 
Namen der Thriinen des heiligen Laurentius erwihnt, hervorbringt. Als zweites Beispiel 
dieser Art mag erwihnt werden, dass der Komet 1866 I. in dem Meteorstrome des be- 


kannten Novemberphinomens lauft. 


Hundertundsechsundzwanzigste Vorlesung. 


Bestimmung der Hoéhen und Geschwindigkeiten aus correspondirenden 
Sternschnuppenbeobachtungen. 


Die Beobachtungen von Sternschnuppen werden, wenn sie zur Bestimmung der 
Hoéhen dienen sollen, in der Weise angestellt, dass man an zwei eimander nicht allzu 
benachbarten Stationen von den im Laufe einer Nacht sichtbar werdenden Sternschnuppen 
Zeit und Ort des Aufleuchtens oder des Erléschens oder beider Momente bemerkt. Je 
volistiindiger diese Data erhalten worden sind, um so grésser ist die Sicherheit, mit 
welcher erkannt werden kann, welche von den an beiden Stationen beobachteten Er- 
schemungen sich auf einen und denselben Kérper beziehen, d. h. sich als correspon- 
dirende erweisen. Nach der Erfahrung ist die so erhaltene Ausbeute correspondirender 
Beobachtungen in der Regel eine geringe; daher ist es in hohem Grade wiinschens- 
werth, leicht anwendbare Kriterien zu haben, mittelst deren man die correspondirenden 
Beobachtungen erkennen kann. 

Es darf in der Hinsicht vorliiutig angenommen werden, dass die Momente des 
Aufleuchtens wie des Erléschens fiir beide Stationen gleichzeitig sind, sich also nur um 
den Meridianunterschied beider Orte yon einander unterscheiden. Nur ist dieses ein- 
fachste Kriterium, welches man vor allen tibrigen zu Hiilfe ruft, weder immer anwend- 
bar, noch stets untriiglich. Kine scharfe Angabe der Zeit an beiden Stationen ist niim- 
lich, zumal die Beobachtungen ziemlich viel Uebung erfordern, durchaus nicht hiufig; 
ausserdem ist es aber gar nicht so selten, dass zwei verschiedene Ixérper beinahe gleich- 
zeitig aufleuchten oder erléschen, als dass man sich auf die Uebereinstimmung der 
Zeiten allein verlassen diirfte; man darf diese nur als vorliutiges Kriterium gelten lassen, 
und muss sich, wie wir nun im Folegenden thun wollen, nach weiteren Erkennungszeichen 
umsehen. 

Ist das von beiden Stationen aufleuchtend gesehene Object ein und dasselbe, so 
miissen die Visionsrichttungen der beiden Stationen sich schneiden. Denken wir uns diese 
Stationen die eine von der anderen aus sichtbar, so muss der Ziclpunkt der Verbindungs- 
linie am Himmel mit den beiden Be obachtungsrichtungen auf einem gréssten Kreise 
liegen, da die Ebene des Dreiecks Station I. — Station II, — Object diesem gréssten 
Kreise entspricht. Dieselbe Betrachtung wiederholt sich fiir den Moment des Erléschens 


der Sternschnuppe; hiermit verfiigen wir denn iiber eine hinreichende Zahl yon Kriterien, 


— 809 — 


um uns vor Irrthiimern zu schiitzen). Es ist leicht, den analytischen Ausdruck fiir die- 
selben zu finden. 


Zu dem Ende seien: 
R der Abstand vom Erdmittelpunkte 
gp die verbesserte Polhéhe der Station I, 
s die Sternzeit 
/ . 
KR der Abstand yom Erdmittelpunkte | 
/ 4 ss . 
g die verbesserte Polhéhe * der Station IL, 
s’ die Sternzeit | 
K die beide Stationen verbindende Sehne, 
A, D beziehungsweise die Reetascension und Declination der Station TI. 
yon Station I. aus gesehen, 


so wird nach bekannten Formeln: 


R’ cos gy’ coss' — R cosy coss = K cos D cos A 
F’ cos gy’ sins’ — R cos sins = K cosD sin A 
R' sin gy! — R sing — a 7 eS 


Es seien ferner «%, 0 die Rectascension und Declination der Sternschnuppe, von 
Station I. aus gesehen, «’, 0’ Reetascension und Declination an Station II. beobachtet, so 
haben wir nach der bekannten Bedingungsgleichung fiir drei in einem gréssten Kreise 
liegende Oerter: 

tg D sin(u' — a) + tgd sin(A — a) — tgd’ sn(A —a) = 0... (0) 

Bezeichnen wir mit 2, y, z die rechtwinkligen Coordinaten in Beziehung auf ein 
System, dessen Fundamentalebene die Ebene des Erdiquators, dessen positive X-Axe 
nach dem Friihlingspunkt gerichtet ist, mit X, Y, Z die Coordinaten der Station I, mit 
X’, Y', Z die der Station I., mit @ den Abstand der Sternschnuppe von Station I, 
mit g’ den yon Station IL, so wird: 

z— X= 

x — X'= 0! cos 0’ cos a! y— Y' 
daher nach Subtraction der unteren Gleichungen von den oberen, wenn man sich er- 
innert, dass: 

X' — X = KeosD cs A Y'’—Y==KesDsnA Z' —Z= KsinD, 


o cosd cos y — Y = 0 cos0 sinus z2—Z=eo sind 
= o'cos0'sino’ 2— Z'= Q'sind’" 


o cos0 cosa — @' cosd’ cose’ = K cosD cos A 
o cosd sina — o! cosd’ sina’ = KcosDsinA\....... J 
0 sind — o' sind’ == K sin D 


Eliminirt man aus der ersten und zweiten dieser Gleichungen 9’, so findet man: 
o cosd sin(a’ — a) = KeosD sin(a! — A). ....... (I) 
eliminirt man dagegen 9, so ergiebt sich: 
0’ cos 8! sin(a! — «) = KeosDsin(a— A) ......~, (il) 
Die Formeln (II) und (III) sind sehr bequem zur Bestimmung von @ und gQ! und 
damit aller iibrigen zu suchenden Werthe, wenn « — @% nicht allzu klein wird. Wiirde 
dagegen vorzugsweise die Declination von der Sternschnuppenparallaxe afficirt, so miisste 
man sich anderer Formeln bedienen. Multiplicirt man die Gleichungen (I), die erste mit 


1) Der Fall, dass zwei Sternschnuppen nahezu gleichzeitig in einem gréssten Kreise erscheinen, 
der durch den Zielpunkt der Verbindungslinie zwischen den Stationen geht, und dass noch ausserdem 
die eine Sternschnuppe bloss auf der einen, die andere bloss auf der anderen Station bemerkt wird, 
ist schon zu selten, um viel Riicksicht darauf nehmen zu mussen, 

Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 102 
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sin 0’ cos af, die zweite mit — sind! sina’, die dritte mit — cosd’ cos 2a', so erreicht man 
ebenfalls die Elimination von 9’ und erhalt: 

cos) sin 0! cos(a! + «%) — @ sind cosd! cos 2c! 

— KcosD sind! cos(u’ + A) — KsinD cosd' cos2 a’, 
sin 0! cos D cos(a + A) — cos 0! sin D cos2o! 
© == "sin 0’ cos 0 cos (cu! + a) — cosd’ sind cos 2 a! 

Die Gleichung fiir —! ist analog der Gleichung fiir + @, natiirlich unter Vertau- 
schung von &, 0 mit «’, 0’ und umgekehrt. 


oder: 
SK 


Aus @ und Q’ berechnet sich dann: 

2 = Rosy coss + o cosd cosa = RF’ cosy’ coss' + @! cos 0’ cose! 

y = Reos@ sins + @ cosd sinw = FR’ cosy’ sins’ + 9! cosd' sina’ 

g= Kh sin? + @ sind = RF sing’ + Q! sin 0’. 

Es bedeute r den Abstand der Sternschnuppe vom Erdcentrum, @ und d die aus 
diesem gesehene Rectascension und Declination, d. h. also die Sternzeit und verbesserte 
Polhéhe des Ortes, fiir welchen die Sternschnuppe im verbesserten Zenith erschien, so ist 


bekanntlich: : , 
% =r cosd cosa y¥ =r cosd sina 2=T sind. 


Der Ueberschuss von 7 iiber den Radius vector des genannten Ortes auf der 
Erdobertliche, multiplicirt mit dem Cosinus der Verbesserung der Polhéhe liefert die 
Héhe der Sternschnuppe iiber der Erdoberfliche. Jener Cosinus darf tibrigens ohne 
Bedenken gleich 1 gesetzt werden, da die Verbesserung nur etwa 12’ im Maximum 
betrigt. 

Die wegen der unvermeidlichen Beobachtungsfehler immer nur nahe, nicht in 
liusserster Schiirfe zu verlangende Uebereinstimmung der Resultate aus (II) und (III) 
liefert sowohl eine Priifung der Richtigkeit der numerischen Rechnung, wie auch einen 
nachtriglichen Beweis, dass an beiden Stationen wirklich eim und derselbe K6rper beob- 
achtet worden ist. 

Die Formeln der eben vorgetragenen Methode lassen, wie man leicht bemerken 
wird, zu, die Héhe der Stationen iiber dem Mecre zu beriicksichtigen, was in einzelnen 
Fallen erheblich das Resultat verbessern kann. Man braucht zu dem Ende nur die 
Meereshohen auf dieselbe Minhcit, wie R und R’ haben, zu reduciren und zu letzteren 
Gréssen zu addiren; wenn man es aber noch genauer nehmen will, multiplicirt man zuvor 
die Héhen mit der Secante der Polhéhenverbesseruag. 


Hundertundsiebenundzwanzigste Vorlesung. 


Ueber den Radiationspunkt und dessen Herleitung. 


Die Vorschriften der vorhergehenden Vorlesung auf das Aufleuchten und das Er- 
Hac} ay 1] 4y° : s)y* Te) ’ rays 3 +7 ic } 
léschen einer Sternschnuppe angewandt, geben die geocentrischen Coordinaten derselben 
fiir die den beiden Momenten entsprechenden Zeiten, also den dazwischen zuriickgelegten 
Weg und endlich aus der Dauer der Erscheinung die Geschwindigkeit. Ehe wir jedoch 
aj 2 116 1Q >] 7)" . » » . , es 1} in + ; 7 
ein Beispiel einer solchen Rechnung geben, wird es niitzlich sein, die Aufmerksamkeit 
noch auf einen anderen wichtigen Punkt zu lenken. 


Es leuchtet ein, dass sowohl die Bewegung der Erde als auch die der Sternschnuppe 
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von dem Widerstande, welche letztere in der Erdatmosphire findet, hier abgesehen, 
sowie von dem gleichfalls hier unwesentlichen Umstande, dass die Sternschnuppe in der 
Regel die Katastrophe des Zusammentreffens mit der Erde und deren Atmosphiire nicht 
iiberdauert, fiir die Zeit einiger Stunden als cine gleichmiissige und geradlinige betrachtet 
werden kann. Dass bei solcher Annahme der geocentrische Lauf der Sternschnuppe 
ebenfalls in einen, wenn auch mit ungleicher Geschwindigkeit verfolgten gréssten Kreis 
falle, d.h. scheinbar geradlinig sein wird, wissen wir aus friiheren Betrachtungen. Stellen 
wir uns aber weiter die Frage, welchen geocentrischen Ort die Sternschnuppe in ge- 
nanntem gréssten Kreise nach Verlauf einer so langen Zeit einnimmt, als sich im 
aussersten Falle mit obiger Voraussetzung vertragen wiirde, mit anderen Worten, die 
Frage nach dem Endpunkte des geocentrischen Bogens, dem die Sternschnuppe sich 
fortwihrend nihert, ohne ihn iiberschreiten zu kénnen. Bezeichnen wir die rechtwinkligen 
geocentrischen Coordinaten fiir die aufleuchtende Sternschnuppe mit 2, y, z, die fiir die 
gewohnlich nur einige Secunden spiter erléschende Sternschnuppe mit a’, y’, 2’, ferner 
mit ® die erwiihnte Zeit, welche nach dem Erléschen oder vorher verfliesst, bis die 
Sternschnuppe den Endpunkt des geradlinigen Theiles ihres geocentrischen Laufes 
erreicht, mit ¢ und ¢’ die Zeiten des Aufleuchtens und Erléschens, mit P und Q bezw. 
die Rectascension und die Declination jenes Endpunktes, endlich mit g die Geschwindig- 
keit der Sternschnuppe relativ zur Erde oder die Grésse: 


Ve — 2)? + G! — 9)? + @ — 2) 
y= ft 3 


so haben wir: 
o (a’ — 2) 
—s 
/ —_ 
yy + ow = gt cosQ sinP 
& (2 — 2) 
{= 


a! + = g0 cos) cos P 


gt = g9 sing 


oder: 
ms + -— == g-cus ()*cos .P 


= g cosQ sin P 


< 
+ 
< 
| 
oe ce 


& (2 tered 


TRAE pany ag ee 4 


Da nun aber % sehr gross, gleichsam unendlich gross gewahlt werden soll, so 
; ne ‘ ; : ‘ eo af at 
verschwinden auf der einen Seite dieser Gleichungen die Glieder Gwe alee und 
man hat: 
a —2 
t! — 


yo —y 
five 


997008 (cose: 


= g cosQ sn P Pe ke Pak se, (OA 


ee = g sn Q 


Nimmt man hier das Vorzeichen von g positiv, so erhiilt man jenen Ort am Him- 
mel, nach welchen der geocentrische Lauf nicht bloss der cinzelnen Sternschnuppe, son- 
dern aller solcher Kérper gerichtet ist, welche bei dem Durchgange der Erde durch den 

102* 
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Meteorstrom sichtbar werden. Denn dieselben durchlaufen im Raume parallele Gerade 


mit gemeinschaftlicher Geschwindigkeit; es sind daher fiir alle za dem Meteorstrome 


gehorigen Kérper die Verhialtnisse : 
/ 


oe per stg PE 
Tog (Oder ty 

und: ; 
a —* oder secP tg Q 
ae 


dieselben. Der betreffende Punkt wird, weil die feurigen Linien des Sternschnuppen- 
falles nach ihm convergiren, Radiationspunkt der Convergenz, der demselben dia- 
metral gegentiberliegende, von welchem die Sternschnuppen eines und desselben Schwarmes 
mz kommen scheinen, Radiationspunkt der Divergenz genannt. Fiir das November- 
phinomen fiallt der letztere Punkt nahe an y Leonis, weshalb der das Phinomen ver- 
ursachende Strom, dessen knotenférmige Verdichtung den Kometen I. 1866 bildet, Strom 
der Leoniden genannt wird. Der dem Augustphinomen entsprechende, dessen Ver- 
dichtung den Kometen III. 1862 ausmacht und dessen Divergenzpunkt in eine Stelle des 
Perseus mit der Rectascension 44°, der Declination + 56° fallt, fiihrt deshalb auch den 
Namen der Perseiden. 

Zur Bestimmung des Divergenzpunktes bedarf es nach dem Vorhergehenden nicht 
der correspondirenden Beobachtungen, sondern nur des Eintragens der in einer Nacht 
bemerkten Sternschnuppenbahnen in gute Sternkarten und der Construction des allen 
wenigstens nahezu gemeinsamen Durchschnittspunktes. (Man muss hier beriicksichtigen, 
dass die Sternschnuppe sich in einem widerstehenden Mittel bewegt, dessen hemmender 
Einfluss ja durch das Gliihen der Sternschnuppe am besten bezeugt wird, ferner, dass 
das Auge des Beobachters an der Drehung der Erde theilnimmt, und dass noch andere 
stérende Einfliisse das Zustandekommen eines strengen Radiationspunktes verhindern.) 

Ehe wir, wie in der zweitnachsten Vorlesung geschehen soll, zeigen, dass aus der 
Lage des Divergenzpunktes und der Geschwindigkeit alle Elemente der Bahn des Stern- 
schnuppenringes abgeleitet werden kénnen, mag an einem Beispiele die Anwendung der 
oben gegebenen Formeln fiir correspondirende Beobachtungen erliutert werden. 

I. Die folgende Berechnung hat Herr Chas. P. Olivier von der Licksternwarte 
beigetragen. Die Beobachtung des Meteors ist entnommen aus den Lick Observatory 
Contributions, Nr. 5. 


Fiir Mt. Hamilton: Brette: << wheal? 38’ 43"\4 
Lange ....+837 20 25,6 
Meteor gesehen um 15» 45™ 18s mittlere Ortszeit. 
Ort des Aufleuchtens . . . &% = 348%5 d= + 2890 
== 00.0 d= + 168 
Fiir Mt. Diablo: Breite., ... J2io ae 48.3 
Linge. 35 “ST 52 55,5 


Ort des Verschwindens .. @ 


Meteor geschen um 15 44™ 14s mittlere Ortszeit. 


Ort des Aufleuchtens . . . &% = 1290 O=-+ 5°95 


Ort des Verschwindens . . a= 17,0 6 = — 17,0 
Geocentrische Coordinaten: 
Mt. Hamilton: X, = 0,77042 Mt. Diablo: X, = 0,76577 
Y, = 0,20103 Y, = .0,19602 
4, = 0,603'34 Z, = 0,61079 
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Sternzeit — Oh 58m 30s Sternzcit — Oh 57m 26s 
log R, = 9,99956 log Rg = 9,99954 


@', = 379 9 10,7 @, = 87° 41! 37"5 


a Siads 12,87" 
De= 44°27 10 
log K = 3,00458 


I. Fiir den Moment des Verschwindens ist: 


Controle: 
log 0, = 8,03856 log Qg = 8,17221 
log x, == 9,892138 log X_ == 9,89203 
log yy == 9,29412 log ¥, = 9,29611 
log 2, = 9,78272 log 2. = 9,78278 
a a 46? ne ae ae aie 
eo, = 87-0 16 Oj ==-+- 87 0 28 
log ry = 0,003 66 logr, == 0,00370 
Hohe — 33,51 Meilen Hobe = 33,84 Meilen 
Breite des Endes der Bahn = + 37911’ 31” 
Linge des Endes der Bahn = 122 6 27 


Die Controlformel (©) giebt, auf den Endpunkt der Bahn angewendet, fiir 


die Summe der drei Glieder statt Null etwa 0,06, was eine geniigende Ueberein- 
stimmung ist. 


Hundertundachtundzwanzigste Vorlesung. 


Unabhingigmachen der Bestimmung yon der Forderung der 
Gleichzeitigkeit. Vereinfachende geometrische Betrachtungen und 
Construction. Angabe der bleibenden Unsicherheit. 


Natiirlich ist es zuweilen misslich um die Anforderung der Gleichzeitigkeit der 
Beobachtung des Aufleuchtens und Verschwindens bestellt. Derselbe Umstand tritt nun 
aber in noch viel entscheidenderer Weise hervor, wo wirklich scharfe Bestimmungen der 
Zeit vorliegen; man macht da die Erfahrung, dass das Aufleuchten an der einen Station 
hiufig erheblich spiter bemerkt wird als an der anderen, ja hiufig sogar erst dann, 
nachdem fiir die eine Station schon das Erléschen eingetreten ist. Vorwiegende Ur- 
sache dieser Erscheinung scheint nicht die Verschiedenheit in der Entfernung von beiden 
Stationen zu sein, sondern vielmehr die Phasenverschiedenheit der Brennflichen: denn 
es hat sich gezeigt, dass in der Mehrzahl der Fille gerade die nahere Station spiter 
beobachtet. 

Bei so bewandten Umstiinden ist es doppelt wiinschenswerth, der Gleichzeitigkeit 
der Beobachtungsmomente ganz entbehren zu kénnen. Durch die folgenden Betrachtungen 
erlangen wir aber noch mehr als dies; wir werden in den Stand gesetzt, anzugeben, im 
welchem Grade die unvermeidlichen Beobachtungsfehler auf die Sicherheit des Resul- 
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tates einwirken. Ohne dass ein solches Urtheil erméglicht wird, haben die Rechnungs- 
resultate nur geringen Werth und kénnen, wenn man allzu vertrauensvoll Folgerungen 

~ 2 oe Ld os ot ee 35 
aus ihnen zieht, zu falschen Ansichten (wie z B. tiber die Héhe der Atmosphire) Ver 


5 § 


lerselben werden. ue 
io Der in der Vorlesung 127 definirte Radiationspunkt der Divergenz, auch Radiations- 


punkt schlechthin genannt, hat offenbar nicht bloss locale Bedeutung der ae ie a 
einem anderen Beobachtungsorte auch ein anderer Radiationspunkt Ee, vielmehr 
miissen eben die scheinbaren Bahnen der verschiedensten Stationen diesen her ae 
Sphare mit einander gemein evo vorausgesetzt, ze die pee eee a i P ae 
ein grésseres Zeitintervall von einander getrennt sind. Die Bal n an der Station 
schneidet sich also mit der an der Station II. beobachteten im Radistionspmukte. Hemipr: 
der Zielpunkt der Sehne zwischen beiden Stationen, dessen Rectascension wee Decli- 
nation wir oben mit A und D beziehungsweise bezeichneten 2 beschreibt wahrend der 
Dauer des Meteors am Himmel den Bogen eines Parallelkreises. Wegen der immer 
sehr kurzen Dauer der Erscheinung der Sternschnuppe kann aber dieser Bogen vernach- 
lissigt werden, also A sowohl wie D wihrend jener Dauer als constant behandelt 
werden. Wir wissen nun aber, dass der grésste Kreis, welcher einen Ort der Bahn aus 
Station I. mit dem entsprechenden der Bahn auf Station II., wie er hier bei Biiengce 
Gleichzeitigkeit hatte beobachtet werden miissen, verbindet, ele oes den Ziel- 
punkt der Sehne geht. Von den sechs Oertern auf der Sphire: die Zenithe oes 
Stationen, zwei correspondirende Oerter am Anfange der scheinbaren Bahn und zwei 
am Ende derselben, lisst sich demnach Folgendes behaupten: 

Verbindet man die Zenithe beider Stationen durch einen gréssten Kreis und 
ebenso die correspondirenden Oerter paarweise durch grésste Kreise, so gehen 
diese drei gréssten Kreise durch den Ort, dessen Rectascension mit -A, dessen 
Declination mit D bezeichnet wird. 

Desgleichen, gehen drei grésste Kreise durch den Radiationspunkt der Diver- 
genz oder der Convergenz, namlich die scheinbare, an beiden Stationen beob- 
achtete, durch Anfangspunkt und Endpunkt gegebene Bahn und die daraus her- 
muleitende, wie sie aus dem Erdmittelpunkte gesehen worden wire. 

Nach dem eben Gesagten ist es nun offenbar fiir den Zweck der Berechnung eines 
correspondirenden Sternschnuppenfalles nicht mehr erforderlich, dass das Aufleuchten 
oder Erléschen ein an beiden Stationen gleichzeitig wahrzunehmendes Moment sei. Denn 
man kann immer zu einem beliebigen Orte der scheinbaren Bahn in Station I. den ent- 
sprechenden Ort fiir Station H. dadurch finden, dass man durch den Zielpunkt der Sehne 
und jenen Ort einen groéssten Kreis legt; der Durchschnittspunkt desselben mit der 
scheinbaren Bahn der Station IL. ist der gesuchte correspondirende Ort. 

Hines angeniherten Vermerkes der Zeit einer beobachteten Sternschnuppe bedarf 
es tibrigens stets, um iiber die Correspondenz zu entscheiden, einmal schon deshalb, weil 
es ja durchaus nicht unmdglich ist, dass zwei verschiedene Kérper zu zwei verschiedenen 
Zeiten in einer und derselben Bahn oder vielleicht doch wenigstens in einer und der- 
selben Ebene laufen; dann aber auch, weil der Zielpunkt der Sehne, d. h. die Rect- 
ascension A und die Declination D seines Ortes sonst nicht bestimmt werden k6énnen. 
Beiliufig sei noch einmal darauf aufmerksam gemacht, dass man diese beiden Gréssen, 
so lange die beiden Stationen dieselben bleiben, nur einmal fiir irgend eine Zeit, z. B. 
fiir die Sternzeit 0» der Station I. nach trigonometrischen Formeln zu berechnen braucht. 
Denn, da die Sehne zwischen beiden Stationen eine Kegelfliche beschreibt, der am 
Himmel cin Parallelkreis entspricht, so ist D constant und A wichst wie die Sternzeit. 
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Wir kénnen nun das Wesentlichste der ganzen Rechnung in einige wenige leicht 
zu behaltende Formeln zusammendringen, wenn wir uns die Kinfiihrung von ein paar 
Symbolen gestatten. So bezeichnen wir mit (#A) den durch die Gleichung: 

cos(% A) = sind sinD + cos0 cos D cos(a — A) 
zu bestimmenden Bogen eines grissten Kreises, welcher zwischen dem Zielpunkte der 
: ; are ae 
Sehne K und dem Orte von der Rectascension « und der Declination 6 liegt, an welchem 
die Sternschnuppe auf Station I. geschen wurde. Die Rectascension und die Declination 
des correspondirenden Ortes auf Station II. scien bezichungsweise #, und 6, so. stellt 
nach obiger Bezeichnung, und wenn man noch bestimmt, dass die Bogen unter 180° 


bleiben sollen, (@ A) den inneren Winkel des ebenen Dreiecks Station I. — Station II. — 
Sternschnuppe vor, an dem Punkte Station I. gelegen; («! A) — («A) ist offenbar der 
Winkel an der Sternschnuppe, und wir haben daher sehr einfach: 
sin (a A) x 
=--— ° A 
° sin {(«' A) — (a A)} 
; sin (0 A) 


mie Aaa 

Betragt der Beobachtungsfehler, welchen man bei dem einzelnen Orte zu befiirchten 
hat, ¢ Grade, so kann der daraus fiir («# A) und fiir (# A) entspringende Fehler gleich- 
falls bis zu ¢ Graden steigen, jedoch nur in dem allerungiinstigsten Falle, dass der 
Beobachtungsfehler gerade in der Richtung des gréssten Kreises begangen worden ist, 
in welchen jene Bogen fallen. 

Der im natiirlichen Logarithmus von @ schlimmsten Falles zu befiirchtende Fehler, 
entsprechend der Annahme, dass die Fehler der beiden Bogen («%.A) und (a A), im 
entgegengesetzten Sinne begangen, sich verstirken, wird gleich: 

ai A | ota {(a! A) — (a A)} — = colg (o' A)), 


folglich der Fehler des Werthes von @ selbst gefunden aus der Gleichung: 


Tp ade Sr 2ee | cotg {(a’ A) — (%A)} — i cotg («' A)]. 
Durch dieselben Betrachtungen findet man fiir 49’, d. h. den Fehler von 9’: 
ST oe = Ere cota {(a! A) — (a A)} — _ cotg (c 4)|. 


Ist nun, wie friiher angegeben, die geocentrische Rectascension a, die zugehérige 
Declination d der Sternschnuppe und ihr Abstand vom Erdcentrum r berechnet, so wird, 
wie leicht einzusehen, der zu befiirchtende Fehler in r oder in der Héhe der Stern- 
schnuppe aus der Gleichung: 


4dr = cos(aa) 40 = cos(e' a) 40! 
zu bestimmen sein. Die Lingeneinheit ist der Aequatorialhalbmesser der Erde. 
# und 0’ sind Rectascension und Declination des Durchschnittspunktes zweier 


eréssten Kreise. Wie die Coordinaten eines solchen bestimmt werden, haben wir bei 
einer friiheren Gelegenheit gesehen. 
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Hundertundneunundzwanzigste Vorlesung. 


Bestimmung des von dem Meteor oder Meteorstrom um die Sonne 
beschriebenen Kegelschnittes. 


Es liegt uns jetzt ob, das zweite Hauptproblem der Sternschnuppentheorie zu be- 
handeln, die Bestimmung der Bahn, welche dieselben um die Sonne beschreiben. Dazu 
du dy dz 
gt? at dt 
Componenten der Geschwindigkeit relativ zur Erde, mit welcher sich die Sternschnuppe 
in der Richtung nach dem Radiationspunkte der Convergenz zu bewegen scheint, 
aX dY dZ 
te Sat eae. 
Componenten der Geschwindigkeit des Meteors, relativ zur Sonne, ausgedriickt durch: 


bieten sich nun leicht die folgenden Gesichtspunkte. Sind die drei 


die Componenten der Geschwindigkeit des Erdcentrums, so werden die 


dx dx dy ad Y dz dZ 
ae eae Feagtat qn Wage 


Geometrisch wird also die totale Geschwindigkeit der Sternschnuppe in ihrer Bahn 
vorgestellt durch die Diagonale eines Parallelogramms, welches die relative Geschwindig- 
keit zur Erde und die Geschwindigkeit der letzteren selbst zu Seiten hat. 

Da nun das Parallelogramm eine ebene Figur ist, so folgt, dass derjenige Punkt 
des Himmels, auf welchen die Tangente an die Sternschnuppenbahn zielt, in einen 
gréssten Kreis fallt, welcher den Zielpunkt der Tangente der Erdbahn mit dem Con- 
vergenzpunkte des Meteorstroms verbindet. 

Kennt man von den genannten Stiicken ausser dem Kadiationspunkte entweder die 
beiden Seiten oder eine Scite und die Diagonale, so kann man offenbar simmtliche 
Winkel des Parallelogramms, also auch den Zielpunkt der Diagonale oder Tangente auf 
dem Bogen jenes gréssten Kreises vollkommen bestimmen. Wir werden gleich und 
noch besser weiter unten die Fruchtbarkeit dieser Betrachtung kennen lernen. 

Nach dem eben Gesagten sind uns, wenn die Geschwindigkeit irgend woher bekannt 
ist, sogleich auch zwei Richtungen bekannt, welche in die Bahnebene der Sternschnuppe 
fallen miissen; die eine ist die Richtung der Tangente an die Bahn, die andere die 
Richtung nach der Sonne, weil fiir die Beobachtung die Radienvectoren der Erde und 
der Sternschnuppe als zusammenfallend betrachtet werden diirfen. Die Linge der Erde 
zur Zeit der Beobachtung ist also 63 oder gy der Sternschnuppenbahn, je nachdem der 
Zielpunkt der Diagonale des Parallelogramms eine nérdliche oder eine siidliche Breite 
hat. Der durch letzteren Ort und die Sonne gelegte grésste Kreis reprisentirt die 
Bahnebene. 

Hiernach ergeben sich nun ohne Miithe die folgenden Formeln, in denen Lingen 
und Breiten zu Grunde gelegt sind, da diese Coordinaten hier wirkliche Vorziige vor 
den Reetascensionen und Declinationen besitzen. 

Ks seien 4 und B bezichungsweise die Liinge und die Breite des Convergenzpunktes, 
L die Lange des Zielpunktes der Tangente an die Erdbahn, V die Geschwindigkeit des 
Meteors in seiner Bahn um die Sonne, © die Linge der Sonne, 0 der Bogen des 
grossten Kreises, welcher den Convergenzpunkt mit dem Zielpunkte der Erdbewegung 


ed ee 


verbindet, y die Neigung dieses gréssten Kreises gegen die Ekliptik, dann wird nach 
bekannten Formeln fiir sphirische Dreiecke : 
= tg B 
toy — ae (A — L) . . . . . . . . . . . (1) 
sinB 


sind = — 
sin y 


. . . . . . . . . . ‘ ‘ ‘ (2) 


Zur Priifung kann die Relation: 
cos) = cosBcos(A—L) «. . sw.» » ww » » (8) 
dienen. 

Bezeichnen wir noch mit w den Winkel, welchen die Richtung der Tangente der 
Meteorbahn mit der Tangente an die Erdbahn einschliesst, sowie mit 7’ die Geschwindig- 
keit der Erde, so liefern die Kigenschaften des oben genannten Parallelogramms die 
Relation: 


sin(8— mn) = ond. eee 


Ferner wird der Winkel, welchen die Tangente der Meteorbahn mit dem Radius 
vector, also mit der Richtung nach der Sonne macht, welchen Winkel wir mit 6 be- 
zeichnen wollen, durch die Gleichung: 

cos6 == cosw cos(L — ©) — sinw sin(L — ©) cosy 
gefunden. 

Zur Berechnung der Neigung 7 hitte man dann die Proportion: 


SIN1 3 SIN'Y == SIN WwW: sine. 
Es lassen sich aber diese beiden letzteren Formeln nur zur numerischen Priifung, 


nicht aber zur yollstindigen Berechnung verwenden, da nach ihnen unbestimmt bleiben 
wiirde, ob die Bewegung direct oder retrograd ist und ob: 


2 = © oder~= 180°+ ©, 


Wenn man diese Entscheidungen haben will, die bei Sternschnuppenbahnen ganz 
ebenso nothwendig sind, als bei den Bahnen von Kometen, so kann man sich nicht 
davon dispensiren, die Linge / und die Breite b des Zielpunktes der Tangente an die Stern- 
schnuppenbahn (wie sich hier von selbst verstehen diifte, in der Richtung der Bewegung 
genommen) zu berechnen. Gliicklicherweise ist das sehr einfach, denn die Formeln fiir 
rechtwinklige Dreiecke, dieselben, welche wir oben angewendet haben, ergeben die 


Relationen; 
BO US URI 5 e's Ss a 8: ne, AD) 
: igb 
sin (I * Tage L) —— iy . . e . . . ° °. . . . (6) 
Auch ist offenbar: 
tg b 
j FF eee le . . . . . . . . . ° . ° mi 
tg sin(O — i) ( ) 
(ORO = Ce D COB{ yi —E)i ae os ow ce (8) 
Es ist 2 — 180° + ©, wenn D positiv, 6&2 = ©, wenn b negativ; die Bewegung 
ist direct, wenn sin(@ — 1) positiv, retrograd, wenn diese Grésse negativ wird. 


Bezeichnen wir den gemeinschaftlichen Radius vector von Erde und Meteor durch 
r, so stellt die Grésse: 
Vr sino 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 103 
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die doppelte Flichengeschwindigkeit der Meteorbahn vor, also den Werth von: 


Die Einheit der Zeit wird hier statt der Secunde der Sonnentag, die EKinheit des 
Raumes die halbe grosse Axe der Erdbahn. Bekannt ist uns hiernach auch die Formel: 


2 1 
yor f2—4 . oe . . . . ° . . (10) 


wo a die halbe grosse Axe der Meteorbahn vorstellt. 

Man hiitte somit, wenn V, unserer Voraussetzung gemiass, als bekannt angesehen 
werden diirfte, nach (9) den Werth des halben Parameters der Bahn, nach (10) die 
halbe grosse Axe, folglich auch die Excentricitit e, endlich auch nach der bekannten Formel: 


eos eee ol ee ee |, 


die wahre Anomalie v. Letztere fillt in den dritten oder vierten Quadranten, wenn r 


abnimmt, d. h. cos@ oder cos(l — ©) positiv ist, in die beiden ersten Quadranten, wenn 
r wichst, d. h. cos(l — ©) negativ wird. Endlich ist: 
c — 6) == Soy, wenn b noérdlich, ) 


mn ey Ae 160 wg eidiichs (0 a en! 


Das obere Zeichen gilt bei directer, das untere bei retrograder Bewegung. Aus v 
ist dann schliesslich noch die Perihelzeit des Metcors auf bekannte Weise zu berechnen. 

Die Linge ZL des Richtungspunktes der Erdbewegung pflegt in den Ephemeriden 
nicht angegeben zu werden, ebenso wenig die Geschwindigkeit Z der Erde. Die 
Gleichung (10), auf die Erdbewegung angewandt, giebt: 


f 2 — 11), 


wonach dann weiter die doppelte Flichengeschwindigkeit der Erde: 


- [2 
UME (OO BV br Vs — 1sin(©@ — D) 


= kV 1 — (0,01678)? = 0,9998 &. 
(Die Grésse 0,9998 stellt den Semiparameter der Erdbahn yor.) Daher haben wir fiir 
L die Formel: 
. 0,9998 
sin —_ 4@ SS . . . . ‘ . 
( ) y2r — 72 a ge (13) 
y . ‘ka . 1g ‘ . bey : . © * 
Zur Erkennung des Quadrant n von @ — L dient die Bemerkung, dass der erste 
Quadrant zu wiihlen, wenn r abnimmt, der zweite, wenn r im Wachsen begriffen ist. 


*) Mit Vernachlissigung der Krdmasse. 
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Hundertunddreissigste Vorlesung. 


Fortsetzung der Untersuchungen aus Vorlesung Hundertundneunund- 
zwanzig. Rechnunesbeispiel. 


Die Voraussetzung, die wir vorliufig gemacht, dass V aus den Sternschnuppen- 
beobachtungen, d. h. aus einer directen Bestimmung der Geschwindigkeit mittelst Ver- 
gleichtng des zuriickgelegten Weges und der Dauer der Sichtbarkeit bekannt sei, trifft 
nur ausserst selten zu, ja wohl niemals ausser jenen Gelegenheiten, wo der Nachweis zu 
liefern ist, dass : 


Pale 


und somit die Bahn des Meteors cine Hyperbel gewesen sein miisse. 

Wo es aber nicht bloss darauf ankommt, zu erkennen, dass die genannte Grenze 
iiberschritten sei, sucht man die Umlaufszeit aus den Jahren besonderer Hiufigkeit der 
Sternschnuppen des bestimmten Radiationspunktes zu ermitteln. So hat z B. der 
amerikanische Astronom Newton festgestellt, dass das Novemberphinomen nach 33 bis 
34 Jahren einen besonderen Glanz entfaltet, dass also die Umlaufszeit der dichteren 
Stelle des Meteorringes zwischen 33 und 34 Jahren, genauer noch, dass sie 33,25 Jahre 
betrage. Dieser entspricht der Werth der halben grossen Axe: 

a = (33,25)% = 10,340, 


und der Werth von V, da nimlich r = 0,98894, ; — — = 1,9257: 


V = 0,02387. 

Was ein anderes Beispiel, den Augustfall, betrifft, so ist derselbe nach den Zu- 
sammenstellungen von Ed. Biot und Quetelet besonders stark in folgenden Jahren 
bemerkt worden: 830, 833, 835, 841, 925, 926, 933, 1029, 1263, 1451, 1779, 1784, 
1789. Sucht man diese Zahlen unter die Form: 


& + 0m 
m bringen, wobei m die Anzahl der vom Anfange der Reihe an vollendeten Umliufe, 
yn die Dauer eines solchen, € die Anfangsepoche darstellt, so findet man § = 827,6, 
n = 105,7. Verstiirkte Augustfille wiirden hiernach um folgende Jahre herum gewesen 


sein: 828, 933, 1039, 1145, 1250, 1356, 1462, 1567, 1673, 1779; das n&chst bevor- 
stehende Maximum wiirde gegen das Jahr 1885 fallen. 

Hiernach wiirde sich a fiir den Augustschwarm gleich 22,355, die Geschwindigkeit 
V in demselben zu 0,02389 ergeben. 

Unter der Voraussetzung, dass der Sternschnuppenschwarm eine sehr gestreckte 
Bahn durchliuft, wird, wenn man auf die eben angegebene Art keine Anniherung von 
a erhalten kann, auch die Annahine: 


ih == {09} 


einen fiir die Rechnung brauchbaren Werth von V liefern. Man ist also immer im 
Stande, aus dem Radiationspunkte die Grisse 6 — w, welche man ganz passend die 
Aberration des Radiationspunktes nennen kénnte, da sie durch die Krdbewegung ver- 
anlasst wird, mittelst der Formel (4) voriger Vorlesung: 

103* 


sin(d — w) = sind ie 


zu berechnen; wir haben gesehen, dass sich daraus dann alle Elemente der Meteoriten- 
babn vollstiindig bestimmen. Man begreift also leicht die Wichtigkeit und das Interesse 
des Constatirens der vielen Radiationspunkte, welche aufmerksame Beobachter, wie 
Ileis, Jul. Schmidt und Andere, am Himmel bemerkt. 


Kin Maximum des Novemberphinomens fiel auf 1866, 


Rechnungsbeispiel. 
Die Linge und die Breite des Convergenzpunktes 


November, 13,59 Mittl. Berliner Zeit. 
waren beziehungsweise: 


Aves 323° 12! 

p === 16% 16' 
Ausserdem ergiebt das Jahrbuch: 

©) SS aera! 

r= 9889, 


folglich nach Formel (13), da 7 abnimmt: 
QO—L=— 89 8! 
UG VAAN 
Da 4 — L = 180° 52’, erhilt man nach (1) und (2): 
ys 4850 1279 
Ora a hohe. 
Die Formel (3) zeigt, dass 0 im dritten Quadranten liegt, da sowohl sind als cos 6 
negativ ausfallen. 
Gleichung (4) oder ihre oben angefiihrte Transformation ergiebt: 
0 — w = — 7° 29'3 
a= 19Te4T DS, 


sodann erhilt man nach (5) und (6): 


b = — 17° 43'6 
b— T= 18103 2.0. 
In diesem Quadranten, nicht im vierten, muss 1 — ZL gewahlt werden, damit nicht 
tgi nach (7) unzulissigerweise negativen Werth annimmt. Es wird danach: 
Grex oa ioe: 
CG) > tha 2090 507! 
eae be ae © 8 
Da hier sin(© —1) negativ wird, ist die Bewegung retrograd. Da b negativ, so ist: 
on Oe Bo 


Die Formel (8) ergiebt: 
Gis 908 91.6. 
wonach dann weiter nach Relation (9): 
k Vp = Vr sino, 
weil V nach (10) = 0,02387: 
logp == 0,27488, 
und da bekanntlich p = acos p?: 
p = 649 44/3 
¢ = sing = 0,9044. 
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Formel (11) liefert den Werth der wahren Anomalie v mit Riicksicht darauf, 
dass 6 ein stumpfer Winkel: 


nach (12) wird: 
% — $i =v = 188! 37’, 


also die Liinge des Perihels = 60° 5’, 
Die Periheldistanz q oder die Grosse a (1 — e) findet man: 


Gi=3,0,988b. 
Aus obiger wahrer Anomalie von 8° 37! folgt noch, dass der Durchgang durch 
das Perihel auf: 
1866 Nov. 7,27 Mittl. Berl. Zeit fiel. 


Hundertundeinunddreissigste Vorlesung. 


Vergleichung der durch Berechnung des Radiationspunktes 
gefundenen Bahn mit Kometenbahnen. 


Vergleichen wir die aus dem Convergenzpunkte des Novemberphinomens eben 
abgeleitete Bahn mit bekannten Kometenbahnen, so finden wir, dass die Elemente des 
Kometen I. 1866 damit die auffallendste Uebereinstimmung zeigen, das Element der 
Epoche des Perihels, welches hier, wie wir leicht erkennen werden, keine bedeutende 
Rolle spielt, allein ausgenommen. Zur besseren Uebersicht setzen wir die beiden Ele- 
mentensysteme neben einander. 


Novemberphinomen Komet I. 1866 
(Perihelzeit) . . . Nov. 7,27 1866 Januar 11,197 
De ot te es AES pe) L800) 1.9 

hay a ee ee oe 2319) 26),1 

$i Pn. ame MRA O del: 17271841 
Gree ese. S80 0,9765 
6s + a OD RO4E 0,9056 
Ge es a ee 10,324 
tetrograd Retrograd. 


Bei Vergleichungen dieser Art, zu denen die nicht geringe Zahl von Meteorstrémen 
jetzt hiiufiger Gelegenheit bietet, darf man iibrigens nicht vergessen, dass die in dem- 
selben sich bewegenden Kérper in einem Ringe einander folgen, und dass auch der 
dichtere Theil dieses Ringes sich iiber einen betrichtlichen Bogen erstreckt. Selbst bei 
dem Novemberfalle, bei welchem der Umstand der Verdichtung des Ringes in einem 
kleinen Theile desselben am deutlichsten hervortritt, hat man dennoch eine besonders 
glinzende Erscheinung in zwei bis drei auf einander folgenden Jahren, woraus zu 
zu schliessen, dass der Bogen besonderer Verdichtung etwa in zwei Jahren durchlaufen 
wird. Hieraus ist dann ohne Weiteres klar, dass auf die Uecbereinstimmung der Perihel- 
yeiten der Meteore und eines damit in Bezichung zu setzenden Kometen nichts ankommt. 
Aber auch der Querschnitt des Stromes an der Stelle, wo ihn die Erde passirt, ist viel 
zu bedeutend, als dass man annehmen diirfte, die Krde treffe bei ihrem Durchgange die 
dichteste Stelle, mit anderen Worten, es lasse sich die Voraussetzung der Gleichheit der 
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Radienvectoren von Erde und Meteorring an dieser Stelle fiir die ganze Breite des Stromes 
verantworten. Der Meteorstrom des Augustfalles zB. hat nach Erman’s Schitzung 
einen Querdurchmesser yon iiber 800000 geographischen Meilen. Man darf daher nicht 
nur nicht erwarten, dass dieser Meteorstrom in seinem Schnitte mit der Erdbahn auch 
fiir seine dichteste Stelle, welche nach Schiaparelli’s Theorie den Kometen III. 1862 
ausmacht, in Strenge den Radius vector der Erde habe, wie es die vorhergehenden 
Rechnungen voraussetzen miissen, sondern kann im Voraus des Gegentheils gewiss sein. 
Denn ein centraler Durchgang der Erde durch den Strom oder gar durch den Kometen 
selbst hat in hohem Grade die Wahrscheinlichkeit gegen sich. Nach dem Gesagten hat 
es denn auch nichts Auffallendes, wenn dic Periode des verstirkten Falles, bei dem 
Augustfalle eine Periode von 105,7 Jahren beispielsweise, nicht innerhalb der nach den 
Beobachtungsfehlern zu setzenden Grenzen mit der Umlaufszeit des Kometen tiberein- 
stimmt. Der genannte, dem Augustschwarme entsprechende Komet hat nach Oppolzer’s 
sorefiltiger Rechnung eine Umlaufszeit von 121,502 Jahren. Der Unterschied der beiden 
Perioden liisst sich, wie bemerkt, nicht aus Fehlern der Beobachtung, sehr gut aber aus 
der Breite des Stromes, nach welcher die bekannte Voraussetzung iiber r fiir den 
Kometen selbst schon merklich unrichtig wird, erkliren. Am meisten wird durch solchen 
Umstand ausser der Perihelzeit der numerische Werth des Unterschiedes beider Um- 
laufszeiten beeinflusst. 

Es erscheint iibrigens nicht angebracht, so lange man nicht weiss, ob eine identische 
Kometenbahn aufzufinden, die Berechnung der Meteoritenbahn in der obigen Art anzu- 
legen, vielmehr scheint eine Recognoscirungsmethode mit abkiirzenden starken Niihe- 
rungen ganz am Platze. Solche wollen wir daher noch ableiten, um so mehr, als sich 
hier noch Gelegenheit zu wichtigen Bemerkungen bietet. 

In der Regel wird man die Geschwindigkeit der Sternschnuppe der parabolischen 


a 
Bewegung geiniss, also V = k 2 annehmen. Ausserdem erlauben wir uns, bei der 
bekanntlich sehr geringen Excentricitit der Erdbahn r = 1 und L = © — 90° zu setzen 


Hiernach kann man den Recognoscirungsformeln eine fusserst einfache Gestalt geben. 
Unsere dahin fiihrenden Betrachtungen illustriren wir durch Fig. 67. 


Fig. 67. 
>» Convergenzpunkt 
der Bab des Meteors. eee ha 
wee phe ~~ Gielpunkt der Meteorbewegung 
eed 8 
P eee ot 
ee = ae 
ae ams ae 
Sonne Wkliptik Zielpunkt der Erdbowegung 


Wir behandeln nun nicht, wie oben, die aus dem Krafteparallelogramm abzuleitenden 
Formeln rein analytisch, sondern beriicksichtigen die g@eometrischen Eigenschaften des 
Parallelogramms, dass keiner der Winkel desselben zwei rechte iibersteigen darf, und 
ferner die Lage der Diagonale. Es soll hiernach 0, d. h. der Winkel zwischen dem 
Zielpunkte der Erdbewegung und dem Convergenzpunkte, 180° nicht iibersehreiten und 
der Zielpunkt der Meteorbewegung soll in diesen Bogen hineinfallen. Es folet dann 
sogleich fiir 7 die Liinge des Ziclpunktes der Meteorbewegung, dass: if 


— 


l = e wenn A — L < 180? 


= 


oe 
<— 


wenn A — J, > 1800 
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Dieses festgesetzt, wird auch der Winkel 0 nach der Formel: 
cos B cos(A — L) 
cos B cos(A — © + 90°) 
— cos B sin(A — ©) 
vollkommen bestimmt. Ferner hat man immer sehr angeniihert: 


sin (0 — w) [1 
sind sal 2? (genauer = ¥ 1 — 1/, r) 


cos 0 


Il Ul ll 


und dann weiter: 
tg w cotg (1 — ©) 


tg 0 cotg (A— ©) 


sin w sinb 
sind sin B 
gb _sin(L—Z) __os(—0) 
tgB ~~ sin(A—L)~—cos(A— ©) 
eres tg b a tg B cotg (L— ©) 
‘ sin(© — 1) cos (A — ©) 
_ tgw tg B 
~ #98 sin(Q—A) 
Setzen wir hier fiir sin (Q — 4) seinen Werth aus der Gleichung: 


cos0 = cos B sin(@ — A) 


sin B 


sind 


ein, so erhalten wir: 


+ tgt = 


-tgw. 


Das doppelte Vorzeichen kommt wegen der Unterscheidung, ob S& = © oder ob 
= 180° + ©, und ist so zu wihlen, dass tgi positiv wird. 
Da nach den obigen Betrachtungen sind sowohl wie sinw stets positiv sind, so ist 


sin b 

auch B positiv, d. h. es sind stets b und # entweder beide nérdlich oder beide siid- 
sin 

lich. Dieser Umstand iiberhebt uns der Miihe, 6 selbst zu berechnen, und es ist einfach: 


Goes 23 wenn # positiv, 
~ §? wenn B negativ. 

Die Identitit der Meteorbahn mit einer Kometenbahn muss fiir sehr wahrschein- 
lich, beinahe fiir gewiss gelten, wenn nicht bloss §¢ und 7 einer Kometenbahn mit den 
entsprechenden Werthen der Meteorbahn tibereinstimmen, sondern auch ausserdem der 
Radius vector fiir den beobachteten Durchgang durch den Knoten nahe gleich r oder 
gleich der Einheit wird. Die entsprechende Bedingungsgleichung lautet: 
oats! 
cos 1/4 v2 

q ee 
= > >> Wenn # positiv, 


c08 */y (a — 9s)?” 


und 


qd . 
= ——_——..., wenn 6 negativ. 


C08 1/5 (1% — $2)?” 
Man kann schliesslich auch noch den Sinn der Bewegung, ob direct, ob retrograd, 


ermitteln, ohne J berechnen zu miissen. Es ist aus den obigen Betrachtungen leicht zu 
eee 


erkennen, dass die Bewegung direct ist, wenn w < 90°, retrograd, wenn w > 90°. 
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Hundertundzweiunddreissigste Vorlesung. 


Zusammenstellung yon Formeln fiir die Recognoscirung yon 
Identitiiten zwischen Meteorstrémen und Kometenbahnen. Rechnungss- 
beispiel. 

Es seien: 
24 die Linge | 
B die Breite J 
© die Linge | x 
ar SD 
r der Radius vector J Ger Peune: 


des Convergenzpunktes, 


so berechne man: 
cos0 = cosB sin(© — A), wobei 0 < 180° 
sin (0 — w) 


———_—_. = 0 
oe = yl — lyr (oder auch == V/o); wobei w igs 
sin 


> 0°, 


es wird dann sein: 


= 99 (bei positivem £) 
= &3 (bei negativem #) 
ey ue ree 
tty (oe sng 9! (tgi immer positiv). 


Bewegung direct, wenn w ein spitzer Winkel, retrograd, wenn w stumpf. 

Eine Kometenbahn, die nahezu ebenfalls diese Werthe von 63 und 7 hat, bei 
gleichem Sinne der Bewegung, ist mit héchster Wahrscheinlichkeit mit der des Meteor- 
stromes fiir identisch zu halten, wenn nahe: 


q an — 
sin /, {(w — 8) + (8 — ©)? r (= 1). 


Beispiel. Der gut constatirte Sternschnuppenfall des 20. April hat nach Alexander 
Herschel seinen Divergenzpunkt in 281°,6 der Linge und + 57°,0 der Breite. Man 
wiinscht zu wissen, ob derselbe auf die Bahn eines bekannten Kometen fiihrt. Es wird 
in diesem Falle: 


1 === NWONMO BX! fi ere eee ALN g Gs OS, y = 1,0054 
d= 131% 7! 0o—wvw= 37° 8! w = 83° 59! 
hiernach dann also: 
Las SO Uh 
Op == Toe 15) 
Direct. 


Sehen wir ein Kometenverzeichniss durch, so finden wir bei dem Kometen I. 1861 
berechnet: 
Sh = 299 4G" 
Uva QUraG! 
Direct 
und da bei diesem Kometen: 


q 
sin My {(@ — 8) + (cee ©)}? 


— 1,0026, 
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so ist die Wahrscheinlichkeit der Bezichung zwischen dem Sternschnuppenfall des 20. April 


und dem ersten Kometen von 1866 sehr gross !). 


> . . . oe . 
Radiationspankte der Leoniden unter anderen auch der folgende zu spiclen an, dessen 
Linge zu 56° 2’ und dessen Breite zu + 24° 36’ nach Heis’scher Bestimmung sein wiirde. 
Fiihrt derselbe auf eine Kometenbahn? 

Wir haben, wenn wir den 12. November hier als Zeit des Maximums annelhmen: 


Anderes Beispiel. Nach Heis tritt beinahe gleichzeitig mit dem bekannten 


A-== 236° 2! B = — 24° 36! @) == 230° 0/ f= USS0n 
O@== 94° 29! io 50° 26/ §4 == 230° 0! 7 26" 61 


also fiir diese Meteore: 
a SEE 0 
sO! 
Direct. 


Bei dem Kometen des Jahres 1695 ist, auf das Aequinoctium von 1860 reducirt: 


= 2180 Dal 
DO Ole 
Die Bewegung ist ebenfalls direct und: 
qd 


BT (ee as Waar aan 

Die Elemente des Kometen 1695 sind nicht sehr sicher bekannt, lassen sich aber 
nicht mit denen des Meteorstromes in befriedigende Uebereinstimmung bringen, wie 
eine genauere Untersuchung zeigt. Von denen des Kometen I. 1866, welcher, wie wir 
wissen, dem Novemberstrom der Leoniden entspricht, unterscheiden sich die obigen 
Elemente des Novemberstromes aus dem Perseus ganz und gar dadurch, dass bei 
letzterem die Bewegung direct ist. 


') Noch grésser, als nach Professor Dr. Galle’s Rechnung in Nr. 1635 der ,Astronom. Nach- 
richten*, wo fiir die Meteore ¢ = 89° gefunden wird. 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 104. 


ANHANG. 


HULFS-TAFELN. 


Von den nachfolgenden HULEFS-TAFELN sind nach erfolgter Ver- 


stiindigung entnommen worden: 


Tafel L AV, Vie Vil Ville 
aus ,,Watson’s Theoretical Astronomy“ published by J. B. Lippincott 
Company, Philadelphia u. London 1868. 
Tafel Il, Ha, IIL, Ula 
aus ,Albrecht, Formeln und Hiilfstafeln fiir geographische Ortsbestim- 
mungen“. 2. Auflage. Leipzig 1879, W. Engelmann. 
Tafel XII, XIII 
aus ,Gauss, Theoria motus corporum coelestium in sectionibus conicis 
solem ambientium“ Hamburg 1809, wieder abgedruckt u. herausgegeb. 
von E. J. Schering. Gotha 1871, Friedr. Andr. Perthes. 
Tafel XIV, XV aus ,Oppolzer’s Lehrbuch zur Bahnbestimmung der Kometen 
und Planeten“. IL. Bd. Leipzig, Verlag von W. Engelmann. 
Tafel XVII 
aus , Berliner Astronomisches Jahrbuch fiir 1858“. Berlin 1855, Ferd. 
Diimmler’s Verlagsbuchhandlung. 
Tafel XVIII 
aus ,Bremiker’s Logarithmisch-Trigonometrische Tafeln mit fiinf Decimal- 


stellen“. Berlin 1872, Weidmann’sche Buchhandlung. 


Tafel XIX ist aus der ersten Auflage iibernommen worden; Tafel IX, [Xa 
und XX wurde bereits fiir die zweite Auflage neu entworfen; Tafel XI und XVI 
wurde fiir die 3. Ausgabe neu entworfen. 

Zu Tafel: VI, VI, VII, 1X und Xa, X, XI, XII und XIII, XIV und XV, XVI, 
XVII, XVII, vergleiche man beziiglich Seite: 42, 43, 44, 52, 278, 281, 405, 453, 
471 und 473, 570, 737. Die vor der allgemeinen Constantentafel XX gegebene Tafel XIX 


der Gauss’schen Constanten fiir die nicht identischen Cometenbalnen gehort zu 
Seite 317. 
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Tafel 4. 


Geocentrische Breite und Logarithmus des Erd-Radius. 


Argument y = Geographische Breite. 


yp 


° , ' " 
0 0 O 0.00 
5 aM O 24.02 
2 0 O 48.02 
ee!) ite iets 
4 0 1 35.50 
oO 1 59.54 
: 0 2 23.12 
QO} 2 46.54 
8 0] 3 9.76 
9 0] 332.74 
10 0] 3 55.47 
110 | 4 17.92 
12 0 || 4 40.06 
130 Sie 
14 0 5 23.28 
15 0] 5 44.33 
16 0 6 4.05 
eS 3D 6 25.14 
18 0 | 6 44.86 
19 O || 7 4.09 
20 0] 7 22.80 
21 0 || 7 40.99 
22 0 7 58.61 
23 «20 8 15.66 
24 0 8 32.10 
25 0 8 47.93 
mo. || oO) 3.12 
27 0 9 17.65 
28 0 9 31.50 
29 0 9 44.66 
30 0 O Sie 
10 9 59.12 
20 10) 91.1.4 
30 3.07 
40 | 5.02 
50 | 6.94 
31 0 10 8.85 
10 10.73 
20 | 12.59 
30 | 14.44 
40 || 16.26 
50 | 18.06 
32 0 || 10 19.84 
10 | 21.60 
20 23-34 
30 25.05 
40 26.75 
50 | 28.43 
33 0 |) 10 30.08 
10 || 5 Pre 
20 33.32 
30 34.91 
40 36.48 
50 38.03 
34 -0 || 10 39.55 
10 41.06 
20 42.54 
30 44.00 
40 45.44 
50 46.86 
35 0 10 48.25 
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9.999 
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9.999 


9.999 
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0000 
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0061 
9930 
O8O1l 
9843 
9786 
9721 
9648 
9566 
9470 
9377 
9271 
9157 
9035 
8905 
8768 
8624 
8472 
8314 
8149 
1977 
7799 
7014 
7424 
4228 
7027 
6820 
6608 
6392 
6355 
6319 
6282 
6245 
6208 
6171 
6134 
6096 
6059 
6021 
5984 
§940 
5908 
5870 
5832 
5794 
5755 
ci bly 
5678 
5640 
5601 
5562 
5523 
5484 
5445 
5400 
5367 
5327 
5288 


5248 


Diff. 


37 


39 


Ay 


44 
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10 


10 


10 
ll 


11 


11 


Abplattung 


y—y' Ohh | 


” " 


48.25 
49.63 ee 
50.08 
1.33 
52.31 1.31 
53.62 1.28 
54.90 | 1126 
56.16 1.2% 
574i | 5 dg 
58.63 eA 
59.82 | ae 
1.00 te 
a1% : 
1.13 
3.28 
teal! 
4.39 1.08 
S47 | 104 
6.54 7 
738 1.04 
ie 1.01 
8.59 1.00 
9-59. | 0.04 
10.56 
0.95 
Halas 0.93 
12.44 2 


13.34 ; 
14.22 0,58 


0.86 
11 15.08 
15.92 ge 
16.73 0.79 
W762 O74 
18.29 ine 
19.04 | 6.79 
11 19.76 y 
20.46 Ray 
21.13 0.66 
21.79 6 
22.42 es 
23,02 0.60 
: 0.59 
Tl 23.61 
maT | Oe 
24.70 ee 
25.22 52 
PAG il ec 
26.18 0.44 
11 26.62 
21.04 0.42 
27.44 Epes 
27.82 0.38 
28.17 0.35 
aan rape 
= 0.3¢ 
11 a 0.28 
eel 0.26 
eh 0.2. 
29.58 
20.79 0.21 
09.98 0.19 
ta 0.16 
11 30.14 O18 
etd 
30.29 
30.41 ene 
30-39 | 0,07 
30.57 0.05 
30.62 ; 
0.03 
11 30.605 


1 
299.15 


log 0 


9.999 5248 
5208 | 
51069 
§129 
5089 
§049 
9.999 5009 
49609 
4929 
4888 
4848 
4807 
9.999 4707 
4726 
4686 
4645 
4604 
4563 


9.999 4522 
4481 
4440 
4399 
4358 
4317 


9.999 4276 
4234 
4193 
4152 
4110 
4069 


9.999 4027 
3985 
3944 
3902 
3860 
3819 
9.999 3777 
S13) 
3093 
3651 
3609 
35607 
9.999 3525 | 
3483 
3441 
3399 
3357 
3315 
9.999 3273 
3230 
3188 
3146 
3104 
3062 
9.999 3019 
2077 
2935 
2892 
2850 
2808 


9.999 2766 
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Geocentrische Breite und Logarithmus des Erd-Radius. 


Argument y = Geographische Breite. 


Abplattung = > 


11 30.65 
30.05 
30.63 
30.58 
30.51 
30.42 
30.31 
30.17 
30.01 
29.82 
29.61 
29.38 
20.12 
28.85 
28.54 
28.22 
27.87 
27.50 


27.10 
26.69 
26.24 
25.78 
25.29 
24.78 


e2a2A. 
23.09 
23.11 
22.50 
21.87 
Di22 


20.55 
19.85 
19.13 
18.39 
17.63 
16.84 


16.02 
15.19 
14.33 
13.45 
12.55 
Woy 


10.67 
‘9.70 
8.71 
7.09 
6.66 
5.60 


4.51 
3.40 
2.27 
hn) 
> 50.94. 
58.74. 
$7.52 
56.28 
55.02 
DOW 
52.42 
§1.09 


49.74 


9.999 2766 
2723 
2681 
2639 
2596 
2554 
2512 
2470 
2427 
2385 
2343 
2300 
2258 
2216 
2174 
2132 
2089 
20477 
2005 
1963 
1921 
1879 
1837 
1795 


1753 
1711 
1669 
1627 
1586 
1544 
1502 
1460 
1419 
VOT 
1335 
1294 
1252 
1211 
1170 
1128 
1087 
1046 
1005 
0963 
0922 
oss1 
0840 
0800 
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0077 
0037 
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0155 
0116 
0076 


0037 
9998 
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9919 
9880 
9841 
9802 
9764 
9725 
9686 
9648 
9610 
9571 
9533 
9495 
9457 
9419 
9382 


90344 
9307 
9269 
9232 
9195 
9158 
9121 
8902 
8688 
8479 
8275 
8077 
7884 | 
7097 
ISL 
7342 
7174 
7013 
6859 
6713 
6573 
6441 
6317 
6201 
6093 
5993 
59001 
5818 
5743 
5676 
5619 
5570 
5530 
5498 
5476 
5463 


5458 
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Tafel II. 


Verwandlung der Mittleren Zeit in Sternzeit. 
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2 22 8 49 36 Ide s4) Si 210 = (Ome 5 0.22 l 
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5 54 T1146 8 17 51 23 23 5060 37 
5 59 Wo Se. 3 17 57 28 24. 22) ae 
5 4 ti) 58), 19 WS eas ae 24 8 48 
5 9 12 4 24 sah A) ahs) 24 14 53 
6 15 12 lo’ 29 Ton 15) 44 24 20 58 
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Tafel Ila. 


Verwandlung der Mittleren Zeit in Sternzeit. 


ee SSS SSS 


Mittlere Zeit Reduction Mittlere Zeit Reduction Mittlere Zeit Reduction 

om + o%000 08 + o%000 

1 0.164 1 0.003 

2 0.329 2 0.005 

3 0.493 3 0.008 

4 0.657 4 0.011 

5 0.821 5 0.014 

6 0.986 6 0.016 

“al 1.150 i 0.019 

8 1.314 8 0.022 

9 1.478 9 0.025 

10 1.643 10 0.027 

11 1.807 ll 0.030 

12 1.971 12 0.033 

133 2.136 13 0.036 

14 2.300 14 0.038 

15 2.404 15 | 0.041 

16 2.628 16 0.044 

17 2.793 ily! | 0.047 

oh ++om o'000 18 2.957 18 0.049 
il O § 9.856 19 3.121 19 0.052 
2 O 19.713 20 | 3.285 20 0.055 
3 O 29.569 21 3.450 2h | 0.057 
4 O 39.426 DP) 3.614 22 0.060 
5 0 49.282 23 | 3.778 23 0.063 
6 © 50.139 24 3.943 24 0.066 
4 1 8.9095 25 | 4.107 25 0.068 
8 1 18.852 26 4.271 26 0.071 
9 1 28.708 27 4.435 27 0.074 
10 1 38.565 28 4.600 28 0.077 
11 aif 48.421 29 4.764 29 0.079 
12 1 58.278 30 4.928 30 0.082 
13 2 8.134 31 5.093 31 0.085 
14 2 17.991 32 5.257 32 0.088 
15 2 24.847 33 5.421 a0 0.090 
16 Qs 7704 34 5.585 34 0.093 
M5 2 47.560 35 5.750 35 0.096 
18 2 57.417 36 5.014 36 | 0.009 
19 3 7.273 37 6.078 37 0.101 
20 3. 17.129 38 6.242 38 | 0.104 
21 3. 26.986 39 0.407 39 | 0.107 
wp 3 36.842 40 6.571 40 O.11 
; .110 

2 3 46.699 41 6.735 41 | 0.112 
24 3 56.555 2 6.900 42 0.115 
43 7.004 43 0.118 

44 7.228 44 ! 0.120 

45 7.392 45 0.123 

46 7.557 46 0.126 

47 Viorehe 47 0.129 

48 7.885 48 0.131 

49 8.049 49 0.134 

50 8.214 50 0.137 

Sl 8.378 Sl 0.140 

23 8.542 52 0.142 

dg 8.707 53 0.145 

54 8.871 54 0.148 

55 | 9.035 55 0.151 

56 | 9.199 50 0.153 

a] 9.304 Sy 0.156 

58 9.528 58 0.159 

59 9.692 59 0.162 

60 E 9.856 60 0.164 


833 


Tafel IIL 


Verwandlung der Sternzeit in Mittlere Zeit. 


om | jm om gm 
os oh om Os 6h 6m 15s l2h j2m 208 18h 18m 44s 
1 Or cOIPL6 G12) 2y 12° 18 35 18 24 50 
2 Oe 25a 6 18> 27 12) 94) 42 18 30 56 
me} Cf rey ro 6 34 33 12 30 48 Is aye 2 
4 O 24 25 6 30 40 12 36 54 18°43 #39 
s OO al 6 36 46 12 43 Oo LSet O) Se 1 OOO eOmN Ose" iG; 3m 35 
6 0°36" 37 6 42 52 13 49: 7 Teese ol oxertenl| Gay) | iQ || erated) cee e 4) 
uf, O 42 44 6 48 s8 ie ES ae 19 ie 7, 0.02 O 4 0.52 3. 10 
8 O 48 50 ey a igi Le a> LOune ees oes} || cove mink || Corssemely Gp gute 
9 O 54 56 7 ea te 13 7. 2s key stella) 0.04 OMS 0.54 2 1S 
10 1 1 2 7 i 13 3.3) 19 190 46 0.05 Oo 18 0.55 Bye en 
at 1 7 9 ye 1S ea ra to) 38 1G) ee 2 0.06 OMe 0.56 Be Os 
12 tL) 13-45 Hey 16) 120: 13 25° 44 Moh pl 1X0} oj) || Yoh ey | ObGy/) I sp 28) 
Ba 1” 395 21 7 25: 36 i 32" 50 19 38 5 0.08 O 290 0.58 3) 32 
14 Deh e ys 7} 31 42 kt 3% 56 19 44-11 0:09" | 0) 33)" 10359) | 35 86 
15 Recah overt M37 a8 Tees J3 19, 50) 17 OnlLO) | ON 37) | O:6O ele 40 
16 Le (S75 40 7-43 «#54 1S SO: 1O7 50523 O11 oO 40 0.61 BO 43 
| 347 1 43 46 ess | Ta 56> 5 20), = 2-330 Oven On AAR OO2 = le gun; 
| 18 1 49 52 7 wsOy OF tars, 21. 20 = sO Ons. | nO! 248) | O:03 43. Si 
19 1 55°. 59 S12 13 14-8 28 0) alk | fal) O14) |) 0) 51 O04 ease! 
| 20 BP ip os SB S69 eae eae 20) 20) Ach outs 70) 55) 20:65 1-3) 58 
at ee: Sed Be 8 14 26 14 20 40 20 26° 55 0.16 O 59 O:6On acs 
eee Me 6 iy] 8 20 32 14 26 46 201 930) wat ops yial) fe BPX || too. os) 2 5 
2 * 2G 34. | 'S 26. 38 $eOrae 55. || Boao FT | OaRh) 24.6. O68 1-4) 3 
24 2 20 30 8 32 44 14 38 59 ZONA Smealis O:1OM PLO 0:66) |e 1 
25 3° 30) (36 8 38 51 1 er 20m Sia 20) OPOe |) teas OV One ae 16 
26 2 38 42 8 44 57 ASL JO yf Bor eet || a ak eOyn || oy we 
27 2 44 49 eS 52° 3 14s 57) 18 21 eg aye) | ol PM OP I ee soe 
| 28 ee 507.55 aes Tia pe ee PEN ol eye | roeee al 0.73 {4 27 
| 29 ay anaes | ep ils: 1 oe LODO, Pl Sls lS | oyu | al EN Coat | ah apt 
Pao) 3 3.7 ® 9 wash ss as go" a ar 51° | oes | a “g2<| 0.75 1a (98 
ee) Se eee OOS 2 15 21 43 21 27 57 O:200 |) Ue ess 0.708) 4S: 
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52 Ress iyp aes Liw23) 9s) Tj) 54: 23° 30 5 0.47 Sy Ny Cols NS 
53 Ren Oto) 11 29 45 Nap ieee 88) 2 2 14 Oonl 2 SON TO.Gon lS ompo 
54 iss Lo eee | WY 35. 52 17 42 6 2 48 21 0.49 2. 59 0.99 Oo BS 
55 5) jen Tle 11 41 58 Ti 48 1 23 54 2 OSOuh se) oO) | ACO] OF 0 
56 5 41 50 abl aaseye 7h 17 54 19 2 0 33 
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59 (iy “Tay ate! ye Top 33} Nese eos] 2 slo) As) 
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Tafel Illa. 


Verwandlung der Sternzeit in Mittlere Zeit. 


Sternzeit Reduction Sternzeit Reduction Sternzeit Reduction 
om — 0000 os — 0°000 
1 0.164 1 0.003 
2 0.328 2 0.005 
3 0.491 3 0.008 
4 0.655 4 0.011 
5 0.819 5 0.014 
6 0.983 6 0.016 
A} 1.147 7 0.019 
8 ifeep bre 8 0.022 
9 1.474 9 0.025 
10 1.638 10 0.027 
Tal 1.802 11 0.030 
12 1.966 12 0.033 
13 2.130 13 0.035 
14 2.294 14 0.038 
15 2.457 15 0.041 
16 2.621 16 0.044 
17 2.785 17 0.046 
oh —om 0000 18 2.949 18 | 0.049 
1 0 9.830 19 3-113 19 0.052 
2 O 19.659 20 Sait 20 0.055 
3 O 29.489 21 3.440 21 | 0.057 
4 O 39.318 22 3.604. 22 0.060 
5 0 49.148 23 3.708 ae 0.063 
6 0 58.077 24 3.932 24 0.066 
b] 1 8:807 25 4.096 25 0.068 
8 1 18.636 26 4.259 26 | 0.071 
9 1 28.466 Ay | 4.423 27 | 0.074 
10 1 38.206 28 4.587 28 | 0.076 
ll 1 48.125 29 4.751 2 | 0.079 
12 I OSs 30 4.015 30 0.082 
13 ZT Od: Sil 5.079 31 0.085 
14 by Wien 2 5.242 32 0.087 
15 2 27.443 33 5.400 3s 0.090 
16 ales 34 5.570 34 0.093 
17 2 47.102 35 5.734 35 0.096 
18 2 56.932 36 5.898 36 oe 
19 3 6.762 37 6,062 37 0.101 
20 2. 16.501 38 6.225 38 0.104 
21 3 26.421 39 6.389 39 0.100 
22 3 36.250 40 6.553 
: 40 0.109 
23 3. 46.080 41 6.717 41 0.112 
24 3. 55.909 42 6.881 2 0.115 
43 7.045 43 O.1 17 | 
44 7.208 44 0.120 | 
45 7.372 45 0.123 
46 7.530 40 0.126 
47 7.700 47 0.128 
48 7.804 48 0.131 
49 8.027 49 0.134 
50 8.191 50 Oo 
il 8.355 51 are 
52 8.510 52 0.142 
53 8.683 53 0.145 
54 8.847 54 0.147 
55 9.010 55 0.150 
56 9.174 56 0.153 
37 9.338 57 0.156 
58 9.502 58 0.158 
59 9.006 590 0.161 
00 9.830 60 0.164 
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Tafel LV. 
Verwandlung von Stunden, Minuten und Secunden in Decimaltheile 
des Tages. 

Stand. Decimal. Min. | Decimal. Min. Decimal. Sec. Decimal. See. Decimal. 
4 0.0416 + 1 .000694 “a 021527 i .0000116 31 .0003588 
2 0833 2 .001388 - 382 022222 + 2 .0000231 32 .0003'704 
ahi oll eal 2kO 3 ,002083 -|- 33 ,022916 - 3 .0000347 33 0003819 
4 | 1666 4 002777 + 34 023611 + 4 0000463 34 0003935 
5 | 2083 + 5 003472 + 35 024305 ee 5 0000579 35 0004051 
6 | .2500-+ 6 004166 -++ 36 | .025000 ++ 6 ,0000694 36 .0004167 
7 7 004861 +--+ 37 .025604 uf ,00008 10 37 0004282 
8 8 odss55-—— 1. < .026388 8 .0000925 38 0004398 
9 9 006250 ++ 39 027083 9 .0001042 39 0004514 

10 | .006944+ 40 027777 + 10 .0001157 40 0004630 
ii 007638 + 41 028472 + ii 0001273 41 0004745 
12 .008333 + 42 029166 +- 12 0001389 42 0004861 
13 .009027 + 43 029861-+ | 13 .0001505 43 .0004977 
14 .009722 + 44 030555 + 14 0001620 44 ,0005093 
15 010416 + 45 .031250 +- 15 .0001736 45 .0005208 
16 Oll111 46 031944 ++ 16 .0001852 46 0005324 
17 011805 ie 47 032638 a 17 0001968 47 .0005440 
18 012500 + 48 033333 18 0002083 48 0005556 
19 013194 + 49 .034027 -- 19 .0002199 49 0005671 
20 013888 + 50 034722 + 20 0002315 50 0005787 
21 014583 + 51 035416 21 0002431 51 .0005903 
22 015277 + 52 036111 22 ,0002546 52 0006019 
23. | .o159072 ++ | 53 | .036805 23 .0002662 53 ,0006134. 
24 | .016666-+- | 54 | .037500 24 .0002778 54 .0006250 
25 | .017361 + 55 .038194 25 .0002894 39) 0006366 
26 018055 56 .038888 26 0003009 56 .0006481 
27 .018750 57 039583 27 0003125 57 .0006597 
28 019444 58 0402717 28 0003241 58 0006713 
29 | .020138 59 .040972 29 .0003356 59 0006829 
: .020833 + 60 041666 30 .0003472 60 .0006944 


Das zur Abkiirzung gesetzte Zeichen + bedeutet, dass die folgenden Decimalen simmtlich gleich 
der letzten angegebenen sind. 


Tafel Y; 
Anzahl der seit Beginn des Jahres verflossenen Tage. 


Gemein- | Schalt- 


Datum 


Januar 0.0 
Februar 0.0 
Mirz 0.0 
April 0.0 
Mai 0.0 
Juni 0.0 


Juli 0.0 
August 0.0 
September 0.0 
Oktober 0.0 
November 0.0 
Dezember 0.0 


Jahr 
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Tafel VI. 


0° 


1° 


de 


M. Wynne, ee 
0.000000 181.81 
0.010908 181.81 
0.021817 181.81 
0.03272 181.81 
0.043633 181.81 
0.054542 181.81 
0.065450 181.81 
0.076358 181.81 
0.087267 181.81 
0.098175 181.81 
0.109083 181.81 
0.119992 181.81 
0.130900 181.81 
0.141808 181.81 
0.152717 181.81 
0.163625 181.81 
0.174534 181.81 
0.185442 181.81 
0.196350 181.81 
0.207259 181.81 
0.218167 181.81 
0.229076 181.81 
0.239984. 181.81 
0.250893 181.81 
0.261801 181.81 
0.272710 181.81 
0.283619 181.81 
0.294527 181.81 
0.305436 181.81 
0.316345 181.81 
0.327253 181.81 
0.338162 181.81 
0.349071 181.81 
0.359980 181.81 
0.370888 181.81 
0.381797 181.81 
0.392706 181.81 
0.403615 181.81 
0.414524. 181.82 
0.425433 181.82 
0.436342 181.82 
0.447251 181.82 
0.458160 181.82 
0.469069 181.82 
0.479979 181.82 
0.490888 181.82 
0.501797 181.82 
0.512706 181.82 
0.523016 181.82 
0.534525 181.82 
0.545435 181.82 
0.556344. 181.82 
0.567254 181.82 
0.578163 181.83 
0.589073 181.83 
0.599983 181.83 
0.010892 181.83 
0.621802 181.83 
0.632712 181.83 
0.643622 181.83 
0.654532 181.83 


M. DitielZ M. 
0.654532 181.83 1.309263 
0.665442 181.83 1.320178 
0.676352 181.83 1.331093 
0.687262 181.84 1.342008 
0.698172 181.84 1.352923 
0.709082 181.84 1.363839 
0.719993 181.84 1.374755 
0.730903 181.84 1.385670 
0.741813 181.84 1.396586 
0.752724 181.84 1.407502 
0.763634 181.84 1.418418 
0.774545 181.84 1.429334 
0.785456 181.84 1.440251 
0.796306 181.85 1.451167 
0.807277 181.85 1.462083 
0.818188 181.85 1.473000 
0.829099 181.85 1.483917 
0.840010 181.85 1.494834 
0.850921 181.85 1.505751 
0.861832 181.85 1.516668 
0.872743 181.85 1.527585 
0.883654 181.86 1.538503 
0.894566 181.86 1.549420 
0.905478 181.86 1.560338 
0.916389 181.86 1.571256 
0.927301 181.86 1.582174 
0.938212 181.86 1.593092 
0.949124 181.86 1.604010 
0.960036 181.86 1.614928 
0.970948 181.87 1.625847 
0.981860 181.87 1.636766 
0.992772 181.87 1.647684 
1.003684. 181.87 1.658603 
1.014596 181.87 1.669522 
1.025509 181.87 1.680441 
1.036421 181.87 1.691361 
1.047334 181.87 1.702280 
1.058246 181.88 1.713200 
1.069159 181.88 1.724120 
1.080072 181.88 1.735039 
1.090985 181.88 1.745960 
1.101898 181.88 1.756880 
lgalpleRsh ta 181.89 1.767800 
1.123724. 181.89 1.778721 
1.134637 181.89 1.789641 
1.145550 181.89 1.800562 
1.156464. 181.89 1.811483 
1.167377 181.89 1.822404 
1.178291 181.89 1.833325 
1.189205 181.90 1.844247 
1.200119 181.90 1.855168 
1.211033 181.90 1.866090 
1.221947 181.90 1.877012 
1.232861 181.90 1.887934 
1.243775 181.91 1.898856 
1.254689 181.91 1.909779 
1.265604. 181.91 1.920701 
1.276518 181.91 1.931624 
1.287433 181.91 1.942547 
1.298348 181.91 1.953470 
1.309263 181.92 1.964393 


| Diff. 1”. 


181.92 
181.92 
181.92 
181.92 
181.92 


181.93 
181.93 
181.93 
181.93 
181.93 


181.94 
181.94 
181.94 
181.94 
181.94 


181.95 
181.95 
181.95 
181.95 
181.95 


181.96 
181.96 
181.96 
181.96 
181.96 


181.97 
181.97 
181.97 
181.97 
181.97 


181.98 
181.98 
181.98 
181.98 
181.99 


181.99 
181.99 
181.99 
182.00 
182.00 


182.00 
182.00 
182.01 
182.01 
182.01 


182.01 
182.02 
182.02 
182.02 
182.02 


182.03 
182.03 
182.04 
182.04 
182.04 


182.04 
182.04 
182.05 
182.05 
182.05 


182.05 


M. 


1.964393 
1.975316 
1.986240 
1.997164 
2.008087 


2.019011 
2.029936 
2.040860 
2.051785 
2.062709 


2.073634 
2.084559 
2.095485 
2.106410 
2.117335 


2.128261 
2.139187 
2.150114 
2.161040 
2.171966 


2.182894 
2.193820 
2.204747 
2.215674 
2.226602 


2.237529 
2.248457 
2.239385 
2.270313 
2.281242 
2.292170 
2.303099 
2.314028 
2.324957 
2.335887 
2.346816 
2.357746 
2.368676 
2.379606 
2.390536 
2.401467 
2.412398 
2.423329 
2.434260 
2.445191 
2.456123 
2.467055 
2.477987 
2.488019 
2.499851 
2.510784 
2.521717 
2.532650 
2.543583 
2.554517 
2.565450 
2.576384 
2.587319 
2.598253 
2.609187 


2.620122 
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BENE CAKE 


2.620122 
2.031057 
2.641993 
2.652928 
2.003864 
2.674800 
2.685736 
.69007 2 
-707009 
-718546 


-7290483 


bo bo bo bt 


bo bo 


T 
7 


bo bs ty 


wo & & 
Conrad ~¥ 7 ~ 
é at CA 


bo bo 
ooo 2 


bo 
2) 


.838867 
-849806 
-860746 
.871686 
.882627 


to b& bo 


bo 


2.893507 
2.904508 
2.915449 
2.926391 
2.937332 
2.948274 
2.959217 
2.970159 
2.981102 
2.992045 
3.002988 
3.013931 
3.024875 
3.035819 
3.046763 
3.057707 
3.008052 
3.079597 
3.090542 
3.101488 


3.112433 
3.123379 
3-134325 
3.145272 
3.156219 
3.167166 
3.178113 
3.189001 
3.200009 
3.210957 


3.221905 
3.232854 
3.243803 
3.254752 
3.205702 


3.276051 


io ty 


to 
~t~1 


bo 
CO 


BAARnANH BAWWW 


~I 


foto wWwwhw Bwbwww 
~I 


1 


182.39 
182.40 
182.40 


182.41 
182.41 
182.42 
182.42 
182.43 


182.43 
182.44 
182.44 
182.44 
182.45 
182.45 
182.406 
182.46 
182.47 
182.47 
182.48 
182.48 
182.49 
182.49 
182.49 
182.50 


-270051 
3.287602 
3.208552 

309503 
3.320454 
3331405 
3-342350 
3-353308 
3.304200 


3.408071 
3419024 
3-429978 
3440932 
3.451887 
3-462841 
3-473790 
3.484752 
3-495707 


3.627197 
3.638156 
3.649116 


3.060076 
3.671037 
3.681997 
3.092958 
-703920 
-714881 
-725843 
-736806 
747705 
758731 
-709094 
780058 
-791022 


WWwwWWW Ww 


00 
& 
Ov 
= 
Co 


Ww www www Ww 


re) 


3.868378 
3.879345 
3.890312 
3.901279 
3.912246 
3923214 


3-934182 


um £ BWW bd 


nO 
C 


muinoni amr 
oO 


nun 
CO~I =I 


in or or 
00 


182.60 
182.60 
182.61 
182.601 
182.61 
182.62 
182.62 
182.63 
182.63 
182.64 
182.64 
182.65 
182.65 
182.66 
182.66 


182.67 
182.68 
182.68 
182.69 
182.69 
182.70 
182.70 
182.71 
182.71 
182.72 
182.72 
182.72 
182.73 
182.74 
182.74 
182.75 
182.76 
182.76 
182.77 
182.77 
182.78 
182.78 
182.79 
182.79 
182.80 


182.80 


3-934182 
3-945151 
3.056119 
3.067088 
3.978058 


3.989028 
3.999998 
4.010968 
4.021939 
4.032911 
4.043882. 
4.054854 
4.065826 
4.070799¢ 
4.087772 


4.098745 
4.109718 
4.120692 
4.131667 
4.142641 
4.153616 
4.164592 
4.175568 
4.186544 
4.197520 
4.208497 
4.219474 
4.230451 
4.241429 
4.252408 
4.263386 
4.274305 
4.285344 
4.290324 
4.307304 


4.318284 
4.329205 
4.340246 
4.351228 
4.362210 


4.373192 
4.384175 
4.395158 
4.400141 
4.417125 
4.428109 
4.439093 
4.450078 
4.461064 
4.472049 


4.483035 
4.494022 
4.505008 
4.515995 
4.520983 
4.537971 
4.548959 
4.559948 


Dates dee 
182.80 
182.81 
182.82 


2.97 
82.88 
88 


182.89 
182.90 
182.90 
182.91 
182.91 


182.92 
182.93 
182.93 
182.94 
182.94 
182.95 
182.95 
182.96 
182.97 
182.97 


182.98 
182.99 
182.99 
183.00 
183.00 


183.01 
183.01 
183.02 
183.03 
183.03 


183.04 
183.05 
183.05 
183.006 
183.00 
183.07 
183.08 
183.08 
183.09 
183.10 
183.10 
183.11 
183.12 
183.12 
183.13 


183.14 
183.14 
183.15 
183.15 
183.16 
183.17 


M. 
4.592917 
4.003907 
4.014898 
4.625889 
4.636880 


4.047872 
4.058864 
4.660857 
4.680850 
4.691843 


4.702837 
4.713831 
4.724826 
4.735821 
4.746816 


4.757812 
4.708809 
4.779805 
4.790802 
4.801800 


4.812797 
4.823796 
4.834795 
4.845794 
4.856793 
4.867793 
4.878793 
4.889794 
4.900795 
4.911797 


4.922799 
4.933801 
4.944804 
4.955807 
4.966811 
4.977815 
4.988820 
4.999825 
5.010830 
.021836 
.032842 
.043849 
.0548506 
.065864 
.076872 
.087880 
,O98889 
.109898 
.120908 
.131918 
.142929 
-153940 
.164951 
5.175963 
186075 
197988 
5.209002 
5.220015 
5.231029 
5.242044 


253059 


183.26 


183.27 
183.27 
183.28 
183.28 
183.29 


183.30 
183.31 
183.32 
183.32 
183.33 


183.34 
183.34 
183.35 
183.36 
183.36 
183.37 
183.38 
183.38 
183.39 
183.40 
183.41 
183.41 
183.42 
183.43 
183.43 
183.44 
183.45 
183.46 
183.46 
183.47 
183.48 
183.48 
183.49 
183.50 
183.51 


183.51 
183.52 
183.53 
183.54 
183.54 
183.55 
183.50 
183.57 
183.57 
183.58 
183.59 
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Tafel VI. 
Die Barker’sche Tafel. 


20° a 10° 


“Diff.1". M. Diff. 1". 


= 


5.253059 5C 5.914815 184.06 6.578391 184.60 9.243997 
5.264075 ; 5.925859 184.07 6.589407 184.61 7.255109 
5.275090 : 5.936904 184.08 6.600544 184.62 7.260222 
5.286107 : 5.047949 184.09 6.611622 184.63 7.271335 
5.297124 2 5.958995 184.10 6.622700 184.64 4.288449 


5.308141 : 5.970041 184.11 6.633778 184.65 4.299563 
5.319159 , 5.981087 184.11 6.644857 184.66 7.310678 
5.330177 04 5.992134 184.12 6.655937 184.67 7.321793 
5.341195 83. 6.003182 184.13 6.667017 184.67 1.332909 
5.352214 ; 6.014230 184.14 6.678098 184.68 7.344026 


5.363234 4 6.025279 184.15 6.689179 184.69 7.355144 
5.374254 : 6.036328 184.16 6.700261 184.70 7.366202 
5.385275 3 6.047378 184.17 6.711343 184.71 7.377381 
5.396296 i 6.058428 184.18 6.722426 184.72 7.388500 
5.407317 ; 6.069479 184.18 6.733510 184.73 7.399620 


5.418339 183. 6.080530 184.19 6.744594 184.74 7.410741 
5.429361 : 6.091582 184.20 6.755679 184.75 7.421862 
5.440384 j 6.102634 184.21 6.766704 184.76 7.432983 
5.451407 - 6.113687 184.22 6.777850 184.77 7.444106 
5.462431 ; 6.124740 184.23 6.788937 184.78 7.455230 


5.473455 , 6.135794 184.24 6.800024 184.79 7.466354 
5.484480 : 6.146849 184.25 6.811112 184.80 7.477478 
5.495505 i 6.157904 184.25 6.822200 184.81 7.488603 
5.506530 S 6.168959 184.26 6.833289 184.82 7.499729 
5.517556 : 6.180015 184.27 6.844378 184.83 7.510855 


5.528583 s 6.191072 184.28 6.855468 184.84 
5.539610 : 6.202129 184.29 6.866559 184.85 
5.550637 : 6.213187 184.30 6.877650 184.86 
5.561665 : 6.224245 184.31 6.888742 184.87 
5.572093 : 6.235304 184.32 6.899834 184.88 


5.583722 : 6.246363 184.32 6.910927 184.89 
5.594752 F 6.257422 184.33 6.922021 184.90 
5.605782 : 6.268482 184.34 6.933115 | 184.91 
5.616812 : 6.279543 184.35 6.944210 184.92 
5.627843 6.290605 184.36 6.955305 184.93 


5.638874. : 6.301667 184.37 6.966401 184.94 
5.649906 3 6.312729 184.38 6.977498 184.905 
5.660938 . 6.323792 184.39 6.988595 184.96 
5.671971 : 6.334855 184.40 6.999693 184.97 
5.683004. ‘ 6.345919 184.41 7.010791 184.98 


5.694038 : 6.350984 184.41 7.021890 184.99 
5.705072 : 6.368049 184.42 7.032990 185.00 
5.716106 9! 6.379115 184.43 7.044090 185.01 
5.727141 {oy 6.390181 184.44 7.055101 185.02 
5.738177 9: 6.401248 184.45 7.066292 185.03 


5.749213 : 6.412315 184.46 7.077394 185.04 
5.760250 C 6.423383 184.47 7.088497 185.05 
5.771287 ; 6.434451 184.48 7.099600 185.06 
5.782325 3.06 6.445520 184.49 7.110704 185.07 7. "7718085 
5.793363 ; 6.450590 184.50 7.121808 185.08 7.789228 


5.804401 3. 6.467660 184.51 132913 185.09 7.800372 
5.815440 183. 6.478731 184.52 -144019 185.10 7.811516 
5.826480 184.00 6.489802 184.52 155125 185.11 7.822661 
5.837520 184.01 6.500874 184.53 .166232 185.12 7.833807 
5.848561 184.01 6.511946 184.54 -177340 185.13 7.844953 


5.859602 184.02 6.523019 184.55 .188448 185.14 7.856100 
5.870644 184.03 6.534092 184.56 -199557 185.15 7.867247 
5.881686 184.04 6.545166 184.57 7.210666 185.16 7.878396 
5.892728 184.05 6.556241 184.58 1.221776 185.17 7.880545 : 
5.903771 184.06 6.567316 184.59 7.232886 185.18 7.900694. 185.83 


5-914815 184.06 6.578391 184.60 71-243997 185.19 7.911845 185.84 


CDA POW OS 


bo 

H 
we) 
(oe) 
bo 


— -§39 — 


Uiayiie lee le 
Die Barker’sche Tafel. 


. 
13° 14° | Kae 
rity 1. M. Dri" M. ID phi a M. Datel 

0’ 7.911845 185.84 8.582146 186.56 255120 187.33 9.930984 188.16 
1 1.922905 185.86 8.593340 186.57 9.266360 187.34 9.942274 | 188.18 
2 7.934147 185.87 8.604535 186.58 9.277601 187.35 9.953505 | 188.19 
oS 7.945300 185.88 8.615730 186.59 9.288842 187.37 9.964857 188.21 
4 7.950453 185.89 8.626926 186.61 9.300085 187.38 9.970149 188.22 
5 7.967606 185.90 8.638123 186.62 9.311328 187.40 9.987443 188.23 
6 7.978761 | 185.91 8.649320 186.63 9.322572 187.41 9.998738 188.25 
vi 7.980916 | 185.92 8.660518 186.64 9.333817 187.42 10.010033 188.26 
8 8.001072 185.93 8.671717 186.66 9.345063 187.44 10.021329 188.28 
I 8.012228 | 185.95 8.682917 186.67 9.356310 187.45 10.032626 188,29 
10 8.023385 185.06 8.694117 186.68 9.367557 187.46 10.043924 188.31 
11 8.034543 185.97 8.705318 186.69 9.378805 187.48 10.05522: 188.32 
12 8.045702 185.98 8.716520 186.71 9.390054 187.49 10.0665 23 188.34 
13 8.056861 | 185.99 8.727723 186.72 9.401304. 187.50 10.077823 188.35 
14 8.068021 | 186.00 8.738927 186.73 9.412555 187.52 10.089125 188.37 
15 8.070181 186.02 8.750131 186.74. 9.423806 187.53 10.100427 188.38 
16 8.090343 | 186.03 8.761336 186.76 9.435058 187.54 10.111730 188.39 
17 8.101505 | 186.04 8.772542 186.77 9.446311 187.56 10.123035 188.41 
18 8.112668 186.05 8.783748 186.78 9.457565 187.57 10.134340 188.42 
19 8.123831 | 186.06 8.794955 186.79 9.468820 187.59 10.145646 188.44 
20 8.134995 186.07 8.806163 186.81 9.480076 187.60 10.156952 188.45 
21 8.146160 | 186.09 8.817372 186.82 9.491332 187.61 10.168260 188.47 
22 8.157326 | 186.10 8.828582 186.83 9.502589 187.63 10.1793508 188.48 
23 8.168492 | 186.11 8.839792 186.84 9.513847 187.64. 10.190878 188.50 
24 8.179659 | 186.12 8.851003 186.86 9.525106 187.65 10.202188 188.51 
23 8.190826 | 186.13 8.862215 186.87 9.536366 187.67 10.213499 188.53 
26 8.201995 | 186.15 8.873427 186.88 9.547626 187.68 10.224812 188.54 
27 8.213164 | 186.16 8.884641 186.90 9.558888 187.70 10.236125 188.56 
28 8.224334 | 186.17 8.895855 186.91 9.570150 Ike ipiaa ll 10.247439 188.57 
29 8.235504 | 186.18 8.907070 186.92 9.581413 187.72 10.258753 188.59 
| 30 8.246675 186.19 8.918286 186.93 9.592676 187.74 10.2770069 188.60 
31 8.257847 | 186.20 8.929502 186.95 9.603941 187.75  10.281386 188.62 


32 8.269020 | 186.22 8.940719 186.96 9.615207 187.77 10.292703 188.63 
33 8.280193 186.23 8.951937 186.97 9.626473 187.78 10.304021 188.65 
34 8.291367 186.24 8.963156 186.99 9.637740 187.79 10.315341 188.66 
35 8.302542 | 186.25 8.974376 187.00 9.649008 187.81 10.326661 188.68 
36 8.313717 186.26 8.985596 187.01 9.660277 187.82 10.337982 188.69 
37 8.324893 186.28 8.996817 187.02 9.671547 187.84 10.349304 188.71 
‘ 8.336070 186.29 9.008039 187.04 9.682817 187.85 10.360627 188.72 
39 8.347248 186.30 9.019262 187.05 9.094088 187.86 10.371951 188.74. 


40 8.358426 186.31 9.030485 187.06 9.705361 187.88 10.383275 188.75 
41 8.369605 186.32 9.041709 187.08 9.716634 187.89 10.394601 188.77 
42 8.380785 186.34 9.052934 187.09 9.727908 187.91 10.405927 188.78 
43 8.391966 186.35 9.064160 187.10 9.739182 187.92 10.417255 188.80 
44 8.403147 186.36 9.075387 187.12 9.750458 187.93 10.428583 188.81 


45 8.414329 186.37 9.086614 187.13 9.761734 187.95 10.439912 188.83 
46 8.425512 186.38 9.097842 187.14 9.773012 187.96 10.451242 188.84. 
47 8.436695 186.40 9.109071 187.16 9.784290 187.98 10.462573 188.86 
48 8.447879 186.41 9.120301 187.17 9.795569 187.99 10.473905 188.87 
49 8.459064 186.42 9.131531 187.18 9.806849 188.00 10.485238 188.89 
50 8.470250 186.43 9.142763 187.20 9.818129 188.02 10.4965 72 188.90 
‘gl 8.481436 186.45 9.153995 187.21 9.829410 188.03 10.507907 188.92 
52 8.492623 186.46 9.165228 187.22 9.840693 188.05 10.519242 188.93 
53 8.503811 186.47 9.176462 187.23 9.851977 188.06 10.530579 188.95 
54 8.515000 186.48 9.187696 187.25 9.863201 188.08 10.541916 188.97 


5p 8.526189 | 186.49 9.198931 187.26 9.874546 188.09 10.553255 188.98 
56 8.537379 186.51 9.210167 187.27 9.885832 188.10 10.564594 189.00 
57 8.548569 186.52 9.221404 187.29 9.897118 188.12 10.575934 189.01 
58 8.559761 186.53 9.232642 187.30 9.908406 188.13 10.587276 180.03 
59 8.570953 186.54 9.243880 187.31 9.919694. 188.15 10.598618 189.04 


60 8.582146 [ 186.56 9.255120 187.33 9.930984. 188.16 10.609961 189.06 
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Tafel VI. 
Die Barker’sche Tafel. 


. 0 

16° 17° IS 

M. Diff. 1”, M. Diff. 1”. M Diff. 1” 
QO! 10.609961 189.06 Te O2 277 190.02 11.978162 | 


19° 


M. Diff. 1”. 


12.667850 +15 
12.679379 192.15 
12.690908 192.17 
12.702439 192.19 
12.713970 192.21 
123725503 |) 192-22 
12.737037 192.2 
12.748573 192.26 
12.760109 | 192.28 
12.771646 | 192.30 
12.783185 | 192.32 
12.794724 | 102.34 
12.806265 192.36 
12.817807 192.37 
12.829350 192.3 
12.840894 192.41 
12.852440 | 192.43 
12.863986 192.45 
12.875534 | 192.47 
12.887082 | 192.49 
12.898632 | 192.51 
12.910183 | 192.53 
12.921736 192.55 
12.933289 192.56 
12.944843 192.58 
12.956399 192.60 


1 10.621305 189.07 11.303679 190.03 11.989625 191.06 
2 10.632649 189.09 11.315082 190.05 12.001089 191.08 
3 10.643995 189.10 11.326485 190.07 12.012554 191.09 
4 10.655342 189.12 11.337889 190.08 12.024021 191.11 


5 10.666690 189.14 11.349295 190.10 12.035488 191.13 


6 10.678038 189.15 11.360701 190.12 12.046956 | 191.15 
7 10.689388 189.17 11.372109 190.13 12.058425 191.16 
8 10.700738 189.18 11.383517 190.15 12,069896 191.18 
9 10.712090 189.20 11.394927 190.17 12.081367 191.20 


10 10.723442 189.21 11.406337 190.18 12.092840 191.22 
11 10.734795 180.23 11.417749 190.20 12.104313 | 191-24 
12 10.746149 | 1809.24 11.429161 190.22 12.115788 191.25 
13 10.757505 189.26 11.440575 190.23 12.127264 191.27 
14 10.768861 189.28 11.451989 190.25 12.138741 | 191.29 


15 10.780218 189.29 11.463405 190.27 12.150219 191.31 
16 10.791576 189.31 11.474821 190.28 12.161698 | 191.32 
17 10.802935 189.32 11.486239 190.30 12.173178 | 191.34. 
18 10.814295 189.34 11.497057 190.32 12.184659 191.36 


19 10.825655 189.35 11.509077 190.33 12.196141 


20 10.837017 189.37 11.520497 190.35 12.207624 | 191.40 
21 10.848380 | 189.39 11.531919 190.37 12.219108 | 191.41 
22 10.859744 189.40 11.543342 190.39 12.230594 191.43 
23 10.871108 189.42 11.554705 190.40 12.242080 191.45 
24 10.882474 189.43 11.566190 190.42 12.253568 191.47 


191.38 


a) 10.893840 189.45 11.577016 190.44 12.265057 191.49 

26 10.905208 189.47 11.589042 190.45 12.276546 191.50 12.967956 192.62 | 
27 10.916576 189.48 11.600470 190.47 12.288037 | 191.52 12.979514 192.64 
28 10.927946 | 189.50 11.611899 190.49 12.299529 | 191.54 12.991073 } 192.66 
29 10.939310 189.51 11.623328 190.50 12.311022 191.56 13.002633 192.68 
30 10.950687 189.53 11.034759 190.52 12,322516) | 191,58 13.014195 192.70 
31 10.962059 | 189.55 11.646101 190.54 12.334011 |} 191.60 13.025757 192.72 
Bi 10.973433 189.56 11.657624 190.56 12.345508 | 191.61 13.037321 192.74 
33 10.98.4807 189.58 11.669057 190.57 12.35700§ | 191.63 13.048886 192 6 
34 10.996182 189.59 11.680492 190.59 12.368503 191.65 13.060452 192.78 


i 
2000 at 


35 11.007558 | 180.61 11.691928 190.61 12.380003 | 191.67 13.072019 192.80 
36 11.018935 189.63 11.703365 | 190.62 12.391504 | 191.69 13-0835587 192.82 
37 11.030313 180.64 11.714803 190.64 12.403006 | 191.70 13.095157 192.83 
38 11.041692 180.66 11.726242 190.66 12.414509 | 191.72 13.106727 192.85 | 
| 87 
AQ) 11.00.4453 189.69 11.749123 | 190.69 12.437517 | 191.76 13.129872 | 192.89 
41 11.075835 | 189.71 11.7605065 1900.71 12.449023 | 191.78 13-141446 | 192.91 
42 11.087218 189.72 11.772008 | 190.73 2.460531 | 191.80 13.153022 192.93 
43 11.098002 189.74 11.783452 190.74 12.472039 | 191.81 13-1645908 192.05 
44 11.109987 189.76 11.794897 190.76 12.483548 | 191.83 13.176176 192.07 


QC = “ ” ite late) 2 A 
39 11.053072 189.67 11.737082 190.05 12.420013 | 191.74 13-118299 192 


ip eee : hee ; 
45 Teese 189.77 11.806344 | 190.78 12.495059 | 1091.85 13.187755 192.99 
46 11.132759 189.79 11.817791 190.80 12.506571 | 191.87 13.199335 193.01 
47 LLA44147 189.80 11.829239 190.81 12.518083 | 191.89 13.210916 193.03 
48 11.155536 | 180.82 11.840689 | 1090.83 12.529507 | 101.01 13.222498 | 193.05 
49 11,160925 | 189.84 11.852139 | 1090.85 12.541112 | 191.93 13.234082 | 103.07 
50 11.178316 180.8 62 +5 ae nr i 
51 11 evs xX ic poets sage 12.552028 191.04 13.245607 193.09 
Hes -18970% 159.57 11.9875043 190.88 12.504145 191.96 13.257253 193.11 
Ra reas ee 1.886496 | 190.90 12.5750604 | 191.08 13.208840 | 193.13 
Ba | prepedod | 189.90 | 11,897951 | 190.92 | 12587183 | 192.00 | 13.280428 | 1093.15 
vo 11.223889 189.92 11.909407 190.04 2.508704 192.02 13.202017 103.17 
55 026 , , ; 
56 11.235284. 189.93 11.920863 190.95 12.610225 192.04 13.303608 193.19 
ee eae 159.95 ] 1.932321 190.907 12.621748 192.06 13.315200 193.21 
38 11.255075 189.97 11.043780 190.99 12.633272 192.07 13.326793 193.23 
5 11.209477 | 189.98 11.955239 | 191.01 12.644797 | 192.0 33838 i 
59 11.280876 ( - 97 92.09 13.338387 | 193.25 
s -2950570 190.00 11.906700 191.02 12.656323 192012 13.349982 193.27 
0 11.292277 90.02 54216: SS ; 

we ee 11.976162 | 191.04 12.667850 | 192.13 13.361579 | 193.29 
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tare: VI. 
Die Barker’sche Tafel. 


20)" Ok Es a EY 


= 


M. Diff. 1”, M. Develo Me. Diff. 1”. M. Diff. 1”, 


~ 


13-361579 193.29 14.059591 194.51 14.762133 195.80 15.469459 197.17 
13-373177 193.31 14.071262 194.53 14.773882 195.83 15.481290 197.19 
13.384776 193.33 14.082935 104.55 14.785632 195.85 15.493122 LO ee 
13.396376 193.35 14.094608 194.57 14.797384 | 1095.87 15.504956 | 197.24 
13-407977 193.37 14.106283 194.59 14.809137 195.89 15.516791 197.206 


13.419580 193.39 14.117960 194.61 14.820891 195.91 15.528627 197.28 
13.431183 193.41 14.129637 194.64 14.832047 195.94 15.540465 197.31 
13.442788 193.43 14.141316 194.66 14.844403 195.96 15.552304 197.33 
13-454394 | 193.45 14.1§2906 | 194.68 148501061 195.98 15.564144 | 197.35 
13.466002 193.47 14.164677 194.70 14.867921 196.00 15.575986 197.38 


13.477610 | 193.49 14.176360 | 194.72 14879082 | 196.03 15.587830 | 197.40 
13.489220 | 193.51 14.188044. | 194.74 14.891444 | 196.05 15.599675 197.43 
13.500831 | 193.53 14.199729 | 194.76 14.903208 | 196.07 15.611521 197.45 
13.512443 | 103.55 14.211415 194.78 14.914973 196.09 15.623369 197.47 
13.524056 193.57 14.223103 194.81 14.920739 196.12 15.635218 197.50 


13-535671 | 193.59 14.234792 | 194.83 14.938506 | 196.14 15.647068- | 197.52 
1a: ; 193.61 14.246482 194.85 14.950275 196.16 15.658920 197.54 
193.63 14.258174 194.87 14.962045 196.18 15.670773 197.57 
193.65 14.269867 194.89 14.973817 196.20 15.682628 | 197.59 
193.07 14.281561 194.91 14.985590 196.23 15.694484 197.01 


é 193.69 14.293256 | 194.93 14.9973065 196.25 15.706342 197.64 
13.605383 193.71 14.304953 194.95 15.009140 | 196.27 15.718201 197.66 
13617006 | 193.73 14.316651 194.98 15.020917 | 196.30 15.730061 197.69 
13-628631 | 193.75 14.328350 | 195.00 15.032696 | 196.32 15.741923 | 197.71 
13.640256 | 193.77 14.340050 | 195.02 15.044475 | 196.34 15.753786 | 197.73 


13.651883 | 193.79 14.351752 | 195.04 15.056256 | 196.36 15.765651 | 197.76 
13.663511 | 193.81 14.363455 | 195.06 15.068039 | 196.39 TSS Lee LOTS 
13.675140 | 193.83 14.375159 195.08 15.079823 196.41 15.789385 197.80 
13.686770 | 193.85 14.386865 195.10 15.091608 196.43 15.801254. 197.83 
13-698401 | 193.87 14.398572 | 195.13 15.103394 | 196.45 15.813124 | 197.85 


13.710034 193-89 14.410280 195.15 15.115182 196.48 15.824996 197.88 
13.721668 193-91 14.421990 195.17 15.126971 196.50 15.836870 197.90 
13.733303 193.93 14.433700 195.19 15.138762 196.52 15.848744 197.92 
13.744940 | 193-95 14.445412 | 195.21 15.150554 | 196.54 15.860620 | 197.95 
13.756577 193.97 14.457126 195.23 15.162348 196.57 15.872498 197.97 


13.768216 | 193.99 14.468841 195.26 15.174142 196.59 15.884377 198.00 . 
13.779856 | 194.01 14.480557 195.28 15.185938 196.61 15.896258 198.02 
13-791498 194.03 14.492274 195.30 15.197736 196.64 15.908140 198.04 
13.803140 194.05 14.503992 195.32 15.209535 196.66 15.920023 198.07 
13.814784 194.07 14.515712 195.34 15.221335 196.68 15.931908 198.09 


13.826429 194.09 14.527434 195.36 TSeeesioy 196.70 15.943794 198.12 
13.838075 194-11 14.539156 195.39 15.244940 196.73 15.955682 198.14 
13.849723 | 194.14 14.550880 | 195.41 15.256744 | 196.75 15.967571 | 198.17 
13.861372 194.16 14.562605 195.43 15.268550 196.77 15.979462 198.19 
13.873022 194.18 14.574331 195.45 15.280357 196.80 15.991354 198.21 
13.884673 194.20 14.586059 195.47 15.292165 196.82 16.003248 198.24 
13.896325 194.22 14.597788 195.50 15.303975 196.84 16.015143 198.26 
13-.907979 194.24 14.609519 195.52 15.315786 196.87 16.027039 198.29 
13.919634 194.26 14.621250 195.54 15.327599 196.89 16.038937 198.31 
13-931290 194.28 14.632983 195.56 15.339413 196.91 16.050836 198.34 


13.942948 194.30 14.644718 195.58 15.351228 196.94. 16.062737 198.36 
13-954606 194.32 14.656453 195.60 15.363045 196.96 16.074639 198.38 
13.966266 194.34 14.668190 195.63 15.374863 196.98 16.086543 198.41 
13.977927 194.36 14.679929 195.65 15.386683 197.00 16.098449 198.43 
13.989590 194.38 14.691668 195.07 15.398504 197.03 16.110355 198.46 


14.001254 194.41 14.703409 195.69 15.410326 197.05 16.122263 198.48 
14.012919 194.43 14.715151 195.71 15.422150 197.07 16.134173 198.51 
14.024585 194.45 14.726895 195.74 15-433975 197.10 16.146084 198.53 
14.036252 | 194.47 14.738640 | 195.76 15.445802 | 197.12 16.157997 | 198.56 
14.047921 194.49 14.750386 195.78 15.457630 197.14 16.169911 198.58 


14.059591 194.51 14.762133 195.80 15.409459 197.17 16.181826 198.60 
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Tafel VL 
Die Barker’sche Tafel. 


VU. 
Q/ 16.181826 
1 16.193743 
2 16.205662 
3 16.217582 
4 16.229503 
5 16.241426 
6 16.253350 
G 16.265276 
8 16.277204 
9 16.289133 
10 16.301063 
11 16.312995 
12 16.324928 
13 16.336863 
14 16.348799 
15 16.3607 37 
16 16.372670 
17 16.384617 
18 16.396559 
19 16.408503 
20 16.420448 
21 16.43.2395 
22 16.444343 
23. 16.456292 
24 16.468243 
25 16.480196 
26 16.492151 
27 16.504107 
28 16.516064. 
29 16.528022 
30 16.539983 
31 16.551945 
32 16.563908 
33 16.575873 
34. 16.587839 
35 16.599807 
36 16.611776 
37 16.623747 
38 16.635719 
39 16.64.7693 
40 16.659669 
Al 16.671646 
42 16.683624 
43 16.695604 
44 16.707586 
45 16.719569 
46 16.731553 
47 16.74.3539 
48 16.755527 
AY 16.707516 
50 16.779507 
51 16.791499 
52 16.803493 
53 16.815488 
54. 16.827485 
OD 16.839484. 
56 16.851484 
57 16.863485 
58 16.875488 
59 16.887493 
60 6. 9 
a 16.899499 


24 


2° 


ie 


ID suns IM 


198.60 
198.63 
198.65 
198.68 
198.70 


198.73 
198.75 
198.78 
198.80 | 
198.83 
198.85 
198.88 
198.90 
198.93 
198.95 


198.97 
199.00 
199.02 
199.05 
199.07 


199.10 
199.12 
199.15 
199.17 
199.20 


199.22 
199.25 
199.27 
199.30 
199.33 
199.35 
199.38 
199.40 
199.43 
199.45 
199.48. 
199.50 
199.53 
199.55 
199.58 
199.60 
199.63 
199.65 

199.68 
199.70 
199.73 

199.70 
199.78 
199.81 

199.83 

199.86 
199.88 
199.91 

199.9-4 
199.96 
199.99 
200.01 

200.04 
200.00 


- 200.09 


200.12 


M. IByba, 1 
16.899499 | 200.12 
16.911507 200.14 
16.923516 200.17 
16.935527 200.19 
16.94.7539 200.22 
16.959553 200.24 
16.971568 200.27 
16.983585 200.30 
16.995604. | 200.32 
17.007624 200.35 
17.019646 | 200.37 
17.031669 200.40 
17.043694 | 200.43 
17.055720 200.45 
17.067748 | 200.48 
17.079777 200.50 
17.091808 200.53 
17.103841 } 200,56 
17.115875 | 200.58 
17.127911 200.61 
17.139948 | 200.64 
17.151987 | 200.66 
17.164028 200.69 
17.176070 200.71 
17.188114 _| 200.74 
17.200159 200.77 
17.212206 200.79 
17.224254. 200.82 
17.236304 | 200.85 
17.248356 200.87 
17.260409 200.90 
17.272464 | 200.93 
17.284520 200.95 
17.296578 200.98 
17.308637 201.00 
17.320698 201.03 
17.332761 201.06 
17.344825 201.08 
17.356891 201.11 
17.368959 201.14 
17.381028 201.16 
17.393098 201.19 
17.405171 201.22 
17.417245 201.24. 
17.4.29320 201.27 
17.441397 201.30 
17.453476 201.32 
17.465556 201.35 
17.477638 201.38 
17.489722 201.41 
17.501807 201.43 
17.513894 201.46 
17.525982 201.49 
17.538072 201.51 
17.550163 201.54 
17.§62257.| 201.57 
17.574352 201.59 
17.580448 201.62 
17.598546 201.65 
17.610646 201.68 
17.622747 201.70 


M. Drttsu// 
17.622747 201.70 
17.634850 | 201.73 
17.646954 201.76 
17.659060 201.78 
17.671168 201.81 
17.683278 201.84 
17.695389 201.87 
17.707502 201.89 
17.719616 201.92 
V7 Tae 201.95 
17.74.3850 201.97 
17.755969 202.00 
17.708090 202.03 
17.780213 202.06 
17.792337 202.08 
17.804462 202.11 
17.816590 202.14: 
17.828719 ZOOM, 
17.840850 202.19 
17.852982 202.22 
17.865116 202.25 
17.877252 202.28 
17.889389 202.30 
17.901528 202.33 
17.91.3669 202.36 
17.925811 202.39 
17.937955 202.41 
17.950101 302.44 
17.962248 202.47 
17.974397 202.50 
17.986548 202.52 
17.998700 202.55 
18.010854 | 202.58 
18.023010 | 202.61 
18.035167 202.64, 
18.04.7326 202.66 
18.059487 | 202.69 
18.071649 202.72 
18.083813 202.75 
18.095979 202.78 
18.108146 202.80 
18.120315 202.83 
18.132486 202.86 
18.144658 202.89 
18.156832 202.92 
18.1609008 202.04 
18.181186 202.97 
18.193365 203.00 
18.205546 203.03 
18.217728 203.06 
18.229912 203.08 
18.24.2008 203.11 
18.254286 203.14. 
18.266475 203.17 
18.278666 203.20 
18.290859 203.23 
18.303053 203.25 
18.315249 203.28 
18.327447 203.31 
18.339646 203.34 
18.351847 203.37 


M. 


1D yang, ee 

18.351847 203-37 
18.364050 203.40 
18.376255 203.42 
18.388461 203.45 
18.400669 203.48 
18.412879 203-51 
18.425090 203.54 
18.437303 203.57 
18.449518 203.59 
18.461735 203.62 
18.473953 203-05 
18.486173 203.68 
18.498395 203.71 
18.510018 203.74. 
18.522843 203.77 
18.535070 203.80 
18.547299 203.82 
18.559529 203.85 
18.571761 203.88 
18.583995 203.91 
18.596230 203.94 
18.608467 203.97 
18.620706 204.00 
18.632947 204.03 
18.645190 204.05 
18.657434 204.08 
18.669679 204.01 
18.681927 204.14 
18.694177.°| 204.17 
18.706428 204.20 
18.718680 204.23 
18.730935 204.26 
18.743191 204.29 
18.755449 204.32 
18.767709 204.35 
18.779971 204.37 
18.792234 204.40 
18.804499 204.43 
18.816767 204.46 
18.829036 204.49 
18.841305 204.52 
18.853577 | 204.55 
18.865851 204.58 
18.878127 204.61 
18.890404 204.64 
18.902684 204.607 
18.914965 204.70 
18.927 247 204.73 
18.939532 204.76 
18.951818 204.79 
18.964106 204.81 
18.976396 204.84 
18.088687 204.87 
19.00008 1 204.90 
19.013276 204.93 
19.025573 204.96 
19.037871 204.99 
19.050172 205.02 
19.0624.74. 205.05 
19.074778 205.08 
19.087084 


Cae 


843 


Tafel VI. 
Die Barker’sche Tafel. 
in 0 cz 
0 D 0) EO 
v, 28" | 2? e031 a | 
M. Diet 1%. M Dist, 1", low M, Dr low M. Lovin AA 

0’ 19.087084 205.11 19.828747 206.94 | 1.313 3849 44.08 1.329 0430 42.92 
1 19.099391 205.14 19.841164 206.97 +313 6493 44.06 +329 3004 42.91 
2 19.111701 205.17 19.853583 207.00 313 9136 44.04 329 5578 42.89 
3 19.124012 205.20 19.866004 207.03 314 1778 44.02 2329 8151 42.87 
4 19.136325 205.23 19.878427 207.06 314 4419 44.00 +330 0723 42.85 
5 19.148639 205.26 19.890852 207.09 1.314 7058 43.98 1.330 3293 2.83 
6 19.160956 | 205.20 19.903279 -| 207.13 314 9696 | 43.96 4330 5862 | 42.81 
7 19.173274 205.32 19.915707 207.16 +315 2333 °| 43.94 +330 8431 42.80 
8 19.185504 205.35 19.928137 207.19 6315 4969 43.92 +331 0998 42.78 
9 19.197916 205.38 19.940509 207.22 2315 7604 43.90 +331 3564 42.76 
10 19.210240 | 205.41 109.953003 207.25 1.316 0237 43.88 1.331 6129 42.74 
11 19.222566 205.44 19.965439 207.28 316 2869 43.86 331 8693 42.72 
12 19.234893 | 205.47 19.977877 | 207.31 316 5500 *| 43.84 332 1255 | 42.70 
13 19.247222 205.50 19.990317 207.34 .316 8130 43.82 332 3817 42.69 
14 19.259553 205.53 20.002759 207.38 317 0759 43.80 +332 6378 42.67 
15 19.271885 205.56 20.015202 207.41 1.317 3386 43.78 1.332 8937 42.65 
16 19.284220 205.59 20.027647 207.44. +317 6013 43.76 +333 1496 42.63 
17 19.206556 205.62 20.040095 207.47 317 8638 43.74 2333 4053 42.61 
18 19.308894 205.05 20.052544 °| 207.50 318 1262 A3072 +333 ©6609 42.59 
19 19.321234 205.68 20.064995 | 207.53 6318 3885 43.70 333 9164 42.58 
20 19.33357 205.71 20.077448 207.57 1.318 6506 43.68 1.334 1718 42.56 
21 19.345020 205.74 20.089903 207.60 .318 9127 43.67 +334 4271 42.54 
22 19.358265 205.77 20.102360 207.63 .319 1746 43.65 334 6823 42.52 
23 19.370612 205.80 20.114818 207.06 +319 4364 43.63 +334 9374 42.50 
24 10.382961 205.83 20.127279 207.69 319 6981 43.61 335 1924 42.49 

| 25 19.395312 205.86 20.139741 207.72 1.319 9597 43.59 1.335 4472 42.47 
26 19.407665 205.89 20.152206 207.76 +320 2212 43.57 335 7020 42.45 
ae 19.420019 205.92 20.164672 207.79 +320 4825 43.55 335 9507 42.43 
2 19.432375 205.95 20.177140 207.82 +320 7438 43.53 Meloy lay 42.41 
29 19.444734 205.98 20.189610 207.85 .321 0049 43.51 -336 4656 42.40 
30 19.457094 | 206.01 20.202082 207.88 1.321 2659 43.49 1.336 7199 42.38 
s 19.409455 206.04 20.214556 207.91 .321 5268 43.47 -336 9742 42.30 
32 19.481819 206.08 20.227032 207.95 32) 7875 43.45 6307 2203 |) Aaot 
33 19.494184 206.11 20.239510 207.98 2322 0482 43.43 Re key r-toy2e) 42:33 
34 19.506551 206:14 20.251989 208.01 .322 3087 43.41 +337 7362 42.31 
35 19.518921 206.17 20.264471 208.04 | 1.322 5692 43.40 |* 1.337 9900 42.29 
36 19.531292 206.20 20.276954 208.07 2322 8295 43.38 338 2437 42.27 
37 19.543664 206.23 20.289440 208.11 323 0897 43.36 338 4972 42.25 
38 19.556039 206.26 20.301927 208.14 323 3498 43.34 338 7507 42.24 
39 19.568415 | 206.29 20.314416 208.17 2323 6097 43.32 2339 0041 42.22 
40 19.580794 | 206.32 20.326907 208.20 1.323 8696 43.30 1.339 2573 42.20 

* 44 19.593174 206.35 20.339400 208.24 .324 1294 43.28 339 5105 2.18 
42 19.605556 | 206.38 20.351895 208.27 .324 3890 43.26 339. 7635 42.17 
43 19.617939 | 206.41 20.304392 208.30 1324 6485 Ao soe: 340 0165 2.15 
44 19.630325 206.44 20.376891 208.33 6324 9079 43.22 340 2693 BRE 
45 19.642713 200.47 20.389392 208.36 1.325 1672 43.21 1.340 5221 SH iNit 
46 19.655102 206.50 20.401895 208.39 .325 4263 43.19 sBhO: 1747 2.10 
47 19.667493 206.53 20.414399 208.43 +325 0854 43.17 341 0272 42.08 
48 19.679886 206.57 20.426906 208.46 325 9443 43.15 341 2796 42.06 
49 19.692281 206.60 20.439415 208.49 326 2032 43.13 341 5319 42.04 
50 19.704678 206.63 20.451925 208.52 | 1.326 4619 | 43.11 1.341 7841 2.03 
51 19.717076 206.66 20.464437 208.56 320 71205 43.09 342 0362 42.01 
52 19.729477 206.69 20.470952 208.59 2326 9790 43.07 342 2882 41.99 
53 19.741879 206.72 20.489468 208.62 327 2374 43.05 2342 5401 41.97 
54 19.754283 206.75 20.501986 208.65 327 4057 43.04. 342 7919 41.96 
5b 19.766689 206.78 20.5145006 208.69 1.327 7538 43.02 1.343 0436 41.94 
5 19.779097 200.81 20.527029 208.72 .328 0119 43.00 +343 2952 41.92 
57 19.791507 200.84. 20.539553 208.75 -328 20698 42.98 343 5467 41.90 
58 19.803919 206.88 20.552079 208.78 1328 5276 42.96 343 7980 41.89 
59 19.816332 206.91 20.5064607 208.82 2328 7853 42.94. 344 0493 41.87 
60 19.828747 206.94 20.577137 208.85 1.329 0430 42.92 1.344 3005 41.85 
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a. 
Tatel Vi; 
Die Barker’sche Tafel. 
33° 34° 35° 


log M. | Diff.1”.| log M. | Diff1’.| log M.__| Diff.1”.|__ log M._| Diff. 1”. 


1.344 3005 41.85 1.359 1859 40.86 1.373 7251 39.93 1.387 9418 39.06 
5515 41.84 4310 40.84 2373 9646 39.91 .388 1761 39.05 
8025 41.82 i 6760 40.82 374 2041 39.90 «388 4104 39.04 
0534 41.80 a 9209 40.81 374 4434 39.88 388 6446 39.02 
3041 41.78 : 1657 40.79 374 6827 39.87 -388 8787 39.01 


5548 41.77 : 4104 40.78 1.374 9218 39.85 1.389 1127 38.99 
8053 41.75 é 6550 40.76 -375 1609 | - 39.84 ; 3466 38.98 
0558 | 41.73 . 8995 40.74 375 3999 39.82 : 5804 38.97 
3061 41.72 ‘i 1439 40.73 375 6388 39.81 : 8142 38.95 
5564 41.70 . 3883 40.71 375 8776 39.79 . 0479 38.94 


8065 41.68 é 6325 40.70 1.376 1164 39.78 ‘ 2815 38.93 
0565 41.66 é 8766 40.68 2376 3550 39.77 A 5150 38.91 
3065 41.65 j 1207 40.66 376 5935 39.75 : 7484 38.90 
5563 41.63 4 3646 40.65 -376 8320 39.74 4 9817 38.88 
8060 41.61 3 6084 40.63 OL O103 39.72 4 2150 38.87 


0557 41.60 A 8522 40.62 1.377 3086 39.71 4482 38.86 
3052 41.58 : 0959 40.60 377. 5468 39.69 2 6813 38.84 
5546 41.56 . 3394 40.59 377 1849 39.68 : 9143 38.83 
8040 41.55 ; 5829 40.57 378 0230 | 39.66 1472 38.82 
0532 41.53 ; 8263 40.56 -378 2609 39.65 3801 38.80 


3023 41.51 : 0696 40.54 1.378 4987 39.64 : 6128 38.79 
5513 41.50 : 3128 40.52 378 7365 39.62 . 8455 38.77 
8003 41.48 : 5559 40.51 2378 9742 39.61 5 0781 38.76 
0491 41.46 : 7989 40.49 -379 2117 39.59 : 3107 38.75 
2978 | 41.45 ; 0418 | 40.48 +379 4492 39.58 : 5431 38.73 


5464 41.43 é 2846 40.46 1.379 6866 39.56 : 7755 38.72 
7950 41.41 ' 5273 40.45 379 9240 39.55 : 0078 38.71 
0434 41.40 : 7699 40.43 380 1612 39.53 : 2400 38.69 
2917 41.38 . 0125 40.41 - 3983 39.52 = 4721 38.68 
5399 | 41.36 . 2549 | 40.40 . 6354 | 39.50 . 7041 38.67 


7880 41.35 G 4973 40.38 . 8724 39.49 : 9361 38.65 
0361 41.33 F 7395 40.37 4 1093 39.47 +395 1680 38.64 
2840 Ableeth % 9817 40.35 “ 3461 39.46 2395 3998 38.63 
5318 41.30 é 2238 40.34 ‘i 5828 39.45 4 6315 38.61 
7795 41.28 4657 40.32 ‘ 8194 39.43 ‘ 8631 38.60 


0272 41.26 . 7076 40.31 0559 39.42 +390 0047 38.59 
2747 41.25 q 9494 40.29 : 2924 39.40 : 3262 38.57 
5221 41.23 é 1911 40.28 5288 39.39 +3960 5576 38.56 
7694 41.21 4327 40.26 : 7651 39.37 4 7889 38.55 
0167 41.20 A 6742 40.25 0013 39.36 397 0201 38.53 


2638 41.18 5 Q157 40,23 2374 39.35 : 2513 38.52 
5108 41.16 1570 40.21 ; 4734 39.33 : 4823 38.51 
7578 41.15 ; 3983 40.20 4 7093 39.32 ‘ 7133 38.49 
0046 41.13 . 6394 40.18 9452 39.30 . 0442 38.48 
2513 41.11 : 8805 40.17 1809 39.29 4 1751 38.47 


4980 41.10 : 1214 40.15 4166 39.27 4058 38.45 
1445 41.08 3623 40.14 6522 39.26 ; 6365 38.44 
9909 41.07 : 6031 40.12 8878 39.25 8671 38.43 
2373 41.05 : 8438 40.11 1232 39.23 $ 0976 38.41 
4836 41.03 + 0844 40.09 3585 39.22 09 3281 38.40 
7297 41.02 ; 3249 40.08 5938 39.20 ; 5584 38.39 
9758 41.00 A 5654 40.06 8290 39.19 7887 38.37 
2217 40.98 : 8057 40.05 0641 39.18 .400 0189 38.36 
4676 40.97 a 0459 40.03 2991 39.16 : 2491 38.35 
7134 40.95 3 2801 40.02 5340 39.15 R 4791 38.33 
9590 40.94 2372 5261 40.00 7689 39.13 ' 7091 8.32 
20406 40.92 ; 7001 39.99 0036 39.12 Lise ae 
3 4501 40.90 +373 0060 39.97 2383 39.11 1688 38.30 
40.89 . 2458 | 39.96 4729 | 39.09 3985 38.28 
40.87 373 4855 39.94. 4074 39.08 6282 38.27 


1.359 1859 | 40.86 | 1.373 7251 | 39.93 9418 | 39.06 .401 8578 | 38.26 
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Diff.1”,| log M: | Dif.1.] log M. | Diff. 1”. 


38.26 1.415 4930 |) 37.50 i 36.80 
38.24 415 7180 | 37.49 : 36.79 
38.23 415 9429 37.47 q K 36.78 
38.22 416 1678 37.46 42 36.77 
38.20 416 3925 37.45 : 36.75 


38.19 1.416 6172 37.44 4 36.74 
38.18 416 8419 37.43 q I BOL 
417 0664 37.41 od 36.72 

-417 2909 37.40 “ 36.71 

stSa4 o7sa9 ‘ 36.70 


71396 | 37.38 . 36.69 
9639 | 37.37 : 36.68 
1881 | 37.36 : 36.66 
4122 37.35 5 36.65 
6362 | 37.33 ‘i 36.64 
8602 37.32 i 36.63 
0841 | 37.31 " 36.62 
3079 -} 37.30 : 36.61 
ESTE Sisco : 36.60 
71554 | 37.27 . 36.59 
9790 37.26 cA 36.57 
2026 37.25 ; 36.56 
4260 37.24 ; 36.55 
6494 37-23 . 36.54 
8728 Br eme ato, 36.53 
0960 37.20 : 5 36.52 
421 3192 37.19 d 36.51 
421 5423 37.18 36.50 
421 7654 37.37 ‘ 36.49 
-421 9884 37.16 y 36.48 


1.422 2113 37.15 ¥ 36.47 
422 4341 37.13 : 36.46 
-422 6569 37.12 d 36.44 
422 8796 Beet 36.43 
423 1022 37.10 i 36.42 


1.423 3248 37.09 . 36.41 
423 5473 37.08 : 36.40 
423 7697 37.06 : 36.39 
+423 9920 | 37.05 , 36.38 
424 2143 37.04 ’ 36.37 
1.424 4365 37.03 . 36.36 
424 6586 37.02 ; 30.35 
.424 8807 37.01 438 30.34 
425 1027 36.99 é 36.32 
425 3246 30.98 . 36.31 


1.425 5465 36.97 : 36.30 
425 7683 30.96 36.29 
425 9900 30.95 ‘ 36.28 
426 2117 36.94 ie 36.27 
426 4333 36.92 ; 36.20 
1.426 6548 36.91 ; é 36.25 
426 8762 36.90 4 36.24. 
427 0976 36.89 30.23 
4427 3189 36.88 42 36.22 
1416 05 4427 5402 36.87 5 36.20 
3670 : 1.427 7613 36.86 ; j 36.19 
5924 | 55 427 9824 30.85 4 ; 36.18 
8176 54 428 2035 36.83 ; : 36.17 
0429 ; 428 4244 36.82 4 36.106 
f 2680 i 428 6453 36.81 44 36.15 
_ 1.415 4930 é _ 1.428 8662 36.80 4 f 36.14 1.454 8934 


Die Barker’sche Tafel. 
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TatekiVvl 


42° 


IDyueis 1/4 


- 
i 40" Al’ 
log M Diff, 1, log M IDyeie il log M, 
O' |. 1.454 8934 | 35.53 |. 1.467 5782 | 34.95 | 1.480 0627 
1 455 1065 | 35.52 467 7879 | 34.94 .480 2691 
2 -455 3196 | 35.51 467 9976 | 34.93 480 4755 
3 455 5326 35.50 468 2071 34.92 .480 6819 
4 455 7456 35.49 .468 4166 34.91 .480 8882 
5 1.455 9585 35.48 1.468 6261 34.90 1.481 0944 
6 436 1713 | 35.47 468 8355 | 34.90 -481 3006 . 
zl 456 3841 35.46 .469 0448 34.89 -481 5068 
8 456 5968 | 35.45 469 2541 4 34.88 .481 7129 
9 456 8094 | 35.44 469 4634 | 34.87 481 9189 
10 1.457 0220 35.43 1.469 6725 34.86 1.482 1249 
di 457 2346 35.42 469 8817 34.85 482 3308 
12 457 4470 | 35.41 470 0907 | 34.84 482 5367 
13 457 6595 | 35.40 -470 2998 | 34.83 482 7425 
14 457 8718 35.39 .470 5087 34.82 482 9483 
15 1.458 0841 35.38 1470 71:76 34.81 1.483 1540 
16 .458 2064 35.37 470 9265 34.80 483 3597 
1% 458 5086 | 35.36 471 13534 34.79 483 5653 
18 .458 7207 35.35 471 3440 1 34.79 483 7709 
19 458 9328 | 35.34 471 5527 | 34.78 483 9764 
20 | 1.459 1448 | 35.33 | 1.471 7613 | 34.77 | 1.484 1819 
21 459 3567 | 35.32 471 9699 | 34.76 .484 3873 
22 459 5686 BSS 472 1784 34.75 484 5927 
23 459 7805 | 35.30 472 3869 | 34.74 .484 7980 
24 459 9922 | 35.29 472 5953 | 34.73 485 0033 
25 1.460 2040 35.28 1.472 8037 34.73 1.485 2085 
26 .460 4156 Bea .473 0120 34.72 485 4137 
ae .460 6272 35.26 ‘473) 2208 34.71 485 6188 
28 460 8388 | 35.25 473 4285 | 34.70 .485 8239 
ae 461.0503 35.24 -473 6366 34.69 486 0289 
30 1.461 2617 QE DD 1.473 8447 34.68 1.486 2338 
31 461 4731 | 35.23 474 0527 | 34.67 .486 4388 
3d 461 6844 35.22 474 2607 34.66 486 6436 
33 461 8957 | 35.21 474 4686 | 34.65 486 8484 
34 .462 1069 35.20 474 6765 34.64 487 0532 
35 1.462 3180 35.19 1.474 8843 34.63 1.487 2579 
36 462 5201 35.18 475 0921 34.62 .487 4626 
37 .462 7401 35.17 .475 29098 34.61 .487 6672 
38 462 9511 35.16 475 5075 34.61 487 8718 
39 .463 1620 Aaalls gis Falisn 34.60 488 0763 
40 1.463 3729 35.14 1.475 922 34.59 1.488 2807 
41 463 5837 | 35.13 476 1302 | 34.58 488 4852 
42 463 7944 | 35.12 476 3376 | 34.57 488 6805 
43 464 0051 35.11 476 5450 34.56 488 89390 
44. 464. 2158 35.10 476 7524 34.55 489 0081 
45 1.464 4263 35.09 1.476 9596 34.54 1.489 3023 
46 .464 6369 35.08 -477 1669 34.54 480 5065 
47 464 8473 | 35.07 477 3741 | 34.53 489 7106 
48 465 0577 35.06 477 5812 34.52 489 9147 
49 465 2681 | 35.05 477 7883 | 34.51 490 1187 
50 1.465 4784 | 35.04 | 1.477 9053 | 34.50 | 1.400 3227 
51 465 6886 35.04 478 2023 34.49 400 5266 
et 405 8988 35.03 478 4092 34.48 490 7305 
53 466 1090 | 35.02 478 6161 | 34.47 490 9343 
DA 466 3190 | 35.01 478 8229 | 34.46 491 1381 
55 1.466 5290 0 4190 020% 3 
56 a: chee es See ay 34-46 sibel rue 
RY ao so ecaeaatee A479 2364 | 34.45 491 5455 
a -466 9489 | 34.98 479 4430 | 34.44 491 7491 
58 467 1587 | 34.97 479 6496 | 34.43 491 9527 
yy) 467 3685 34.96 479 8562 34.42 492 1562 
GO} 1.467 5782 | 34.95 |. 1.480 0627 | 34.41 |. 1.492 3507 


2501 0640 
-501 2654 
-501 4667 
-501 6680 
501 8693 
+502 0705 
-502 2716 


.502 4727 
.502 6738 
-502 8748 
2503 0758 
2503 2707 


1.503 4776 
-503 6784 
-503 8792 
-504 O800 
-504 2807 


1.504 4813 
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Tafel VI. 
Die Barker’sche Tafel. 


log M. _ | Diff.1”. iff.1”.| log M. | Diff1”.] log M. 


1.504 4813 33-44 1.516 4390 : ; 2435 32.59 1.539 9048 
-504 6819 33.43 +516 6370 ; : 4390 32.58 -540 O980 
-504 8825 33.42 -516 8349 2; ’ 6344 32.57 -540 2912 
«505 0830 33-42 517 0328 32. ‘ 8299 32.57 -540 4843 
-505. 2835 517 2306 i ‘ 0252 32.56 540 6774 


-505 4839 ; 517 4284 A ‘ 2206 32.55 -540 8705 

6843 ; -517 6262 32. ‘ 4159 32.55 +541 0635 
517 8239 By -529 6112 32.54 541 2564 
+518 0216 ‘ ° 8064. 32.53 541 4494 
518 2192 2.9 ‘ 0016 32.53 +541 6423 


-518 4168 ; : 1967 32.52 -541 8352 
518 6143 9! 5 3918 32.51 -542 0280 
518 8118 i ‘ 5869 32.51 : 2208 
+519 0093 . : 7819 32.50 . 4135 
«519 2067 zi : 9769 32.49 é 6063 
-519 4041 ; s 1719 32.49 : 7989 
+519 6014 : : 3668 32.48 5 9916 
-519 7987 ‘ : 5616 32.48 -543 1842 
-519 9960 32. : 7505 32.47 : 3768 
-520 1932 : ‘ 9513 32.46 A 5693 
-520 3904 : A 1460 32.46 : 7618 
+520 5875 ; : 3407 32.45 543 9543 
-520 7846 3 532 5354 32.44 -544 1467 
+520 9816 ; ; 7300 32.44 544 3391 
e520 L786: : < 9246 32.43 544 5315 
522° 3756 z : 1192 32.43 544 7238 

5725 : ; 3137 32.42 -544 9161 

7694 : F 5082 32.42 ; 1083 

9662 é é GO2 32.41 Fi 3005 

1630 ¥ j 8971 32.40 -545 4927 


3598 : . 0914 32.39 . 6849 
5565 : 534 2858 32.39 ‘ 8770 
7531 Z A 4801 32.38 -546 0690 
9498 ’ 6743 32.34 546 2611 
1464 2 8685 32.37 3 4531 
3429 . 0627 32.36 : 6450 
5394 : : 2568 32.35 ‘ 8370 
71359 7 4509 32.35 : 0289 
9323 ; * 6450 32.34 / 2207 
1287 ; : 8390 32.33 A 4125 
3251 : 0330 32.33 : 6043 
5214 ; s 2270 32.32 , 7961 
7176 ? ‘ 4209 32.32 i 9878 
9138 ; , 6148 32.31 1795 
1100 4 8086 32.30 «548 3711 
3062 z 0024 32.30 -548 5627 
§023 : 537 1962 32.29 . 7543 
6983 : ; 3899 32.28 -548 9458 
8944 ; §836 32.28 549 1373 
0903 5 17712 32.27 . 3288 
2863 ; 9708 32.26 549 5202 
4822 : 1044 32.26 549 7116 
6780 : +538 3579 32.25 -549 9030 
8739 2. 538 5514 32.25 : 0943 
0696 A -538 7449 32.24. .550 2856 


2654 . 1.538 9383 32.23 ‘ 4709 
4011 ; -539 1317 32.23 ‘ 6681 
6567 y +539 3250 32.22 6550 8593 
8524 i +539 5183 2201 0504. 
-516 2410 il 0479 7 +539 7116 32.21 2410 


1.516 4390 : 2435 é 1.539 9048 32.20 1.551 4326 
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Tafel VI. 
Die Barker’sche Tafel. 


ibe 0 0 0 0 
Es AS 49 50 Ay | 
log M. Ditk 1 log M ID yin oe log M. Diff. 1’. log M. Dit s 

O’ | 1.551 4326 31.85 1.562 8360 Ol-SL.24 L574: 1234 31.20 1.585 3031 L 30.91 

1 5190237" .| Bill-e4 563 0250°.} 31.51 574.3106 .| 31.20 585 4886 | 30.91 

2 551 8147 31.83 5082140" ||| 31.50 574 4977 31.19 585 6740 | 30.90 

3 552 0057 .| 31.83 563 4030 .| 31.50 574 0849 | 31.19 585 8594 30.90 

4 552 1966 | 31.82 .563 5920 31.49 -574 8720 31.18 -586 0448 .| 30.89 

5 1.552 3876 31.82 1.563 7809 31.48 1.575 0590 31.18 1.586 2302 | 30.89 

6 552 5784 31.81 -563 9698 .| 31.48 SUSELAOL Ll Sali -586 4155 .| 30.89 

7 552 7693 31.80 .564 1586 || 31.47 “SASS ieal SLi -586 6008 30.88 

8 552 9601 | 31.80 564 3475 .| 31.47 S75n0201-.| Bi16 -586 7859 .| 30.87 

9 553 1508 31.79 -564 5363 .| 31.46 +575 8070 31.16 -586 9713 30.87 
10 1.553 3416 31.79 1.564 7250 31.46 1.575 9939 31.15 1.587 1565 30.87 
ie 5590592901) B70 564 9138 .| 31.45 .576:1808 .| 31.15 587 3417 .| 30.86 
12 -553.7230 .| 31.78 565 1025 .| 31.45 570 3077 .| 31.14 587 5268 | 30.86 
13 553 9136 | 31.77 565 2911 .| 31.44 57055405.)  Bildet 587 7120 | 30.85 
14 554 1042 .| 31.76 565 4798-.| 31.44 570 7414 .| 31.13 587 8971 30.85 
15 1.554 2948 31.76 1.565 6684 | 31.43 1.570 9281 S1d3 1.588 0821 30.84 
16 | .554 4853 | 31.75 565 8569 | 31.43 ‘577 1149 | 31.12 5883 2672 | 30.84 
Ne 554 6758 S175 566 0455 31.42 577 3016 .| 31.12 -588 4522 | 30.83 
18 554 8663 31.74. .566 2340 31.41 -577 4883 .| 31.11 -588 6372 30.83 
19 555 0567 31.74 -566 4225 | 31.41 SOTA O=.| “lau -588 8222 .| 30.83 
20 1.555 2472 3178 1.566 6109 31.40 1.577 8615 31.10 1.589 0071 30.82 
a1 OO OEAST ORs OLS -506 7993 .| 31.40 5702O481>2) BLO -589 1920 30.82 
2 -555 6279 | 31.72 566 9877 31.39 578 2347 .| 31.09 589 3769 30.81 
23 6555 8182 | 31.71 .567 1761 31.39 578 4213-.| 31.09 -589 5618-.| 30.81 
24 556 0084 | 31.71 567 3644:.| 31.38 578 6078 .| 31.08 589 7466 | 30.80 
25 1.556 1987 31.70 1.567. 5527 31.38 1.578 7942 | 1.08 1.58 3! 

26 -556 3888 | 31.70 507 74092,| 381.37 578 9807 . pies tee feb ae 
27 556 5790 | 31.69 5607 9291 .) 31.37 579 1671 .| 31.07 -590 3009 | 30.79 
28 556 7691 .| 31.68 568 1173°.] 31.36 579 3535 .| 31.06 590 4857 || 30.78 
29. | 556 9592 .| 31.68 | .568 3055 | 31.36. | .579 5309.| 31.06 | 500 6704 | 30.78 
30 | 1.557 1493 | 31.67. | 1.568 4936 | 31.35 579 726: 5 550 | 

‘ i , 35 1.579 7262 _| 1.06 + 718 
31 551 33938.) 81.07 568 6817 31.35 379 o1g5 > bie ee ae oe 
32 557 5293 | 31.66 -568 8698 .! 31.34 «580 0988 31.04 591 2243- | 30 at 
33 -557 7193 .| 31.66 569.0579 .) 31.34 580 2851 | 31.04 591 4089 | 30.76 
34 +557 9092 || 31.65 569 2459 31.33 580 4713 31.03 591 5935 | 30.76 
35 1.558 0991 31.65 1.569 4338 575 5 . 

) ( 5 ‘ 31.3 1.580 6 31.0 : 77 5 
36 558 2890 | 31.64 -509 6218 ae .580 ae | . ; oe = ser 
3¢ -558 4788 || 31.64 -569 8097 .| 31.32 -581 0208 31.02 502 1470 bos 
oe -558 6686 || 31.63 -569 9976 .| 31.31 -581 2159 .| 31.02 1502 3315 Sone 
39 -558 8584 | 31.62 570 1854 31.30 -581 4020 | 31.01 592 5159 Boma 
40 | 1.559 0482 | 31.62 | 1.570 3733 81 5880 : | 

d . 31.30 1.58% §880: | 31. ts v 7 
a1 +559 2379 31.61 570 5611 31.29 on 7140 | ae : ie $847 set 
42 -559 4275 | 31.61 -570 7488 31.2 581 9600 || 31.00 503 0690 Bes 
43 559 6172 31.60 -570 9366 31.28 582 1460 | 30.99 303 2534 sae 
44 559 8068 | 31.60 S71 1243 .| 31.28 582.3319 .| 30.99 593 4377 30.72 
45 1 2 2 rd 2 ; 
ae Aye oe 3159 | 1571 3119 | 31.28 | 1.582 5179 | 30.98 | 1.593 6219 | 30.71 

59 .| 31.59 ‘S71 4996 | 31.27 582 7037 .| 30.98 593 8062 O 
47 500 3754 .| 31.58 571 6872 31.27 582 8896 | 30.97 503 9904 bots 
re 560 5648 31.57 571 8748 31.26 583 0754 .| 30.97 504 1746 SOD 
500 7543 31.57 512. 062 31.26 583 2612 30.06 5904 3588 30.69 

50 1.560 Bil 22 58 . ; 
Bt = eee 31.56 1 She 2499 31.2 1.583 4470 30.96 1.594 5429 30.69 
59 ate 31.50 S72 4373 31.25 583 6327 .| 30.95 594 7270 30.68 
aS ay ae 31.55 572 6248 31.24. 583 8184 .| 30.95 S94 9111 30.68 
% ea 31.55 572 8123°.| 31.2 S84 0041 .| 30.94 595 0052 .| 30.68 
: ! 3 1.54 572, 9997 .| 31.23 584 1898 .| 30.94 595 2792.) 30.67 

) 1.561 8902 ey G B47 oF 
56 pie 31.54 1.573 1870 31.23 1.584 3754 | 30.94 1.595 4633 30.67 
5 194 | 31.53 573-3743 31.22 584 5610 30.93 595 647 66 
Bg +562 2086 | 31.53 573 5616 31.22 584 7466 .| 30.93 “595 ion ae 
Dd +562 4578 .| 31.52 +573. 7489 31.21 584 9321 0.92 : 30.65 
59 562. 646c .| 30.92 -596 O151 30.65 
409° | 31.52 573 9362 31.21 585 1176 30.92 596 1990 30.65 

1.562 8360 31. P pss ; 
| 31.51 1.574 1234 31.20 1.585 3031 30.91 1.596 3829 30.65 


rsp 0 £0 RAO 0 
70 fe Sy eS es 35! 
log M. © | Diff. 1”. log M. Dit log M. | Diff. 1”, AKoyerr iis | Da naid ale 
i" 1.596 3829 30.65 1.607 3703 30.40 1.618 2724 30.17 1.629 0959 29.96 
‘ 596 5008 30.64 607 5527 30.39 618 4534 30.17 LOL) SY 57 29.90 
@ 596 7500 30.64 607 7350 30.39 018 6344 30.16 629 4554 | 29.96 
‘ 596 9344 30.63 607 9174 30.39 618 8153 30.10 629 6351 | 29.95 
4 597 1182 30.63 608 0997 | 30.38 618 9963 30.16 629 8148 29.95 
5 1.597 3020 30.62 1.608 2820 30.38 1.619 1772 30.15 1.629 9945 29.95 
6 597 4857 | 30.62 .608 4642 | 30.38 619 3581 | 30.15 630 1742 | 29.94 
: 597 6694 | 30.62 608 6465 | 30.37 619 5390 | 30.15 .630 3538 | 29.94 
; 597 8531 30.61 .608 8287 30.37 619 7199 30.14 .630 5335 29.94 
3] 508 0368 30.61 609 0109 30.36 619 9007 | 30.14 .630 7131 29.93 
10 1 598 2204 30.60 1.609 1931 30.36 1.620 0816 | 30.14 1.630 8927 29.93 
it 598 4040 30.60 009 3752 30.36 620 2623 30.13 -631 0722 29.93 
12 598 5876 30.59 609 5573 30.35 620 4431 30.13 .631 2518 29.92 
" 598 771 1 30.59 609 7394 | 30.35 620 6239 30.12 631 4313 29.92 
598 9547 30.59 609 9215 | 30.34 .620 8046 30.12 -631 6108 29.92 
15 1.5909 1382 30.5 1.610 1036 30.34 1.620 9853 30.12 1.631 7903 29.91 
16 599 3217 30.5 -610 2856 30.34 .621 1660 SO -631 9698 29.91 
17 “599 5051 30.57 -010 4676 | 30.33 621 3467 30.11 .632 1492 29.91 
18 -5909 O885 30.57 610 6496 30.33 621 5274 30.11 .632 3286 29.90 
19 599 8719 30.57 610 8315 | 30.32 .621 7080 30.10 632 5081 29.90 
20 1.600 0553 | 30.56 1.611 0135 | 30.32 1.621 8886 30.10 1.632 6875 29.90 
21 600 2387 30.56 O11 1954 | 30.32 -622 0092 30.10 -632 8668 29.89 
22 -600 4220 30.55 O11 3773 30.31 .622 2497 30.09 -633 0462 29.89 
23 .600 6053 30.55 SOLAS 501e0I| 30:37 .622 4303 30.09 633 2255 29.89 
24 .600 7886 30.55 HLA FAI 30.31 .622 6108 30.09 © 633 4048 29.88 
| 25 1.600 9718 30.54 1.611 9228 30.30 1.622 7913 30.08 1.633 5841 29.88 
Q -OO1 1551 30.54 -612 1046 30.30 .622 9718 30.08 -633 7634 29.88 
| 27 601 3383 30.53 612 2864 30.29 623 1523 30.08 633 9427 29.87 
| 28 001 5214 30.53 612 4681 30.29 023 3327 30.07 .634 1219 29.87 
29 -601 7046 30.52 612 6499 30.29 623 5131 30.07 -634 3011 29.87 
30 1.601 8877 30.52 1.612 8316 30.28 1.623 6935 30.06 1.634 4803 20.86 
31 .602 0708 30.52 613 0132 30.28 .623 8739 30.06 -634 6595 29.86 
32 .602 2539 30.51 -613 1949 30.28 .624 0543 30.06 634 8387 29.86 
cach -602 4370 30.51 -613 3765 30.27 624 2346 30.05 .635 0178 29.86 
34 -602 6200 30.50 013 5582 30.27 .624 4149 30.05 -635 1969 29.85 
35 1.602 8030 | 30.50 1.613 7398 30.26 1.624 5952 30.05 1.635 3760 29.85 
36 -602 9860 30.50 613 9213 30.26 624 7755 30.04 635 5551 20.85 
EY .603 1690 30.49 614 1029 30.26 .624 9557 30.04 635 7342 29.84 
38 -603 3519 30.49 614 2844 30.25 .625 1360 30.04 -635- 9132 29.84 
39 -603 5348 30.48 014 4659 30.25 .625 3162 30.03 -630 0922 29.84. 
40 1.603 7177 30.48 1.614 6474 30.25 1.625 4964 30.03 1.636 2713 29.83 
41 .603 9005 30.47 .614 8288 30.24 625 0765 30.03 636 4502 29.83 
42 604 0834 30.47 615 0103 30.24. -625 8567 30.02 636 6292 29.83 
43 .604 2662 | 30.47 615 1917 30.23 626 0368 30.02 636 8082 29.82 
44 .604 4490 30.46 615 3731 30.23 .626 2169 30.02 636 9871 29.82 
45 1.604 6317 30.46 1.615 5545 30.23 1.626 3970 30.01 1.637 1660 29.82 
46 604 8145 | 30.45 615 7358 30.22 626 5771 30.01 Coy BEES) 29.82 
47 .604 9972 30.45 615 9171 30.22 626 7571 30.01 637 5238 20.81 
48 605 1799 30.45 616 0984 30.22 626 9372 30.00 637 7027 29.81 
49 605 3626 30.44 616 2797 30.21 627 1172 30.00 .637 8815 29.81 
5 1.605 5452 30.44 1.616 4610 30.21 1.627 2972 30.00 1.638 0603 29.80 
51 605 7278 | 30.43 616 6422 | 30.20 627 4771 29.99 638 2391 29.80 
52 605 9104 30.43 616 8234 30.20 627 O571 29.99 .638 4179 29.80 
53 .606 0930 30.43 617 0046 30.20 .627 8370 29.99 638 5967 29.79 
54 606 2755 30.42 617 1858 | 30.19 628 0169 29.98 638 7754 | 29.79 
55 | 1.606 4581 | 30.42 1.617 3669 | 30.19 | 1.628 1968 | 29.98 1.638 9542 | 29.79 
56 .606 6406 30.42 617 5481 30.19 .628 37606 29.98 .639 1329 29.78 
57 .606 8230 30.41 617 7292 30.18 628 55065 29.97 639 3116 29.78 
58 607 0055 | 30.41 617 9102 | 30.18 628 7363 29.97 639 4902 20.78 
iy) .607 1879 30.40 618 0913 807 .628 9161 29.97 .639 6689 29.77 
69 1.607 3703 30.40 1.618 2724 30.17 1.629 0959 29.96 1.639 8475 29.77 
Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 107 


849 
Tafel VI. 


Die Barker’sche Tafel. 


— 850 


Ta teleavale 
Die Barker’sche Tafel. 


0 0 0 
56 57 58 59" 
log M. Oya, UM, log M. 1yaae, 1M. log M. 1D ybie ie log M. Diff. 1. jj 
0’ | 1.639 8475 | 29.77 | 1.650 5336 | 29.60 | 1.661 1601 | 29.44 | 1.671 7331 | 29.30 
1 .640 0262 29.77 650 7112 29.60 .661 3368 29.44 .671 9089 29.30 
2 640 2048 29.77 650 8887 29.59 661 5134 29.44 .672 0846 29.30 
3 640 3833 29.76 651 0663 29.59 .661 6900 29.43 .672 2604 29.29 
4 .640 5619 29.70 651 2438 29.59 .661 8666 29.43 .672 4362 29.29 
5 1.640 7405 29.76 1.651 4213 29.58 1.662 0432 29.43 1.672 6119 29.29 
6 640 9190 | 29.75 651 5988 | 29.58 662 2197 | 20.43 672 7876 | 20.20 
% 641 0975 | 29.75 651 7763 | 29.58 662 3963 | 20.42 672 9634 | 29.28 
8 641 2760 29.75 651 9538 29.58 662 5728 29.42 673 1391 29.28 
9 641 4545 | 29.74 652 1312 | 29.57 662 7493 | 29.42 673 3147 | 29.28 
0 oor See 29.74 1.652 3086 29.57 1.662 9258 29.42 1.673 4904 29.28 
] 641 8114 29.74 .652 4861 29.57 .663 1023 29.41 673 6661 29.28 
. 641 9898 | 29.74 652 6635 | 29.57 663 2788 | 29.41 673 8417 | 29.27 
it ae R082 29.73 652 8408 | 29.56 663 4553 | 29.41 674 0174 | 29.27 
042 3466 29.73 653 0182 29.56 663 6317 29.41 674 1930 20.27 
5 | 1.642 5250 | 29.73 | 1.653 1956 | 29.56 | 1.663 8082 | 29.40 | 1.674 3686 
16 642 7033 | 29.72 653 3729 | 29.55 .663 9846 oe 614 a2 pare 
17 642 8816 2OV72 653 5502 29.55 .664 1610 29.40 .674 7198 20.26 
ie 643 0599 | 29.72 | .653 7275 | 29.55 | -664 3374 | 29.40 | .674 8954 | 29.2 
55 643 2382 | 29.71 653 9048 | 29.55 664 5137 | 29.39 675 0709 | 29.2 
1.643 4165 29.71 1.654 0821 29.54 1.664 6901 2 1.675 2465 
al 643 5948 29.71 654 2593 29.54 664 8664 ee ou ree ee 
a2 643 7730 | 29.71 054 4366 | 20.54 1665 0428 | 29.39 675 5075 ee 
23 6 5 y 2 : O75 5975 29.25 
D4 ae 9513 29.70 654 6138 29.54 665 2191 29.39 675 7730 29.25 
. i 1295 29.70 654 7910 29.53 665 3954 29.38 675 9485 20.25 
é 1.044 3077 29.70 1.654 9682 29.53 1.665 571 2 “6 12 2 
26 | ‘644 4858 | 29.69 | 655 1454 | 2953 | .665 each oo al ee 
aa O44 6640 | 29.69 055 3225 29.53 665 9242 29.38 O76 47 5 os 
28 644 8421 29.69 655 4997 29.52 666 1005 29.37 616 +e : Ales 
29 | ‘645 0203 | 29.69 | ‘655 6768 | 2052 | 666 2767 | 2037 | 676 8238 | 20.24 
80 | 1.645 1984 | 29.68 | 1.655 85 : ; ee 
5 539 29.52 1.666 452 2 67 . 
31 O45 3765 29.68 656 0310 | 29.51 .666 ano ee ye nee ois 
32 045 5545 29.68 656 2081 20.51 666 8053 20.36 baa ade 29.23 
aH ee 7320 eu 656 3852 | 29.51 666 9815 | 29.36 ‘677 oF a 
645 9106 | 29.67 656 5622 | 20.51 667 157 20. Pree tas 
35 1.646 0886 29.67 1.636 7392 pe we ne or i cS 29.23 
36 | .046 2606 | 29.67 | .636 9163 | 29.50 | .667 Si00 | ol Bee ee 
37 1040 4446 | 29.66 £657 0933 | 29.50 667 6861 | 2 pe aoe a eee 
38 646 6226 29.66 657 2703 29.50 667 Sead zee Si 2288 29.22 
40 | 1.646 9785 | 29.6 sy62da. 4 an oe oe oer 
B | “eirace | es | “oleae | sal ewer gees gee 
2 647 3343 | 29.65 657 9781 | 20.40 668 ahaa) coe nh conan Wetec: 
43 647 5122 29.65 65 4 s008 5005 29.34 -079 1053 29.21 
Le ays 058 1550 29.48 .6608 25 2 
44 647 6900 | 20.64 658 3318 soae oe Me ot ees were 29.21 
45 Caineeeno a peme ee 29.3 : 29.21 
46 | 648 0457 | 29.64 | 688 e854 ee pe feces sapere 679 6310 | 29.20 
47 648 2235 29.63 658 a6 BS ate : 2705 29.33 679 8063 29.20 
48 | .648 4013 | 29.63 | 639 0393 | 2947 | ‘609 225 | 2033 | loko asoy | aoa 
- 648 5791 | 29.63 659 2101 | 20.47 669 7984. | ae ‘680 al oe 
50 | 1.648 7569 | 29.63 | 1.659 3029 | 29.47 < :. sete Al he 2 
51 648 9346 20.62 650 ean cage 1.669 9744 29.32 1.680 5070 20.19 
be 649 1123 | 20.62 650 "A68 ee Sao Seb lanes 080 6822 | 29.19 
53 049 2901 29.02 659 9232 20.46 Bes ees pha Sia aes phage 
Bul. L649 e647 | goer | (660200001 goam |. Sendra ace ieee ee 
Bb ives ave a 29.46 O70 6780 2931 681 2076 29.19 
or . : 29.0 : 2"67 2 “OQ =r 
B6 | 649.8231 | oct |. eons acoe | eee en 
57 650 0007 20.61 660 6301 mie O71 one 29.31 081 5578 29.18 
58 650 1784 | 20.60 660 8068 ae Ce 2056 | 29.31 681 7329 | 29.18 
59 650 3560 20.00 600 9835 rae ae Gel shape .681 9080 29.18 
60 1.650 5336 29.60 eetenao i : ei ee 29.30 .082 0831 29.18 
i Sl eg : 49-44 1.671 7331 29.30 1.682 2581 20.17 
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Diff. 1”. | 


log M 
1.682 2581 29.17 
682 4332 20.17 
.682 6082 29.17 
682 7832 29.17 
682 9582 29.17 
1.683 1332 29.16 
683 3082 29.16 
-683 4832 29.16 
-O83 6581 29.16 
683 8331 20.16 
1.684 0080 20.16 
-084 1830 29.15 
-684 3579 29.15 
684 5328 29.15 
684 7077 | 29.15 
1.684 8826 29.14 
085 0574 29.14 
685 2323 29.14 
-O85 4071 29.14 
-O85 5820 29.14 
1.685 7568 29.14 
-O85 9316 29.13 
-686 1064 29.13 
686 2812 29.13 
.086 4560 29.13 
1.686 6308 29.13 
-686 8055 29.13 
686 9803 29.12 
.687 1550 29.12 
687 3297 29.12 
1.687 5044 29.12 
687 6791 29.12 
687 8538 29.11 
-O88 0285 29.11 
688 2032 29.11 
1.688 3778 29.11 
O88 5525 29.11 
088 7271 29.10 
.688 9017 29.10 
.089 0764 29.10 
1.689 2510 29.10 
089 4256 29.10 
.689 6001 29.09 
.689 7747 29.09 
689 9493 29.09 
1.690 1238 29.09 
690 2984 29.09 
.690 472 29.09 
690 6474 29.09 
690 8219 29.08 
1.690 9964 29.08 
.691 1709 29.08 
691 3454 29.08 
691 5199 29.08 
691 6943 29.08 
1.691 8688 29.07 
692 0432 29.07 
692 2176 29.07 
.692 3920 29.07 
092 5664 29.07 
7408 29.07 


_ 62! 


log M. Diff, 1!’ log M. Ditties log M. 
1.692 7408 29.07 1.703 1866 28.97 1.713 6006 
092 9152 29.00 -703 3604 28.97 713 F739 
693 0896 | 29.06 -703 5342 | 28.97 713 9473 
693 2640 29.00 -703 7080 28.907 714 1206 
093 4383 29.06 -703 8818 28.96 “714 2939 
1.693 6127 29.06 1.704 0556 28.96 1.714 4672 
693 7870 29.05 104 2293 28.96 414 6405 
-093 9613 20.05 704 4031 28.96 714 8138 
094 1356 29.05 -704 5768 28.96 714 9870 
094 3099 29.05 -704 7500 28.96 715 1603 
1.694 4842 29.05 1.704 9243 28.96 1.715 3336 
694 6585 20.04 -705 0981 28.95 415 5068 
694 8328 29.04 “705 2718 28.05 715 6801 
695 0070 | 29.04 “705 4455 28.95 715 8533 
695 1813 29.04 -705 6192 28.95 -716 0266 
1.695 3555 29.04 1.705 7929 28.95 1.716 1998 
095 5298 29.04 -705 9666 28.05 716 3730 
.695 7040 29.04 -706 1402 28.95 716 5462 
695 8782 29.03 -706 3139 28.94 716 7194 
.096 0524 29.03 -700 4875 28.94 716 8926 
1.696 2266 29.03 1.706 6612 28.94 1.717 0658 
.696 4008 29.03 -706 8348 28.94 717 2390 
-696 5750 29.03 -707 0085 28.94 717 4122 
696 7491 29.03 GOT 1821 28.94 717 5853 
.696 9233 29.02 “707 3557 28.94 717 7585 
1.697 0974 29.02 1.707 5293 28.93 1.717 9317 
.697 2716 29.02 .707 7029 28.93 718 1048 
697 4457 29.02 -707 8765 28.93 4718 2780 
697 6198 29.02 -708 O501 28.93 718 4511 
697 7939 29.02 708) 2237 28.93 -718 6242 
1.697 9680 29.02 1.708 3972 28.93 1.718 7974 
.698 1421 29.01 “708 5708 28.93 -718 9705 
.698 3162 29.01 -708 7444 28.92 -719 1436 
.698 4902 29.01 -708 9179 28.92 -719 3167 
698 6643 29.01 -709 0914 28.92 .719 4898 
1.698 8383 29.01 1.709 2650 28.92 1.719 6629 
-699 0124 29.01 -709 4385 28.92 419 8360 
.699 1864 29.00 .709 6120 28.92 720 0090 
.699 3604 29.00 -709 7855 28.92 720 1821 
699 5345 29.00 “709 9590 28.92 720 3552 
1.699 7085 29.00 1.710 1325 28.91 1.720 5282 
.699 8824 29.00 -710 3060 28.91 .720 7013 
-700 0564 29.00 -710 4794 28.91 720 8743 
-700 2304 29.00 -710 6529 28.91 721 04/74. 
+700 4044 28.99 .710 8263 28.91 {21 2204) 
1.700 5783 28.99 1.710 9998 28.91 1.721 3934 
-700 7523 28.99 Pil, 1732 28.91 .721 5665 
-700 9262 28.99 ll 3464 28.90 -721 7395 
-701 1001 28.99 “711 5201 | 28.90 72 OLes 
701 2741 28.99 711 6935 28.90 .722 O855 
1.701 4480 28.98 1.711 8669 28.90 1.722 2585 
.701 6219 28.98 »712 0403 28.90 0122 4315 
“701 7958 28.98 712 2137 28.90 722 6044 
-701 9697 28.98 Ape Jae key at 28.90 7722 17714 
.702 1435 28.98 .712 5605 28.90 .722 9504 
1.702 3174 28.908 1.712 7339 28.90 1.723 1233 
.702 4913 28.98 .712 9072 28.89 .723 2963 
.702 6051 28.97 .713 0806 28.89 .723 4693 
-702 8389 28.97 713 2539 28.89 723 0422 
-703 0128 28.97 -713 4273 28.80 .723 8151 
1.703 1866 28.97 1.713 6006 28.89 1.723 9881 
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Diff. 1, 


28.89 
28.59 
28.89 
28.88 
28.88 
28.88 
28.88 
28.88 
28.88 
28.88 
28.88 
28.88 
28.87 
28.87 
28.87 
28.87 
28.87 
28.87 
28.87 
28.87 
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64° 


65° 


66" 


log M. | Diff.1".| log M. | Difi1”.| log M. | Dif1”.| log M.__| Diff. 1” 
1.723 9881 28.82 1.734 3539 28.77 1.744 7031 28.73 1.755 0405 28.70 
.724 1610 28.82 -734 5265 28.77 744 8755 28.73 Shey QU 28.70 
724 3339 | 28.82 734 6991 28.77 745 0479 | 28.73 755 3849 | 28.70 
.724 5068 28.82 £734 8718 28.77 -745 2202 28.73 Aibssy See! 28.70 
724. 6798 | 28.82 735 0444 | 28.77 745 3926 | 28.73 -755 7293 | 28.70 
1.724 8527 28.82 1.735 2169 28.76 1.745 5650 28.73 1.755 9015 28.70 
125 0256 28.82 735 3895 28.76 ASM ICIS 28.73 “756 0737 28.70 
725 1984 28.81 735 5621 28.76 145 9097 28.73 -756 2459 28.70 
PS Baines 28.81 sais Vesela 28.76 -746 0820 28.72 -756 4181 28.70 
1725 5442 28.81 735 9073 28.76 746 2544 28.72 -756 5903 28.70 
NPS, HUA 28.81 1.736 0798 28.76 1.746 4267 28.72 1.756 762 8.7 
725 8900 28.81 .7360 2524 28.76 -746 5991 ee 736 Lee heh 
726 0628 28.81 .730 4250 28.76 746 77714 28.72 -757 1069 28.70 
720 2357 28.81 736 5975 28.70 -746 9437 28.72 757 2791 28.70 

ie te ey .736 7701 28.76 747 1161 28.72 -757 4513 28.70 
1.726 5814 28.81 1.736 9426 28.76 1.747 288 28.72 IST 5 4 
720 7542 28.81 737 1152 | 28.76 “747 4601 28.72 a nes as40 
726 9270 28.81 137 2877 28.76 -747 6330 28.72 -757 96079 28.70 

727 0999 28.80 +737 4602 28.76 -147 8054 28.72 -758 1401 28.70 
: ns pe Fen -737 6328 28.75 147 OTTT 28.72 -758 3123 28.70 

4 4455 28.80 1.737 8053 28.75 1.748 1500 27) 45 7 

727 6183 28.80 737 9778 28.78 14s a se aoe ve se 
727 71911 28.80 738 1503 28.75 -748 4946 28.72 758 8288 38.10 
bes ee 28.80 -738 3228 28.75 -748 6669 28.72 -759 0010 2840 
i a aes ie sie 23075 748 8392 28.72 <159 L731 28.70 

8 .80 1.73 719 28.7 1.749 O11 Ie 5 5 7 

428 4823 28.80 -738 8404 28.75 i ee ae pore BES ae 

728 6551 28.80 +739 0129 28.75 -749 3501 28.72 750 6897 136 
ie ep 28.80 :739 1853 28.75 749 5284 28.72 759 8618 eee 
; i oa ae 739 3578 28.75 -749 ‘7007 28.71 760 0340 28.69 

34 28.79 1.739 5303 28.75 1.749 8730 7 7} 2 2 
729 3461 28.79 -739 7028 28.718 ties aes pate go oe pe 
a Bae cele -739 8753 28.75 -750 2176 28.71 bee =i aes 
28.79 »740 0477 28.75 750 3898 28.71 760 7 28. 
i 5 28. 1227] 28.6 
i ea Hee -740 2202 28.74 750 5621 28.71 760 8948 48.66 
Bel 1.740 3927 28.74 1750 28 7 x 

nageced *| 2e.mg" |e naa seal! 2aquel © regents aay ‘Tete 
730 3826 28.79 -740 7376 28.74 -751 0789 28.71 AGE poets ee 

30 5553 28.79 -740 9101 28.74 751 2512 aoa "6 oe hem 

730 7280 28.79 -741 0825 28.74 1751 4234 28.71 Bal ae pe | 
1.730 9007 28.78 1.4741 2550 28.7 1.751 595 e . 4 i 

731 0735 28.78 “741 4274 ei 781 ma pees he ab rie 

731 2462 | 28.78 | .741 5998 | 28.74 | .751 9402 dei Tee ge 
731 4189 | 28.78 741 7723 | 28.74 152 1125 oo Legit Ne eee 
731 5915 | 28.78 141 9447 | 28.74 | 1752 2847 | 28.71 is 6164 Bee 

a — 2O- i 2 20. 
1.731 7642 28.78 yep 28.74 1.752 4570 | 28.71 762 x : 

731 9369 28.78 .742 2896 28.74 752 6202 | 28. he Lee aS -09 
732 1096 28.78 -742 4620 28.74 "789 8015 eae Hb ee Se 
732 2823 28.78 949 6344 28.74 es shen pee 2103 1328 28.69 
732.4549 | 48.78 | jnaa'Boos | a6n4. | tyeanace'| aeanl mes eeeim) ee 
1.732 6276 28.78 1.742 9792 28.74 1.753 3182 - : nae. To 
Hs aoe 28.78 Hee thee jan fe Se aye 1.763 6493 28.69 
132 9729 28.77 +743 3240 28.73 733 ra a ies oe ao 
ee a8 ae ae pes See a5.T 763 9936 28.69 
733 3182 28.77 743 6088 28.73 754 on pele Nae se ae 

: aSailk : 7 20. +704 3379 28.69 
1.733 4908 28.77 1.743 8412 28.7 4 28 

733 0635 | 28.77 7144. 0136 a7 ae 516 eh ee ee 
733 8361 28.77 Pra aeee Te es = 4 a 764 6821 28.69 
734 0087 | 2877 | 744 3584 | 28:73 | i7e4 G000 Oe ee 
-734 1813 28.77 +744. 5308 28 73 184 B82 al ee are pee 

. - = is : 20. -705 1985 28.69 
1.734 3539 28.77 1.744 ‘ 
le t ; 744 7031 28.73 1.755 0405 28.70 1.765 3707 28.69 
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69° 70° ra hs 
log M Diff. 1” log M Dathie Len log M. Diff. 1”, log M. [Dynes 1 
QO! | 1.765 34707 28.69 1.775 6085 28.69 1.786 0284 28.70 1.796 3650 28.73 
1 -705 5428 28.69 775 8706 28.69 £786 2006 28.70 196 5374 28.73 
2 -765 7150 28.69 146 0427 28.69 £186 3728 28.70 196 7097 28.73 
3 765 8871 28.69 776 2149 |, 28.69 .786 5450 | 28.70 7906 8821 28.73 
4 .766 0592 28.69 116 3870 28.69 £786 7172 28.70 797 O545 28.73 
5 1.766 2314 28.69 1.776 5591 28.69 1.786 8894 28.70 1.797 2268 28.73 
6 766 4035 28.69 Sehr ie ak eas 28.69 -787 0617 28.70 797 3992 28.73 
ie 766 5756 28.69 -176 9034 28.69 787 2339 28.70 797 5716 28.73 
8 -766 7478 28.69 177 O755 28.69 .787 4061 28.70 197 7440 28.73 
9 766 9199 28.69 TT BATT 28.60 -787 5783 28.70 .197 9164 28.73 
10 1.767 0920 28.69 1.777 4198 28.69 1.787 7506 28.70 1.798 0888 28.73 
11 -167 2642 28.60 -777 5920 28.69 .787 9228 28.71 798 2611 28.73 
12 -767 4363 28.69 777 7641 28.69 .788 0950 28.71 798 4335 28.73 
13 -767 6084 28.69 1717 9363 28.69 188 2673 28.71 -798 6060 28.73 
14 .767 7805 28.69 .778 1084 28.69 788 4395 28.71 798 7784 28.73 
15 1.767 9527 28.69 1.778 2806 28.69 1.788 6117 28.71 1.798 9508 28r75 
16 -768 1248 28.69 -778 4527 28.69 .788 7840 28.71 7199 1232 28.74 
17 -768 2969 28.69 .778 6248 28.69 .788 9562 28.71 -799 2956 28.74 
18 768 4691 28.69 .778 7970 28.69 .789 1284 28.71 -799 4680 28.74 
19 768 6412 28.69 778 9691 28.69 789 3007 28.71 -799 6404 28.74 
20 1.768 8133 28.69 1.779 1413 28.69 1.789 4730 28.71 1.799 8128 28.74 
21 768 9854 28.69 779 3140 28.69 .789 6452 28.71 799 9853 28.74 
22 769 157 28.69 -179 4862 28.69 -789 8175 28.71 .800 1577 28.74 
23 -769 3297 28.69 779 6578 28.69 -789 9897 28.71 -800 3301 28.74 
24 .769 5018 28.69 .779 8299 28.69 -790 1620 28.71 .800 5026 28.74 
25 1.769 6740 28.69 1.780 0021 28.69 1.790 3342 28.71 1.800 6750 28.74 
26 -769 8461 | 28.69 -780 1742 28.69 -790 5065 28.71 -800 8475 28.74 
27 770 0182 | 28.69 -780 3464 | 28.69 790 6788 | 28.71 801 0199 | 28.74 
28 "70 1903 | 28.69 -780 5185 | 28.69 -790 8510 2esi 801 1924 28.74 
29 770 3625 | 28.69 .780 6907 | 28.69 791 0233 | 28.71 801 3648 | 28.74 
30 | 1.770 5346 | 28.69 | 1.780 8629 | 28.69 | 1.791 1956 | 28.71 | 1.801 5373 | 28.74 
31 770 7007 | 28.69 -781 0350 28.69 -791 3678 28.71 .801 7107 28.74 
32 770 8788 | 28.69 181 2072 | 28.69 “791 5401 | 28.71 801 8822 | 28.74 
33 771 0510 | 28.69 7181 3793 28.69 -791 7124 28.71 802 0547 28.75 
34 774 2031.) 25:09 781 5515 28.69 -791 8847 28.71 .802 2271 28.75 
3d 1.771 3952 28.69 1.781 7237 28.69 1.792 0570 28.71 1.802 3996 28.75 
36 771 5673 | 28.69 -781 8959 28.69 192 2293 28.71 802 5721 28.75 
37 771 7395 28.69 .782 0680 28.70 -792 4016 28.72 .802 7446 28.75 
38 -771 9116 | 28.69 .782 2402 28.70 -792 5738 28.72 .802 9171 28.75 
39 £172 0837 | 28.69 .782 4124°| 28.70 792 7461 28.72 803 0896 | 28.75 
40 1.772 2559 | 28.69 1.782 5845 28.70 1.792 9184 | 28.72 1.803 2621 28.75 
41 .712 4280 | 28.69 782 75607 | 28.70 793 0907 | 28.72 803 4346 | 28.75 
42 172 6001 | 28.69 782 9289 | 28.70 793 2030 | 28.72 803 6071 | 28.75 
43 6792-7722, | 28.60 -783 1011 28.70 793 4354 | 28.72 803 7790 | 28.75 
aS: 712 9444 | 28.69 783 2732 } 28.70 793 6077 | 28.72 803 9521 | 28.75 
45 1.773 1165 28.69 1.783 4454 28.70 5.793 7800 28.72 1.804. 1246 28.75 
46 .773 2886 28.69 .783 6176 28.70 793 9523 Davie .804 2971 28.75 
47 173 4607 28.69 .783 7898 28.70 194. 1246 28.72 804 4697 28.75 
48 773 6329 28.69 .783 9620 28.70 £194 2969 28.72 804 6422 28.76 
49 .773, 8050 28.69 .784 1342 28.70 -794. 4693 Boz .804 8147 28.76 
50 | 1.773 9771 | 28.69 | 1.784 3064 | 28.70 | 1.794 6416 | 28.72 | 1.804 9873 | 28.76 
51 174. 1493 28.69 -784 4786 28.70 794. 8139 28.72 805 1598 28.76 
52 1714 3214 28.69 -784 6508 28.70 194 9862 28.72 805 3324 28.76 
53 774 4935 28.69 .784 8230 28.70 -795 1586 28.72 “805 5049 28.76 
54 -774 6657 28.69 .784 9952 28.70 “195 3309 28.72 805 6775 28.76 
5D 1.774 8378 28.69 1.785 1674 28.70 1.795 5033 28.72 1.805 8500 28.76 
56 -775 0099 28.69 785 3396 28.70 795 6750 28.72 £806 0226 28.70 
57 775 1821 28.69 £785 5118 28.70 .195 8480 28.72 1806 1952 28.76 
58 775 3542 | 28.69 .785 6840 | 28.70 796 0203 | 28.73 800 3677 | 28.76 
59 775 5263 | 28.69 .785 8562 | 28.70 796.1927 | 28.73 806 5403 28.76 
0284 28.70 1.796 3650 28.73 1.806 7129 28.76 
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7 3° TA ray 
Diff. v lon, M. VD) 1 log M. Diff. 1”. jog M. | Diff 1". 
28.76 1.817 0765 28.81 1.827 4602 28.88 1.837 8686 | 28.95 
28.76 817 2494 28.81 827 6335 28.88 838 0423 28.95 
28.77 817 4222 28.82 .827 8068 28.88 .838 2160 28.95 
28.77 817 5951 28.82 .827 9800 28.88 .838 3898 28.95 
28.77 .817 7680 28.82 828 1533 28.88 -838 5635 28.96 
28.77 1.817 9410 28.82 1.828 3266 28.88 1.838 7372 28.96 
28.77 .818 1139 28.82 828 4999 28.88 -838 9110 28.96 
era] .818 2868 82.82 .828 6732 28.88 -839 0847 28.06 
28.77 818 4597 82.82 .828 8465 28.88 839 2585 28.96 
28.77 .818 6326 82.82 -829 0198 28.89 839 4323 28.96 
28.77 1.818 8056 28.82 1.829 1931 28.89 1.839 6060 28.96 
28.77 818 9785 28.82 .829 3665 28.89 839 7798 28.97 
28.77 819 1515 28.83 .829 5398 28.89 -839 9536 28.97 
28.77 819 3244 28.83 .829 7131 28.89 .840 1274 28.97 
28.77 819 4974 28.83 .829 8865 28.89 .840 3012 28.97 
28.78 1.819 6704 28.83 1.830 0599 28.89 1.840 4751 28.97 
28.78 819 8433 28.83 .830 2332 28.89 .840 6489 28.907 
28.78 .820 0163 28.83 .830 4066 28.90 .840 8227 28.07 
28.78 820 1893 28.83 .830 5800 28.90 .840 9966 28.97 
28.78 .820 3623 28.83 830 7533 28.90 .841 1704 28.98 
28.78 1.820 5353 28.83 1.830 9267 28.90 1.841 3443 28.908 
28.78 .820 7083 28.83 .831 1001 28.90 841 5182 28.98 
28.78 .820 8813 28.84 831 2735 28.90 -841 6921 28.98 
28.78 .821 0543 28.84 .831 4470 28.90 -841 8659 28.08 
28.78 AV, PA 28.84 .831 6204 28.90 .842 0398 28.98 
28.78 1.821 4003 28.84 1.831 7938 | 28.91 1.842 2138 28.08 
28.78 821 5734 28.84 .831 9672 28.91 .842 3877 | 28.99 
28.78 .821 7464 28.84 -832 1407 28.91 842 5616 | 28.90 
28.79 .821 9194 28.84 .832 3141 28.91 842 7355 | 28.99 
28.79 .822 09025 28.84 .832 4876 28.91 -842 9095 28.99 
28.79 1.822 2656 28.84 1.832 6611 28.91 1.843 0834 | 28.99 
28.79 .822 4386 28.84 832 8345 } 28.91 843 2574 | 28.99 
y 28.79 -822 6117 28.85 .833 0080 28.92 843 4313 29.00 
33 28.79 .822 7848 28.85 .833 1815 28.92 -843 6053 29.00 
34 28.79 822 9578 28.85 833 3550 28.92 843 7793 29.00 
35 28.79 1.823 1309 28.85 1.833 5285 28.92 1.843 9533 | 29.00 
36 28.79 823 3040 28.85 .833 '7020 28.92 844.1273 | ‘29.00 
37 813 1016 28.79 823 4771 28.85 833 8755 28.92 .844 3013 | 29.00 
38 813 2744 28.79 823 6502 28.85 834 0491 28.92 844 4753 29.00 
39 813 4472 28.79 .823 8233 28.85 .834 2226 28.92 844 6494 29.01 
40 1.813 6199 28.80 1.823 9965 28.85 1.834 3961 28.92 1.844 8234 29.01 
41 813 7927 28.80 824 1696 28.85 834 5697 28.93 844 9074 29.01 
42 813 9655 28.80 .824 3427 28.86 834 7432 28.93 845 1715 29.01 
43 814 1383 28.80 -824 5159 28.86 .834 9168 28.93 .845 3456 29.01 
.814 3111 28.80 .824 ©6890 28.86 .835 0904 28.93 845 5196 | 29.01 
1.814 4839 | 28.80 | 1.824 8622 | 28.86 1.835 2640 | 28.93 1.845 6937 | 29.01 
.814 6567 28.80 825 0353 28.86 835 4376 28.93 845 8678 29.02 
814 8295 28.80 .825 2085 28.86 835 6112 28.93 846 0419 20.02 
6815 0023 28.80 825 3816 28.80 835 7848 28.93 .846 2160 29.02 
815 1751 28.80 825 5548 28.806 835 9584 28.04 .846 3901 29.02 
1.815 3479 28.80 1.825 7280 28.86 1.836 1320 28.04 1.846 5643 29.02 
815 5208 28.81 825 9012 28.87 836 3056 28.94 846 7384 29.02 
815 6936 28.81 826 0744 28.87 836 4792 28.04 -846 9125 20.03 
815 8664 28.81 826 2476 28.87 -836 6529 28.94 .847 0867 29.03 
816 0393 28.81 .826 4208 28.87 .836 8265 28.04. 847 2609 29.03 
L-Silon212n 28.81 1.826 5040 28.87 1.837 0002 28.94 1.847 4350 29.03 
816 3850 | 28.81 826 7673 28.87 837 1739 | 28.95 847 6092 | 29.03 
816 5578 28.81 826 9405 28.87 837 3475 28.95 847 7834 29.03 
816 7307 28.81 827 1137 28.87 .837 5212 28.95 847 9576 29.03 
.816 9036 28.81 .827 2870 28.87 .837 6049 28.95 848 1318 29.04 
1.817 0765 28.81 1.827 4602 28.88 1.837 8686 28.95 1.848 3060 29.04. 


= 300° == 
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5) 2 aed EAD) 2 Si 8 (eK 
log M. Dri log M. Diff. 1", log M. Ditt, 1/6 log M. Diff. 1”. 
0’ | 1.848 3060 20.04 1.858 7769 29.14 1.869 2857 20.25 1.879 8369 29.37 
] 848 4803 20.04 858 9517 20.14 .869 4612 29.25 .880 0131 29.37 
2 848 6545 20.04 859 1266 20.14 869 6367 29.25 880 1804 29.38 
é .848 8287 29.04 8590 3014 29.14 869 8122 20.25 880 3656 29.38 
4 +849 0030 29.04 859 4763 29.15 -869 9878 29.26 .880 5419 29.38 
5 1.849 1773 | 29.04 1.859 6512 | 29.15 1.870 1633 29.26 1.880 7182 29.38 
6 849 3515 29.05 .859 8260 20.15 .870 3389 29.26 .880 8945 29.38 
q 849 5258 | 29.05 .860 0009 29.15 870 5144 29.26 .881 0708 29.39 
8 849 7001 | 209.05 .860 1758 20.15 .870 6900 29.26 881 2471 29.39 
9 849 8744 | 29.05 860 3507 | 29.15 870 8636 | 29.26 881 4235 | 20.30 
10 1.850 0487 | 29.05 1.860 5256 20.15 1.871 0412 29.27 1.881 5998 29.39 
il 850 2231 29.05 -860 7006 29.16 .871 2168 29.27 .881 7762 29.39 
12 850 3974 | 20.06 860 8755 | 29.16 871 3924 | 29.27 881 9526 | 29.40 
13 850 5717 | 29.06 861 0505 | 29.16 871 5681 | 29.27 882 1290 | 29.40 
14 850 7461 | 29.06 861 2254 209.16 871 7437 29.25 882 3054 29.40 
15 1.850 9204 | 29.06 1.861 4004 29.16 1.871 9194 209.28 1.882 4818 209.40 
16 851 0048 29.06 861 5754 29.16 872 0950 | 20.28 882 6582 20.41 
17 851 2692 | 29.06 861 7504 | 29:17 872 2707 | 29.28 882 8347 | 29.41 
18 851 4436 | 29.07 861 9254 29.17 872 4464 29.28 .883 0112 29.41 
19 .851 6180 29.07 862 1004 29.17 872 6221 29.29 .883 1876 29.41 
20 1.851 7924 | 29.07 1.862 2754 29.17 1.872 7979 29.29 1.883 3641 29.42 
21 851 9668 | 29.07 .862 4505 29.17 872 9736 29.29 883 5406 29.42 
22 852 1412 | 29.07 862 6255 29.18 873 1493 29.29 883 7171 20.42 
23 852 3157 20.07 862 8006 29.18 873 3251 29.29 883 8937 20.42 
24 852 4001 29.07 -862 9756 29.18 .873 5008 29.30 .884 0702 29.42 
25 1.852 6646 29.08 1.863 1507 29.18 1.873 6766 29.30 1.884 2468 29.43 
26 -852 8391 29.08 -863 3258 29.18 873 8524 29.30 .884 4233 29.43 
2 -853 0135 | 29.08 .863 5009 29.18 .874 0282 29.30 -884 5999 29.43 
28 -853 1880 29.08 .863 6760 29.19 874 2041 29.30 884 77065 209.43 
2 853 3625 29.08 .863 8512 29.19 874 3799 29.31 884 9531 29.44 
30 1.853 5370 | 29.09 1.864 0263 29.19 1.874 5557 29.31 1.885 1297 29.44 
31 853 7115 | 29.09 .864 2015 29.19 874 7316 29.31 885 3064 20.44 
32 853 8861 29.09 864 3766 29.19 874 9074 29.31 885 4830 20.44 
33 -854 0606 29.09 -864 5518 29.20 875 0833 29.31 .885 6597 20.45 
34 854 2351 29.09 .864 7270 29.20 875 2592 29.32 .885 8364 20.45 
3) 1.854 4097 | 29.09 1.864 9022 29.20 1.875 4351 29.32 1.886 0131 20.45 
36 854 5843 | 29.10 .865 0774 29.20 875 6111 29.32 .886 1898 20.45 
37 854 7588 29.10 865 2526 29.20 875 7870 29.32 886 3665 29.45 
38 854 9334 29.10 865 4278 29.20 .875 9629 29.32 886 5432 20.46 
39 #855 1080 | 29.10 .865 6030 29.21 .876 1389 29.33 .886 7200 29.46 
40 1.855 2826 29.10 1.865 7783 29.21 1.876 3148 29.33 1.886 8967 20.46 
41 855 4572 29.10 -865 9536 29.21 .876 4908 29.33 .887 0735 29.46 
42 855 6319 | 29.11 866 1288 | 29.21 876 6668 | 29.33 887 2503 | 20.47 
43 1855 8065 29.11 866 3041 | 29.21 876 8428 | 29.33 887 4271 | 29.47 
44 “855 9811 29.11 -866 4794 29.22 .877 0188 29.34 .887 6039 29.47 
45 1.856 1558 29.11 1.866 6547 29.22 1.877 1949 209.34 1.887 7807 20.47 
46 .856 3305 29.11 .866 8301 29.22 877 3709 20.34 887 9576 20.48 
47 856 5052 | 29.11 .867 0054 29.22 877 5470 | ,29.34 888 1344 20.48 
48 .856 6799 29.12 .867 1807 29.22 .877 7230 29.34. 888 3113 29.48 
49 856 8546 29.12 867 3561 29.23 877 8991 29.35 888 4882 29.48 
50 1.857 0293 29.12 1.867 5314 29.23 1.878 0752 29.35 1.888 6651 29.48 
51 .857 2040 29.12 .867 70068 29.23 878 2513 29.35 .888 8420 29.49 
52 857 3787 29.12 867 8822 29.23 878 4275 29.35 889 0189 29.49 
ae 0857 5534 29.12 .868 0576 29.23 878 6036 29.35 .889 1959 29.49 
54 .857 7282 29.13 .868 2330 29.24 878 7797 29.36 889 3728 20.49 
55 1.857 9030 29.13 1.868 4084 29.24 1.878 9559 29.36 1.889 5498 29.49 
56 .858 0777 29.13 .868 5839 29.24 879 1321 29.30 .889 7268 29.50 
57 858 2525 29.13 868 7593 29.24 879 3082 29.36 889 8038 29.50 
58 .858 4273 29.13 .868 9348 29.24 879 4844 29.36 .890 O808 29.50 
59 858 6021 29.13 .869 1102 29.25 879 6606 29.37 890 2578 20.51 
60 1.858 7769 29.14. 1.869 2857 29.25 1.879 8369 29.37 1.890 4349 29.51 
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80" | S30) et 


log M. | Ditf.1”.| log M. | Diff.1”. Dif.1”.| log M. | Diff.1”. 


1.890 4349 29.51 : 29. f 7893 29.82 1.922 5548 29.99 
.890 6119 29.51 : ( 06 i 9682 | 29.82 .922 7347 | 29.99 
.890 7890 29.51 : / é A 1471 29.82 .922 9147 30.00 
.890 9661 29.51 9 Ds d 3261 29.83 923 O947 30.00 
891 1432 29.52 : Ne i 5050 29.83 923 2747 30.00 


891 3203 29.52 : 7 4 G 6840 29.83 1.923 4548 30.01 
891 4974 20.52 OC Be Ke d 8630 29.84 923 6348 30.01 
891 6745 29.52 90: ; a 0420 29.84 923 8149 30.01 
891 8517 29.53 902 : E Za 29.84 923 9950 30.02 
.892 0289 29.53 nG : : 4001 29.84 W751 30.02 


.892 2061 29. : : ; 5792 29.85 i 3552 30.02 
892 3833 ; é : é 7583 29.85 924 5354 30.03 
“892 5605 9.5¢ EG : 913 9374 29.85 A 7155 30.03 
2092 1377 ; : OC 4 1165 29.85 A 8957 30.03 
.892 9149 a5 AG : 914 2956 29.86 ‘ 0759 30.03 


.893 0922 5 4 : 914 4748 | 29.86 925 2561 | 30.04 
.893 2695 of : ; 914 6540 29.86 Xe 4364 |] 30.04 
893 4467 Oy, : : .914 8331 29.87 A 6166 30.04 
.893 6240 : ‘ ; .015 0124 | 29.87 925 7969 | 30.05 
893 8013 >: .904 : 915 1916 29.87 925 9772 30.05 


893 9787 ; G d : 915 3708 29.87 926 1575 30.05 
.894 1560 : : 29. : 29.88 zl 3378 30.06 
3334 5 : f A 29.88 : 5182 30.06 
5108 : : Die 915 29.88 3 6986 30.06 
6882 ; 905 3592 ‘ ; 29.89 : 8789 30.07 


8656 : ‘ 5 29. 5 ) 29.89 4e 0593 30.07 
5 0430 E j 5 : 3 29.89 A 2398 | 
5 2204 : : p : 29.90 : 4202 

3979 : 3 : : 5 29.90 j 6007 > 

5753 : ‘ : A 29.90 7811 

7528 ; : , : 29.90 9616 

9303 i EC 72 : | 20.91 1422 

1078 : 4 : j 5 29.91 

2854 ; -90€ : i 25 29.91 

4628 29.92 

6404 29.92 

8180 29.92 

9955 29.92 

782 29.93 

3508 29.93 

5284. 29.93 

7060 29.94 

8837 29.94 

0614 20.04 

2390 29.94 


4168 29.95 

8 5945 29.62 29.95 
7722 29.62 29.95 

3 9500 | 20.63 29.96 
1277 29.63 29.06 
3055 29.63 1.910 29.96 

99 4833 29.63 910 17C 29.19 920 935 29.97 
399 OO11 29.64 910 358: 29.80 92 29.97 
8389 29.04 910 537: 29.80 é 5 29.97 
0168 29.64 910 g 29.80 : 29.98 
1946 29.04 1.910 29.80 Key 5¢ 29.98 

0 3725 | 20.65 911 07: 20.81 F 5 29.98 
d 5504 29.65 ll 25: 20.81 ‘ : 29.98 
) 7283 29.05 O11 29.81 : 29.99 
9062 29.66 911 6104 29.82 ¢ ‘ 29.99 


1.901 0841 | 29.66 | 1.911 7893 |- 29.82 922 § 29.99 
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Tafel VI. 
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0 
ad 
Diff.1”.| log M. | Diff.1".| log M. . | Diff. 1", 


30.18 1.9044 2856 30.38 O55 ; 30.59 1.906 ; 30.82 
30.18 944 4678 30.38 O55 30.60 .966 30.82 
30.19 O44 0502 30.39 955 6274 30.60 966 30.83 
30.19 944 8325 30.39 955 8110 30.00 966 86 30.83 
30.19 945 0148 30.39 “955 9946 30.01 9607 O5; 30.84 


30.20 945 1972 30.40 956 1783 30.01 907 2 30.84. 
30.20 945 3790 30.40 956 3019 30.01 907 424¢ 30.84 
30.20 945 50620 30.40 956 5456 30.62 907 ; 30.85 
945 7444 30.41 956 7294 30.62 907 30.85 
945 9269 30.41 956 9131 30.63 907 30.85 


946 1004 30.41 .957 0969 30.63 .968 30.86 
O46 2919 30.42 957 2807 30.63 968 3¢ 30.86 
946 4744 | 30.42 957 4645 30.64 968 30.87 
.946 6569 30.42 957 6483 30.64 968 7 30.87 
9406 8395 30.43 A 8322 30.64 -968 9052 30.87 


1.947 0221 30.43 958 0160 30.65 1.969 0905 30.88 
947 2047 30.44 -958 1999 30.65 969 2757 30.88 
947 3873 30.44 958 3839 30.66 909 4010 30.89 
.947 5699 30.44 : 5678 30.66 969 6404 30.89 
947 7526 30,45 4 7518 30.66 909 8317 30.89 
947 9353 30.45 : 9358 30.67 1.970 O171 30.90 
948 1180 ‘ 1198 30.67 970 2025 30.90 
.948 3007 : 3038 30.67 970 3879 30.91 
948 4834 ‘ 4879 30.68 970 5734 30.91 
948 6662 .959 6720 30.68 970 7589 30.91 
948 8490 : 8561 30.69 1.970 9443 30.92 
30.26 949 0318 d -960 0402 30.69 971 1299 30.92 
30.27 .949 2146 : 2243 30.69 971 3154 30.93 
30.27 949 3975 48 : 4085 | 30.70 971 5010 30.93 
30.27 949 5804 : 5927 30.70 ‘971 6866 | 30.93 
30.28 949 71633 960 7769 | 30.70 | 1.971 8722 | 30.94 
30.28 949 9462 : 9612 30.71 972 0578 30.94 
30.28 950 1291 i 1454 30.71 972 2435 30.95 
30.29 950 3121 : 3297 30.71 972 4292 30.95 
30.29 950 4951 é 5140 30.72 972 0149 30.95 
30.29 950 6781 : 6983 30.72 1.972 8006 30.96 
30.30 .950 8611 3 8827 30.73 972 9804 30.96 
30.30 951 0441 ; 00671 30.73 973 1722 30.97 
30.30 5O51 2272 : 2515 30.73 973 3580 30.97 
30.31 951 4103 é 4359 30.74 973 5438 30.97 
30.31 1.951 5934 A 6203 30.74 1.973 7297 30.98 
30.31 951 7766 i 8048 30.75 973 9156 30.98 
30.32 951 9597 : 9893 30.75 974 1015 30.99 
30.32 952 1429 : 1738 30.75 974 2874 30.99 
30.32 952 3261 : 3583 30.76 974 4734 30.99 


30.33 1.952 5093 : 5429 30.76 1.974 0593 31.00 
30.33 952 6925 . 7275 30.77 974 8454 31.00 
30.34 952 8758 .963 9121 30.77 975 0314 31.01 
30.34 953 0591 964 0967 30.77 975 2174 31.01 
30.34 953 2424 .964 2814 30.78 975 4035 31.01 
30.35 1.953 4257 ‘ 4660 30.78 1.975 58906 31.02 
30.35 953 6091 : 6507 30.78 O75 15 31.02 
30.35 953 7924 : 8354 30.79 975 9019 31.03 
30.36 953 9758 965 0202 30.79 976 1481 31.03 
30.36 954 1592 A 2050 30.80 970 3343 31.04 


30.36 1.954 3427 3897 30.80 1.976 5205 31.04 
30.37 954 5262 A 5740 30.80 976 7007 31.04 
: 30.37 954 71096 : 7594 30.81 970 8930 31.05 
943 9211 30.37 954 8931 . 9442 30.81 977 0793 31.05 
944 1033 30.38 955 0766 F 1291 30.81 .977 2656 31.006 


1.944 2856 | 30.38 | 1.955 2602 966 3140 | 30.82 | 1.977 4520 | 31.06 
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— &8? 


89° 


90" 


OT 


log M. Darts log M. Dit 1/2 log M. Diff. 1/’. log M. Diff. 1”. 
.977 4520 1.06 1.988 6789 31.31 2.000 O000 31.58 2.011 4203 31.87 
sou 6383 ee 988 8668 31.32 000 1895 31.59 O11 O115 31.87 
977 8247 | 31.07 .989 0548 | 31.32 ,000 3790 | 31.59 011 8027 shee 
O78 O1D2 31.07 989 2427 31.33 .000 5686 31.60 O11 9940 ie 
.978 1976 | 31.08 989 4307 31.33 .000 7582 | 31.60 012 1853 we 
1.978 3841 1.08 1.989 6187 31.34 2.000 9478 31.60 2.012 3766 31.89 
078 ae Rice 989 8067 31.34 001 1375 31.61 012 5080 31.89 
978 7571 31.09 989 9948 31.34 .0O1 3272 31.61 012 7594 31.90 
978 9436 31.09 990 1829 31.35 .OO1 5169 31.62 .012 9508 31.90 
979 1302 31.10 .990 3710 31.35 .001 7066 31.62 013 1422 31.91 
1.979 3168 31.10 1.990 5591 31.36 2.001 8963 31.63 2.013 3337 31.91 
979 5034 31-11 990 7473 31.36 .002 0861 31.63 O13 5252 31.92 
979 6901 31.11 990 9355 eye) .002 2759 31.64 O13 7167 31.92 
979 8768 31.11 -991 1237 31.37 .002 4658 31.64 .013 9083 31.93 
980 0635 BT Ne 991 3119 31.38 .002 6557 31.05 .014 0999 31.93 
1.980 2502 Bie 1.991 5002 31.38 1.002 8456 31.65 2.014 2915 31.94 
980 4369 31.13 991 6885 31.38 .003 0355 31.66 .014 4531 31.94 
980 6237 Bie .991 8768 31.39 .003 2254 31.66 .014 6748 31.95 
-980 8105 31.13 .992 0651 31.39 .003 4154 31.07 .014 8665 31.95 
980 9973 31.14 992 2535 31.40 .003 6054 31.67 -O15 0582 31.96 
1.98i 1842 31.14 1.992 4419 31.40 2.003 7955 31.68 2.015 2500 31.96 
.981 3710 31.15 992 6304 31.41 .003 9855 31.68 015 4418 31.97 
981 5579 31.15 .992 8188 31.41 .004. 1756 31.68 O15 6336 31.97 
981 7449 31.16 993 0073 31.42 .004 3658 31.69 O15 8255 31.98 
981 9318 31.16 993 1958 31.42 -004 5559 31.69 O16 O174 31.98 
1.982 1188 31.16 1.993 3843 31.42 1.004 7461 31.70 2.016 2093 31.99 
.982 3058 Sey 993 5729 31.43 .004 9363 31.70 .016 4012 31.99 
982 4928 31.17 993 7015 31.43 .005 1265 3172: 016 5932 32.00 
982 6798 31.18 993 9501 31.44 .005 3168 ate 016 7852* 32.00 
.982 8669 31.18 994 1387 31.44 .005 5071 31.72 016 9772 32.01 
1.983 0540 31.18 1.994 3274 31.45 2.005 6974 31.72 2.017 1693 32.01 
.983 2411 31.19 994 5161 31.45 .005 8878 31.73 017 3614 2.02 
983 4283 31.19 994 7048 31.46 .006 o781 31.73 OL 5535 32.02 
.983 6155 31.20 .994 8936 31.46 .006 2685 31.74 O17 7456 32.03 
.983 8027 31.20 995 0823 31.46 .006 4590 31.74. 017 9378 32.03 
1.983 9899 31.21 1.995 2711 31.47 2.006 6494 31.75 2.018 1300 2.04 
984 1772 31.21 995 4600 31.47 .006 8399 31.75 O18 3223 32.04 
984 3644 31.22 995 6488 31.48 .007 0304 31.76 O18 5145 32.05 
984 5517 31.22 995 8377 31.48 .007 2210 31.76 018 7068 32.05 
.984 7391 31.22 -996 0266 31.49 .007 4116 30.77 .018 8992 32.06 
1.984 9264 31.23 1.996 2155 31.49 2.007 0022 31.77 2.019 0915 32.06 
-985 1138 31.2 996 4045 31.50 .007 7928 S177 .019 2839 32.07 
985 3012 31.2 996 5935 31.50 007 9835 S178 019 4763 32.07 
985 4886 31.24 996 7825 31.51 008 1742 31.78 .019 6688 32.08 
985 6761 31.2 996 9716 30.51 .008 3649 31.79 .019 8613 32.08 
1.985 8636 31.2 1.997 1606 31.51 2.008 5556 31.79 2.020 0538 32. 
980 O511 31.25 997 3407 a.52 .0O8 7464. 31.80 .020 2463 2.09 
986 2386 31.26 997 5389 31.52 008 9372 31.80 .020 4380 32.10 
.986 4262 31.26 997 7280 31.53 .009 1280 31.81 .020 6315 32.10 
986 6138 31.2 997 9172 31.53 .009 3189 31.81 .020 8241 22.10 
1.986 8014 31.2 1.998 10064 31.54 0.009 5008 31.82 2.021 0168 32.11 
980 9890 31.28 998 2056 31.54 009 7007 31.82 021 2005 32.12 
987 1707 | 31.28 998 4849 | 31.55 009 8917 | 31.83 021 4022 | 32.12 
987 3044 31.28 998 6742 31.55 .010 0826 31.83 .021 5049 32.18 
987 5521 31.29 998 8635 31.56 010 2736 31.84 021 7877 32.13 
1.987 7398 | 31.29 | 1.999 0529 | 31.56 | 2.010 4647 | 31.84 | 2.021 9805 | 32.14 
987 9270 | 31.30 999 2422 | 31.56 O10 6557 31.85 022 1734.-| 32.124 
988 1154 | 31.30 999 4316 31.57 010 8468 | 31.85 022 3662 | 32.15 
988 3032 | 31.31 909 6211 31.57 011 0380 | 31.86 022 5591 32.15 
988 4911 31.31 999 8105 31.58 Oll 2291 31.86 022 7521 32.16 
1.988 6789 31.31 2.000 0000 31.58 2.011 4203 31.87 2.022 9450 32.16 
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93° 


94° 


log 


2.022 
023 
023 
023 
023 


2.023 
024 


M. | 


9450 
1380 
yoy 
5241 
1172 
9103 
1035 
29067 


4. 48909 


6831 
8764 


5 0097 


2030 
4504 
6498 
8432 
0367 
2301 


) 4236 


6172 
8108 
0044 
1980 
3917 
5854 
7791 
9729 | 
1667 | 
3605 
5544 
7483 
9422 
1361 
3301 
5241 
7182 
9123 
1064 
3005 
4947 
6889 
8831 
0774 
2717 
4660 
6604 
8548 
0492 
2437 
4382 
6327 
8272 
0218 
2164 
4111 
6058 
8005 
9952 
1900 
3848 


5797 


Diff.1’.} log M. | Diff.” | log M. ‘| Diff. 1". 


32.16 


bo bo 
bo 
(oR e) 


by bo ly 
ts t& 
~ 


So HHKNHHHKH HHH NHWL 


I Anu & 


NNKH NNWN 
Www we b&b Re 


WWWWWW WWWWW WWWwW 


S&S Nb 


2.27 


b 


ae 


2.034 5797 
034 7745 
034 9694 
035 1644 
035 3593 

5543 

035 7494 

035 9444 

036 1395 

036 3347 

.036 5298 

.036 7250 

-036 9202 

-037 1155 

037 3108 

5061 

037 7015 

.037 8969 

.038 0923 

.038 2877 

4832 
.038 6787 
038 8743 
039 0699 
039 2655 

2.039 4611 
039 6568 
039 8525 
-040 0482 
.040 2440 

2.040 4399 
.040 6357 
.040 8316 
.041 0275 
.041 2234 

2.041 4194 
-041 6154 
2041 “BiL4 
.042 0075 
.042 2036 


2.042 3998 
.042 5960 
O42 7922 
.042 9884 
043 1847 

2.043 3810 
043 5773 
043 7731 
.043 9701 
.044 1665 

2.044 3630 
044 5595 
.044 7561 
1044 9520 
0045 1492 


2.045 3459 
045 5420 
045 7393 
045, 9360 
.046 1328 


2.046 3296 


bo 
Oo 
oe) 
Wn 


to 
O 
ww 
n 


to 
o 
w 
~ 


bo 

{e) 
Las) 

ios) 


32.48 
32.48 
32.49 
32.49 
32.50 


2.046 3296 
.046 5264 
046 7233 
.046 9202 
.047 1172 


2.047 3141 
047 5111 
047 7082 
047 9053 
048 1024 


2.048 2995 
048 4967 
048 6939 
.048 8912 
.049 0884 


2.049 2857 
049 4831 
.049 6805 
.049 8879 
050 0753 

2.050 2728 
:050 4703 
.050 6679 
.050 8655 
.051 0631 


2.051 2608 
O51 4585 
.051 6562 
051 8539 
.052 0517 

2.052 2496 
052 4474 
052 6453 
.052 8432 
.053 0412 


2.053 2392 
053 4372 
053 6353 
053 8334 
-054 0315 

2.054 2297 
054 4279 
.054 6262 
.054 8244 
.055 0227 

2.055 2211 
055 4195 
055 6179 
055 8163 
.056 0148 


2.056 2133 
.056 4119 
.056 6105 
.056 8091 
057 0078 

2.057 2005 
057 4052 
.057 6040 
.057 8028 
.058 0016 


2.058 2005 


32.80 
32.81 
32.82 
32.82 
32.83 


32.83 
32.84 
32.84 
32.85 
32.85 


32.806 
32.87 
32.87 
32.88 
32.88 


32.89 
32.89 
32.90 
32.90 
32.91 


32.92 
32.92 
32.93 
32.93 
32.94 
32.95 
32.95 
32.96 
32.96 
32.97 
32.97 
32.98 
32.98 
32.99 
33.00 


33.00 
33.01 
33.01 
33.02 
33-03 
33-03 
33.04 
33-04 
33-05 
33-05 
33.06 
33.07 
33.07 
33.08 
33.08 


33-09 
33-10 
33.10 
33.11 
33.11 
33.12 
33.12 
33-13 
53.14 
33.14 
33-15 


log M. 


2.058 
.058 
.058 
.058 
058 


2.059 
-059 


2.069 
.069 
.069 
.069 
.009 

2.070 


2005 
3994 
5983 
1973 
9963 
1953 
3944 
5935 
7927 
9919 
1911 
3904 
5897 
7890 
9884 
1878 
3872 
5867 
71862 
9857 
1853 
3849 
5846 
1842 
9840 
1837 
3835 
5833 
7832 
9831 
1831 
3830 
5830 
7831 
9832 
1833 
3834 
5836 
7839 
9841 
1844 
3847 
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9860 
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9887 
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3901 
5908 
7910 
9924 
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3942 
5951 
7960 
9970 
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Dit se 


108* 
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Tafel VI. 
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97° 99° 
log M. | Diff.1”.| log M. |DifR1”.{ log M. | Dif.1”.| log M.__| Dift. 1”. 


2.070 1980 33.51 2.082 3282 33.88 2.094 5971 34.28 2.107 0109 34.69 
.070 3991 33-51 082 5316 33.89 .094 8028 34.29 .107 2190 34.70 
.070 6002 33.52 .082 7349 33.90 .095 0085 34.29 -107 4272 34.70 
.070 8014 33-53 082 9383 33-90 095 2143 34.30 -107 6355 34-71 
.071 0025 33.53 .083 1418 33.91 095 4201 34.31 -107 8437 34.72 


2.071 2037 33.54 2.083 3453 33.92 2.095 6260 S4597 .108 0521 34.72 
.071 4050 33.54 .083 5488 33.92 ; 8318 | 34.32 .108 2604 BAT 
.071 6063 33-55 083 7523 33.93 . 0378 34-33 -108 4689 | 34.74 
.071 8076 33-50 083 9559 33-94 . 2438 34-33 -108 6773 34-75 
.072 0090 33.56 084 1596 33.94 x 44098 34.34 -108 8858 34.75 


2.072 2104 Seeye 2.084 3633 33-95 3 6558 34-35 109 0944 | 34.76 
.072 4118 33.58 .084 5670 33-96 : 8619 34.35 -109 3029 34.77 
.072 6133 33.58 .084 7707 38.96 : 0681 34.36 -109 5116 mY ey | 
072 8148 33-59 084 9745 33-97 : 2742 34-37 -109 7202 34.78 
073 0163 33-59 .085 1783 33.98 4 4804 34.37 -109 9289 | 34.79 

2.073 2179 33.60 2.085 3822 33.98 .097 6867 | 34.38 .110 1377 34.80 
073 4195 33.61 .085 5861 33.99 : 8930 34.39 -110 3465 34.80 
.073 6212 33-61 085 7901 33.99 : 0993 34.39 -110 5553 34.81 
073 8229 33.62 085 9941 34.00 4 3057 34.40 -110 7642 | 34.82 
.074 0246 33.63 .086 1981 34.01 : is ail 34.41 -110 9731 34.82 


2.074 2264 33-63 2.086 4021 34.01 .098 7186 | 34.41 i 182% 34.83 
O74 4282 33-64 .086 6062 34.02 A 9251 34.42 -l11 3911 34.84 
074 6301 33-64 .086 8104 34.03 : 1316 34.43 -111 6001 34.85 
.074 8320 33.05 .087 0146 34.03 A 3382 34.43 Lit 8002 34.85 
075 0339 33.66 .087 2188 34.04 : 5449 34.44 eke O1S4 34.86 


2.075 2358 33-66 2.087 4231 34.05 : 7515 | 34.45 21722275 | > 24-07 
O75 4378 33-67 é 6274 34.05 4 9582 34.45 .112 4368 34.87 
075 6399 33-67 : 8317 34.06 5 1650 34.46 -112 6460™! 34.88 
O75 8419 33-68 . 0361 34.07 : 3718 | 34.47 +112 8553 | 34.89 


076 0440 33.69 2405 34.07 : 5786 34.48 -113 0647 | 34.90 


2.076 2462 33-09 4449 34.08 Q 7855 34.48 AL3 2741 | 3a:00 
070 4484 33-70 6494 34.09 : 9924 : 34.49 -113 4835 | 34.91 
076 6507 33-71 | 34.09 : 1993 34.50 -113 6930 | 34.92 
070 8529 "| 3371 86 | 34.10 ; 4063 34.50 -113 9025 | 34.92 
077 0552 33.72 203 Sal : 6134 34.51 e114 1123 34.93 


OM s\n “aie eqs) 4678 34.11 : 8204 | 34.52 14 3257) || saos 
077 4599 33-73 xe) Sy) sale : 0276 34.52 -114 5313 34.95 
077 6623 33.14 5 34.12 -102 2347 34.53 : 7410 | 34.95 
077 8647 33-74 0820 34.13 : 4419 34.54 . 9508 34.96 
078 0672 33.75 4 2868 34.14 .102 6492 34.54 F 1605 34.97 


2.078 2697 33-76 4917 34.15 : 8564 34-55 : 3704 34.97 
078 4723 | 33.76 ; 6966 34.15 : 0638 | 34.56 : 5802 | 34.98 
078 6749 33-77 4 9015 34.16 ; STU a t50 . 7901 | 34.99 
078 8775 33.78 i 1065 | 34.17 : 4785 34.57 . 0001 | 35.00 
O79 O802 33.78 d Swoless 34.17 -103 6860 34.58 i 2101 35.00 


2.079 2829 33-79 : 5105 34.18 . 8935 | 34.59 . 4201 35.01 
079 4857 33.80 i 7216 34.19 : LOO” |) S4e59 ‘ 6301 35.02 
079 6885 33.80 : 9268 34.19 : 3086 34.60 : 8403 35.02 
079 8913 33.81 ‘ 1319 34.20 é 5162 | 34.61 ; 0505 35.03 
O80 0942 33.81 : 3371 | 34.20 : 7239 | 34.61 : 2607 35.04 


2.080 2971 33.82 2: 5424 3H.21 104 9316 | 34.62 : 4710 | 35.05 
O80 5000 33.83 i TAT 34.22 ‘ 1393 | 34.63 : 6813 35.05 
080 7030 | 33.83 092 9330 | 34.22 105 3471. | 34.63 117 8916 | 35.06 
080 9060 33.84 : 1584 34.23 105 5549 34.64 ; 1020 35.07 
.O81 1091 33.85 ; 3638 | 105 7628 34.65 ; ale 35.08 


2,081 3122 33.85 ‘ 5692 | 34.25 2.105 9707 | 34.66 : 5229 35.08 
O81 5153 33.86 ‘ 7747 34.25 106 1786 | 34.66 : 1334 33.09 
081 7185 | 33.87 1093 9803 | 34.26 106 3866 | 34.67 1118 9440 | 35.10 
081 9217 33.87 : 1858 34.27 ; 59047 34.68 ; 1546 35.10 
082 1249 | 33.88 3914 | % ; 8027 34.68 . 3652 Sym 
2.082 3282 33.88 5071 : 2, 0109 34.69 5759 35.12 
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Tafel VI. 
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100° LOL nO) [/bONO3" 


bo 


bo 


to 


bo 


bo 


LS) 


LS) 


be 


log M. Diff. 1’ log M. Die. 1": log M. Dutt 1/7) log M. | Diff. 1”. 
119 5759 35.12 2.132 2989 35.57 2.145 1866 36.03 2.158 2460 36.52 
119 7867 35.13 6133°°5123 35.57 +145 4028 36.04 158 4652 36.53 
119 9974 35.13 132 7258 35.58 145 6191 36.05 158 6844 36.54 
120 2083 35.14 +132 9393 35.59 “145 8354 36.06 -158 9036 36.55 
120 4191 35.15 +133 1529 35.60 6146 0518 36.07 159 1229 36.55 
.120 6301 35.16 2.133 3665 35.61 2.146 2682 36.07 2.159 3423 36.56 
.120 8410 35.16 -133 5802 35.61 146 4847 36.08 159 5617 30.57 
-121 0520 35.17 ‘L33°4939"| 35.62 .146 7012 36.09 159 7811 36.58 
-121 2630 35.18 .134 0076 35.63 -146 9178 36.10 -160 0006 30.59 
12k 4741 35.19 134 2214 35.04 147 1344 36.11 160 2202 36.60 
.121 6853 35.19 2.134 4352 35.64 2.147 3510 36.11 2.160 4398 36.60 
+121 8065 35.20 134 6491 35.65 147 5677 36.12 .160 6594 36.61 
«122 1077 35.21 134 8631 35.66 LEH 7845 36.13 .160 8791 36.62 
+122 9190 35.21 +135 0770 35.67 -148 0013 36.14 .161 0989 | . 36.63 
+122 5303 35.22 135 2910 35.67 148 2182 36.15 -161 3187 30.64 
122 7416 35.23 2.135 5051 35.68 2.148 4351 36.15 2.161 5385 36.65 
2122 9530 35.24 135.7192 35.69 .148 6520 36.16 L6r YS5o4 36.65 
2123 1644 35.24 135 9334 35.70 .148 8690 Eva by 161 9784 36.66 
+123 3759 35.25 136 1476 35.71 -149 0861 36.18 .162 1984 36.67 
+123 5875 | 35.26 -136 3619 35.71 -149 3032 36.19 162 4185 36.68 
123 7990 35.27 2.136 5762 35.72 2.149 5203 36.19 2.162 6386 36.69 
.124 0107 35.27 -136 7905 35.73 -149 7375 36.20 *}| .162 8587 36.70 
124. 2223 35.28 .137 0049 35.74 149 9547 36.21 .163 0789 36.70 
-124 4340 35.29 137 2193 35.74 .150 1720 36.22 163 2992 36.71 
-124 0458 35-30 -137 4338 35-75 150 3893 36.2 163 5195 36.72 
-124 8576 35.30 2.137 6484 35.76 2.150 6067 36.23 2.163 7398 36.73 
+125 0694 35.31 137 8630 35.77 .150 8242 36.24 .163 9602 30.74. 
125 2813 35.32 .138 0776 35.77 LS O4.17 36.25 164 1807 30.74 
125 4933 35.33 138 2922 35.78 al5i 2592 36.26 .164 4012 36.75 
0125 7052 35-33 .138 5070 35.79 -151 4768 36.2 .164 6218 36.76 
125 9173 35.34 2.138 7217 35.80 2.151 6944 36.28 2.164 8424 30.77 
126 1293°+ 35.35 .138 9365 35.81 151 9121 36.28 -165 0630 36.78 
.126 3414 35-35 139 1514 35.81 152 1298 36.2 .165 2837 36.79 
-126 5536 35.36 139 3663 35.82 152 3476 36.30 165 5045 36.80 
126 7658 | 35.37 139 5813 | 35.83 152 5654 | 36.31 165 7253 | 306.81 
.126 9780 35:38 2.139 7963 35.84, 2.152 7833 36.32 2.105 9462 36.81 
.127 1903 35.39 140 0113 35.84 153 0012 36.32 .166 1671 36.82 
127 4027 35.39 .140 2264 35.85 153 2192 36.33 .166 3881 36.83 
127 6151 35.40 140 4415 35.86 -153 4372 36.34 166 6091 36.84 
127 8275 | 35.41 140 0567 | 35.87 153 0552 | 36.35 .166 8301 | 36.85 
.128° 0400 | 35.42 2.140 8720 35.88 2.153 8734 36.35 2.167 0513 36.86 
128 2525 35.42 .141 0873 35.88 154 0915 36.36 167 2724 36.87 
128 4650 35-43 141 3026 35.89 154 3097 36.37 167 4936 36.87 
128 6776 35.44 -141 5180 35-90 -154 5280 36.38 167 7149 36.88 
128 8903 35-45 141 7334 35-91 154 7463 36.39 167 9362 30.89 
129 1030 | 35.45 | 2.141 9489 | 35.92 | 2.154 9647 | 36.40 | 2.168 1576 | 36.90 
129 3157 35.46 142 1044 35.92 55° lost 30.41 1168 3790 36.91 
129 5285 35.47 +142 3799 35-93 -155 4015 30.41 -168 6005 30.92 
129 7414 35.48 142 5955 35.94 -155 6200 36.42 .168 8220 36.93 
129 9542 35.48 142 8112 35.95 .155 8386 36.43 169 0436 36.93 
.130 1672 35.49 2.143 0269 35.96 2.156 0572 36.44 2.169 2652 30.94 
130 3801 35.50 143 2427 35.90 156 2759 36.45 169 4869 30.95 
130" 5930") 35-51 143 4585 | 35.97 156 4946 | 36.46 .169 7087 | 36.96 
.130 8062 35.51 143 6743 35.98 156 7133 36.46 169 9304 30.97 
.131 0193 35.52 143 8902 35.99 -156 9321 30.47 Ailly lover Osy72 36.98 
131 2325 35.53 2.144 1062 36.00 2.157 1510 36.48 2.170° 3742 30.99 
+131 4457 35.54 144 3222 36.00 157 3699 30.49 -170 5901 30.99 
.131 6589 35.54 144 5382 36.01 .157 5889 30.50 .170 8181 37.00 
A3Ieo722") 35-55 144 7543 | 36.02 157 8079 | 36.50 171 0401 37.01 
.132 0855 35.50 -144 9704 36.03 .158 0269 36.51 wy 2622 37.02 
132 2989 35.57 2.145 1866 36.03 2.158 2460 36.52 2.171 4844 37.03 


Tafel. Vi 
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104" 


105° 


106° 


107° 


log M. Dit log M. IO gte log M. Diff. 1. 
2.171 4844 37.03 2.184 9092 37.56 2.198 5282 38.11 
171 7066 37.04 185 1346 37.57 .198 7568 38.12 
171 9288 37.05 -185 3600 37.57 -198 9856 38.13 
WD ISI 37.05 .185 5855 37.58 199 2144 38.14 
172 3735 37.06 185 8110 37.59 199 4432 38.14 
2.172 5959 COT 2.186 0366 37.60 2.199 6721 38.15 
172 8184 37.08 .186 2622 37.01 199 9010 38.16 
173 0409 37.09 .186 4879 37.62 .200 1300 38.17 
173 2634 37-10) 186 7137 37.63 .200 3591 38.18 
173 4860 37.11 186 9395 37.04 .200 5882 38.19 
2.173 7087 37.12 2.187 1653 37.05 2.200 8174 38.20 
173 9314 37.12 187 3912 37.66 .201 0467 38.21 
174 1542 37.13 SLO OLTZ 37.07 201 2760 38.22 
174 3770 37.14 187 8432 37.07 201 5053 38.23 
174 5999 37.15 188 0693 37.08 201 7347 38.24 
2.174 8228 37.16: 2.188 2954 37.69 2.201 9642 38.25 
175 0458 37.17 .188 5216 37.70 .202 1937 38.26 
175 2688 37.18 -188 7478 37-71 202 4233 38.27 
175 4919 37.18 188 9741 37.72 202 6529 38.28 
175 7150 37.19 .189 2005 37-73 202. 8826 38.29 
2.175 9382 37.20 2.189 4269 37.14 2LOS mes 38.30 
176 1615 37.21 189 6533 37.75 203 3421 38.31 
176 3848 37.22 .189 8798 37.76 203 5720 38.31 
176 6081 37.23 -190 1064 BRAY) 203 8019 38.32 
176 8315 37.24 -190 3330 Syd) .204 0319 38.33 
2.177 O550 37.25 2.190 5597 37.78 2.204 2619 38.34 
177 2785 37.25 190 7864 37.79 204 4920 38.35 
177 5020 37.26 191 0132 37.80 204 7222 38.36 
177 7256 37.27 191 2401 37.81 204 9524 38.37 
177 9493 | 37.28 191 4670 | 37.82 205 1826 | 38.38 
2.178 1730 37.29 2.191 6939 37.83 2.205 4129 38.39 
178 3968 37.30 -191 9209 37.84 205 6433 38.40 
178 6206 37.31 .192 1480 37.85 205 8737 38.41 
178 8445 37.32 192 3751 37.86 .2060 1042 38.42 
179 0684 | 37.33 192 6023 37.87 206 3348 38.43 
2.179 2924 | 37.33 | 2.192 8295 | 37.88 | 2.206 5654 | 38.44 
179 5164 37.34 193 0568 37.88 -206 7961 38.45 
179 7405 37.35 +193 2841 37.89 207 0268 38.46 
179 9646 | 37.36 193 5115 | 37.90 207 2575 38.47 
180 1888 | 37.37 193 7389 | 37.91 207 4884 | 38.48 
2.180 4131 37.38 2.193 9664. 37.92 2.207 7193 38.4¢ 
180 6374 37.39 -194 1940 37.93 e ae Bet: 
180 8617 | 37.40 194 4216 | 37.04 208 1812 | 38.51 
181 0861 37.41 194 6493 | 37.95 208 4123 38.52 
181 31006 37.41 -194 8770 37.90 208 6434 38.53 
2.181 5351 37.42 2.195 1048 37.97 2.20 38 
181 7597 37.43 195 3326 cs sh) ae pa 
181 9843 | 37.44 195 5605 | 37.09 209 3371 | 38.55 
182 1089 | 37.45 | .195 7885 | 38.00 200 5685 | 38.56 
182 4337 | 37.46 106 0165 | 38.00 209 7999 | 38.87 
2.182 6584 | 37.47 2.196 2445 8.01 2.2 2 Q 68 
182 8833 | 37.48 | 196 4726 | S802 Rap fo 
183 1082 37.49 196 7008 38.03 210 4945 38.60 
183 3331 37.49 .196 9290 38.04 210 7261 38.61 
183 5581 37.50 197 1573 38.05 210 9578 38.62 
2.183 7831 37.51 2.197 3856 38.06 2.2 2 2 
184 0082 37.52 197 6140 38.07 Bs a ee 
184 2334 | 37.53 | 197 8425 | 3808 | “211 6533 | SB6s 
184 4586 37.54. 198 0710 38.09 211 8852 8.66 
184. 6839 : 08 2 ; — 
37.55 198 2995 | 38.10 212 1172 | 38.67 
2.184 9092 37.50 2.198 5282 38.11 2.212 3493 38.68 


log M. 


2.212 
212 
ro 
213 
5213 


21213 


bo 


bo 


3493 
5814 
8136 
0458 
2781 


5104 
7428 
9753 
2078 
4404 
6730 
9057 
1385 
SiS 
6042 
8371 
O7O1 
3032 
5363 
7094 
0027 
2360 
4693 
7027 
9362 
1697 
4033 
6369 
8706 
1044 
3382 
5721 
8061 
0401 
2741 
5082 
7424 
9767 
2110 
453 
6797 
0142 
1488 
3834 
6180 
8528 
0876 
3224 
5573 
7923 
0273 
2624 
4975 
7327 
9680 


2033 
4387 
6741 
9096 
1452 


3808 


Dyin, YZ, 


38.68 
38.09 
38.70 
38.71 
38.72 


38.73 
38.74 
38.75 
38.76 
38.77 
38.78 
38.79 
38.80 
38.81 
38.82 
38.83 
38.84 
38.85 
38.86 
38.87 


38.88 
38.89 
38.90 
38.91 
38.92 


38.93 
38.94 
38.95 
38.96 
38.97 


38.98 
38.99 
39.00 
39.01 
39.02 


39.03 
39.04 
39.05 
39.06 
39.07 


39.08 
39.09 
39.10 
39.11 
39.12 


39.13 
39.14 
39.15 
39.16 
39.17 


39.18 
39.19 
39.20 
39.21 
39.22 


39.23 
39.24 
39.25 
39.206 
39.27 


39.28 
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Tatel VG 
Die Barker’sche Tafel. 


108" 


109 


10" 


log M. 
2.226 3808 

.226 6165 

-226 8523 


-227 O881 
.227 3240 


2.227 5599 
227 1959 
.228 0320 
-228 2681 
-228 5043 

7405 

-228 9768 

229 2131 

-229 4496 

-229 6861 


2.229 9226 
-230 1592 
-230 3959 
-230 6326 
+230 8694 

2.231 1063 
-231 3432 
-231 5802 
.231 8172 
-232 0543 

2.232 2915 
.232 5287 
.232 7660 
-233 0033 
-233 2407 

2.233 4782 
5239 FIST 
-233 9533 
.234 1910 
-234 4287 

2.234 6665 
-234 9043 
-235 1422 
-235 3802 
-235 6183 


2.235 8563 
.236 0945 
-236 3327 
-236 5710 
.236 8093 


2.237 0478 
237 2862 
-237 5247 
237 7033 
.238 0020 

2.238 2407 
-238 4795 
.238 7284 
238 9573 
-239 1962 


2.239 4353 
+239 6744 
-239 9135 
-240 1528 
.240 3921 


2.240 6314 


tS 
tb 
iS) 
io 2) 


Di 


39.28 
39.29 
39.30 
39.31 
39.32 
39.33 
39.34 
39.35 
39.36 
39.37 
39.38 
39.39 
39.40 
39.41 
39.42 


39.43 
39.44 
39.45 
39.46 
39-47 
39.48 
39.49 
39.50 
39.51 
39.52 


39.53 
39.54 
39.55 
39.56 
39:57 
39.58 
39.59 
39.60 
39.01 
39.63 


39.64 
39.65 
39.66 
39.67 
39.68 


39.69 
39.70 
39.71 
39.72 
39-73 


39-74. 
39.75 
39.76 
39.77 
39.78 
39.79 
39.80 
39.81 
39.82 
39.83 
39.84 
39.86 
39.87 
39.88 
39.89 


39.90 


log 


2.240 
.240 


M. 


6314 
8708 
1103 
3498 
5894 
82901 
0688 
3086 


2 5485 


7884 


3 0284 


2685 
5086 
7488 
9890 


2293 
4697 
7101 
9506 
1912 


5 4318 


6725 
9132 
1541 
3949 


6359 
8769 
1180 
3591 
6003 
8416 
0829 
3243 
5658 
8073 
0489 
2906 
5323 
7741 
0159 
2578 
4998 


7419 | 


9840 
2262 


4684 
7107 
9531 
1955 
4380 


6806 
9232 
1659 
4087 
6515 
8944 
1374 
3804 
6235 
8666 


1099 


Diff. 1", 


39.90 
39.91 
39.92 
39.93 
39.94 


29.95 
39.96 
39.97 
39.98 
39.99 
| 40.00 
40.01 
40.02 
40.03 
40.05 


40.06 
| 40.07 
40.08 
40.09 
40.10 
40.11 
40.12 
40.13 
40.14 
40.15 


| 40.16 
40.17 
| 40.18 
; 40.19 
40.21 


40.22 
| 40.23 
| 40.24 
40.25 
40.26 


40.27 
40.28 
40.29 
40.30 
40.31 


40.32 
40.34 


log M. 


2.255 
255 
255 
255 
256 


2.250 
-256 
.256 
257 
257 

2.257 
-257 
.258 
.258 
-258 

2.258 
.259 
-259 
.259 
259 

2,250 
-260 
-260 
-260 
.260 


2.261 
-261 


1099 
3532 
5965 
8399 
0834 
3270 
5706 
8143 
0580 
3019 
5458 
7897 
0337 
2778 
5220 
7662 
0105 
2548 
4992 
7437 
9883 
2329 
4776 
7223 
9671 
2120 
4570 
7020 
0471 
1922 
4374 
6827 
9281 
1735 
4190 
6045 
9102 
1559 
4016 
6474 
8933 


1393 
3853 


6314 | 


8776 
1238 
3701 
6165 
8629 
1094 
3560 
6026 
8493 
0961 
3430 
5899 
8369 
0839 
3310 
5782 


8255 


Diff. 1”. 


40.54 
40.55 
40.50 
40.58 
40.59 
40.60 
40.61 
40.62 
40.63 
40.64 
40.65 
40.66 
40.08 
40.69 
40.70 
40.71 
40.72 
40.73 
40.74 
40.75 
40.76 
40.78 
40.79 


Lil’ 
log M. Diff. 1” 
2.269 8255 41.21 
.270 0728 41.23 
-270 3202 41.24 
.270 5676 41.25 
.270 8152 41.26 
2.271 0628 41.27 
271 3104 41.28 
271 S582 41.29 
-271 8060 41.30 
272 0538 41.32 
2.272 3018 41.33 
272 5498 41.34 
-272 "1979 41.35 
.273 0460 41.36 
.273 29042 41.38 
2.273 5425 | 41.39 
-273 7909 41.40 
274 0393 41.41 
.274. 2878 41.42 
274 5364 | 41.43 
2.274 7850 41.44 
+275 0337 41.46 
-275 2825 41.47 
275 5313 41.48 
275 71802 41.49 
2.276 0292 41.50 
-276 2783 41.51 
270 5274. 41.53 
276 7766 41.54 
277 0258 41.55 
Pe Nig eeu Se 41.56 
277 5246 41.57 
277 7740 41.58 
278 0236 41.60 
OLLI Oe 41.61 
2.278 5229 41.62 
.278 7720 41.63 
.279 0224 41.64 
279 2723 41.65 
-279 5223 41.67 
2.279 7723 41.68 
.280 0224 41.69 
«280 2726 41.70 
-280 5228 41.71 
.280 7731 41.72 
2.281 0235 41.74. 
-281 2740 41.75 
.281 5245 41.76 
.281 7751 41.77 
.282 0258 41.78 
2.282 2765 41.80 
.282 5273 41.81 
.282 7782 41.82 
-283 0291 41.83 
.283 2801 41.84 
2.283 5312 41.85 
.283 7824 41.87 
.284 0336 41.88 
.284 2849 41.89 
.284 5363 41.90 
2.284 7878 
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Tafel VI. 
Die Barker’sche Tafel. 
0 0 0 
. 112 113 114 115° | 
log M Diths 1% log M Wace, 1, log M ID yarn lle log M. Diff. 1” 
0’ 2.284 7878 41.91 2.300 0067 42.04. 2.315 4927 43.40 2.331 2564. 44.18 
1 285 0393 41.93 300 2626 | 42.65 315 7531 43.41 -331 5216 44.20 
2 .285 2909 41.94 300 5186 42.67 +316 0136 43.42 +331 7868 44.21 
3 285 5425 41.95 300 7746 42.68 316 2742 43.44 +332 0521 44.22 
4 285 7943 | 41.96 301 0307 | 42.69 316 5348 | 43.45 +332 3175 44.24 
5 2.286 0461 41.97 2.301 2869 42.70 2.310 7956 43.46 2.232 5830 44.25 
6 .286 2979 41.99 301 5431 42.72 317 0564 | 43.47 -232 8485 44.26 
‘ a 5499 | 42.00 301 7995 | 42.73 -317 3173 | 43.49 -333 1141 | 44.28 
2 5019 42.01 302 0559 42.74 317 5782 43.50 +333 3799 44.29 
9 287 0540 | 42.02 302 3123 | 42.75 317 8393 | 43.51 333 6456 | 44.31 
10 2.287 3062 42.03 2.302 5689 42.76 2.318 1004 43.53 2.333 9115 44.32 
11 .287 5584 42.04 302 8255 42.78 318 3616 43.54 334 1775 44.33 
12 -287 8107 42.06 303 0822 42.79 318 6229 43.58 -334 4435 44.34 
13 .288 0631 42.07 303 3390 42.80 -318 8842 43.56 +334 7096 44.36 
- 288 3155 | 42.08 303 5958 | 42.81 319 1456 | 43.58 334 9758 | 44.37 
4) 2.288 5680 42.09 2.303 8528 2.8 Dok u A 2.33 
16 .288 8206 42.10 304. 1098 ney che pe paps pe oo eee 
1% -289 0733 | 42.12 304 3668 | 42.85 319 9304 | 43.62 335.7749 4441 
18 .289 3200 42.13 304 6240 42.86 -320 1921 43.63 336 0414 44.43 
19 289 5788 42.14 304 8812 42.88 320 4540 43.6 6 308 
20 2.289 8317 42.15 2.305 1385 8 3 | oe mses Fug 
1 f De nee ALS | 2 2? be c 
21 | .290 0847 | 42.16 303 3950 ioe e on | a = a a 
22 | .290 3377 | 42.18 | .305 6533 | 42.91 321 2309 | 43.68 | "337 1083 | 4448 
. 290 5908 | 42.19 305 9109 | 42.93 321 5020 | 43.69 337 3752 i 
ss -290 8440 42.20 2306 1685 42.94 321 7642 43.70 337 6422 44.51 
) 2.291 0972 42.21 2.306 4261 an ‘ 7 3 5 
26 | oo as0s:| aaam | 309 0890:| az.c0.t camusion! oagat Gaeeeeal aa 
27 | 201 6039 | 42.24 | (306 o417 | 42.98 | 322 5513 | 4373 | (338 443, | 44.53 
BS | 201 8574 | 42.25 | 307 1996 | 42.99 | 322 8139 | 43.76 | 338 min | 4456 
. .292 oe 42.26 307 4576 | 43.00 323 0705 | 43.77 -338 9785 | 44.58 
2.292 3045 27 PeSOM eel Si 02 5 
gt | “aoe dite | ap | “hous | Ses | 7383 | BE | SE AS | 8 
2 .292 8719 | 42.30 08 2320 0 5 3.3 238 “BTS a 
33 298, 1258 aes 308 oe ics se on oe ps iiibe rage 
34 .293 3797 | 42.32 308 7486 43.07 aS eta 44-63 
35 a : : 324 3907 43.84 -340 3168 44.64 
36 es ee ee 2 ci yo ae aoe ao 43.85 | 2.340 5847 | 44.66 
37 294 1418 | 42.36 309 5242°| 43.10 cn ae en — | ate 
38 | .204 3960 | 42.37 309 7828 | 43.12 Sebo Ue ee eee 
39 | 294 6503 | 42.38 10 0416 caren) Aceee te eee eee 
a rs) 3 4 43.13 325 7068 | 43.91 341 6571 44.71 
2.29. 904: 42.40 2.3 ; 2 5 > 2 22 Onn 4 
41 "208 1590 joe at $503 qo48 2 ere les ook ceo 
42 295 4135 42.42 310 8182 43.17 326 4975 a ee es 44 
1295 6680 | 42.43 311 0773 | 43.18 326 7612 | 43.96 SH ek di erg 
Geile ee ee ‘342 9908 | 44.78 
2.2 6 - A > el i 
4G Sains 42.46 | 2.311 5956 | 43.21 | 2.327 2889 | 43.98 | 2.343 2683 | 44.80 
290 4321 | 42.47 311 8549 | 43.22 327 5528 | 44.00 2 
47 296 6870 | 42.48 Siz bide | 43.95 327 8168 | 44.0 Te ee 
48 296 9419 42.49 312 3736 43 24 ne Q 44.01 +343 8060 44.82 
49 Sea eee eel _ eM Bee 1344 0750 | 44.84 
. Pera ++: 
50 | 2.207 4520 | 42,52 2.312 8927 43.27 2.328 alige a oe 
51 2 ge aw ; 2.328 6094 | 44.05 | 2.344 6132 | 44.86 
: 297 "071 42.53 313 1524 43.28 228 84 
52 297 962 2 Ry J *328 8737 | 44.06 344 8824 | 44.88 
? 9023 42.54 313 4121 43.29 20 1392 
53 | 1298 2176 | 4: : etch: 44.08 .345 1517 | 44.89 
9 7 42.55 313 6719 | 43.31 2 2 
5 .298 4730 | 42.57 313 9318 | - 43.32 ee 66 pa es Sead ae 
5D | 2.208 7284 | 42.58 | 2.314 1917 . oe eee +345 0906 | 44.92 
pa -298 9839 | 42.59 314 4518 43.35 “ane rer ie teckel 
57 | .299 2395 | 42.60 314 7119 | 43.36 ee eal) ate 340 2208 | 44.95 
58 | 290 4952 | 42 Sih aha : 330 4015 | 44.14 | .346 4995 | 44.96 
he 495 42.01 3149721 | 43.37 0 726 
59 | 299 7509 | 42.63 | (315 2323 | 43.38 | “350 oo1a He = 1093 | 44.97 
60 2.300 006 ; ; . +347 0392 44.99 
carer nN 42.64 | 2.315 4927 | 43-40 | 2.331 2564 | 44.18 | 2.347 3092 | 45.00 
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116" 


1 347 5792 
2 347 8404 
348 1196 
2 348 3899 
5 2.348 6603 
6 348 9308 
a 349 2014 
8 349 4720 
9 349 7428 
10 2.350 0136 
iM 350 2845 
12 350 5554 
13 350 8265 
14 351 0977 
the 2.351 3689 
16 351 6402 
17 Rip ened Ble} 
18 352 1831 
19 1352 4547 
20 2.352 7263 
21 -352, 9981 
22 353 2699 
23 353 5418 
24 353 8138 
25 | 2.354 0859 
26 354 3581 
ad -354 6303 
28 .354 9027 
29 355 1751 
30 | 2.355 4476 
31 355 7202 
32 355 9928 
33 356 2656 
34 356 5385 
35 2.356 8114 
36 .357 0844 
37 357 3575 
38 357 6307 
39 .357 9040 
40 | 2.358 1773 
41 358 4508 
42 358 7243 
43 358 9979 
44 359 2716 
45 2.359 5454 
46 359 8193 
47 2360 0933 
48 360 36073 
49 360 6415 
50 2.360 9157 
51 .361 1900 
52 361 4644 
53 .361 7389 
54 362 0134 
55 2.362 2881 
56 .362 5628 
57 362 8376 
58 1363 1126 
59 363 3876 
60 2.363 6626 


: Tpath.4. 


45.00 
45.02 
45.03 
45.04 
45.06 
45.07 
45.00 


bb by by bb 


Aamo nAUmnum Ooo n 


Rh BRRWHW WHHW bd 


ppb J 


[on BX on tr tntinitintintn 7 
+ Ne COI reno KO Ora NW KF OOM f$WH OD AN hwW eB 


s : 
On 


log M. it 1/7, 
2.303 6626 45.86 
+303 9378 45.87 
364 2131 45.88 
304 4885 45.90 
304 7039 45.91 
2.305 0394 45.93 
305 3150 45.94 
2305 5007 45.96 
-305 8605 45.97 
+300 1423 45.99 
2.300 4183 46.00 
-366 6044 46.01 
306 9705 | 46.03 
367, 2467" | 46.04 
307 5230 | 46.06 
2.307 7994 46.07 
-368 0759 46.09 
2368 3525 46.10 
.368 6291 | 46.12 
368 9059 | 46.13 
2.369 1827 46.15 
369 4596 46.16 
309 7307 46.18 
-370 0138 46.19 
«370 2909 46.21 
2.370 5682 46.22 
370 8456 | 46.24 
B71 2230, | 46:25 
-371 4006 46.26 
371 6782 46.28 
2.371 9559 40.29 
+372 2337 46.31 
372 5116 46.32 
372 7896 46.34 
373 0677 46.35 
2.373 3459 46.37 
373 0241 46.38 
+373 9024 46.40 
-374 1809 46.41 
+374 4594 46.43 
2.374. 7380 40.44 
375 01067 46.46 
375 2955 46.47 
375 5744 46.49 
375 8533 46.50 
2.370. 1324. 46.51 
376 4115 46.53 
370 6908 46.55 
376 9701 46.50 
+377 2495 46.58 
2.377 5290 46.59 
377 8086 46.60 
-378 0883 46.62 
378 3681 46.04 
378 6479 46.65 
2.378 9279 46.67 
379 2079 | 46.68 
379 4881 46.70 
379 71083 46.71 
380 0486 | 46.73 
2.380 3290 | 40.74 


toe 


2.380 


.380 


bo 
to 

Pp 

= 


bo 
w 
oO 
w 


to 


bo 
w 
[ee) 
on 


3290 
6095 
8901 
1708 
4515 
7324 
0133 
290-H 


2 5755 


8567 
1380 
4194 
7009 
9825 
2642 
5460 
8278 


5 1098 


3918 
6739 
9562 
2385 
5209 
8034. 
0860 
3687 
6514 
9348 
273 
5003 


7835 
0667 
3500 
6335 
9170 
2006 
4843 
70681 
0519 
3359 
6200 
9042 
1884 
4728 
1572 


0417 
3264 
6111 
8959 
1808 
4658 
7509 
0361 
3214 
6007 
8922 
1778 
4634 
7492 
0350 
3210 


Ls" 


gM. | Diff.1", 


46.74 
40.70 
40.77 
40.79 
46.80 
46.82 
46.83 
46.85 
46.86 
46.88 
46.89 
46.91 
406.92 
46.94 
46.95 
40.97 
46.98 
46.99 
47.01 
47.03 


47.05 
47.06 
47.08 
47.09 
47.11 


47.12 
47.14 
47.15 
Algal 
47.18 


47.20 
47.21 
47.23 
47.24 
47.26 
47.28 
47.29 
47.31 
47.32 
47.34 
47.35 
47.37 
47.38 
47.40 
47.41 


47.43 
47.45 
47.40 
47.48 
47.49 


47.51 
47.52 
47.54 
47.55 
47.57 
47.59 
47.60 
47.62 
47.03 
47.05 
47.00 


to 
ww W 
axe) 
~~ 


to 

ww 

‘oO 

wo 


3210 | 
6070 
8931 
1794 


3 4657 


7521 
0386 
3252 


399 0119 


iS) 
a 
© 


8987 
1856 
4725 
7596 
0468 
3340 
6214 
9088 
1964 
4840 
7718 
0596 
3475 
6356 
9237 
2119 
5002 
7886 
O771 
3057 
6544 
9432 
2321 
5211 
8102 
0993 
3886 
6780 
9074 
2570 
5467 
8364 
1263 
4162 
7063 
9964 
2866 
5770 
8674 
1579 
4486 
7393 
0301 
3210 
6120 
9031 
1944 
4857 
dee 
0680 
3602 


6519 


Dit 17 


47.06 
47.08 
47.70 
47,71 
47.73 
47.74 
47.70 
47.77 
47.79 
47.81 
47.82 
47.84 
47.85 
47.57 
47.89 
47.90 
47.92 
47.93 
47.95 
47.97 
47.98 
48.00 
48.01 
48.03 
48.04 
48.06 
48.08 
48.09 
48.11 
48.12 
48.14 
48.16 
48.17 
48.19 
48.20 
48.22 
48.24 
48.25 
48.27 
48.28 


48.30 
48.32 
48.33 
48.35 
48.37 
48.38 
48.40 
48.41 
48.43 
48.45 


48.46 
48.48 
48.49 
48.51 
48.53 
48.54 
48.56 
48.58 
48.59 
48.01 


48.62 
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at olen 
Die Barker’sche Tafel. 


Jn 122! 


i M. Jog M.. Di ’.| log M. | Dit. 1”. 


49.62 450 3° 50.67 
49.04 e 50.68 
49.06 2 50.70 
49.68 . 299 2 50.72 
49.69 ‘ 50.74 
49.71 : 108 50.75 
49.73 452 2127 | 50.77 
49.74 : 50.79 
» 98900 48.76 49.76 ASZ | 50.81 
2816 48.77 49.78 . 50.83 
ES 48.79 435 3 49.80 . 50.84 
8671 48.81 4 49.81 suSvab rit 50.80 
1600 48.82 ‘ 10 49.83 ‘ 50.88 
4529 48.84 436 49.85 ‘ 50.90 
7400 48.85 4305 49.86 : 50.92 


0392 48.87 436 49.88 454 955 50.93 
3325 48.89 . 49.90 . 50.95 
6258 48.90 5 49.92 . 50.97 
9193 | 48.92 . 49.93 . 50.99 
2129 48.94 Zz 49.95 . 620 | 51.00 
5066 48.95 ee 49.97 +450 4 51.02 
8003 48.97 . 49.98 . 51.04 
0942 48.99 ; 50.00 : 51.06 
3882 49.00 : 50.02 : | 51.08 
6822 49.02 436 50.04 ef | 51.09 


9764 | 49.03 . 50.05 45 | 51. 
2707 49.05 . 50.07 . oan | ee Spee 
5650 49.07 od 50.09 . 337 51. 
8595 49.09 +44 50.11 5 
1541 49.10 mae 50.12 . is S38 
3 4488 49.12 ; 4 50.14 : : ile 
1435 49.14 4 50.16 459 8 Bile 
0384 49.15 é 50.18 . legis 
3334 49.17 He 50.19 . | 52. 
6284 49.19 pele 50.21 0 ) Sie 
92306 49.20 qe 50.23 2. ee Sale 
2189 49.22 é 50.24 , este 
5142 49.24 , y 50.26 < Bile 
8097 49.25 50.28 : Bie 
1053 49.27 é ) 50.30 . 2 bul 


4010 49.29 : 50.31 40 | ds 
6967 49.30 : ) 50.33 : Sle 
9926 49.32 3 50.35 : gga ts 
2886 49.34 ‘ y 50.37 : 557 51. 
5847 49.35 : 50.38 
8808 49.37 : 1 50.40 
sf aya 49.39 4 50.42 
3 4735 49.40 . 50.44 
77700 49.42 , 50.45 
0605 49.44 : 50.47 
3032 49.40 : 50.49 
) 6600 49.47 : 55 50.51 
) 9509 49.49 . 5 50.53 
2539 49.51 : y 50.54 
5510 49.52 ‘ ) 50.50 
8482 49.54 2. 8681 50.58 
1455 49.50 A 1716 50.60 
4428 49.57 : 4753 50.01 
7403 | 49,59 449 7790 50.63 
0379 49.61 0828 50.05 
3356 49.62 2.450 3868 50.67 


6519 48.62 
9437 48.64 
23560 48.66 
5276 48.67 
8197 48.69 
1119 48.71 
4042 48.72 
6965 48.74 
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Dake Vi; 
Die Barker’sche Tafel. 


124° 


125°" 


log M. Diff. 1”, 
2.487 6529 52.88 
487 9702 52.90 
488 2877 52.92 
488 6053 §2.04 
488 9230 52.06 
2.489 2408 52.08 
-4890 5587 | 53.00 
489 8767 | 53.02 
+90 1049 53.03 
490 $132 53.05 
2.490 8315 53.07 
91 1500 §3.00 
-491 4686 Leet 
491 7874 $3.13 
492 1063 53.15 
2.492 4252. |'°"53.14 
492 7443 53-19 
493 0635 53.21 
493 3828 53-23 
493 702; §3.25 
2.494 0218 S227 
494 3415 53-29 
494 6613 | 53.31 
494 9812 53-33 
495 3012 53-35 
2.495 6213 53-37 
495 9416 53-39 
496 2619 53.41 
496 582 53-42 
496 9030 $3.44 
2.497 2238 53.40 
497 5446 | 53.48 
497 8656 | 53.50 
498 1867 53.52 
498 5079 53-54 
2.498 8292 53.56 
499 1506 53.58 
499 4721 53.60 
499 7938 53.62 
-500 1156 53.64 
2.500 4375 | 53.66 
500 7595 53.68 
501 0817 53.70 
501 4039 53.72 
5Ol 7263 53-74 
2.502 0488 53.706 
502 3714 53.78 
-502 6942 53.80 
-503 0170 53.82 
503 3400 53.84 
2.503 6631 53.86 
503 9863 53.88 
-504 3096 53-90 
-504 6331 53.92 
504 9507 53.94 
2.505 2804 53.90 
505 6042 53.98 
505 9282 54.00 
506 2522 54.02 
506 5763 54.04 
2.506 9006 54.00 


log M. ith le 
2.506 9006 54.06 
[SO7n 2207, 54.08 
507 5496 54.10 
.507 8742 i} 
»508 1900 $4.14 
2.508 5239 54.16 
»508 8489 54.18 
-509 1741 54.20 
-509 4993 54.22 
-509 8247 54.24 
2.510 1502 54.26 
510 4758 54.28 
-510 8016 54.30 
Sriie 7 54.32 
511 4534 54.34 
2.511 7795 54.36 
-512 1057 54.38 
512 4321 54.40 
512 7586 54.42 
513 0852 54.44 
2.513 4119 54.46 
513 7387 54.48 
-514 0057 54.50 
“514 3927 54.52 
-514 7199 54.54 
2.515 0473 54.56 
15 S147 | 54-55 
~515 702 54.60 
.516 0300 54.63 
516 3578 54.65 
2.516 6857 54.07 
517 0138 54.69 
-517 3420 54.71 
.517 6703 54.73 
517 9987 54-75 
2.518 3273 54.77 
-518 6559 54.79 
.518 9847 54.81 
Boy Cebec hese 54.83 
519 6427 54.85 
2.519 9719 54.87 
.520 3012 54.89 
.520 6306 54.91 
2520 9601 54.93 
521 2898 54.95 
2.521 6196 54.97 
+521 9495 54.99 
522 2795 55.02 
522 6097 55.04 
.522 9400 55.00 
2.523 2704 | 55.08 
-523 0009 55.10 
523 9310 | 55.12 
524 2024 55.14 
+524 593. 55.16 
2.524 9243 55.18 
525 2555 55.20 
2525 5867 55.22 
Soe Olen 55.24 
520 2497 55.26 
2.526 5813 55.29 
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7523 
0926 
4330 
LM hHS 
tied, 
4549 
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. Dn bo 
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9857 
3295 
6735 
0176 
3618 
71062 
O507 
3953 
7401 
O850 
4301 
7753 
1206 
4600 
8116 
1574 
5032 
8402 
1953 
5410 
8880 
2345 
5812 
9280 
2750 
6221 
9093 
3166 


Dutt, 1 
56.57 
50.59 
56.01 
50.03 
50.05 


56.08 
50.70 
56.72 
56.74 
56.76 
56.79 
56.81 
56.83 
56.85 
56.87 
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Tafel VI. 
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CSI POW OC 


128" 


130° 


131° 


log 


2.507 
567 
568 
568 
568 


569 
-569 
-569 
.570 
-570 


bo 


to 
U1 
I 
en 


bo 
eee 


579 
-579 
.580 
-580 
580 


2.581 
581 
582 
.582 
582 


583 
583 
583 
584. 
584 
2.584. 
585 
585 
585 
-586 
.586 
.586 
587 
+587 
.588 


2.588 


bo 


to 


M. 


3166 
6641 
O117 
3595 
7074 
0554 
4036 
7519 
1004 
4490 
7977 
1465 
4955 
8447 
1939 
5434 
8929 
2426 


5924 | 
9424 ” 


2925 
6427 
9931 
3436 
6943 
0451 
3960 
7471 


0983 ° 


4496 


8011 
1528 


5045 - 


8564 
2085 


5607 


9130 © 


2055 
6181 
9708 
3237 
6768 
0299 
3832 
8267 
0903 
4440 
71979 
1519 
5061 
8604 
2148 
5094 
9241 
2790 
6340 
9891 
3444 
6999 
0555 


4112 


“Dife. 1. 


59.006 
59.09 
59.11 
59.13 
50.16 
50.18 
59,20 
50.23 
59.25 
50.27 


59.30 


log M. | Diff.” | log M. | Diff. 1”. 
2.588 4112 59.30 2.610 0188 60.75 
.588 7670 59.32 610 3834 60.78 
.589 1230 59.35 610 7481 60.80 
589 4792 59.37 .611 1130 60.83 
589 8355 59.39 611 4781 60.85 
2.590 1919 59.42 2.611 8433 60.88 
590 5485 59.44 .612 2086 60.90 
590 9052 59.47 612 5741 60.93 
591 2620 59.49 012 9397 60.95 
-591 6190 59.51 613 3055 60.98 
2.591 9762 59.54 2.613 6715 61.00 
592 3335 | 59.56 614 0376 | 61.03 
592 6909 59.58 614 4038 61.05 
-593 0485 59.61 -614 7702 61.08 
593 4062 59.63 615 1368 61.10 
2.593 7641 59.66 2.615 5035 61.13 
-594 1221 59.68 615 8703 61.15 
-594 4803 59.70 616 2373 61.18 
-594 8386 59.73 -616 6045 61.20 
-595 1970 59.75 616 9718 61.23 
2.595 5556 59.78 2.017 3392 61.25 
595 9143 59.80 .617 7068 61.28 
.596 2732 59.82 618 0746 61.30 
.596 6322 50.85 618 4425 61.33 
.596 9914 59.87 .618 8105 61.36 
2.597 3507 59.90 2.619 1787 61.38 
-597 7102 59.92 619 5471 61.41 
.598 0698 59.95 .619 9156 61.44 
2598 4295 59.97 620 2843 61.46 
-598 7894 59.99 .620 6531 61.48 
2.599 1494 60.02 2.621 0220 61.51 
+599 5096 60.04 .621 3911 61.53 
-599 8699 60.07 .621 7604 61.56 
.000 2304 60.09 .622 1298 61.58 
.600 5910 60.12 .622 4994 61.61 
2.600 9518 60.14 2.622 8691 61.63 
601 3127 60.16 623 2390 61.66 
601 6738 60.19 .623 6091 61.68 
.602 0350 60.21 623 9793 61.71 
602 3963 60.24 .624 3406 61.74 
2.602 7578 60.26 2.624 7201 61.76 
003 1195 60.2 625 0907 61.79 
603 4813 60.31 625 4615 61.81 
.603 8432 60.34 625 8325 61.84 
604 2053 60.36 -626 2036 61.86 
2.6004 5675 60.38 2.626 5748 61.89 
004 9299 60.41 626 0462 61.01 
005 2924 |) 60.43 627 3178 61.94 
605 6551 60.46 627 6805 61.07 
.606 0179 60.48 628 0614 61.09 
2.606 3809 60.51 2.628 4334 62.02 
600 7440 60.53 .628 8056 62.04 
607 1073 60.56 .629 1780 2.07 
607 4707 60.58 .029 5505 62.09 
.607 8343 60.61 629 9231 62.12 
2,608 1980 60.63 2.030 2959 62.15 
.008 5618 60.66 .630 6680 62.17 
.608 9258 60.68 631 0420 | 62.20 
.609 2901 60.70 631 4152 62.22 
609 0544 60.73 .631 7887 62.25 
2.610 0188 60.75 2.632 1622 62.28 


log M. 


2.632 
.632 
1632 
633 
.633 


2.634 
034 
634 
635 
.635 


2.635 
.636 
-636 
637 
.637 

2.637 
-638 
.638 
.638 
639 


2.639 
.640 
-640 
.640 
641 

2.641 
641 
.642 
-042 
643 

2.643 
643 


1622 
5360 
9099 
2839 
6581 
0325 
4070 
7817 
1565 
Sous 
9066 
2819 
6573 
0329 
4087 
7846 
1607 
5369 
9133 
2809 
6666 
0435 
4205 
1977 
1750 
5525 


9302 
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BRED 
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(eae a 


CO 4 


Diff. 1”. 


62.28 
62.30 
62.33 
62.35 
62.38 
62.41 
62.43 
62.46 
62.48 
62.51 


62.54 
62.56 
62.59 
62.61 
62.64 


62.67 
62.69 
62.72 
62.75 
62.77 


62.80 
62.82 
62.85 
62.88 
62.90 


62.93 
62.96 
62.08 
63.01 
63.04 
63.06 
63.09 
63.12 
63.14 
63.17 
63.19 
63.22 
63.25 
63.27 
63.30 


63.33 
63.35 
63.38 
63.41 
63.44 
63.46 
63.49 
63.52 
63.54 
63.57 
63.60 
63.62 
63.05 
63.68 
63.70 
63.73 
63.76 
63-79 
63.81 
63.84 


63.87 
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Tafel VI. 
Die Barker’sche Tafel. 


v, | 182) | 133! 1349) | PEN35") 


log M. | Dik: 1!" log M. | Diff.1”. log M. Dates 0!) loo Mie | Diff, 1”, 
O' | 2.654 8657 | 63.87 2.678 1547 65.53 2.702 0562 67.27 2.726 5990 69.00 
1 655 2490 | 63.89 .678 5480 65.56 .702 4600 67.30 727 OL3y 69.12 
2 655 6324 | 63.02 678 O414 65.59 £702 8638 67.33 oT A285 69.15 
3 656 0160 | 63.05 679. 3350 | 65.61 -703 2679 67.36 -727 8435 69.19 
4 656 3998 | 63.07 079 7288 | 65.64 .703 6721 67.39 728 2587 69.22 
5 2.656 7837 | 64.00 2.680 1227 05.07 2.704 0766 67.42 2.728 6741 69.25 
6 657 1678 |} 64.03 O80 5168 | 05.70 +704 4812 | 67.45 729 0897 69.28 
7 657 5521 | 64.06 O80 9111 65.73 -704 8860 67.48 °729 5055 69.31 
8 657 9365 | 64.08 681 3056 | 65.76 “705 2909 67.51 729 9215 69.34 
9 OFSRZL1EUNY -G4.77 .681 7002 65.79 -705 6961 67.54 730 3376 69.37 
10 2.658 7058 64.14 2.682 09050 65.81 2.706 1014 67.57 2.730 7539 69.40 
11 659 0907 | 64.17 .082 4900 65.84 “700 5069 67.60 -731 1705 69.44 
12 659 4758 | 64.19 682 8851 65.87 -700 9126 67.63 -731 5872 69.47 
13 659 8611 | 64.22 683 2804 | 65.90 “707 3184 67.66 *732 0041 69.50 
14 .660 2465 64.25 683 6759 } 65.93 707 9244 67.69 732 4212 69.53 
15 2.660 6320 64.28 2.684 0716 |. 65.96 2.708 1307 67.72 2.9732. 8385 69.56 
16 661 0178 | 64.30 684 4674 | 65.99 708 45371 67.75 -733 2559 69.59 
rr 661 4037 | 64.33 684 8634 66.01 “708 9436 67.78 -733 6736 69.62 


18 661 78907 | 64.36 685 2506 66.04 -709 3504 67.81 -734. 0914. 69.66 
19 662 1760 | 64.38 -685 6550 66.07 “709 7573 67.84 +734 5094 69.69 


20 2.662 5623 |. 64.41 2.686 0524 | 66.10 2.710 1645 67.87 2.734 9277 69.72 
21 662 9489 | 64.44 686 4491 | 66.13 OMS 718 67.90 735 3461 69.75 
22 .663 3356 | 64.47 686 8460 66.16 710 9792 67.93 2735 27047 69.78 
23 663 7225 | 64.49 687 2430 | 66.19 711 3869 67.96 +7360 1835 69.81 
24 .664 1096 | 64.52 687 6402 66.22 (TOA 67.99 736 6025 69.85 


25 2.664 4968 | 64.55 2.688 0376 | 66.25 2.712 2028 68.02 2.737 0216 69.88 
26 .664 8842 64.57 688 4352 66.27 712 6110 68.05 737 4410 69.91 
a 665 2717 | 64.60 688 8329 | 66.30 713 0194 | 68.08 -737 8605 | 60.04 
28 665 6594 | 64.63 689 2308 | 66.33 -713 4279 68.11 738 2803 69.97 
2 666 0473 64.66 689 6289 66.36 -713 8367 68.14 -738 7002 


710.00 
2.666 4334 64.69 2.690 0272 | 66.39 2.714 2456 68.17 2.739 1203 70.04 
.666 8236 | 64.72 690 4256 | 66.42 “714 6547 68.20 -739 5406 70.07 


.667 2120 | 64.74 690 8242 66.45 +715 0640 68.23 -739 9612 40.10 
667 6005 | 64.77 691 2230 | 66.48 754735 68.26 -740 3819 


O.1 
667 9892 | 64.80 691.6219 | 66.51 715 8832 68.29 -740 8027 hie 
2.668 3781 | - 64.83 2.692 0210 | 66.54 2.716 2930 68.32 2.741 2238 70.20 
608 7672 64.86 692 4203 | 66.56 -716 7031 68.35 -741 6451 70.23 
669 1564 | 64.88 692 8198 66.59 {07 2133" 4 68.38 -742 0666 40.26 
669 5457 1 64.91 693 2194 | 66.62 7117 5237 | 68.41 “742 4882 } 70.29 
669 9353 4 64.94 693 6193 66.65 -717 9342 68.44 -742 9101 10.32 
2.670 3250 64.97 2.694 0193 | 66.68 2.718 3450 68.48 2.743 3321 70.36 
670 7149 65.00 |- .694 4194 66.71 .718 7560 68.51 743 7543 70.39 
671 1050 | 65.02 694 8198 | 66.74 719 1671 | 68.54 744 1768"! no 43 
671 4952 | 65.05 695 2203 | 66.77 “719 5784 68.57 -744 5994 10.45 
.671 8856 | 65.08 695 6210 66.80 £719 9899 68.60 +745 0222 70.48 
2.672 2761 | 65.11. | 2.696 0219 |. 66.83 | 2.720 4016 | 68.63 | 2.745 4452 | noo 
672 6668 | 65.13 696 4229 | 66.86 720 8135 | 68.66 ‘745 8084 | no 5s 
673 0577 | 65.16 | .696 8242 | 66.89 | .721 2255 | 68.69 | .746 2918 | 4028 
673 4488 65.19 097 2256 | 66.92 721 0377 | 068.72 ‘740 7154 | 961 
.673 8400 65.22 697 6272 | 66.95 +722 0502 68.75 147 1391 70.65 
2.674 2314 65.25 2,698 0289 66.97 2.722 4628 68.78 247 5631 70.68 
674 6230 65.28 698 4308 | 67.00 £722 8756 68.81 -747 9873 40.71 
675 0147 55.30 698 8330 | 67.03 723 2885 68.84 748 4116 70.74 
675 4066 65.33 699 2353 | 67.06 +123 1017 68.88 .748 8362 70.78 
675 7987 65.36 699 6377 67.09 724 1150 68.91 *749 2009 70.81 
2.676 1909 65.39 2.700 0404 67.12 2.724 5286 68.94 2.749 6859 70.84, 
676 5833 65.42 700 4432 67.15 124 9423 | 08.97 | .750 1110 | 10 94 
676 9789 | 65.44 .700 8462 | 67.18 #725 3502 } 69.00 1750 5304 | 40.90 
.677 3687 -| 65.47 .7O1l 2494. 67.21 725 7/703 69.03 +750 ouly 70.04 
677 7616 65.50 “701 6527 67.24 .726 1846 69.06 -751 3876 40.97 
2.678 1547 65.53 2.702 0562 67.27 2.726 5990 69.09 2.751 8135 71.00 
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Tatel Vit 
Die Barker’sche Tafel. 


0 0) 0 
Pe eee OL Bye 138 139° 
log M. | Diff." log M. | Diff. log M._ ‘| Diff.1” log M. | Diff. 1”, 
— eee 
_ 2.751 8135 71.00 2.777 1322 93.01 2.804 3895 ilisealal 2.831 8224 44.32 
i ‘752 2306 | 71.03 778 1703 | 73.04 804 8403 | 75.14 832 2864 | 77.35 
2 782 6659 | 71.07 778 6087 | 73.07 805 2912 | 75.18 .832 7506 | 77.30 
; ‘753 0925 | 71.10 719 0472 | 73.11 805 7424 | 75.21 833 2151 | 77.43 
: “753 ae 71.13 ‘779 4859 73-14 806 1938 75.25 833 6798 9747 
») 2.753 9461 leet 2.779 9249 73.18 2.806 6454 75.2 2.834 1 TGs 
6 154 3732 71.20 780 3641 73:21 807 0973 75.32 ‘834 6098 17184 
Ir 754 8004 | 71.23 780 8034 | 73.24 807 5493 | 75.36 835 0752 | 77.58 
f 0755 2279 71.26 781 2430 73.28 .808 0016 75:40 83 5408 77.62 
i ee ce 71.30 781 6828 | 73.31 808 4541 | 75.43 836 0066 | 77.66 
2.750 0835 File SS 2.782 1228 73.35 2.808 9068 75 8 727 a7 
M1 156 S016-| 71.36 782 5630 | 73.38 .809 ae hope Bee on ce 
12 “750 9399 | 71.40 +783 0034 73-42 809 8128 15.54 837 4055 (fee 
ih 757 3683 | 71.43 | .783 4440 | 73.45 | .810 2662 | 75.58 | .837 8722 | 74.81 
- la i970 | 71.46 .783 8848 | 73.49 810 7197 | 75.61 .838 3302 | 77.85 
a 2.788 2259 71.49 2.784 3258 73.53 2.811 1735 "5.6 2 fey 
16 | 758 6549 | 71.53 | 784 7671 | 73.80 | 811 6273 | e605 ie oe ce 
17 759 0842 | 71.56 785 2085 | 73.59 812 0817. | 75.72 '830 7414 oe 
18 759 5137 | 71.59 | .785 6502 | 73.63 812 5362 | 75.76 | .840 2093 ae 
a ae 9433 ce +786 0920 73.66 812 9908 | 75.79 840 6774 | 78.04 
« 2.700 3732 71. 2.786 5341 73.70 2.81 5 75 58 | 8 
al 760 8032 | 71.69 786 9764 1373 ie ee ie fre a _ 
GR -761 2335 71.73 -787 4189 73.76 814 3561 75.00 '8 > 2a ape 
D1 ioe eo 71.76 -787 8615 | 73.80 814 8117 | 75.04 842 5522 5.40 
- pion i me 788 3044 | 73.83 815 2674 | 75.98 843 0215 78.23 
os 77 5 71.83 2.788 7476 73.87 2.815 72 4 249 =) 
26 | 162 9565 | 71.86 | 786 1009 | 4300 -| Bia wieoll meee LP ak eh 
24 -763 3878 | 71.89 -789 6344 | 73.04 816 6360 | 76.00 Pe Bec salle 
a> | 103.8192 |, 71.93. |. 790 0781.4|' 4.97 | Bip onan age | ee 
2 “704 2509 | 71.06 790 5221 | 74.01 817 5495 | 76.16 ne ae ee 
30 | 2.764 6827 | 71.09 | 2.790 9662 74.04 | 2.818 0066 | 76.20 2.816 ay : ae 
al ‘765 1148 | 72.03 -791 4106 | 74.08 S18 Mose ees ae ged NC 
32 ‘705 5470 72.06 -791 8552 44,11 818 9214 | 76 oe BSP. 3128 78.50 
33 | .765 9795 | 72.09 | .792 3000 | 74.15 819 3792 | 7631 ete olen 
34 -700 4121 ORNS) 792 1450 74.18 819 8371 | 76.34 ae a | as 
dO | 2.766 8459 | 72.16 | 2.793 1002 | 74.29 | 2.820 2059 | 6.28 i Mighe ae 
36 767 2781 | 72.19 1793 6356 | 74.25 Gag yeas. | oe te 
37 | 767 7113 | 72.23 | .704 0813 | 74.2 hen oe nee pe ncibiih (eb ie 
38 -708 1448 | 72.26 794 5271 74.32 Gai Gre Largs 849 1430 | 78.73 
389 | .768 5784 | 72.2 794.0731 | "4.26 4 -Qoa anon | cece le Soe 
5 sO2251 3027) 710.53 850 0882 48.81 
40 2.769 0123 72.33 2.795 4194 74.40 2.822 58905 | 46.57 2 Re EK ae 
41 “709 4464 712.30 795 8650 74.43 Saecasar 70.57 850 5612 | 78.85 
YP 160 8806 "9 36 a 14-43 +023 +3 70.60 -851 0344 78.890 
‘ 6} -790 3126 74.4.7 823 5088 = ae 
433 -770 3151 12.43 196 71598 74.50 ea 0688 See ‘851 5079 78.93 
4 | -790.7498 | 7246 | 2797 2066 | qk | ‘Bag gato | tere | eh aoe 
3 ? 5 824 428 76.72 852 4ss5 | 
45 2.771 1846 12.50 2.797 0539 74.58 2 824 8804. {aaa af 4555 } 19.01 
AG 771, 6197 | 72.53 798 1015 | 474.61 Saecarcg alae 852 9297 | 79.05 
47 *772 0550 72.56 798 5402 14.64 Ose pees ee 19 ‘853 4041 70.08 
a “772 4905 712.60 798 9072 74.68 ee a 76.83 853 8787 79.12 
49) Bid ov for "2.63 799 4454 nding ee aig ede oe 3535 79.16 
50) he BEeh nade 1s a rer 10.¢ 354 8286 79.20 
773 362 2.67 2.799 8938 T4158 ‘807 - 6 arse? 
ol -773 7982 72.710 “800 3424 H499 827 Hee eon 855 soe 0.24 
D2 | 774 2344 | 7273 | 800 7919 | 4482 Sohas Gea aes 855.7795 | 79.28 
ee “114 ©8709 | 72.77 801 2402 | 74.86 EM deciey |e aie: “050 2553 | 79.32 
D4 Opel: aKolgrl 72.80 :801 6805 74.80 Sac at he ss. “856 7314 79.36 
55 2.775 5446 72.84. 2.802 1390 74.03 820 oes . Bik soi (950 
7 116 es eo 802 5886 | 74.06 829 9686 rae 
‘776 4190 | 72.90 | .803 0385 | 75.00 | ‘820 a9: wate 
os 776 8565 | 72.94 .803 4886 Une, poe as pees 
m4 771 2942 12.97 -803 9390 75.08 1831 3586 Pe 
2.7771 7322 By 2.8 3 - ib ~ 
3 WO) | 2-804 3805 |. 95.11,-] 2.832. 894 | eycaa 
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2.860 0703 79.64 
.860 5482 70.68 
861 0264 | 79.72 
861 5048 | 179.76 
861 9835 | 79.80 


2.862 4624 | 79.84 
-862 9415 79.88 
-863 4200 79.92 
-863 9005 79.90 
864 3803 80.00 

2.864 8604 80.04 
“865 3408 80.08 
865 8213 80.12 
860 3021 80.16 
.866 7832 80.20 

2.867 2645 80.24 
.867 7460 | 80.28 
.868 2278 80.32 
.868 7008 80.36 
-869 1921 80.40 

2.860 6746 80.44 
870 1573 80.48 
-870 6403 | 80.52 
O71 1235 80.56 
.871 6070 | 80.60 

2.872 7 80.64 
872 5747 80.68 
873 0589 80.72 
873 5433 | 80.7 
.874 0280 80.80 
2.874 5129 80.84 
874 9981 80.88 
875 4835 80.92 
875 9692 80.96 
876 4551 81.01 
2.876 9413 81.05 
877 4277 | 81.09 
877 9143 81.13 
878 4012 81.17 
878 8883 81.21 


2.879 3757 81.25 
879 8633 | 81.29 
880 3512 | 81.33 
880 8393 81.37 
.881 3277 81.42 
2.881 8163 81.46 
2882 3052 81.50 
882 7943 81.54 
.883 2837 81.58 
883 7733 81.62 
2.884 2631 81.66 
-884 7532 81.70 
.885 2436 81.75 
885 7342 81.79 
.886 2251 81.83 
2.886 7162 81.87 
.887 2075 81.91 
.887 6991 81.95 
-888 1910 81.99 
888 6831 82.04 


2.889 1754 82.08 


log M. | Diff.1".| 


log 


M. 


40D 


Diff. 1", 


2.889 1754 82.08 
889 6680 | 82.12 
890 1609 | 82.16 
“S900 6540 82.20 
891 1473 82.25 
2.8901 6409 82.29 
£892 1348 82.33 
.892 6280 82.37 
893 1233 82.41 
893 6179 82.46 
2.8904 1127 82.50 
894 6078 82.54 
6895 1032 82.58 
“895 59089 82.63 
«896 0048 82.67 
2.806 5909 82.71 
897 0873 | 82.75 
897 5839 | 82.79 
«898 O808 82.84 
-898 5780 82.88 
2.899 0754 82.92 
899 5730 82.96 
900 0709 83.01 
-900 5691 83.05 
-9O1 0675 83.09 
2.901 5662 83.13 
902 0651 83.18 
902 5643 83.22 
903 0638 83.26 
903 5635 83.31 
2.904 0635 83.35 
904 5637 83.39 
-905 0642 | 83.43 
905 5649 | 83.48 
.906 0659 83.52 
2.906 5672 83.56 
.907 0687 83.61 
907 5704 83.65 
908 0725 | 83.69 
908 5748 83.74 
2.909 0773 | 83.78 
909 5801 83.82 
910 0832 83.87 
910 5865 83.91 
-Q11 O901 83.95 
2.911 5940 83.99 
912 0981 | 84.04 
.912 6024 | 84.08 
913 1070 84.13 
913 6119 | 84:17 
2.914 1171 84.22 
914 6225 84.26 
915 1282 | 84.30 
915 6341 84.34 
-916 1403 84.39 
2.916 6468 84.43 
917 1535 84.48 
.917 6605 84.52 
918 1678 84.56 
918 6753 84.61 
2.919 1831 84.65 


log 
2.919 
919 
920 
920 
921 
921 
922 
922 
923 


22 
Y2- 


) 


924 


tS 


to 
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M. 


1831 
OOLL 
1994 
7FO8O 
2169 


tS) 6ST tS Tt tT 


~I 
un 
un 


924 76 


925 2 


925 8c 


926 


2.926 8 
1927 3 


927 
.928 
.928 


.929 
929 


& &S < to is bo bo bo 
Ne) No) No) oO OO 
Bae Ww w ww w 
to xe) ~I wee - 


is) 
xe) 
£ 


30806 
8814 
3945 
9079 
4216 


9 9355 


4497 
9641 
4788 
9938 
5091 
0247 
§405 
0565 
5729 
0895 
6064 
1236 
6410 
1587 
6767 
1950 
41235 
2323 
7514 
2708 
7904 
3103 
8305 
3510 
8717 
3927 


9140 
4355 


5 9574 


4795 
0019 
5245 
O475 
5707 
0942 


9 6180 


1420 


Dice 14 


84.65 
84.70 
84.74 
84.78 
84.83 


on omc; 
mm Mun 
we Sb eH 
an ~I WG CO 


log M. 

2.950 1420 87.37 
950 6664 87.41 
951 1910 37.40 
951 7159 87.50 
952 2411 87.55 

2.932 7665 87.60 
953 2923 87.65 
953 8183 87.09 
954 3440 87.74 
954 8711 87.79 

2.955 3980 87.83 
955 9251 87.88 
956 4525 87.93 
956 9802 87.97 
957 5082 88.02 

2.958 0365 88.07 
958 5051 88.11 
959 0939 88.16 
959 6230 88.21 
.960 1524 88.26 

2.960 6821 88.30 
.961 2120 88.35 
961 7423 88.40 
.962 2728 88.45 
962 7030 88.49 

2.963 3347 88.54 
.963 8661 88.59 
964 3978 88.64 
.964 9297 88.68 
.965 4620 88.73 

2.965 9945 88.78 
.966 5273 88.83 
967 0604 88.87 
967 5938 88.92 
.968 1275 88.97 

2.968 6615 89.02 
969 1957 89.07 
.969 7303 89.12 
970 2051 89.17 
.970 8002 89.21 

2.971 3356 89.26 
971 8713 89.31 
972 4073 89.36 
972 9436 89.40 
973 4801 89.45 

2.974 0170 89.50 
974 5541 89.55 
975 0916 89.60 
975 6293 89.65 
976 1673 89.69 

2.976 7056 89.74 
977 2442 89.79 
977 7831 89.84 
978 3223° 89.89 
.978 8618 89.94 

2.979 4015 89.99 
979 9410 90.03 
.980 4820 90.08 
.981 1226 90.13 
981 6636 90.18 

2.982. 1048 90.23 


143° 
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44 | 145° 146° 147° 


UW. ————— - ee 5 % : 2 

log M. ID iia 1 log M. Dutt 17. log M. Ditty le __ log M. _| Diff. 1". 

3 7 OIE. 18 ; 6.47 3.084 6070 99.87 
0’ | 2.982 1048 90.2 O15 1281 93.26 3.049 2733 9 + 4 p 
1 082 6463 90.28 “ols 6878 93-31 049 8522 96.52 me oe wy ee 
2 1988 E882. |) 190.38 016 2478 | 93.36 050 4315 96.58 my a, es 
3 .983 7303 | 90.38 016 8082 | 93.42 051 O112 90.63 1086 40 ; -O4 
4 984 272 00.43 017 3688 | 93.47 O51 5911 | 96.69 -087 006 100.10 

SHuronte a 2017 02 52 : .087. 6073 100.16 
5 2.984 81 90.48 .017 9298 93.52 Holes alae 96.74 3.08 3 
6 Ce nat 90.53 “018 4001) |) 193.57 052 7520 | 96.80 088 2085 | 100.22 
u 985 9017 90.58 019 0526 03-62 053 3329 96.85 .088 8099 pooyae 
S 986 4453 90.63 O19 6145 93-68 .053 9142 96.91 .089 4118 | 100.33 
9 986 9892 | 90.67 020 1768 | 93.73 054 4959 | 96.96 .090 0140 | 100.39 

Se: ae fe = ons : j 6165 100.45 

10 | 2.987 5334 | 90.72 3.020 7393 | 93.78 3-055 0778 | 97.01 3.090 4 
11 988 0779 90.77 021 3021 93.83 055 6601 | 97.07 .091 eey. | 100.51 
12 988 622 90.82 .021 8653 | 93.89 1056 2 27 | 97.13 091 228 eee 
13 989 1678 90.87 022 4288 03-94 056 8256 97.19 092 ge ee 
14 .989 7132 90.92 .022 9926 93-99 057 4089 97.24 093 0302 100.09 
15 2.990 2589 90.97 3.023 5567 94.04 3-057 9925 97.30 3-093 0345 wee 
16 .990 8049 91.02 Oz Wad 94.10 .058 5765 97.35 .094 2392 100.81 
17 991 3512 91.07 .024 6859 94.15 .059 1608 | 97-41 094 8442 | 100.87 
18 991 8977 91.12 025 2509 | 94.20 059 7454 | 97.47 095 4496 | 100.93 
19 992 4446 91.17 1025 8163 | 94.26 60,3304. 19 107.52 .096 0553 | 100.98 
20 2.992 9918 91.22 3.026 3820 | 94.31 3.060 9157 97.58 3.096 6614 101.04 
21 993 5393 91.27 .026 9480 94.30 .061 5013 97.63 097 2078 a 
22 .994 0871 91.32 027 5143 94.41 .062 0873 97.69 .097 8746 | 101.1 
23 994 6351 91.37 .028 0810 94.47 .062 6736 97.75 .098 4818 101.22 
24 995 1835 91.42 028 6479 94.52 .063 2602 97.80 .099 0893 101.28 
25 2.995 7322 01.47 3.029 2152 94.57 3.063 8472 | 97.86 3.099 6972 101.34 
26 996 2812 91.52 029 7828 04.63 064 4345 | 97.91 -100 3054 101.40 
ad 996 8305 91.57 .030 3507 94.68 £065 0222 | 97.97 -100 9140 101.46 
28 997 3801 91.62 030 9190 94-73 .065 6101 | 98.03 -101 5230 101.52 
29 997 9300 91.67 .031 4875 94.79 .066 1985 | 98.08 -102 1323 | 101.58 
30 2.998 4802 91.72 3.032 0564 04.84 3.066 7872 | 98.14 3.102 7420 | 101.64 
31 .999 0307 91.77 .032 6256 94.89 .067 3762 98.20 -103 3520 101.70 
32 999 5815 91.82 033 1951 04.94 .067 9655 08.25 -103 9624} 101.76 
33 3.000 1326 91.87 .033 7650 95.00 .068 5552 98.31 Lox 5732 101.82 
34. .000 6840 91.93 OREd Beeu 95.05 .069 1453 98.37 -105 1843 | 101 88 
35 3.001 2357 91.98 3.034. 9056 95.11 3.069 7357 908.42 3.105 7958 _ 101.94 
36 001 7877 92.03 035 4764 95.16 O70 3264 98.48 -106 4076 102 
37 .002 3400 92.08 036 O475 95.22 O70 9174 98.54 -107 0198 102.07 
38 .002 8926 92.13 .036 6190 95.27 071 5088 | 98.60 107 6324 | 102.13 
39 .003 4456 92.18 .037 1908 95.32 .072 1006 08.65 108 2454 | 102.19 
40 3.003 9988 02.23 3.037 7629 95.38 3-072 6927 | 98.71 3.108 8587 | 102.25 
41 004 5523 | 92.28 038 3353 | 95.43 073 2851 | 98.77 109 4723 | 102.31 
42 .0O5 1062 92.33 .038 9080 95.48 073 8779 | 98.82 110, 0863." 102.37 
43 005 6603 92.38 .039 4811 05.54 O74 4710 | 98.88 110 7008 102.43 
44 006 2148 92.44 040 0545 95.60 075 0645 | 98.94 LTT OSS 102.49 
45 3.006 7696 92.49 3.040 6282 95.05 3.075 6583 99.00 3-111 9306 | 102.55 
46 .007 3246 92.54 041 202 95.70 076 252 99.05 112 5461 102.61 
47 .007 8800 | 92.59 O41 7767 95.76 076 8469 99.11 -I13 1620 | 102.67 
48 008 4357 92.04 0042 3514 95.81 O77 4418 | 99.17 -113 7782 102.73 
49 .008 9917 02.69 042 9264 95.86 .078 0370°| 99.23 114 3948 102.80 
50 | 3.009 5480 | 92.74 | 3.043 5017 95.92 3.078 6325 99.28 3-115 0118 | 102.86 
51 010 1046 92.79 044 O774 05.97 079 2284 99.34 115 6291 102.92 
52 O10 6615 92.85 044 6534 06.03 079 8246 99.40 116 2468 102.98 
53 O11 2188 92.90 045 2207 96.08 O80 4212 09.46 -116 8649' | 103.04 
5 O11 7763 92.95 045 8064 96.14 O81 0181 99.52 117, 4833 103.10 
55 3.012 3342 93.00 3.046 3834 96.19 3.081 6154 99.57 3.118 1022 103.16 
56 012 8923 93.05 .046 9607 96.25 .082 2130 99.63 Solas ies Pent) 103.23 
57 £013 4508 93-10 047 5383 96.30 .082 8110 99.69 119 3409 103.29 
58 O14 0006 93.16 048 1163 96.36 .083 4093 99.75 +119 9608 103.35 
59 O14 5687 03.21 048 6946 06.41 .O84 0080 99.81 120 5811 103.41 
69 33015 1281 93.26 3.049 2733 96.4.7 3.084 6070 99.87 3.121 2018 103.48 
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UV. = : . a2: So = oe 
log M Diff, 1! Diff. 1! log M. | Dit. 1, log M. Dates 
pain bE a> Rael bed melas J 

QO’ | 3.121 2018 103.48 3.159 1367 107.31 3.108 4084 Wid) 3.239 3820 | 115.77 
1 121 8228 103.54 159 7808 107.38 199 1671 111.48 240 0768 | 115.85 
2 122 2 103.00 100 4253 107.45 -199 8361 LIE .240 7922 115.92 
3 123 0660 | 103.66 161 0702 | 107.51 £200 5056 | 111.62 241 4680 | 116.00 
4 -123 6882 | 103.72 161 7154 | 107.58 201 1755 | 111.69 | .242 1642 | 116.08 
5 3-124 3107 103.79 3-162 3011 107.65 3.201 8459 111.76 3.242 8608 116.15 
6 -124 9336 | 103.85 163 0072 107.71 202 5166 | 111.83 243 5580 | 116.23 
7 125 5569 | 103.91 163 6536 | 107.78 .203 1878 | 111.90 244 2556 | 116.30 
8 +126 1805 103.97 +104 3005 107.85 +203 8594 111.97 244 9536 116.38 
9 -126 8045 104.04 -164 9478 107.91 204 5315 112.04 245 6521 116.45 
10 3-127 4289 | 104.10 | 3.165 5955 107.98 | 3.205 2040 | 112.11 3246 3511 | 116.53 
11 128 0537 104.16 -166 2435 | 108.04 -205 8769 112.18 -2477 0505 116.61 
12 128 67890 104.22 .166 8920 108.11 £206 5502 112.26 247 7503 116.68 
13 129 3044 104.29 +167 5409 108.18 .207 2239 112.33 .248 4507 116.76 
d4 -129 9303 104.35 168 1901 108.25 -207 8981 112.40 .249 1515 116.84 
15 3.130 5566 104.41 3-168 8398 108.31 3-208 5727 112.47 3.249 8527 116.91 
16 131 1833 104.48 -169 4899 108.38 -209 2478 112.54 250 5544 116.99 
17 -131 8103 104.54 .170 1404 108.45 .209 9232 112.61 .251 2566 117.07 
18 132 4377 104.60 170 7913 108.51 210 5991 112.69 251 9592 117.14 
19 +133 0655 104.67 171 4426 108.58 3200 2755 LUANV70 252 6623 oe 
| 20 3-133 6937 104.73 3-172 0942 108.65 Sc1 Os 22 112.83 3.253 3058 117.30 
21 -134 3223 104.79 -172-7463 108.72 .212 6294 112.90 +254 0698 Wao 7 
) 2 -134 9512 104.86 -173 3988 108.78 -213 3070 112.97 254 7743 117.45 
| 23 +135 5805 104.92 1974 0517 | 108.85 +213 9851 113.05 -255 4792 LV 7258 
| 24 136 2102 104.98 ole! FOST 108.92 +214 6636 nl Kea by .2560 1846 117.60 
25 3-136 8403 105.05 3-175 3588 108.99 3.215 3425 113.19 3-250 8905 117.68 
26 -137 4708 105.11 -176 0129 109.06 -210 0219 113.26 257 5968 117.76 
27 -138 1016 105.17 -176 6674 109.12 20 7 Oly 113.34 258 3036 117.84: 
28 -138 7329 105.24 Lt) 3224 109.19 217 3819 113.41 259 0109 117.91 
29 -139 3645 105.30 177 9777 | 109:26 218 0626 | 113.48 259 7186 |} 117.99 
30 3-139 9965 105.36 3-178 6335 109.33 3.218 7437 113.55 3.260 4268 118.07 
31 -140 6289 105.43 179 2897 109.40 PN Ose, 113.63 261 1354 118.15 
32 .141 2616 105.49 -179 9462 109.46 .220 1072 113-70 .261 8446 118.23 
33 -141 8948 105.55 -180 6032 109.53 -220 7896 nts aff -262 5542 118.30 
34 142 5283 105.62 -181 2606 109.60 1221 4724 113.84. .203 2642 118.38 
35 3-143 1622 105.68 3-181 9184 109.67 3.222, V5 57 113.92 3-263 9747 118.46 
36 143 7965 105.75 -182 5766 109.74 +222 8395 113.99 .204 6857 118.54 
37 144 4312 105.81 183 2353 109.81 223 5236 114.06 .205 3972 118.62 
38 +145 0663 105.87 -183 8943 109.87 .224 2082 114.14 -206 1091 118.70 
39 -145 7018 105.94 184 5538 109.94 .224 8933 114.21 .206 8216 118.77 
40 3-146 3376 106.00 3.185 2136 110.01 3.225 5788 114.28 3.267 5345 118.85 
41 -146 9739 106.07 185 8739 110.08 .226 2647 114.36 .268 2478 118.93 
42 147 6105 106.14 186 5346 110.15 226 9511 114.43 .268 9616 119.01 
43 -148 2475 106.20 -187 1957 110.22 .227 6379 114.51 .209 0759 119.09 
44 -148 8849 106.27 187 85/72 110.29 .228 3252 114.58 .270 3907 119.17 
45 3.149 5227 106.33 3.188 5192 110.36 3.229 0129 114.65 3.271 1060 119.25 
46 -150 1609 106.40 -189 1815 110.43 +229 7010 114.73 Pe nee hy 119.33 
47 .150 7995 106.46 .189 8443 110.50 .230 3896 114.80 272 5379 119.41 
48 151 4385 106.53 «190 5075 110.57 -231 0786 114.88 273 2546 119.49 
49 152 0778 106.59 rakoy lest alt 110.64 .231 7681 114.95 DIR OUT 119.57 
50 3.152 7176 106.66 3.191 8351 10.79) 3.232. 4581 115.03 3.274 6894 119.65 
51 +153 3577 106.72 -192 4996 110.77 .233 1484 115.10 275 4075 119.73 
52 153 9983 106.79 193 1644 110.84 .233 8392 115.17 276 1261 119.81 
155 .154 6392 106.85 -193 8297 110.91 234 5305 115.25 276 8452 119.89 
54. +155 2805 106.92 194 4954 110.98 PIA Pip 185.32 2 SOAT 119.97 
55 3.155 9222 106.99 3-195 1615 111.05 3.235 9144 115.40 3.278 2848 120.05 
56 +156 5643 107.05 195 8281 hale 2 -230 6070 115.47 279 0053 120.13 
57 157 2068 107.12 -196 4950 111.19 .237 3001 115.55 279 7263 120.21 
58 +157 8497 107.18 .197 1624 111.26 .237 9930 115.62 .280 4477 120.29 
59 -158 4930 |, 107.25 .197 8302 111.34 .238 6876 115.70 .281 1697 120.37 
60 3.159 1367 107.31 3.198 4984 111.41 3.239 3820 115.77 3.281 8921 120.45 
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153° 154° 155° 


Ditiee : ities log M. Dyna Tee. M. 1D inti 0 


8921 120.45 326 125.46 3.372 2684 130.85 . 4064 130.66 
6151 120.53 3206 807% 125.55 +373 0538 130.94 z: 2266 136.76 
3385 120.61 5 os 125.63 ; 7 131.04 4 0475 136.86 
0624. 120.69 32! Wea é UBS A 8690 136.96 
7868 120.77 ; 1000 125.81 é Tide 2 423 6910 137.06 


5 5116 120.85 +329 9151 125.89 3-370 20 131.32 : 5137 137.16 
2370 120.93 .330 6707 125.98 . 28 131-41 425. 3370 137.26 
5 9628 121.01 : 4268 126.07 131.50 : 1609 137.37 
6891 TZ To) c 1835 126.16 5 | 13000 : 9854 137.47 
4160 Ziel . 9407 126,24 ‘ 3 131.69 c 8105 137.57 


1433 121.26 333 6984 126.33 3e 131.79 5 6362 137.67 
8711 121.34 i 4507 126.42 i 131.88 5 4626 ai rela 
5993 121.42 : 2154 126.51 é 131.98 ‘ 2895 137.88 
3281 121.50 d 9747 126.59 ve 132.07 : Lintis Ail 137.98 
O574 121.59 “3 7346 126.68 : { 132.16 z 9452 138.08 


4872 | 121.67 Beyl Onto) | Tee |) Be {| 132.26 | 3.432 7740 | 138.18 
5174 121.75 3 2558 126.86 ‘ g 132.35 -433 6034 138.29 
2481 121-88 ; 0172 126.95 : 5 132.45 : 4334 | 138.39 
9794 121.91 of 7792 127.03 2 132.54 435 2041 | 138.49 
iia 122.00 ; 5417 Weyer? 132.64 -430 0953 138.59 
6 4433 | 122.08 : 3047 | 127.21 -388 © | Ween st | ee 9272 | 138.70 
1761 L226 F 0682 127.30 388 | 132.83 - 7597 138.80 
9093 122.24 : 8323 127.39 s | 132.93 : 5928 | 
6430 122.33 ; 5069 127.48 : 133.02 3 4266 
3772 122.41 : 3620 127.57 c 2 | 332 : 2609 
1119 122.49 a 1277 127.66 : 23 133:22 2 09059 
8471 122.58 x 8939 WS % 8 | 139.37 : 9315 
5828 | 122.66 346 6606 127.84 . } 133.41 : 7677 
3190 Io TA: 347 4279 127.93 ‘ 133.50 P 6046 
0557 122.83 : 1958 128.02 < y 133-60 i 21 
1929 122.01 3. 9641 128.11 ‘ | 133.70 33 2802 

4 5306 122.99 i 7330 128.19 396 8 133.79 446 11890 139.84 | 
2088 123.08 ; 5024 128.28 ‘ 133.89 -H6 9583 139.95 
0075 123.16 : 2724 128.37 *39 y 133-99 : 7983 140.05 
7408 123.24 : 0429 128.46 , | 134.09 : 6389 140.16 | 
7 4805 123.33 : 8140 128.55 xt | 134.19 449 4802 | 140.26 
3 2207 123.41 eK 5856 128.65 400 8996 134.28 ‘ 3221 | 140.37 
9074 123.50 . SC Ti 128.74 . 56 134.38 : 1646 | 140.47 
7086 123.58 : 1304 128.83 -4C 134.48 452 0077 |} 140.57 
4504 123.66 : 9037 128.92 ‘ 134-57 452 8515 140.68 
1926 | 123.75 350 6774 | 129.01 -A0 KARE Roy, -453 6959 | 140.79 
9354 123.83 . 4517 | 129.10 4 0354 | 134.77 454 5410 140.90 
67806 123.92 -358 2266 129.19 405 | 134.87 -455 3867: | 141.00 
+313 4224 124.00 2359 0020 129.28 406 5538 134.97 450, 2330) - 141.17 
1667 124.09 ch 77780 129.37 : 363° 135.07 ; O800 } 141.21 
9115 124.17 360 5545 129.46 3-408 135.16 . 9276 141.32 
5 6567 124.26 Rc SSl6i 1}, 120,56 408 9859 |. 135.26 = 7759 141.43 
4025 124.34 Pe 1002 129.65 : 7977 35.36 459 6248 141.54 
1489 124.43 ‘ 8873 129.74 p 6102 135.46 ‘ 4743 141.64 
8957 124.51 .363 6660 |. 120.83 : 233 135.50 401 3245 141.75 


6430 124.60 ch 4453 129.92 ‘ 2369 135.66 462 1753 141.86 
3909 124.68 365 2251 130.01 < 0512 135.76 .463 0268 141.97 
1392 124.77 Ki 0055 130.11 -413 8660 135.86 - 87890 142.07 
8881 124.86 366 7864 |. 130.20 : 6815 135.96 464 7317 142.18 
6375 124.94 Fe 5079 130.29 415 4975 136.06 ‘ 5851 142.29 


3874 | 125.03 }| 3.368 3499 | 130.38 | 3. 3142 136.16 466 4392 142.40 
1379 125.11 “2 1325 130.48 i 1314 136.26 ; 2939 142.51 
8888 125.20 st 0156 130.57 : 9402 136.36 .468 1492 142.61 
6403 125.29 + 6993 130.66 ‘ 7077 136.46 , 0052 142.42 
3923 125.37, ae 4830 130.70 F 5807 136.56 é 8619 142.83 


125.40 3.372. 2684 130.85 i 4064 136.66 : 7192 142.94 
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DSi 


VU. toe 
log M. | Diff. 1”. log M Diff. 1”, 
0’ | 3.470 7192 | 142.04 | 3.523 3875 | 140.75 
1 Aes 72 143.05 524 2864 149.87 
2 .472 4358 143.16 525 1860 .| 149.99 
‘ 473 2051 | 143.27 526 0863 | 150.11 
474 1550 143.38 -526 9873 150.23 
5 3.475 0156 143.49 3.527 8890 150.35 
6 475 8769 143.60 528 7915 150.47 
7 476 7388 | 143.71 -529 6047 150.59 
8 477 6014 | 143.82 530 5085 .| 150.471 
9 478 4646 | 143.93 .531 $031 | 150.83 
10 3-479 3285 144.04 | 3.532 4085 | 150.95 
11 480 1031 | 144.15 .533 3145 :| 151.07 
12 481 0583 144.26 534 2213 151.19 
13 .481 9242 .| 144.37 535 1288 151.31 
14 482 7907 | 144.48 .536 0370 || 151.43 
15 | 3.483 6579 | 144.50 | 3.536 9450 | 151.55 
16 484 5258 | 144.70 537 8556 .| 151.67 
17 485 3044 144.81 .538 7660 151.79 
18 486 2636 144.93 539 6771 -| 151.91 
19 487 1335 145.04 .540 5890 -| 152.04 
20 3.488 0040 | 145.15 | 3.541 5015 | 152.16 
21 488 8752 145.26 542-4148 | 152.28 
22 489 7472 145.37 543 3289 | 152.40 
23 490 6198 145.49 544 2436 | 152.52 
24 -491 4930 | 145.00 545 1591 152.65 
25 | 3-492 3670 | 145.71 | 3.546 0754 | 152.77 
26 493 2416 145.82 -546 9924 152.89 
27 494 1168 | 145.94 547 9101 | 153.01 
28 .494 9928 146.05 548 8285 | 153.14 
29 495 8695 | 146.16 549 7477 | 153.26 
30 | 3.496 7468 | 146.28 | 3.550 6677 | 153.38 
31 .497 6248 | 146.39 551 5883 153-51 
32 498 5035 | 146.50 552 5007 | 153-63 
l) Be .499 3828 146.62 553 4319 153.75 
34 500 2629 | 146.73 554 3548 | 153.88 
35 3.501 1436 | 146.85 }| 3.555 2785 | 154.00 
36 502 0250 | 146.96 2550 2029 | 154.13 
i 502 9071 147.08 .557 1280 154.25 
38 503 7899 | 147.19 558 0539 | 154.38 
39 -504 6734 | 147.31 .558 9806 154.50 
40, 3.505 5576 147.42 3-559 9080 154.63 
41 506 4425 | 147.54 560 8361 154.75 
4: 507 3280 147.65 561 7650 154.88 
43 .508 2143 147.77 562 6947 155.01 
44 .509 1012 147.88 -563 6251 T5513 
45 3.509 9889 148.00 | 3.564 5562 155.26 
| 46 510 8772 148.11 .505 4882 155.38 
47 511 7662 148.23 566 4209 | 155.51 
48 512 6560 | 148.34 567 3543 | 155.64 
49 513 5464 | 148.46 568 2885 155.76 
5 3-514 4375 | 148.58 | 3-569 2235 | 155.89 
1 515 3294 148.70 570 1592 156.02 
52 .516 2219 | 148.81 571 0957 156.15 
53 Sityp mata 148.93 572 0330 | 156:27 
4 -518 0090 149.05 572 9710 156.40 
5B | 3.518 9037 | 149.17 |. 3.573 9098 | 156.53 
56 519 7990 | 149.28 | .574 8494 | 156.66 
57 2520 6951 149.40 -575 7807 156.79 
58 .521 5918 149.52 576 7308 156.92 
59 522 4893 | 149.64 577 0727 | 157.04 
60. |. 3-523 3875 | 149.75: |. 3-578 6154 |. 157,17 


log M. Dito nh log M. Diff. 1. i 
3.578 6154 TSF 3.636 6351 165.28 
0579 5588 157.30 637 6272 165.42 
-580 5030 157.43 638 6202 165.56 
.581 4480 157.56 639 6140 165.71 
582 3937 157.69 640 6087 165.85 
3-583 3403 157.82 3.641 6042 165.99 
-584 2876 157.95 042 6006 166.13 
585 2357 158.08 643 5978 166.28 
«586 1846 158.21 644 5959 166.42 
587 1342 158.34 645 5948 166.56 
3.588 0847 158.47 3.646 5946 166.71 
+589 0359 158.61 647: 59353 166.85 
.589 9880 158.74 648 5068 166.99 
-590 9408 158.87 649 5992 167.14 
-591 8044 159.00 650 6025 167.28 
3.592 8488 159.13 3.651 6066 167.42 
-593 8040 159.26 652 6116 167.57 
.594 7600 159.40 653 6175 Owes 
-505 7167 159.53 654 6242 167.86 
596 6743 -| 159.66 655 6318 168.01 
3.597 6327 159.79 | 3.656 6403 | 168.15 
-598 5919 159.93 657 6497 168.30 
6599 5518 160.06 658 6599 168.45 
.600 5126 160.19 .659 6710 168.59 
601 4742 160.33 .660 6830 168.74 
3.602 4365 160.46 3.661 6959 168.89 
603 3997 160.60 .662 7096 169.03 
604 3637 -| 160.73 663 7243 169.18 
605 3285 160.87 .664 7398 169.33 
606 2941 161.00 665 7562 169.48 
3.607 2605 161.14 3.606 7735 169.62 
.608 2277 161.27 667 7917 169.77 
-609 1957 161.41 .668 8108 169.92 
-010 1646 161.54 .669 8308 170.07 
611 1342 161.68 .670 8516 170.22 
3.612 1047 161.81 3.671 8734 170.37 
.613 0760 161.95 .672 8961 170.52 
-614 0481 162.09 .673 9196 170.67 
615 0210 162.22 674 9441 170.82 
615 9948 162.36 675 9094 170.97 
3-616 9693 162.50 3.676 9957 Ue Alae: 
617 9447 162.63 678 0228 eyez 
.618 9209 162.77 679 0509 V7142 
619 8980 162.91 -080 0799 171.57 
.620 8758 163.05 681 1098 WTS 
3.621 8545 163.18 3.682 1406 171.87 
.622 8340 163.32 683 1723 172.03 
623 8144 163.46 .684 2049 172.18 
.624 7956 163.60 685 2384 172.33 
625 7776 163.74 .686 2728 172.48 
3.626 7604 163.88 3.687 3082 172.64 
627 7441 164.02 -688 3445 L729 
.628 7287 164.16 .689 3817 172.94. 
.629 7140 164.30 .690 4198 173.10 
.030 7002 164.44. 691 4588 173-25 
3.631 6873 164.58 3.092 4988 173.40 
632 O751 | 164.72 693 5397 | 173.56 
-633 6638 164.86 694 5815 173.71 
-634 6534 165.00 695 6243 173.87 
.635 6438 165.14 .696 6680 174.02 
3.636 6351 165.28 3.697 7126 174.18 
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Tafel VI. 


160° 161° 162° 

log M. Diff. 1, F ___log M. Diff. eee. 
3.607 7126 174.18 3.762 1539 183.99 3.830 3147 194.87 
608 7581 | 174.34 | -763 2584 | 184.16 -831 4845 | 195.06 
699 8046 | 174.49 764.3639 | 184.34 832 0554 | 195.25 
.700 8520 174.65 -705 4704 184.51 833 8275 105.44 
"701 9003 | 174.80 £766 5780 | 184.68 .835 0008 | 195.64 
3.702 9496 | 174.96 | 3.767 6867 | 184.86 | 3.836 1752 | 195.83 
“703 9999 | 175.12 .768 7963 | 185.03 3508 | 196.02 
705 0511 | 175.28 769 9070 | 185.20 5275 | 190.22 
106 1032 | 175.43 771 0187 | 185.38 7054 | 196.41 
107 1862 | 175.59 772 1315 .| 185-55 8844 | 196.60 
3.708 2102 | 175.75 | 3.773 2454 | 185.73 0646 | 196.80 
709 2682 | 175.91 774 3603 | 185.90 2460 | 106.99 
“710 3211 176.07 175 4762 186.08 4286 197.19 
iia Bao 176.22 -770 5932 186.25 6123 197.38 
“712 4358 | 176.38 177 7112 | 186.43 7972 | 107.58 
3-713 4946 176.54 | 3.778 8303 186.60 9833 197.78 
714 5543 | 1706.70 779 9505 | 186.78 1705 | 197.97 
“715 6150 176.86 ish Ope 186.96 3589 | 198.17 
716 6766 | 177.02 782 1940 | 187.14 5486 | 198.37 
717 7392 | 177.18 783 3174 | 187.31 7394 | 198.57 
3.718 8028 | 177.34 | 3.784 4418 | 187.49 9314 | 198.76 
119 8673 | 177.50 | .785 5672 | 187.67 1245 | 198.96 
.720 9328 177-66 .786 6938 187.85 3189 199.16 
.721 9993 | 177.83 .787 8214 | 188.03 5145 | 199.36 
-723 0668 178.00 -788 9501 188.21 7112 199.56 
3.724 1352 178.15 3.790 0799 188.39 9092 199.76 
725 2045 178.31 .791 2108 188.57 1084 199.96 
720 2749 | 178.47 “192 3427 188.75 3087 | 200.16 
727 3462 | 178.63 793 4757 | 188.93 5103 | 200.36 
.728 4185 178.80 -794 6098 189.11 7131 200.56 
3.729 4918 178.96 3-795 7450 189.29 5 9171 200.77 
-730 5661 179.13 -796 8812 189.47 1223 200.97 
-731 6413 179.29 -798 0186 189.65 3287 201.17 
+732 7170 | 179.45 .799 1571 | 189.83 5363 | 201.37 
733 7948 179.62 .800 2966 190.01 7452 201.58 
3.734 8730 179.78 3-801 4372 190.20 9552 201.78 
-735 9522 179.95 .802 5790 190.38 1665 201.98 
7377 0324 180.11 .803 7218 190.56 3791 202.19 
-738 1136 180.28 .804 8657 190.65 5928 202.39 
-739 1957 180.45 .806 0108 190.93 5 8078 202.60 
3.740 2789 180.61 3.807 1569 191.11 0240 202.80 
-741 3631 180.78 808 3041 191.30 2414 203.01 
-742 4482 180.94 .809 4525 191.48 4601 203.22 
WEG. SEE || ashing .810 6020 191.07 6800 | 303.42 
-744 6216 181.28 Old 7525 191.86 9012 203.63 
3.745 1097 181.45 3.812 9042 192.04 1236 203.84 
-746 '1989 181.61 .814 0570 192.23 3473 204.05 
747 8891 181.78 .815 2110 192.41 5722 204.26 
-748 9803 181.95 .816 3660 192.60 7983 204.46 
-750 0725 182.12 817 5222 192.79 0257 204.07 
3-751 1657 | 182.29 }| 3.818 6795 | 192.98 2544 | 204.88 
-752 2599 182.46 819 8379 193.16 4843 205.09 
+753 3552 182.63 820 9974 193.35 2 7155 205.31 
-754 4514 182.80 822 1581 193.54 3 9480 205.52 
£7155 5487 | 182.97 823 3199 | 193.73 Se LOLT Zon Ts 
3-756 6470 183.14 | 3.824 4829 193.92 | 3.806 4167 205.904 
-757 7464 183.31 825 6470 194.11 897 6529 2060.15 
:758 8467 183.48 .826 9122 194.30 -808 8905 206.36 
159 9481 | 183.65 827 9785 | 104.49 900 1293 | 206.57 
“701 0505 183.82 .829 1460 194.08 901 3694 206.79 
3-702 1539 | 183.99 | 3.830 3147 | 194.87. ] 3.902 6107 207.00 
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bod bh 

WA ADAUNHM anppp PWwww 
Mw Ow 


bo 


RO HHwHHH NW 
Oyo b bw hd 


to bo 


tbo be & w& h& 

COCO ~x = ~1 +. 4 
OnNBdOUwMHROUM wHOAM 
KFMmoOno hOB COW 


BS bw 
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230.66 
230.92 
231.18 
231.45 
231.71 
231.97 
232.24 
Deo si, 
232.77 
233.04 


233-31 
233-57 
233.84 
234.11 
234.38 
234:65 
234.92 
235.19 
235.40 
235.73 
236.01 


53 0842 


5027 


55 9229 


3447 
"682 
1933 
6201 


3 0486 


4787 


5 9106 


3441 
71792 
2161 
6546 


0948 
5368 
9804 
4257 
8728 
3215 
1720 
2242 
6781 
1337 
5911 
0502 
5110 
9736 
4379 
9040 
3718 
8414 
eta | 
7858 
2607 
7374 
2158 
6960 
1780 


9 6618 


1474 
6348 
1239 
6149 
1077 
6023 
0988 
5970 


3 0971 


5990 
1028 
6084 
1158 
6251 
1362 
6492 
1641 
6808 
1994 


7198 | 


pitt." | 


5b ad 


a nb 


bt b& 


SOdwSHHH WWD bd 


AMmamn NON ur 


Ls} 
on 
Ww 
un 
~I 


log M. 


4.140 
54 
lL 52 
154 
155 

4.157 
158 
.160 
161 
163 


4.165 
166 
168 
.169 
Riker fal 


4.172 
174 
175 
Wah 
178 

4.180 
.182 
.183 
185 
.186 


4.188 
.189 
191 
+193 
194 

4.196 
197 
199 
.200 
.202 


4.204 
205 
.207 
.208 
.210 


4.212 
Poa 
.215 
.216 
218 

4.220 
pov 
223 
224. 
.220 
.228 
229 
231 
1233 
234 
236 
238 
+239 
241 
242 


4.244 


71908 
2422 
7004 
20925 
8205 
3504 
8822 
4159 
9515 
4891 
0285 
5699 
1132 
6585 
2056 
7547 
3058 
8588 
4138 
9707 
5296 
0905 
6534 
2182 
7850 


3538 
9246 
4974 
0722 
6490 
2278 
8086 
3915 
9764 
5633 
1523 
7433 
3363 


9314 | 


5286 
1278 
7291 
3325 
9379 
5455 
1551 
7668 
3806 
9965 
6146 


2347 
8570 
4814 
1079 
7366 


36074 
0003 
6354 
2727 
9121 


5537 


Diff. 1”, 


coun 
Oo CO~T 


SO wHwHh b> 


MmuiIauut 


NOU UIiWM _ + + Y YQ 


aN Te el 
NO 


COUT 


BAR wr 


dS & b& bw 
iit Oru Ur 


bo bwHNHLH bw 
MmuUmoun UUM 
‘ II ON 
noo ¢ wow 
waar 


LS Oe oo) 


CU? © = Ox 


4.244 55: 


240 
247 
1249 
251 
252 
254 
.256 
257 


250 426 


261 
-262 
264. 
.206 
267 


4.269 
Dail 
exahe 
274 
2710 

4.277 
279 
281 
.282 


.284 


4.286 
.288 
-289 
291 
293 
4.294 
.290 
.298 
-299 
2301 


4.303 
+305 
2306 
2308 
2310 

4.312 
2313 
+315 
B17 
319 

4.320 
322 
324 
326 


0902 
7560 
4240 
0943 
7609 
4417 
1187 
7981 
4797 
1635 


8497 
5381 
2289 
9219 
6173 


3149 
0149 
71712 
4218 
1288 


8381 
5498 
2638 
9802 
6990 
4201 
1436 
8695 
5978 
3285 
0616 
7971 
5350 
2753 
o1g1 
7633 
5110 
2011 
0137 
7088 
5263 
2863 
0487 
8137 
5812 
aopel 
1236 
8986 
6702 
4562 
2388 


270.34 
270.71 
277.08 


277-45 
277.82 
278.20 
278.57 
278.95 


2719.32 
279.70 
280.08 
280.46 
280.84 


281.22 
281.60 
281.98 
282.36 
282.75 


283.14 
283.52 
283.91 
284.30 
284.69 


285.08 
285.47 
285.87 
286.206 
286.66 


287.05 
287.45 
287.85 
288.25 
288.65 


289.05 
289.45 
289.86 
290.26 
290.607 


291.07 
291.48 
291.89 
292.30 
292.71 
293-13 
293.54 
293.95 
294.37 
294.79 
295.20 
295.02 
296.04 
290.47 
296.89 


297.31 
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low M. ID ysis, 1M 
2388 207.31 
0240 297.74 
8117 208.16 
6019 208.59 
3948 299.02 
1902 299.45 

7 9882 299.88 
7888 300.31 
5919 300.75 
3977 | 301.18 
2061 301.62 
O171 302.05 
8308 302.49 
6470 302.93 
4659 303.37 
2875 303.81 
Hilal 304.26 
9386 | 304.70 
7681 305.15 
6003 305.59 
383 4352 306.04 
2728 .| 306.49 
1131 306.94. 
9561 307.39 
8019 307.85 
6503 308.30 
5015 308.76 
3554 309.21 
2121 309.67 
O715 310.13 
9337 310.59 
7986 311.06 
6663 311.52 
5368 311.99 
4102 312.45 
2863 312.92 
1652 313-39 
0469 313.86 
9315 314.33 
8189 314.80 
7091 315.28 
6022 315.75 
4982 316.23 
3970 316.71 
2087 317.19 

9 2033 317.07 
1108 318.16 
0212 318.64. 
9345 319.13 
8507 319.61 
7698 320.10 
6919 320.59 

3 6169 321.08 
5 5449 321.58 
4758 322.07 
4097 322.57 
3466 323.06 
53 2865 | 323.56 
5 2204 324.06 
1753 324.56 
1242 325.07 


log M. ID piri Me log 
4.459 1242 325.07 4.581 
461 0761 325.57 584 
463 0311 326.08 586 
464 98901 326.59 Astoteh 4 
466 9501 327.10 .590 
4.468 9142 327.61 4.592 
470 8814 328.12 504 
472 8517 .| 328.64 597 
474 8250 329.15 599 
476 8015 320.07 601 
4.478 7811 330.19 4.603 
480 7637 330.71 605 
482 7495 -| 331.23 .608 
484 7385 | 331.75 -610 
486 7306 332.28 612 
4.488 7258 | 332.81 | 4.614 
490 71242 -| 333.33 016 
492 7258 333.86 -619 
494 7306 | 334.40 621 
496 7386 .| 334.93 623 
4.498 7498 335.46 4.625 
500 7642 336.00 .627 
502 7818 336.54 -630 
504 8026 337.08 632 
506 8267 337.62 634 
4.508 8541 338.16 4.636 
510 8847 338.71 .639 
512 9186 339.26 -041 
514 9558 339.80 643 
516 9962 | 340.35 645 
4.519 0400 340.91 4.648 
521 0871 341.46 .050 
523 1376 342.02 652 
525 1913 342.57 054 
527 2484 343.13 657 
4.529 3089 | 343.609 | 4.059 
531 3728 344.206 061 
533 4400 | 344.82 .064 
535 5106 | 345.39 .006 
537 5846 | 345.05 668 
4.539 6620 346.52 4.670 
2541 7429 347.09 073 
543 8272 347.07 O75 
+545 9149 348.24 077 
2548 0061 348.82 .O80 
4.550 1007 349.40 | 4.682 
+552 19089 349.08 O84 
“554 3005 350.56 O87 
+556 4056 351.15 .O89 
2550 5143) |) OSle7e 691 
4.500 6264 352.32 4.004 
5602 7421 352.901 .690 
564 8614 | 353.50 .098 
-566 O842 354.10 -701 
-569 1106 354.69 ROS 
AS71 2405 355.29 4.700 
573 3741 355.80 -708 
Shag spl} 350.49 “710 
577 0521 357.10 ine 
579 19605 357.70 715 
4.581 9445 358.31 4.717 


M. 


9121 
2400 


9 5842 


9268 
2730 
6248 
9803 
3402 
7O46 
0733 
4404 
8240 
2060 
5925 


9835 


Dit 


358.31 
358.92 
359.53 
360.15 
360.76 
361.38 
362.00 
362.62 
363.25 
363.88 
364.50 
365.14 
365.77 
366.40 
367.04 
367.68 
368.32 
368.96 
369.61 
370.26 


370.91 
371.56 
372.21 
372.87 
S1o-53 
374.19 
374.86 


Bw XO to tn 
mow O1sTO 


DWOMOd W-~I ~1 

a Tn wWwnrd Oo 
BS ~I 
Oo 0 


oe) 


DW WWWWWwH WWWWW Www 
DMmmDmm 


nO io tn 


CO CO 


c 


o. 


389.3 
390.06 
390.78 


391.50 
392.23 
392.96 
393.08 
394.42 
395.15 
395.89 
390.63 
397.38 
398.12 


SO 
On 
bBwohs 


398.87 


Diff. 1”. 


log M. 

4.717 9835 398.87 
720 3790 | 399.62 
722 '1790 400.38 
725 1835 401.14 
-727 5926 401.90 

4.730 0063 402.66 
+732 4245 403.43 
-734 8474 404.19 
737 2749 °| 404.96 
+739 7070 405.74 

4.742 1438 406.52 
744 5852 407.3 
-747 0314 408.08 
-749 4822 408.87 
751 9378 409.66 

4.754 3981 410.45 
756 8632 411,24! 
-759 3330 412.04 
-761 8077 412.84 
764 2872 | 413.65 

4.766 7715 | 414.46 
-769 2606 415.27 
‘771 7547 | 416.08 
-774 2536 416.90 
-776 7574 417.72 

4.779 2662 418.54 
-781 7799 419.37 
-784 2986 420.20 
-786 8222 421.03 
-789 3509 421.86 

4.791 8846 422.70 
-794 4233 423-5 
-196 9671 | 424.39 
-799 5160 425.24 
.802 0700 426.09 

4.804 6291 426.95 
807 1934 427.81 
.809 7628 428.67 
812 3374 | 429.53 
814 9172 430.40 

4.817 5022 431.28 
«820 0925 432.15 
.822 6881 433.03 
.825 28890 433.91 
827 8950 | 434.80 

4.830 5065 | 435.69 
833 1234 | 436.59 
835 7456 | 437.48 
838 3732 | 438.38 
«841 0062 439.29 

4.843 6446 | 440.20 
.846 2886 441.11 
.848 9380 442.03 
851 5929 | 442.95 
854 2533 | 443.87 

4.856 9193 | 444.80 
859 5909 | 445.73 
.862 2680 | 446.66 
864 9508 447.60 
.867 6392 448.54 
4.870 3333 449.49 
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We © = iy 


We | 17 


@ M. Diiil i log M. ite log M. Dit log M. 1D shag, IF, 
4.870 3333 | 449.49 5.043 3285 514.47 5.243 3165 601.00 5.480 1373 722.00 
873 0331 450.44 046 4191 515.71 246 9276 602.69 484 4765 424.42 
875 7386 451.39 0049 5171 516.96 -250 5488 604.38 .488 8304 720.87 
878 4490 452.35 052 6226 | 518.21 .254 1802 606.08 .493 1989 929.33 
881 1668 | 453.31 055 7356 | 519.47 .257 8218 607.80 497 5823 731.80 
4.883 8806 | 454.28 5.058 8562 520.73 5.261 4738 609.53 5.501 9806 734.30 
-886 6182 455.25 .061 9843 522.00 -265 1361 611.26 -506 3939 730.81 
889 3526 456.23 .065 1202 523.28 -208 8089 613.00 -510 8223 739.33 
802 09029 | 457.20 .068 2637 524.56 .272 4922 614.75 2515 2650 441.87 
804 8391 | 458.19 O71 4149 525.85 .270 1860 616.52 -519 7248 TAA AA. 
4.897 59012 | 459.17 | 5.074 5738 | 527.14 | 5.279 8904 | 618.29 | 5.524 1992 | 747.02 
900 3492 460.16 077 7406 528.44 -283 6055 620.08 .528 6890 749.01 
903 1132 461.16 .0O80 9151 520.75 287 3313 621.87 -533 1946 752.23 
005 8831 462.16 .O84 0076 531.06 -291 0680 623.607 537 7158 754.86 
908 6591 463.16 .087 2879 532.38 .294 8154 625.49 -542 2529 757.51 
4.011 4411 464.17 5.000 4862 533-71 5.298 5738 627.31 5.546 8060 460.18 
914 2201 465.18 .093 6924 | 535.04 +302 3432 620.15 -551 3751 762.87 
917 0233 466.20 096 9067 | 536.38 +306 1237 631.00 2555 9605 765.58 
.919 8235 | 467.22 -100 12900 | 537.73 309 9152 | 632.85 -560 5621 | 768.31 


.922 6299 468.25 -103 3594 539.08 303 79 634.72 -565 1802 771.05 


4.025 4425 460.25 5.106 59080 540.44 5.317 5319 636.60 5.569 8148 773.82 
928 2612 470.31 -109 8447 541.81 321 3571 638.49 -574 4661 776.61 


9174 | 472.30 | 116 3629 | 544.56 | 329 0418 | 642.30 | .583 8190 | 782.24 
7849 | 473-44 | .119 6344 | 545.95 | .332 9014 | 644.23 | 588 5210 | 785.08 
.593 2401 787.95 


28 
31 0862 | 471.35 -113 0997 543.18 325 1938 640.39 579 1341 779.41 
33 
36 


on 
a 
bo 
to 
on 


4.939 5987 | 474.49 9143 | 547.34 | 5.336 7726 | 646.16 


042 4489 475.55 126 2026 548.74 340 6554 | 648.11 597 9764 790.84 
945 3053 | 476.61 -129 4992 550.15 344 5499 650.07 -602 7302 793-75 
948 1682 { 477.68 132 8044 551.57 +348 4562 652.04 607 5014 796.68 
951 0375 | 478.75 136 ©LSY 552.99 +352 3744 654.02 612 2903 799.63 


4.953 9132 479.83 5.139 4403 554.42 5.356 3045 656.01 5.617 0970 802.60 
956 7954 | 480.91 142 7711 555.86 +360 2466 | 658.02 621 9216 805.60 
959 6841 481.99 -146 1106 557.30 .304 2007 660.04 626 7642 808.62 
.962 5793 | 483.08 -149 4588 558.75 2308 1671 662.07 .631 6250 811.66 
965 4811 | 484.18 -152 8157 560.21 372 1456 664.11 636 5041 814.72 

4.968 3894 | 485.28 5.156 1813 561.68 5.370 1364 666.17 5.641 4017 817.81 
971 3044 | 486.38 -159 5558 563.16 380 1396 668.24 .646 3179 820.92 
974 2260 | 487.49 162 9392 564.64 384 1553 670.32 051 2528 824.05 
977 1543 | 488.61 166 3315 | 566.13 388 1834 | 672.41 656 2065 | 827.21 
980 0893 | 489.73 109, 7328 567.63 392 2242 674.52 661 1793 830.39 

4.983 0311 | 490.85 }| 5.173 1431: |. 569.13 | 5-396 2777 | 676.64 | 5.666 1713 | 833.60 
985 9795 | 491.98 176 5624 570.65 -400 3439 678.77 O71 1825 836.83 
.988 9348 | 493.12 -179 9908 572.17 404 4229 680.92 676 2132 840.08 
.991 8970 | 494.26 .183 4284 573-70 -408 5149 | 683.08 681 2635 843.36 
994 8659 495.40 186 8752 575.24 -412 6199 685.25 686 3336 846.67 

4.997 8418 | 496.55 | 5.190 3312 | 576.78 | 5.416 7379 | 687.44 | 5.691 4236 | 850.00 


5.000 8246 497.71 -193 7966 578.34 420 8692 689.64 696 5337 853.36 
.003 8143 | 498.87 197 2713 | 579.90 -425 0136 | 691.85 -701 6640 | 856.75 
.006 8111 500.04 -200 7554 581.47 429 1714 694.08 .7006 8147 860.16 
.009 8148 501.21 204 2489 583.05 433 3427 696.33 -711 9860 863.60 
5.012 8256 502.3 5 5 37 5274 698.59 1779 867.06 
-O15 8435 503.57 .211 2646 586.2. 441 7258 700.86 .722 3908 870.56 
.018 8685 504.76 .214 7868 587.84. 445 9378 403.15 ANH 6247 874.08 
021 9006 505.95 .218 3186 589.45 450 1636 705.45 732 8798 877.63 
024 9399 507.15 .221 8602 591.07 .454 4032 407.77 738 1563 881.2 
5.027 9864 508.36 5.225 4116 592.71 5.458 6508 410.10 5.743 4544 884.82 
.031 0402 509.57 .228 9727. | 594.35 462 9244 412.45 748 7742 888. 

.034. 1013 510.79 232 5437 596.00 .467 2062 714.81 754 1159 892.13 
.037 1697 512.01 .236 1247 597.606 471 5022 417.19 759 4798 895.83 
040 2454 513.24 239 7156 599.32 475 8125 719.59 704 8059 899.56 
3285 | 514.47 3165 | 601.00 | 5.480 1373 | 722.00 | 5.770 2745 | 903.31 
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Tatel* VI. 
Die Barker’sche Tafel. 
176° 


x 77" 17s" 


log M. | Diff.1”.]- log M. | Dift.1] log M._ | Dist. 1” 


0’ Oy LHNS 903.3 6.144 6289 1205.3 6.672 5724 1808.8 7.575 4640 3619 
1 775 7058 907.1 151 8807 | 1212.0 683 4709 | 1824.0 597 3596 3680 
2 -781 1599 910.9 159 1733 | 1218.8 694 4613 1839.5 619 6295 | 3744 
3 .786 6370 914.8 .166 5070 1225.7 -705 5454 1855.3 :042 2868 3809 
4 192 1374 918.7 173 8823 123277 716 7248 1871.3 665 3452 3877 
5 5.797 6612 922.6 | 6.181 2997 1239.8 | 6.728 0010 | 1887.5 7.688 8192 3948 
6 .803 2086 926.6 .188 7597 1246.9 -739 3758 1904.1 TL 230 4021 
ri 808 7798 930.6 -196 2628 1254.1 -750 8509 1921.0 -737 0756 4007 
8 .814 3751 934.6 -203 8095 1261:4. -762 4279 1938.2 -761 8913 4176 
9 819 9946 938.6 .211 4002 1268.8 -774 1090 1955.6 .787 1889 4257 


10 5.825 6386 042.7 | 6.219 0354 |- 1246.3 | 6.785 8058 | 1973:4 | 7.812 9876 4343 
di 831 3073 916.8 226 7158 1283.8 797 79004 | 1991.5 839 3075 4431 
12 .837 0008 951.0 234 4419 1291.5 .809 7946 | 2010.0 .866 1702 4524 
13 842 7195 055.2 242 2142 |} 1200.2 821 9106 | 2028.8 893 5986 4620 


14 .848 4634 959.5 -250 0333 1307.1 .834 1404 2048.0 921 6170 4720 


15 5.854 2329 963.7 6.257 8997 1315.0 6.846 4863 2067.5 7.950 2513 4825 
16 .860 0282 968.0 .265 8139 1323.0 858 9503 | 2087.3 7.979 5292 | 4935 
17 865 8495 972.4 273 (F160) 133d 871 5348 | 2107.6 | 8.009 4802 | soso 
18 871 6970 976.8 .281 7884 | 1339.4 884 2422 | 2128.3 .040 1361 | 5170 
19 877 5710 981.2 .289 8499 | 1347.7 897 0749 | 2149.4 O71 5309 | 5206 


20 5.883 4717 985.7 | 6.207 9617 | 1356.2 | 6.910 0353 | 2170.9 | 8.103 7011 5428 
21 .889 3003 990.2 306 1244 | 1364.7 923 1261 | 2192.8 136 6857 5568 
22 ‘B95 3542 | 994.8 | .314 3387 | 1373-3 | .936 3498 | 2215.2 | .170 5274 | 5714 
23 901 3365 999.4 +322 6052 1382.1 949 7093 2238.0 205 2717 5869 
a 907 3465 1004.0 +330 9247 1391.0 .963 2073 2261.4 .240 9679 6032 
25 5.913 3845 1008.7 | 6.339 2077 1400.0 | 6.076 8466 | 2285.2 | 8.277 6700 6204 
26 919 4507 1013.4 +347 7249 1409.1 6.990 6304 2309.6 315 4361 6387 
a0 925 5454 | 1018.1 356 2072 | 1418.3 | 7.004 5616 | 2334.3 354 3208 6580 
28 931 6688 | 1022.9 | .364 7451 | 1427.6 | .018 6437 | 2359.7 | .304 4205 ) 6786 
Be 937 8213 | 1027.8 sic) GOS) || wee yp .032 8796 | 2385.7 435 7842 7004 

5.944 0030 1032.7 6.381 9910 1446.7 7.047 272 2412.2 8.478 50. 8 
31 950 2144 1037.6 +390 7005 1456.4 061 aii saa ae ari ee 
32 956 4556 | 1042.6 399 4687 1466.2 076 5458 | 2467.1 .568 3020 aaEs 
an 962 7269 | 1047.7 -408 2965 1476.2 091 4329 | 2495.4 615 7739 S042 
e ae A at 417 1846 1486.4 -106 4921 2524.5 664 9442 8352 
Bo : 3613 1058.0 | 6.426 1337 1496.7 TEER GS 2554.2 8.716 3 268 
36 981 7249 | 1063.2 435 1449 | 1507.0 are ae mets ae yee ae 
37 988 1198 1068.4 444 2191 1517.6 152 7440 | 2615.8 824 6779 eb 
Ba 5.994. 5404 1073.7 -453 3569 1528.3 -168 5336 2647.6 882 5925 9870 
if ae ria 1079.1 462 5594 1539.2 -184 5171 | 2680.4 943 2018 | 10340 

007 495 1084.5 6.471 8275 1550.2 7.200 6993 27 7 5 
is O14 0192 1089.9 .481 1620 | ae eae, ee ie ao eee! a 
42 :020 5756 1095.4 -490 5641 1572.6 +233 6706 2783.5 144 Gaot yee: 
ri 027 1652 1101.0 +500 0346 1584.1 -250 4884 2819.7 -218 5102 ieee 
Fs ne 7885 1106.7 -509 5746 1595.8 -267 5170 2856.8 ey 4963 1352 
0 9040 4457 "| 1112.4 | 6.519 1850 | 1607.7 | 7.284 4712 | 2 8 . ay 
46 047 1372 1118.1 -528 8669 1619.6 ae on oS ee a +e 
47 053 8634 1123.9 +538 6216 1631.8 +319 9810 2974.2 568 0247 ee 
48 | 060 6246 |, 1129.8 | .548 4409 | 1644.2 | 1337 o404 | 30186 | ene coh tae 
3 007 A212 Mile gasiket 558 3530 | 1656.8 .386 1602 3058.1 785 6758 Fr 
50 6.074. 2535 1141-7 |) 6.568 ve . 

e : 5.568 3320 1669.6 37 75 3 5 
51 -O81 1219 1147.7 578 3381 idee is tes eae re he i aie 
oe 088 0269 |, 1153.8 | .588 522 1695.6 | .412 4099 ais 0 eee ere Le 
53 094 9687 1160.0 “598 7368 1708.9 431 7097 : a ape: ane 
AA aes SEY (is 08: : 7 3240.7 374 5584 | 31023 
ae 9479 1106.3 609 0317 1722.6 451 2009 3289.9 +575 3986 36197 
DD 6.108 9647 1172.6 6.619 4086 173¢ 747 , 
56 -116 0196 1179.0 .629 $689 eon ae ae Sook ee a 
57 ey een tae le 750.3 -491 3870 | 3392.6 | 11.103 6719 
58 moe 54 O40 4141 1764.5 »511 9029 3446.5 ]|11.478 4880 
er “130 2455 1192.0 ‘O51 O455 1779.0 532° 7472 2 3 
59 2 ot: 532 7472 |. 3502.1 112.006 7617 
a 37 4173 |. 1198.6 001 7645 |. 1793.8 553 9305 |. 3559.6 |12.909 8516 

eee 6289 | 1205.3 | 6.672 5724 | -1808.8 7.575 4640 | 3618.7 
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Tete! Ful. 
Erganzung der Barker’schen Tafel fiir grosse Werthe von . 


5 — 


w J Diff. w d Diff. w | J | Diff. 
° U ’ ” w" ° , ’ ”" ” ° t ’ ” 
155 (0 3 23.09 160 0 1 6.70 165 0 O 15.85 
5 19.74 | 3-35 5 $53 1.37 10 14.98 
10 16.43 3-31 10 3.97 1.36 20 14.16 
15 13.17 3.26 15 2.64 1.33 30 13.38 
20 9.95 3.22 20 1.33 1.31 40 12.63 
25 6.77 | 3-18 25 0.04 1 = 50 11.91 
155 30 3 3.63 athe 160 30 O 58.78 oa 166 0 © 11.22 
35 0.54 3-09 85 57.54 1.24 10 10.57 
40 2 57.49 | 3.05 40 56.31 1.23 20 9.95 
45 54.48 | 3.01 45 55.11 1.20 30 9.36 
50 | 5151 | 2.97 50 53.93 1.18 40 8.80 
55 48.58 | me 55 52.77 1.16 50 8.26 
156 0 | 2 45.60 es 161 0 O 51.63 oe 167 0 O 7.75 
5 | 42.84 2.85 5 50.50 1.13 10 4.27 
10 | 40.03 | 2.81 10 49.40 1.10 20 6.81 
15 | 37.26 2.77 15 48.32 1.08 30 6.37 
0 | 3453 | #73 20 47.26 | 1.06 40 5.96 
25 | 31.83 2.70 25 46.21 1.05 50 5.57 
m } 2.66 1.02 
156 30 2 29.17 161 30 O 45.19 168 0 © 5.20 
35 26.55 2.62 35 44.18 1.01 10 4-84 
40 23.07 2.58 40 43.19 0.99 20 4.51 
45 21.43 2.54 45 42.22 0.97 30 4.20 
50 18.92 2.51 50 41.26 | 0.90 40 3.90 
55 16.44 2.48 55 40.33 0.93 50 3.62 
157 0 2 14.00 tii 462 0 | © 39.41 oe 169 0 O 3.36 
| 5 11.50 2.41 5 | 38.51 0.90 10 3.11 
10 9.22 | 2.34 10 37.62 0.89 20 2.88 
15 6.80 2.33 15 30.75 0.87 30 2.66 
20 4.58 2.31 20 | 35.90 0.85 40 2.46 
25 2.31 27 25 35.06 0.84 50 | 2.27 
hi 228 0.82 
157 30 2 0.08 162 30 O 34.24 170 0 O 2.090 
35 1 57.89 2.19 35 | 33.43 0.81 10 1.92 
40 55.72 | 2-17 40 | 32.64 0.79 20 1.76 
45 53-57 | 2-15 45 | 31.86 0.78 30 1.62 
50 51.46 2.11 50 | 31.10 0.76 40 1.48 
55 49.39 | 2.07 55 30.35 0.75 50 1.35 
2.04 0.73 
158 0 1 47.35 163 0 O 29.62 rg 0 O 1.23 
5 45.34 2.01 5 28.90 0.72 10 1.12 
10 43.35 | 4-98 10 28.20 0.70 20 1.02 
15 | 41.39 1.96 15 27.51 0.69 30 0.93 
20 | 30.47 1.92 20 26.83 0.68 40 0.84 
25 37.57 ou 25 26.16 we 50 0:76 
158 30 1 35.70 ent 163 30 © 25.52 | : 172 0 Oo 0.68 
85 33-87. | 1-83 35 24.88 0.63 10 0.61 
40 32.06 | 1.81 40 24.25 0.63 20 0.55 
45 30.28 1.78 45 23.64 0.01 30 0.49 
50 | 28.52 1.76 50 | 23.04 0.60 40 0.44 
55 26.80 | 1-72 55 22.45 | mee 50 0.39 
7C | 5 
159 0 | 1 25.10 aha 164 0 | © 21.88 | a 3 0 0 0.35 
5 23.43 | 1-07 5 21.31 0.57 10 0.31 
10 21.78 | 1.65 10 20.76 0.55 20 0.27 
15 20.16 1.62 15 20.22 | 54 30 0.24 
0 | 18.57 | 1-59 20 19.69 | 053 40 0.21 
25 17.00 | 1-57 25 1918 | ee 50 0.19 
159 30 pases | oO 164 30 0 18.67 | 174 0 0 0.16 
35 13.64. | 4-51 35 18.17 | 50 175 0 0.07 
40 12.44 | 1.50 40 17.69 0.48 176 0 0.02 
AB 10.97. | 1-47 45 17.21 0.48 177 0 0.01 
50 9.53 1.44 50 16.75 |’ 246 178 0 0.00 
5D 8.10 1.43 55 16.29 0.46 179 0 0.00 
| 1.40 oe 0.44 18) 0 
| 160 0 1 6.70 | 165 0 O 15.85 0 0.00 
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Tatel VILE 


Zur Berechnung der seit dem Periheldurchgang verflossenen Zeit 
in der Parabel. 


Cn ete Cee OU i VOSS Se ee CO 
0 Oo) Gol. OD 
SS Sis) sli) 
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Tafel VIIL 


Zur Berechnung der seit dem Periheldurchgang verflossenen Zeit 
in der Parabel. 


log N’ Diff. 
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Tatel 1X; 
Fur nahezu parabolische Bahnen. 


1—e v Dt 1 1 
§= ——;t= tg—- M = ———;; tg -~v = Ctg —w. 
1+e?’ 2 Oy ere So 2 8 2 
Hyperbel « cr? log C Differenz log D Differenz 
— 0.300 9.960 8903 ; 9.893 4503 96 
— 0.299 9.9601 0382 ee 9.893 7364 a : 
0.208 9.961 1858 fea 9.894 0218 ee 
0.297 9.961 3332 poe! 9.894 3067 pa 
0.296 9.961 4805 es 9.804 5911 ee 
0.295 9.961 6276 3 9.894 8748 ies 
|  —o.294 9.961 7746 pe 9.895 1580 a 
es 9.961 9215 ee 9.895 4406 sue 
0.292 9.962 0682 see 0.805 7226 2820 
0.26 9.962 2148 ‘ 
01 9.962 2148 re 9.896 0040 foe 
0.290 9.962 3612 9.896 2849 2509 
— 0.289 9.962 5075 oe 9.896 5654 2805 
0.288 0.962 6537 a 9.806 8453 | 2199 
0.287 9.962 7998 a 9.807 1246 oe 
0.286 96 57 ee 9.807 / 278 
ete 9 oe 9457 1458 9.897 4034 | 2783 
J-295 9.903 0915 9.897 6817 2 
— 0.284 9.963 2371 ee 9.897 959 oe 
0.283 9.063 3826 1455 9.88 ae 2772 
0.282 9.963 5280 1454 68 3 aoe 2706 
0.281 obs 6752 1452 Rags ee 2761 
= Le gse eS 1451 ike Ci La DIRS 
0.280 9.963 8183 +3 9.809 0648 4155 
4 1450 cae 
— 0.279 9.963 9633 Ses 800 22 2751 
0.278 9.064 1081 | abe a ae Bits 
0.277 9.964 2528 ; 809 8885 2741 
0.276 ae ap 1446 oe ise 2735 
| 0.275 0.964 5418 eeu 9.000434 2729 
| oe 9.900 4349 : 
— 0.27 ; : 272 | 
et | BOS eo eee 
eens 964 202 OD e/it 
0.272 9.964 one 1440 coe ae 2714 
0.271 9.965 1182 1430 0.901 ee pe: 
0.270 0.065 2620 1438 cia eS 2703 
0.905 262 os 9.901 7918 : 
01200) 9.963 4037 ot 2699 
0.268 coe te gl 1435 ee 2693 
0.267 0.065 6026 | +34 Se ee Cees 2680 
eae por on 1432 9.002 5099 |} ee 
0.265 0.065 9780 1431 et oN aa 679 
RS 905 9759 | ee 9.903 1361 =~O7% 
— 0,264. 9.066 12190 30 3 : 2673 | 
0.263 9.066 2648 ures oe: Ss 2668 
0.262 9.066 4075 ated Bane Shas 2663 | 
0.261 6.066 eS 1426 903 9305 2687 | 
oe ee ae 1425 9.004 2022 ee 
ca ce ; 9.904 4675 “2 
— 0.259 9.966 8350 ue 9.004 7323 2648 
0.258 9.966 9772 22 sob hte 26 
0.257 Colmes 1421 9.904 9067 oece 
0.2=6 9.067 Pe 1420 9.905 2605 2634 
0.255 9.067 4031 1418 9.905 5239 2628 
eS ).967 4031 | 9.005 7867 262 
~~ 0.254 9.967 5448 L417 < 262 
0.253 aber 6864 sedan tae saa 2618 
0.289 6.067 Gane L414 9.900 3109 a 
: 20 In 020) | 1413 0.906 5723 ae 
se 51 9.067 9601 | 413 9.006 8231 2605 
+250 9 9608 1103 | 1412 0.907 0935 2604 
9.968 2514 spd : ie | 2000 
9:068 202 1410 9.907 3535 | 2504 
9.968 5 332 dae eee 2500 
0.068 rae 1407 9-907 8719 ae 
0.068 oe 14006 9.905 1304 eee 
1.968 8145 9.908 3885 2581 
et 1404 4 Be 
9.908 9549 25 
O or (6) ot 1403 9:908 6460 ST] 
‘909 0952 ; 9.908 9031 2571 
9,900 22 1402 ; y 2560) 
909 2354 909 1507 2506 
9.969 3755 1401 8 = 2361 
0.06c Bis 1399 9.909 4155 ae 
9.909 $154 9.909 6714 2550 


885 — 


Tarebiix, 
Fur nahezu parabolische Bahnen. 
1—e v Dt v ¥ ee NO 
Sa te > M = rier ceriary te 7 > C te 5 
Hyperbel ¢ z* log C Differenz log D Differenz 
[i Se Sa Sa aa eet ile a cece a oe 

— 0.240 9.969 5154 ey 9.909 6714 Fis 
— 0.230 9.969 6552 ie 0.909 9266 oe 
0.238 9.969 79049 1306 9.910 1814 2843 
0.237 9.969 9345 1305 9.910 4357 2538 
0.236 9.970 0740 1303 9.910 6895 2833 
0.235 9.970 2133 ees 9.910 9428 ‘= 
z 1392 25209 
— 0.234 9.970 3525 1301 9.911 1057 2525 
0.233 9.970 4916 1300 9.911 4482 2510 
0.232 9.970 63006 1388 9.911 7OO1 2515 
0.231 0.970 7604 1387 9.911 9516 2510 

0.230 9.970 9O81 9.912 2026 
1386 2500 
— 0.229 0.9071 0467 1385 9.912 4532 2502 
0.228 9.971 1852 1384 9.912 7034 2407 
0.227 9.971 3236 1383 9.912 9531 2492 
0.226 9.971 4619 1381 9.913 2023 2488 
0.225 9.971 6000 see 9.913 4511 Ae 
— 0.224 9.971 7380 pe 9.913 6995 2470 
0.223 9.971 8759 1378 9.913 9474 24714 
0.222 9.972 0137 1376 9.914 1948 2470 
0.221 9.972 ¥513 1375 9.914 4418 2465 
0.220 9.972 2888 9.914 6883 Nee 
— 0.219 9.972 4262 pe 9.914 9345 2457 
0.218 9.972 5635 1372 9.915 1802 2453 
0.217 9.972 7OO7 1370 9.915 4255 2448 
0.216 9.972 8377 1370 9.915 6703 2444 
0.215 9.972 9747 Vee 9.915 9147 3440 
— 0.214 9.973 1115 eae 9.916 1587 2435 
0.213 9.973 2481 1366 9.916 4022 2431 
0.212 9.973 3847 1364 9.916 6453 2427 
0.211 9.973 5211 1364 9.916 8880 2422 
0.210 9.973 0575 1363 9.917 1302 2418 
— 0.209 9.973 7938 1361 9.917 3720 2414 
0.208 9.973 9299 1360 9.917 6134 2410 
0.207 9.974 0659 1350 9.917 8544 2405 
0.206 9.974 2018 1358 9.918 0949 2401 
0.205 9.974 3370 ay 9.918 3350 ae 
— 0.204 9.974 4733 1355 9.918 5747 2303 
0.203 9.974 6088 1354 9.918 8140 2388 
0.202 9.974 7442 1353 9.919 0528 2384 
0.201 9.974 8795 1352 9.919 2912 2379 
0.200 9.975 0147 me 9.919 5291 2346 
— 0.199 9.975 1498 1350 9.919 16007 2372 
0.198 9.975 2848 1348 9.920 0039 2368 
0.197 9.975. 4190 1347 es tesetaomiell 2364 
0.196 9.975 5543 1347 9.920 4771 2360 
0.195 9.975 6890 isis 9.920 7131 Bee 
— 0.194 9.975 8235 et 9.920 9486 4362 
0.193 9.975 9578 1343 9.921 1838 2347 
0.192 9.976 0921 1342 Pea SS 2343 
0.191 9.976 2263 1340 9.921 0528 2339 
0.190 9.976 3603 a2 ¥0, 9.921 8867 ae 
— 0.189 9.976 4942 1330 9.922 1202 aes 
0.188 9.970 6281 1337 9.922 3534 2327 
0.187 9.9706 7618 1336 0.922 5801 2324 
0.186 9.976 8954 1335 9.922 8185 2319 
0.185 9.977 0289 esd 9.923 0504 2316 
— 0.184 9.977 1623 1332 9.923 2820 2311 
0.183 9.977 2955 1332 9.923 5131 2307 
0.182 9.977 4287 1330 9.923 7438 : 2304 
0.181 9.977 5017 1329 POR Oi42 2299 

0.180 9.977 6946 fh pasa 
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Tafel IX. 


Fir nahezu parabolische Bahnen. 
Le > Dt 


~ 1+e? 


1 1 
t= tgs u i ;tg > u = Cte > wu 


Hyperbel «7? log C Differenz g . Differenz 


— 0.180 9.977 6946 1328 vas 2206 


— 0.179 9.977 8274 1328 rf De 2202 
0.178 9.977 9602 1326 : : 2287 
0.177 9.978 0928 1325 924 Cc 2284 
0.176 9.978 2253 1324 sek 2280 
0.175 9.978 3577 “ee 925 340 226 
0.174 9.978 4900 1322 : 2272 
O73 9.978 6222 1320 : 8026 2269 
0.172 9.078 7542 1320 920.0207 2264 
O71 9.978 8862 1318 2501 2260 
0.170 9.979 0180 : 4821 3 

1318 S 2257 

0.169 9.979 1498 1316 926 7078 2254 

0.168 9.979 2814 1315 920 9332 2249 

0.167 9.979 4129 1314 927 1581 2246 

0.166 9.979 5443 1313 3827 2242 

0.165 9.979 6756 6069 

1312 2238 

0.164 9.979 8068 1311 : 8307 2235 

0.163 9.979 9379 1310 0. 0542 

0.162 9.980 0689 1300 .928 2772 

0.161 9.980 1998 1307 : 4999 

0.160 9.980 3305 .928 7222 

0.15 ne 2 

159 9.980 4612 1306 .C 9442 

0.158 9.980 5918 1304 1658 

0.157 9.980 7222 1304 3870 

0.156 9.980 8526 Aeoe 9 6078 

0.155 9.980 9828 2 8283 

1301 


0.154 9.981 1129 1301 : 0484 
0.153 9.981 2430 12900 : 2681 
0.152 9.981 3729 1208 . 4875 
0.151 9.981 5027 1207 7065 
0.150 9.981 6324 ee 930 9251 
0.149 9.981 7620 ee .931 1434 
0.148 9.981 8915 1204 9.931 3614 
0.14.7 9.982 0209 1203 57890 
0.146 9.982 1502 1202 7062 
0.145 9.982 2704 nie .932 0131 


0.144 9.982 4085 ee iE 2296 


0.143 9.982 5375 far 5 932 4457 
0.142 9.982 6664 1287 .9 6615 
O.141 9.982 7951 1287 .932 8769 
0.140 9.982 9238 oe 4 0920 
0.139 9.983 0524 ee 
0.138 9.983 1809 1283 
0.137 9.983 3092 ieee 
0.136 9.983 4375 38) 
0.135 9.983 5656 s 
: ale 1281 
0,134 9.983 6937 a8 
0.133 9.983 8217 1278 
0.132 9.983 9405 nae 
0.131 9.984. 0773 a 
0.130 9.984 2049 athe 
0.129 9.984 3325 oe 
0.128 9.984 4509 ets 
0.127 9.984. 5873 bg 
0.126 9.984 7146 : 
0.125 9.984 8417 


H19 
1271 

O24; 9.984 9688 oe 

0,123 9.985 0957 na0e 

0,122 ; 9.085 2226 aye 

0,121 9.985 3493 

0.120 9.985 4760 


1207 
1267 
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Tafel IX. 
Fur nahezu parabolische Bahnen. 
1—e 1 Dt 1 1 
SS tS wu HE — ae erat tg >eu = Cig > wu. 
Hyperbel « r? log C Differenz log D Differenz 
ee 
—— 6.120 9.985 4760 9.937 3216 
; B 1266 2079 
== O19 9.985 6026 1264 9.937 5295 2046 
0.118 9.985 7200 1264 9.937 7371 2073 
0.117 9.085 S554 1262 9.937 9444 2070 
0.116 9.985 9816 1262 9.938 1514 2066 
0.115 9.986 1078 9.938 3580 
1261 oe 2063 
—HEEPIA 9.986 2339 1250 9.938 5643 2050 
0,213 9.986 35908 1250 9.938 7702 2086 
0.112 9.086 4857 1257 9.938 9758 2053 
O11 9.986 6114 1257 9.939 1811 2050 
0.110 9.086 7371 ‘4 ‘ 9.939 3861 ; 
ms rece 1250 2047 
— 0.1090 9.086 8627 1255 9.939 5908 2043 
0.108 9.986 O882 | 1254 9.939 7951 2040 
0.107 9.987 1136 | 1252 9.9039 9991 2037 
0.100 9.987 2388 1252 9.940 2028 2034 
| 0.105 9.987 3640 ig 9.940 4062 ae 
} — 0.104 9.987 4891 ata 9.940 60903 20277 
0.103 9.087 6141 1249 9.940 8120 2024 
| 0.102 9.987 7390 1248 9.941 0144 2021 
| O.101 9.987 8638 1247 9.941 2165 2017 
| 0.100 9.987 9885 9.941 4182 
1246 2015 
— 0.099 9.988 1131 | 1245 9.941 6197 2012 
0.098 9.988 2376 1245 9.941 8209 2008 
0.007 9.988 3621 1243 9.942 0217 2005 
0.096 9.988 4864 | 1242 9.942 2222 2002 
0.095 9.988 6106 9.942 4224 
ae 1241 1999 
— 0.004 9.988 7347 1241 9.942 6223 1996 
) 0.093 9.988 8588 1230 9.942 8219 1992 
0.092 9.988 9827 1230 9.943 0211 1990 
| 0.091 9.989 1066 1237 9.943 2201 1986 
0.090 9.989 2303 bis 9.943 4187 ane 
— 0.089 9.989 3540 1235 9.943 O171 1980 
| 0.088 9.989 4775 | 1235 9.943 8151 19078 
0.087 9.989 6010 1234 9.944 0129 19074 
0.086 9.989 7244 1233 9-944 2103 1971 
0.085 9.989 8477 > 9.944 4074 Tone 
— 0.084 9.989 9709 1231 9.944 0042 1965 
0.083 9.990 0940 1230 9.944 8007 1962 
0.082 9.990 2170 122 9.944 9969 10590 
0.081 9.990 3399 1228 9.945 1928 1956 
0.080 9.990 4627 hh 9.945 3884 ee 
— 0.079 9.990 5854 1227 9.945 5837 1051 
0.078 9.990 7081 1225 9.945 7788 1947 
0.077 9.990 8306 1225 9.945 9735 1044 
0.076 9.990 9531 1223 9.946 1679 1942 
0.075 9.991 0754 hes 9.940 3621 1038 
— 0.074 9.991 1977 1222 9.940 5559 1936 
0.073 9.991 3199 1220 9.946 7495 1932 
0.072 9.991 4419 1220 9.946 9427 1930 
0.071 9.991 5639 1219 9.947 1357 1926 
0.070 9.991 6858 dis 9.947 3283 ioe 
— 0.069 9.991 8076 1217 9.947 5207 1921 
0.068 9.991 9293 1216 9.947 7128 1918 
0.067 9.992 0509 1216 9.947 '9046 1915 
0.066 9.992 1725 1214 9.948 0961 1912 
0.065 9.992 2939 $413 9.948 2873 ee 
=21G.064 9.992 4152 i213 aren thee 1907 
0.063 9.992 5365 1212 9.948" 6089 1903 
0.062 9.992 6577 1210 9.948 8592 1901 
0.061 9.992 7787 1210 9.949 0493 1897 
0.060 9.992 8997 9.949 2390 
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Tafel IX. 


Fur nahezu parabolische Bahnen. 
Dt 1 

—=——; t v= Cte = w. 
q 3 V1 +e ? 8 2 8 


v 
s= 75 t= tes: i 


Hyperbel et? Differenz ie Differenz 


— 0.060 9.992 1200 ; 1895 


— 0.039 9.993 1208 ; 1892 
0.058 9.993 1207 7 1889 
0.057 9.993 1207 7 1887 
0.056 9.993 1205 7 1883 


0.055 9.993 1205 : 1881 


oot 9.993 1204 : 1878 
0.053 9.993 1202 o 1875 
0.052 9.993 1202 “72 : 1872 
0.051 9.993 1201 f 1869 
0.050 9.994 1200 ‘ 1867 


— 0,049 9.994 2 1200 ; 1864 
0.048 9.994 1198 : z 1861 
0.047 9.994 1197 : ; 1858 
0.046 9.994 1197 ; 2 1856 
0.045 9.994 1196 : 1853 


— 0.044 9.994 1195 ‘952 2. 1850 
0.043 9.994 1194 : oo 1847 
0.042 9.995 1103 : 1844 
0.041 9.995 1192 : 1842 
0.040 995 ‘ 

4 9.995 lie? 1830 


— 0.039 9.995 1190 x 1837 
0.038 9.995 1190 : : 1834 
0.037 — 9.995 1188 ?- 1831 
0.036 9.995 1188 : > 1829 
0.0 : D ‘ 

35 9.995 1187 1826 


ap et 9.990 1187 : 1823 
0.033 9.996 1185 . 5 1820 
e054 9.990 1185 s 1818 
0.031 ee 1183 2 1815 
0.030 ; : 

: ak 1183 1813 


TE) 9.996 1182 1810 
0.028 9.996 1181 : 1807 
Oe 9.996 1180 . 1805 
0.026 9.996 1179 9-955 1802 
0.025 9.997 C 

1179 1799 


— 0.024 9.997 ine oe 
eh ee? 9.997 1177 1704 
0.022 9.997 1146 791 
0.021 9.997 ae 789 
9.020 9.997 

1174 1787 


a, 0.019 9.997 ll » 
0.018 9.997 ste sis 
0.017 9.998 1172 95 1779 
0.016 9.998 1171 0.95 § 1776 
0.015 9.998 fon R 

— 0.014 9.998 1169 4 5 na 

0.013 9.998 1160 17160 
0.012 9.998 1167 : 1766 
0.011 9.998 1167 : 1763 
0.010 9.998 : 

60 | 

— 0.009 9.998 : ve : er 
0.008 9.999 1164 95 1756 
0.007 9.999 1164 : 1754 

0.006 9,999 1162 : 751 

0.005 9.999 i 


1162" 
— 0.004. 9.999 1161 vi d ; hoe 
0.003 9.999 1160 ¢ 1743 
0.002 9.999 1160 : 1741 
0.001 9.999 1158 . 1738 
0.000 0.000 : 
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Tafel IX. 


Fur nahezu parabolische Bahnen. 
sees eS, v, ape o 
1+e? a 9 % Wirceg * 


tg 50 = Cte sw. 


Ellipse ¢t* } Differenz log D Differenz 
SS eee See eee wee 


0.000 : 9.960 1277 


1158 s 1736 
-++ 0.001 0.000 115! 1157 9.960 3013 1734 


0.002 0.000 2: 1156 9.960 4747 1731 
0,003 0.000 ; 1155 9.960 6478 1728 
0.004 0.000 1155 9.960 8206 1726 
0.005 0.000 5 ‘ a 9.960 9932 
+ 0.006 0.000 6934 pre 9.961 1656 ier 
0.007 0.000 8087 1152 9.961 3377 1719 
0.008 0.000 9239 1152 9.961 5096 1716 
0.009 0.001 0391 1150 9.961 6812 1714 
0.010 0.001 1541 ‘ 9.961 8526 
1150 1712 
0.011 0.001 2691 1148 9.962 0238 1709 
0.012 0.001 3839 1148 9.962 1947 1707 
0.013 0.001 4987 1148 9.962 3654 1704 
0.014 0.001 6135 1146 9.962 5358 1702 
0.015 0.0O1L 7281 9.962 7060 


1146 1700 
0.016 0.001 8427 a 9.962 8760 1698 


0.01 7 ( 001 9571 1144 eee 0458 1695 
0.018 0.002 O715 1144 9.903 2153 1692 
0.019 0.002 1859 1142 9.963 3845 1690 
0.020 0.002 3001 9.963 5535 


1142 . 1688 
0.021 0.002 4143 9.963 7223 626 
1141 1 
0.022 0.002 5284 1140 9.963 8909 1683 
0.023 0.002 6424 1139 9.904 0592 1681 
0.024 0.002 7563 1138 9.964 2273 1678 
0.025 0.002 8701 ‘ 9.964 3951 
k 1138 - 1676 
0.026 0.002 9839 1137 9.964 5627 1674 
0.027 0.003 0976 1136 OES 7301 1671 
0.028 0.003 2112 1136 9.904 8972 1669 
0.029 0,003 3248 113 9.965 0641 1667 
0.030 0.003 4382 | 9.965 2308 | es 
0.031 0.003 5516 35 9.905 3973 1662 
0.032 0.003 3: 9.905 5635 1660 
0.033 0.003 778 5 9.965 7295 1658 
0.034 0.003 891. j 9.905 8953 | 1656 
25 O.c 904.3 : 9.966 0609 3 
0.035 1,004 5 3 ; 1653 
0.036 0.004 Jk : 9.966. 2202 1051 
0.037 0.004 23 2 9.960 3913 | 1649 
0.038 0.004 34. 2 9.960 5562 1646 
0.039 0.004 455! 9.966 7208 1644 
0.0: 0.966 8852 
.040 0.004 - 1642 


+ 0.041 0.004 9.907 0494 1640 
0.042 0.004 9.907 2134 1637 
0.043 0.004 9061 9.907 3771 1636 
0.044 0,005 0185 9.967 5407 1633 
0.045 0.005 1308 9.907 7040 gee 

: ee 1630 

+ 0.046 0.005 2430 9.967 8670 1629 
0.047 0.005 3551 9.908 0299 1626 
0.048 0.005 4672 9.908 1925 1624 
0.049 0.005 5792 9.908 3549 1622 
0.050 0.005 6911 9.968 5171 teen 

 G0%1 0.005 8029 9.908 6791 { 1617 

Ie ates - 9.968 8408 
0.052 0.005 9147 y 1616 
0.053 0.000 0264 9.969 0024 1613 
0.054 0.006 1380 9.909 1637 1611 
0.055 0.006 2496 G07 240 1609 


0.056 0.006 3610 9.909 4857 1606 
Aa 0.006 4724 9.909 0403 1605 
0.058 0.006 5837 , 9.909 8008 1602 
0.059 0.006 6949 9.969 90 70 1600 
0.060 0.006 8061 9.970 1270 
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Tatel six. 
Fir nahezu parabolische Bahnen. 


ie ca v fe it i 1 2 1 
é aes C= te aka PaRere tg >v = Cig> wu. 
Ellipse ¢ 2? log C Ditferenz log D Differenz 
-+ 0.060 0.006 8061 9.970 1270 
1111 
+ 0.061 0.006 9172 1110 9.970 2868 pe 
0.062 0.007 0282 1110 9.970. 4464 159 
0.063 0.007 1392 1109 9.970 6057 sass 
0.004 0.007 2501 1108 9.970 7649 1590 
0.005 0,007 3609 9.970 9239 
Re Ra ety 1107 1587 
+ 0.066 0.007 4716 1107 9.971 0826 158 
0.067 0.007 5823 Tee 9.971 2410 ces 
0.068 0.007 6929 110 9.971 3993 | ae 
0.069 0.007 8034 ee 9.971 5574 rae 
0.070 0.007 9138 9.971 7152 * 
110 < 
+ 0.071 0.008 0242 ne 9.971 8729 aed 
0.072 0.008 1344 ee 9.972 0303 EON 
0.073 0.008 2446 Lee 9.972 1876 ae 
0.074 0.008 3548 aS 9.072 3447 ee 
0.075 0.008 4648 9.972 5015 15 
© 1100 = x 
-+ 0.076 0.008 5748 1099 9.972 6581 shi 
0.077 0.008 6847 1099 9.972 8146 ee 
0.078 0.008 7946 1007 9.972 9708 : 52 
0.079 0.008 9043 nae 9.973 1268 Soe 
0.080 0.009 0140 0.973 2826 155% 
+ 0.081 0.009 1236 ae 9.973 4382 oe 
0.082 0.009 2332 Tone 9.973 5036 as 
0.083 0.009 3427 eo 0.073 7488 es 
0.084 0.009 4521 1093 9.973 9038 | Bes 
0.085 0.009 5614 < 9.974. 0585 1547 
02 inc) ZAG 
+ 0.086 0.009 6707 a 9.974 2131 | 1540 
0.087 0.009 7799 i O14 4675 1544 
0.088 0.009 8890 goo 9.074 5216 1341 
0.089 9.009 9980 1090 9.974 6756 abe 
0.090 0.010 1070 9.074 8293 1337 
108¢ : ce B9 
+ 0.091 0.010 2159 aa 9.974 9820 1536 
0.092 0.01 ee 1055 ‘914 902 5 te 
De aa al 1088 9.975 1363 ee 
0.093 0.010 4335 nAee 9.075 2804 1531 
0.094 0.010. 5422 fanG 9.075 4424 1530 
0.095 0.010 6508 ; 9.975 5952 1528 
1085 ee 
++ 0.096 0.010 7593 5 ee 5 1526 
2 z ).907 "A715 = 
0.097 0.010 8678 ee See oe 152 
0.098 0.010 9762 se 9.076 0523 1521 
0.099 0.011 0846 | = 0.046 2043 | 1520 
0.100 0.011 1928 ache edn 1518 
I 7 1082 9-976 3501 
=O. VO 2 aa P 5 
9 asada kee 1081 9.976 5077 aa 
0.102 0.011 4091 ae 9.076 6501 1514 
0.103 0.011 5172 ie 9.076 8103 1512 
0.104 259 1080 oe 5 
0,011 6252 spas 9.076 0613 1510 
0.105 OOun F331 979 0.077 “ers 1507 
+ 0.106 0.0 S400 1078 Peta 1 
0.107 ons 409 1078 9.977 2626 506 
+107 0.011 9487 0.0477 5 1504 
0.108 0.012 0564 1077 9.977 4130 1502 
0.109 Sa, 1076 9.977 5632 
. 0.012 1640 a: 0.077 4 1500 
0.110 0.012 2716 1070 9.977 7132 1408 
O12 2 9.077 862 
+0111 0.012 3701 1075 a oo 1496 
0.112 eons 1074 9.978 0126 
112 0.012 4865 107 9.9078 1621 1495 
fo) alate: 0.012 5939 O74 iis, OTe 1492 
0.11 ee 1073 9.978 3113 : 
ree a ip i 1072 9.978 4604 ape 
0.115 0,012 808 Vs A 
1 0.116 it 1072 9.978 6092 ee 
TO: 0.012 915¢ Le Pe a 
0.117 : oi 1071 9.978 7579 1487 
/ 0.013 0227 9 1485 
0.118 = Sis 1070 9.978 9064. 
© 0.013 1297 : A 1482 
0.119 5 Sey 1069 9.979 0546 
0.013 2366 : fs 1481 
0.120 0.013 3135 1069 9.979 2027 147 
et ee ce 9.979 3506 ae 


1—¢é 


“Se ite. 
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Fir nahezu parabolische Bahnen. 


v 
t= te>z: 


Tafel IX. 
Moa Pt 
a% Vite 


Ellipse et? 


+ 0.120 
+ 0.121 
0.122 
0.123 
0.124 
0.125 
+ 0.126 
0.127 
0.128 
0.129 
0.130 


+ 0.131 
0.132 
0.133 
0.134 
0.135 


+ 0.136 
0.137 
0.138 
0.139 
0.140 


+ 0.141 
0.142 
0.143 
0.144 
0.145 


+ 0.146 
0.147 
0.148 
0.149 
0.150 


+-0.151 
0.152 
0.153 
0.154 
0.155 


+ 0.156 
0.157 
0.158 
0.159 
0.160 


+ 0.161 
0.162 
0.163 
0.164 
0.165 


+ 0.166 
0.167 
0.168 
0.169 
0.170 


+0.171 


0.172 
0.173 
0.174 
0.175 


+ 0.176 
0.177 
0.178 
0.179 
0,180 


log C 


0.013 3435 


0.013 4503 
0.013 5571 
0.013 6637 
0.013 7703 
0.013 8768 


0.013 9833 
0.014 0897 
0.014 1061 
0.014 3023 
0.014 4085 


0.014 5146 
0.014 6207 
0.014 7207 
0.014 8326 
0.014 9384 


0.015 0442 
0.015 1500 
0.015 2556 
0.015 3612 
0.015 4667 


0.015 5722 
0.015 6776 
0.015 7829 
0.015 8882 
0.015 9934 
0.016 0985 
0.016 2035 
0.016 3085 
0.016 4135 
0.016 5183 


0.016 6231 
0.016 7278 
0.016 8325 
0.016 9371 
0.017 0416 


0.017 1461 
0.017 2505 
0.017 3548 
0.017 4591 
0.017 5633 


0.017 6675 
0.017 7716 
0.017 8756 
0.017 9795 
0.018 0834 
0.018 1873 
0.018 2910 
0.018 3947 
0.018 4983 
0.018 6019 


0.018 7054 
0.018 8088 
0.018 9122 
0.019 0155 
0.019 1188 


0.019 2219 
0.019 3250 
0.019 4281 
0.019 5311 
0.019 6340 


Differenz 


1068 
1008 
1006 
1066 
1065 
1065 
1064 
1064 
1062 
1062 


1061 
1061 
1060 
1059 
1058 


1058 
1058 
1056 
1056 
1055 


1055 
1054 
1053 
1053 
1052 
1051 
1050 
1050 
1050 
1048 


1048 
1047 
1047 
1046 
1045 
1045 
1044 
1043 
1043 
1042 
1042 
1041 
1040 
1039 
1039 


1039 
1037 
1037 
1036 
1036 


1035 
1034 
1034 
1033 
1033 
1031 
1031 
1031 
1030 
1029 


9.979 
0.979 
9.979 
9.979 
9.979 
9.980 
9.980 
9.980 
9.980 
9.980 
9.980 


9.980 
9.981 
9.981 
9.981 
9.981 
0.981 
9.981 
9.981 
9.982 
9.982 


9.982 
9.982 
9.982 
9.982 
9.982 


9.983 
9.983 
9.983 
9.983 
9.983 
9.983 
9.983 
9.984 
9.984 
9.984 


9.984 
9.984 
9.984 
9.984 
9.985 
9.985 
9.985 
9.985 
9.985 
9.985 
9.985 
9.986 
9.986 
9.986 
9.986 
9.986 
9.986 
9.986 
9.987 
9.987 
9.987 
9.987 
9.987 
9.987 
9.987 


1 1 
mej tg Oe C tg > wu. 


D Differenz 
3500 

1477 
4983 1476 
0459 1473 
1932 1472 
Sate 1470 
0874 
1407 
2341. 1466 
3807 1464 
Ae, 1463 
SAG 1460 
oe || eae 
9053 1457 
1110 1455 
“ge 1453 
4018 1451 
$409 1450 
6919 1447 
8366 1446 
9812 1444 
1256 1442 
2698 

1440 
4138 1439 
5577 1437 
Tone 1434 
8448 1433 
9881 wey. 
1313 1429 
had 1428 
ule 1425 
5595 1424 
gee 1422 
8441 1421 
9862 1419 
1281 1417 
2698 1416 
es 1413 
5527 1412 
6939 1410 
8349 1408 
9757 1407 
1164 

1405 
zoee 1403 
3972 1401 
§373 1400 
6773 1308 
eu 1396 
9507 1394 
0961 1303 
2354 1391 
3745 1389 
5134 1388 
6522 1386 
7908 1384 
gee 1383 
0675 1381 
2050 1379 
3435 1377 
4812 1376 
6188 1375 
7503 1372 
8935 


Un ees 
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Tafel IX. 
Fir nahezu parabolische Bahnen. 
ag NA ein ey baa tia ae ei eet 1 wy; 
= a5,' t= 25 ie a a ear 3 9 ee 2 
Ellipse ¢ 7? log C Differenz log D Differenz 
-- 0.180 0.019 6340 ae 9.987 8935 ee 
+ 0.181 0.019 7369 1028 9.988 0306 1369 
0.182 0.019 8397 1027 9.988 1675 1368 
0.183 0.019 9424 1027 9.988 3043 1366 
0.184 0.020 0451 1026 9.988 4409 1364 
0.185 0.020 1477 es 9.988 5773 ee 
-L 0.186 0.020 2503 1025 9.988 7135 | 1361 
0.187 0.020 3528 1024 9.988 8496 1360 
0.188 0.020 4552 1023 9.988 9856 | 1357 
0.189 0.020 5575 1023 9.989 1213 356 
0.190 0.020 6598 a 9.989 2569 oe 
+0.191 0.020 7620 ee 9.989 3923 ee 
0.192 0.020 8642 1021 9.989 527 1351 
0.193 0.020 9663 1021 9.989 6627 1349 
0.194 0.021 0684 1020 9.989 7976 1348 
0.195 0.021 1704 io 9.989 9324 ley 
-++ 0.196 0.021 2723 1019 9.990 0670 1345 
0.197 0.021 3742 1018 9.990 2015 1342 
0.198 0.021 4760 1017 9-990 3357 1342 
0.199 0.021 5777 1017 9.990 4699 1339 
0.200 0.021 6794 Tais 9.990 6038 aes 
+ 0.201 0.021 7810 1016 9.990 7376 re 
0.202 0.021 8826 1015 9.990 8713 1335 
0.203 0.021 9841 1014 9.991 0048 1333 
0.204 0.022 O855 1014. 9.991 1381 1332 
0.205 0.022 1869 oe 9.991 2713 Si 
1330 
+ 0.206 0.022 2882 ae 9.991 4043 ms 
0.207 0.022 3804 1012 9.991 5372 1327 
0.208 0.022 4906 1011 9.991 6699 1325 
0.209 0.022 5917 ce 9.991 802 1324 
0.210 0.022 6928 9.991 9348 a 
+ 0,211 0.022 7938 ore 9.992 0670 ae 
0.212 0.022 8948 1000 9.992 1901 1310 
0.213 0.022 9057 ans 9.992 3310 1318 
0.214 0.023 0965 nee 0.992 4628 1316 
0.215 0.023 1973 Nae 9.992 5044 
+ 0.216 0.023 2980 ian 9.992 7250 — 
0.217 0.023 3986 1en6 9.902 8572 1311 
0.218 0.023. 4992 100% 0.992 9883 1310 
0.219 0.023 5997 eee 9.993 1193 ee 
0.220 0.023 7002 ne 9.993 2501 3 
+ 0.221 0.023 8006 one 9.993 3808 ee 
0.222 0.023 9010 ioe 9.903 5113 Eo 
0.223 0.024. 0013 reas 9.903 6417 oe 
0.224 0.024 1015 1001 9.993 7719 i 
0.225 0.024 2016 9.993 9020 ee 
1001 
+ 0.226 0.024 3017 coos 9.904 0319 apts 
0.22 0.024 4017 aes 9.004 1617 re 
0.228 0.024 5017 = 9.004 2013 a 
0.229 0.024 6017 ae 9.004 4207 aes 
0.230 0.024 7015 , 9.904 5500 1293 
+ 0.231 0.024 8013 oo 9.094. 6792 1202 
0.232 0.024 9011 6b, 9.904. 8081 ets 
0.233 0.025 0008 996 9.994 9370 pts 
0.234 0.025 1004 906 9.995 0657 cee 
0.235 0.025 2000 9.005 1042 1285 
-+ 0.236 0.025 2995 a 9.995 3226 ees 
0.237 0.025 3990 ood 9.905 4508 ee 
0.238 0.025 4984 003 9.005 5789 a 1 
0.239 0.025 5977 903 9.995 7068 
0.240 0.025 6970 ; 9.995 8346 gh 
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vate laeloxe 


Fur nahezu parabolische Bahnen. 


N= As - ; tg J y= 0 te 


te 
—7 0 = te 5 g 


l+e 2 


Ellipse et? 


+ 0.240 


+ 0.241 
0.242 
0.243 
0.244 
0.245 
0.246 
OV 
0.2 
0.2 
0.25 


bb we 
Pied «2 Sy OF 


N taba GOONS 


0.289 
0.290 


0.291 
0.292 
0.293 


0.204 
0.295 


++ 0.296 
0.297 
0.298 
0.299 
0.300 


log C 


0,020 
0.026 


0.026 
0.026 
0.026 
O.020 


0.020 


0.020 
0.020 
0.026 
0.027 
0.027 
0.027 
0.027 


a 
0.027 


6970 
79062 
5054 
QO45 
0035 
1925 
2015 
3904 
4892 
5879 
OS60 
7853 
88390 
O824 
OSOO 
1793 
2776 
3759 
4742 
572+ 


7 6705 


7086 
S666 
9045 


28 0624 


0.028 


0.028 
0.028 
0.028 
0.028 
0.028 
0.029 
0.029 


0.029 


0.029 330 


0.029 


0.029 5:2 


0.029 


0.029 
0.029 
0.029 
0.030 
0.030 
0.030 
0,030 
0.030 
0.030 
0.030 
0.030 
0.030 
0.030 
0.030 
0.031 


0.031 
0.031 
0.031 
0.031 
0.031 


OO86 
1053 
2020 
2987 
3952 
4917 
5882 
6846 
7810 
8773 
9735 
0697 
1658 
2618 
3578 
4538 
5497 


Differenz 


992 
992 
gol 
QOQO 
9900 


990 
989 
OSS 
OS7 
O87 
O87 
O86 
O85 
985 
O84 
983 
083 
O83 
982 
OSL 
O81 
(orar@) 
979 
979 
979 
978 
977 
977 
970 
975 


960 
960 
960 
959 


log D 


9.995 


9.995 
9.996 


9.9906 : 
9.996 : 


0.996 
9.996 
9.996 
9.9906 


9.996 97 


9.097 


9.997 


9.997 35 


9.997 
9.997 
9.997 
9.997 
9.997 
9.998 


9.998 < 


9.998 


9.998 
9.998 


9.998 73 


9.998 
9.998 


9.999 
9.999 
9.999 
9.999 
9.999 
9.999 
9.999 
9.999 
0,000 


0.000 2 


0.000 


0.000 4 


0,000 
0.000 
0.000 


0.000 
0,001 
0.001 
0.001 
0.001 


0.001 
0.001 
0.001 
0,001 
0,002 


0.002 
0,002 
0.002 


0.002 52: 


0,002 


0,002 
0.002 
0.003 
0.003 
0.003 


8346 
9623 
O898 


8823 
0019 
1214 
2408 


Differenz 


1277 
1275 
1273 
1272 
1271 


1269 
1268 
1266 
1265 
1263 
1262 
1260 
1259 
1258 
1256 


1254 
1253 
1252 
1250 
1249 
1248 
1246 
1244 
1243 
NEED 
1241 
1239 
1237 
1236 
1235 
1233 
1232 
1231 
1229 
1228 


1226 
1225 
1224 
1222 
1221 


1219 
1218 
1217 
1215 
1214 


1212 
1211 
1210 
1208 
1207 
1206 
1204 
1203 
1202 
1200 
1199 
11908 
1196 
1195 
1194 
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Xa. 
Erlauterungen zu Tafel IX. 


Die in Tafel IX gegebenen Gréssen log C und log D wurden zuniachst siebenstellig mit 
dem Argumente « = et® fir die Werthe: 


— 0,300 — 0,290 B= -O.080 as + 0,290 + 0,300 


berechnet. Hieraus wurden die Werthe von Tausendstel zu Tausendstel des Argumentes 
durch Interpolation gewonnen. Man kann in Folge dessen annehmen, dass die in der Tafel IX 
enthaltenen Gréssen auf eine Minheit der siebenten Decimale genau sind. Im Folgenden wollen 
wir die Tafel an einigen Stellen durch Beispiele priifen, wodurch gleichzeitig ihr Gebrauch 
klarer wird. 

Wir betrachten zuniichst zwei hyperbolische Bahnen, fiir welche vy = 90° ist. Dann 


wird t = tg'/,v = 1. Nun setzen wir fiir diese beiden Bahnen: 
é€ = — 0,30 und ¢ = — 0,29. 
Dann ist: 
oS er oder 2=— 0330 und) a= — 029) 
Wir setzen nun: 
— ee e—l1 
Les ~ et 


und erhalten: ah 
tg '/.F = Vy tg a2, 
(¢ Mod.) tg F — log tg (45° + YF) = Mode Y) oe, 
— a)‘ 
wo Mod = [9,637 7843] ist. 
Weiter setzen wir jetzt m= 0, d.h. wir betrachten zwei masselose Kometen und 
setzen schliesslich fiir beide Bahnen: 


(—a=+1. 
(Da namlich die Bahnen hyperbolisch sind, so ist @ selbst negativ und — a also positiv.) 
So erhalten wir: 
ig), = Vn 
und bestimmen hieraus J’. Ks ist: 
e= pd} (— a) =+ 1, 
Hieraus berechnen wir (¢ — 7) mittelst: 


Mod. k (@ ~ 2) = (e Mod) tg F — logty (45 + 2). 
Ferner ist: 
= 27 
Gi CoG) (aia) ) cones, 


Pee aint : ea? eee 

Die Gréssen log D und log C entnehmen wir nun Tafel IX mit dem Aroumente ¢7? 

. é = ’ A . a ° . id s 
welches in diesem Falle gleich ¢ ist. So kénnen wir M finden: 
LS DG eT em) 
(2 j)"I2 

und hieraus mit der Barker’schen Tafel w bestimmen. 

Aber andererseits ist: 


M 


tg 4.0 = C tow 
ET ae : 7 o 7/3 J /U 
also im vorliegenden Falle: 7 
1 


10/16 = ——* 
Iw = = 


ITieraus ergiebt sich ein anderer Werth von w, welcher mit dem oben gefundenen nahezu 


tibereinstimmen muss, was eine directe Controle fiir log C und log D bildet. Die Rechnung 
gestaltet sich wie folet: ° 
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Xa. 
Erlauterungen zu Tafel IX. 


0,30 — 0,29 


- 0,30 + 0,29 


0,700 000 0 4 0,710 0000 
1,300 0000 + 1,290 000 0 


9,845 098 0 9,851 258 3. 
0,118 948 4 0,110 589 7 ' 


94771213  9,4623980 
9,738 5607 9,731 199 0 


989 49! 37",86 28° 18 11,51 
57° 25! 15',72 56° 36" 237,02 


(3° 42'-87".86 73° Ye! 11,51 


PRR eae osm ee ORR BIR 0,259 331 4 
ae a a re 9,637 784 3 9,637 7843 
oT ee ere 0,194 492 6 0,180 9707 
Se et ee ne Me obey 0,078 086 4 


BERD ros ee a) elles eR 1,262 182 9 1,196 9785 


log ty (45° te =) pe Maren 0,534 288 3 0,522 946 0 


2 


NOSE se? nic, NGM a Pe, ean 0,727 894 6 0,674 032 5 
TS pd ee. i ee | 9,862 068 5 9,828 680 8 
aE wee eee, oS eg 7,873 365 7 7,873 365 7 
OF ee | ie are | 1,988 702 8 1,955 3151 
OT La ee a ee 9,893 450 3 9,896 284 9 
lod BY ok eG ee et 9,845 098 0 9,851 258 3 


ae = tI a). eT 1,7272511 —«*d 702.8583 
Shoe eee 9,667 227 0 9,645 1420 


2,060 024 1 2,057 716 3 
95° 9 970 94° 57! 33/790 


0,039 109 5 0,037 638 8 
47° 34! 34/85 47° 98! 46,97 


95° 9 9,70 94° 57! 33”,04 


Die Uebereinstimmung der beiden Werthe von w ist so gut, als man dies nur 
erwarten konnte. In fhnlicher Weise prufen wir die beiden ‘ussersten Grundintervalle fir 
die Ellipse. Wir setzen wiederum: 


” = 90° 
& 


und erhalten so #. Es ist ferner: : 
e-SSi- 


T+ 


Wir setzen wiederum a = + 1. Dann ist: 
H — esn i Qe 


(— f= —__— al—e=; 


k 
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Xa... 
Erlauterungen zu Tafel IX. 


Nun entnehmen wir log D und log C mit dem Argumente ¢ aus Tafel IX und berechnen 
Di ae Dtga + é) 
gia Vat aay: a (2 €)%le 


Hieraus finden wir w mittelst der Barker’schen Tafel. 


dann: 


M = 
Andererseits ist aber: 


tg'/,w = 


1 
(Bi ? 


woraus sich ein anderer Werth von w ergiebt, der mit dem vorhergehenden ubereinstimmen 
muss. Die Rechnung gestaltet sich wie folgt: 

+ 0,30 + 0,29 

-- 0,700 000 0 + 0,710 000 0 
+ 1,300 000 0 + 1,290 0000 


log (1 = 6) 
log A+e). 


9,845 098 0 
0,113 943 4 


9.851 258 8 
0,110 589 7 


9,477 1213 
9,738 560 7 


9,462 398 0 
9,731 199 0 


Gf 
e" sini 


Mittlere Anomalie . ‘ : , ay ve 


289 49/ 37'',86 
57° 25! 15,72 
259 59’ 49" 48 


28° 18! 11",51 
56° 36! 23/02 
26° 19! 43/56 


B10 25! 262 30° 16’ 39/',46 


9,731 154 6 
5,045 5797 
9,925 647 8 


9,740 668 6 
5,055 093 7 
9,921 639 3 


4,971 227 0 
93 589"",40 


4,976 733 0 
94 783,56 


Cire sin BY". 
log (HE —e sink)" . 


log A +e). 


113 126,24 
5,053 563 4 
3,550 006 6 


108 999’,46 
5,037 424 4 
3,550 006 6 


1,503 556 8. 
0,003 240,8 
0,113 943 4 


1,487 4178 
0,002 0411 
0,110 589 7 


loud) b= Pel dena), 


1,620 741 0 
9,667 227 0 


1,600 048 6 
9,645 1420 


1,953 5140 


85° 50! 28",89 


9,968 450 3 


42° 55! 14,43 
85° 50! 28,86 


42° 59! 
85° 58’ 


1.954.906 6 
85° 58! 


4" 41 
9,969 411 8 


2,18 
4!,36 


Auch hier stimmen die beiden Werthe von w in geniigender Weise iiberein, 


Wir behandeln schliesslich noch die beiden von Gauss in der Theoria motus gegebenen 


Beispiele. 


Tir den Halley’schen Kometen war: 


e = 0,967 645 67 


9,765 650 0 
63°,544 00 


log q 
Cary 


897 


Xa. 
Erlauterungen zu Tafel IX. 


Hieraus folgt: 
log (1 — e) 8,509 9824 
log (1 + e) 0,293.946 9 
8,215 985 5 
Wir betrachten nun den von Gauss und Oppolzer gefundenen Werth y= 100° 0’ 0',00, 


als erste Niherung, aus welcher wir einen anderen Werth von v mittelst der in Vorlesung (7) 
gegebenen Rechnungsvorschriften ableiten wollen. Es wird: 


logs 


Doses Lape WAN | eben). ow. 1,767 193 2 
[oD | 50° 0 0”,00 ea ee 9,652 016 6 
b= tg "/,t | 0,076 186 5 
5 —— LOG Es eee Sc ieer 2,115 1766 
t 0,152 373 0 AE yee Sen ee 99° 39’ 4,60 
é | 8,215 985 5 ce a ee ae eae 49° 49/ 32/730 
i Sees — eee ST eee, Fee eaeease 0,073 503 8 
g 8,006 358.0 ULE on ae akan ee 0,002 682 7 
cS ee + 0,023 353 85 
: i Py lane OMe Pin ee 0,076 186 5 
To ieee ire eae 9,964 118 7 RG ae i. cE ge ee 50° 0! 0,00 
logt 1,803 0745 Be cheng ra ee 100° 0’ 0”,00 
Ce eae eee 9,648 475 0 
Wig eS a kes 0,003 541 6 
in yolliger Uebereinstimmung mit obigem Ausgangswerthe. 
Fir das zweite der Gauss’schen Beispiele ist: 
e = 1,261 8820 
log q = 0,020 165 7 
(t — T) = 65%,41 236. 
Wir nehmen als Naherungswerth an: 
Poe os te 67° 2! 59,96 D Gs LEO heh ern Ar 1,766 627 9 
Lv 33° 31! 29/798 qgeaVite 0,003 528 5 
Po t9 = 9,821 1945 \,/ ae eaneale, las 1,763 099 4 
: a eee ee eae at aR 67° 46! 48,35 
ie eee 9,642 3890 ae eon 33° 53’ 24",18 
g 9,063 635 7n 2 
= —_ _ Ww 
‘ ee ME wae SRS 
log ev? 8,7060247n | 7 2 eae 
et? — 0,050 818 84 CO tate ee ig te 9,994 006 4 
log C 9,994 O06 4 = 
= = v 
SP a a Be 2119 
oes iy 9,950 968 1 V9 gipel leet 
log (t — T) . 1,815 659 8 UR nee Ne a Fleer a 33° 81’ 30”,02 
; : SG Rn dey Or nee 67° 3! 0,04 
qe... 0,030 248 5 
ie eee es ae 9,973 280 0 


Dieser letztere Werth weicht etwas mehr von dem oben gegebenen ab, doch ist die 
Uebereinstimmung fiir siebenstellige Rechnung noch immer eine geniigende. Die Rechner 
kénnen sich also ohne Bedenken zur Berechnung der wahren Anomalie v in nahezu para- 
bolischen Bahnen der Tafel IX in Verbindung mit der Barker’schen bedienen. 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 
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log u 


0.000 OO000 
«O00 OOOO 
-000 OOOL 
-000 0002 
-000 0003 


0.000 0004 
.000 0006 
.000 0009 
.000 0012 
,000 0015 


0.000 0018 
.000 0022 
.000 0026 
.000 0031 
.000 0035 


0.000 0041 
-000 0046 
.000 0052 
.000 0059 
.000 0065 


0.000 0072 
.000 0080 
.000 0088 
-000 0096 
.000 0104 


0.000 0113 
.000 0122 
,000 0132 
.000 0142 
.000 0152 


0.000 0163 
.000 0174 
-000 0185 
-000 0197 
.000 0209 


0.000 0222 
.000 0235 
-000 0248 
-000 0262 
.000 0275 


0,000 0290 
000 0304 
000 0320 
000 0335 
000 0351 


0.000 0367 
.000 0383 
£000 0400 
.000 0417 
2000 0435 


0,000. 0453 
000 0471 
.000 0490 
000 0509 
000 0528 


0.000 0548 
.000 0568 
000 0589 
000 0610 
-000 0631 


0.000 0652 


— 898 — 
Tafel X. 
Enckes u-Tafel. 


.000 1889 
.000 1926 
.000 1964. 
0.000 2002 
-000 2040 
000 2079 
.000 2118 
-000 2158 
0,000 2198 
.000 2238 
.000 2279 
.000 2320 
.000 2361 
0.000 2403 
-000 2445 
:000 2487 


log wu 


0.000 
-«000 
-000 


+000 
+000 
<000 
0.000 


2617 
2661 
2705 
2750 
2795 
2841 
2886 
2933 
2979 
3026 


3074 
3121 
3169 
3218 
3207 


3310 
3305 
3415 
3466 
3516 
3567 
3619 
3071 
3723 
3775 
3828 
3882 
3935 


3989 


4044 
4099 
4154 
4209 
4265 
4322 
4378 
4435 
4493 
4551 
4009 
4668 
4726 
4786 
4846 
4906 
4966 
5027 
5088 
5150 
5212 
5274 
bda7 
5400 
5464 
5528 
5592 
5657 
5722 
5787 
5853 


5919 


mambo Wh bd bv 


AMM mmonum” omen 


QAoOoOm~ar ATA 


t Ot On 
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Tatel X. 
Enckes u-Tafel. 


log u ‘ log u 


0.000 5919 : 0.001 0603 
5986 : .001 0693 
6053 < .001 0784 
6120 247 .001 0875 
6188 : -001 0966 


256 .245 0.001 1058 
6325 : .001 1150 
) .0O1 1242 
O01 1335 
000 65; BP | .OO1 1429 


0.000 66 i | ©.001 1522 
.000 6 ; |  .OO1 1617 
.000 6 wat OOM A711 
.000 6815 25 ,001 1806 
.000 6887 25 .OO1 1901 


0.000 6959 -255 | ©.00L 1997 
7031 250 | -0O1 2093 

7104 is 25 .0O1 2190 

7177 : .0O1 2287 

7250 | ¢ .001 2384 

7324 2482 

7390 -001 2580 

1473 .0O1 2679 

7548 .001 2778 

.000 7624 .0O1 2877 
0.000 7700 2977 
.000 7776 .OO1 3077 
.000 7853 .001 3178 
-000 7930 O01 3279 
8007 001 3381 


8085 3482 
8163 3585 
8242 : 3688 
8321 : BOL 
8400 - ‘ 3894 
8480 : 3998 
8560 .276 .001 4103 
8641 : : 4207 
8722 | 278 | 4313 
8803 P 4418 
8885 | : 4524 
8007 5 | =e. : 001 4631 
9050 ‘ : 4738 
9132 : 001 4845 
216 : . 4953 
9300 eh 
9384 001 5109 
9468 : 4 5278 
9553 rie eine 
9638 : 5497 
7124. - 5608 
e0 ; K 5718 
9897 a 15920 
9984 ‘ : 5941 
0071 29% 001 6053 
6165 

Ol . Re 
ee 206 6278 
0335 
0424 
0513 
0603 


wa syst sss srs 


CO OWITIAN Aout Ae 


900 — 
Tafel X. 


Enckes u-Tafel. 


y | hor Diff, 
0.360 0.002 4399 

361 002 4540 tal 
362 1002 4682 ite 
363 002 4824 sd 
364 002 4967 ia 
0.365 0.002 5110 

366 5002 5254 as 
1367 £002 5398 bi! 
368 002 5543 | 149 
369 002 5688 ae 
0.370 0.002 5834 
37. | .002 5980 146 
LO2 Wl ROO2N O20 146 
373 | .002 6273 sadl 
374 ,002 6421 ee 
0.375 0.002 6568 

376 .002 6717 aed 
377 002 6866 149 
378 ,002 7015 149 
379 002 7165 ee 
0.380 0.002 7315 i 
381 ,002 7466 tot 
1382 002 7617 151 
383. |  .002 7769 152 
384 ,002 7921 is 
0.385 0.002 8073 

386 002 $226 153 
387 .002 3380 154 
388 .002 8534 4 
389 ,002 8689 ee 
0.390 0.002 8844 

391 002 8999 | 1955 
1302 002 9155 156 
393 002 9311 156 
394 ,002 9468 o 
0.395 0.002 9626 

396 .002 9784 158 
.397 .002 9942 158 
398 ,003 0101 159 
2399 .003 0260 oe 
0.400 | 0.003 0420 

401 ,003 0580 160 
402 ,003 0741 101 
403 ,003 0903 162 
404 ,003 1064 2 
0.405 0.003 1227 
406 .003 1389 162 
407 003 1553 164 
.408 003 1716 103 
409 | .003 1881 oy 
0.410 | 0,003 2045 
411 .003 2211 106 
.412 ,003 2376 165 
413 003 2543 |, 107 
414 £003 2709 ee 
0.415 0.003 2877 

416 ,003 3044 107 
417 003 3213 169 
.418 ,003 3381 168 
419 ,003 3550 oe 
0.420 | 0,003 3720 


y log u Diff. 
0.420 0.003 3720 
421 ,003 3890 ae 
422 .003 4061 ee 
423 003 4232 ; - 
424 003 4404 | 1/8 
0.425 0.003 4576 YW 
426 003 4749 a 
427 £003 4923 4 
428 ,003 5096 me 
.429 ,003 5271 oe 
0.430 0.003 5445 a 
431 003 5621 Es 
Age |) vooguste7 |) 270 
433 .003 5973 : 
434 ,003 6150 ae 
0.435 0.003 6327 8 
436 ,003 6505 a 
437 003 6683 ee 
438 ,003 6862 es 
439 | .003 7042 | 18° 
0.440 | 0.003 7222 
441 003 1402 180 
442 | .003 7583 | 282 
443 GOR T7052 
444 | 003 7947 | 28? 
0.445 0.003 8130 = 
446 003 8313 183 
A47 003 8496 | 183 
448 .003 8680 184 
449 ,003 8865 
0.450 0.003 9050 : 
451 .003 9236 186 
452 .003 9422 186 
453 003 9609 | 187 
454 003 9797 a 
0.455 0.003 9984 
456 004 0173 189 
457 .004. 0362 189 
458 ,004 0551 189 
.459 004 0741 
0.460 0.004 0932 _ 
461 004 1123 191 
.462 004. 1315 192 
.463 004 1507 192 
464 004 1700 193 
0.465 0.004 1893 os 
.466 ,004 2087 104 
467 004. 2281 Let 
.468 004 2476 195 
.469 004 2672 2? 
0.470 0.004 2868 2 
471 ,004 3064. 196 
472 004 3261 197 
473 004 3450 198 
474 004. 3657 aa 
0.475 0.004 3856 ” 
476 004 4055 ae 
477 004 4255 200 
478 004 4456 | 201 
479 004. 4657 201 
ae 201 


0.004. 4858 


y log u Diff. 
0.480 0.004 4858 
481 ,004 5061 2o8 
482 004. 5263 aoe 
483 004. 5467 ae 
484 .004 5670 ree 
0.485 | 0.004 5875 3 
.486 .004 6080 2» 
487 004. 6285 205 
488 004 6492 | 207 
489 004. 6698 ae 
0.490 0.004 6906 sf 
AQ1 004 7113 rig 
492 004. 7322 209 
493 .004 7531 wets 
494 004 7740 | 309 
0.495 | 0.004 7951 | 
.496 ood 8161, (1 ==? 
497 004 8373 ie 217 
.498 004 8585 ee 
499 004 8797 | 312 
0.500 0.004 9010 , 
Si 005 1173 | 2103 | 
152 005 3307 Wy 7224 
53 005 5681 2284 
154 005 8029 ee 
0.55 0.006 0441 sits 
56 006 2919 | 2478 
57 006° 8464 | 2545 
58 006 8079. | 2615 
59 007 0765 | 2686 
2760 
0.60 0.007 3525 
61 007 6361 | 2836 
62 007 9274 | 2913 
63 008 2268 | 7994 
64 008 5345 | 3077 
e i 3163 
0.65 0.008 8508 
66 009 1759 | 3251 
67 009 5103 | 3344 
68 009 8542 | 3439 
.69 010 2081 | 3539 
3642 
0.7 0.010 5723 
71 010 9473 3750 
12 O11 3336 | 3863 
73 011 7316 | 3980 
74 012 1419 | 4103 
OnT5 0.012 5652 wae 
76 013 0022 He 
77 013 4536 514 
18 i oe 4066 
79 014 4031 4829 
0.80 0.014 9033 is 
81 015 4219 | 5186 
82 015 9603 5384 
83 016 5202 5599 
84 .017 1033 | 5831 
2 6087 
0.85 0.017 7120 
.86 018 3486 | 9366 
87 019 0163 | 9679 
88 019 7195 | 7030 
89 .020 46290 | 7434 
0.021 2529 2g 
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Petes ol 


+ ‘ Dreieck) .- : 
Zur Berechnung des Verhiltnisses or in parabolischen Bahnen. 
1 ; , sinlop _ = Bcos—p 5 
= EHD asintgy—Yusintigps ae BA — tate 
y log 4 Diff v | log 4 
0.000 0.0000000 ; 0,060 9.9994770 116 0.120 seal 356 
1 9.9999999 P 1 4000 179 2 8236 359 
ee as | | Be 
3 9987 10 3 ae 185 4 7510 305 
3 se: 16 é 3676 a 6 6771 ie 
: oe 19 : 3482 ne 7 G05) | ae 
7 a 22 on 196 8 6019 oud 
8 9907 2 : Stabe 200 5680) Ul ae 
9 9883 Pe 9 3086 203 r : 384 
7 3 3 2 
0.010 9855 30 0.070 pa: 205 zs an Hee pe 
1 9825 I f 209 z is 390 
ss 33 3 2469 2 4479 93 
> ee a = 2258 211 3 4086 e 
3 YOO 39 oO 2043 215 4 3690 
| 4 9716 42 : 1826 217 5 3291 ode 
5 907 4s : rats 221 6 2889 
62 2 6 1605 22 j 405 
acne 47 ri 1382 a: i foie: 408 
7 Oss cr 1156 22 g 2046 : 
PFs 9531 =a 8 goo hb 28 9 1664-2 | 
9 9477 56 8 id 220 a 415 
en 0.140 
0.020 9421 60 0.050 ee 235 ae 0832 417 
1 9361 : i 4 238 421 
0 62 2 0222 2 OF1L 424 
“ Bi 65 9.9989981 a BF 2008 |) aay 
2 ape 68 aay, lee 4 2 0O latasi 
: aes a : 9490 | 347 5 gece al 2484 
E 9095 74 : 9240 eae 6 esa ark y 
6 9021 7 ‘ 8087 253 4 8259 440 
7 8944 80 : 8731 236 8 Oa ari 
9 8782 86 9 4 262 fou ae 
0.150 
0.030 8696 88 0.090 son 265 y 6481 ne 
1 8608 gl 1 nana 207 2 6029 ne 
2 8517 95 2 os Bafa 3 5573 i 
3 8422 97 3 as 274 4 5114 462 
4 Ee |) 00 : 6356 |) it 5 apne 4o5 
5 8225 103 5 6576 280 6 4187 468 
6 ce 106 : 6203 3 7 3719 472 
7 Ol 108 / z 2 8 3247 < 
8 7908 te 8 cee 289 9 atid hee 
9 7791 ue 9 202 
5426 0.160 2294 481 
0.040 7682 118 B308 5131 295 1 1813 484 
1 7504 121 . 4833 298 2 1329 488 
2 7443 123 2 45 32 301 3 0841 491 
J 7320 126 6 4228 304 4 0350 404 
4 7194 130 4 Bo2i 307 5 9.9959856 497 
5 7064 132 5 3611 310 6 9359 500 
6 spe eR : A998 A) 43 7 BOS) | bad 
7 6797 137 é 2982 ote 8 8355 507 
8 6660 ye 8 466s 319 9 7848 10 
9 6519 144 9 322 3 
0.170 733 514 
0.110 2341 26 5O 5 5 
0,050 6375 147 2015 32 1 6824 516 
6228 J 328 2 6308 
1 150 > 1687 : 520 
2 col a ee {ae a eo 3 Sieh | ey 
3 5926 156 3 Saal 335 yi 5264 526 
4 5770 158 a 0684 337 5 4738 530 
5 5612 161 5 ae 341 6 4208 $33 
5451 6 od 343 7 3675 ; 
6 165 0000 537 
7 5286 | 167 : 5¢ 340 8 eal eco 
8 | 9.9979654 | 325 : 
8 5119 170 9 9304 353 9 599 543 
9 4949 173 0.180 2056 
nee 4776 0.120 8951 
O. 


Zur Berechnung des Verhaltnisses 


_ kt —t) 


* ~ (+N 


= 2sin /, p—*/, 81° 1p; 7 = 38—4 
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Tafel: XT. 


(Dreieck) 


(Sector) 


in parabolischen Bahnen. 


sin'\op __ 


3 cos Pp 
~~ 2+ cose 


x 


9 
a 
co 
e) 


O OCMIAMNBPWHH 


0.19 


9 
bt 
fe) 
Oo OMAAMPwW HH 


O09 OM7ANPWHY 


0.21 


Oo ODOWTAMHW He 


0.22 


0.23 


OMWWAMNPW we 


9 
to 
aN 
(e) 


GO OMTAMNHPWNHHE 


log 7 | Diff. | y log 7 Diff. y log 7 Diff. 
9.9952056 0,240 9.9913257 0.300 9.9861279 
1510 oS 1 2503 ye 1 0291 988 
0960 | 330 2 U5 as 2 | 9.9859299 | 32% 
0407 S 3 0984 - 3 8303 99 
9.9940851 oe 4 O20) ee 4 (303 ie 
9292 5 9.9909450 5 6299 ee 
8729 ee 6 8678 hs 6 5290 | 1009 
8163 a Wf 7902 i 7 4278 peo 
7593 eA 8 7122 tei 8 3261 on 
7020 9 6338 9 2240 
576 787 1026 
6444 0.250 5551 0.310 1214 
5865 ae 1 4760 ie it 0184 FOI 
5282 6 ® 3966 4 2 9.9849150 1034 
4606 3 3167 tie 3 8112 1038 
106 = 1042 
ae || 4 | Be |e] e | gee | ioe 
2917 Bok 6 0750 ey 6 ao — 
2317 oe 7 9.9899936 ae 7 016 [P 2eeP 
1714 8 9119 ry 8 2856 1050 
1108 606 : 821 = 1064 
610 9 8298 825 9 1192 1069 
0498 613 0.260 7473 808 0.320 0723 
9.9939885 ae 1 6645 = 1 9.9830650 1073 
268 6 2 5812 ao 2 8573 1077 
8648 gos 3 4976 ve 3 7491 1082 
8025 ©40 2 1086 
627 4 4136 8 4 6405 
7398 ih 5 3292 “4 5 5314. | 1092 
6768 He 6 2445 oe 6 4219 bese 
6134 | GS. 7 1593 — 1 aiae |) 1009 
oy) ee 8 0738 «| 855 8 2016 | 1104 
4856 | 64, 9 | 9.9889879 — 9 ones: |24e8 
1113 
4212 0.270 9016 7 
6 0.330 9.9829 
3565 | 61 : 8149 | ge! 1 sors. | 1117 
2014 ae 2 7248 a - ace 1122 
Zee 3 6903 - 3 6429 | 1127 
1602 A 5524 879 wa 1131 
0940 ee 5 4642 882 : See 1135 
gopacce, | 068 : 3755 | 99 . 2005 | Peas 
: 7 2865 ae 4 1 14 
ms [os] 8 | amo || 8 | om | a 
6 9 1072 ie 9 9.081957 a3 54 
7581 i 0.280 0170 Ae 0.340 es es 
6809 pee 1 9.9870264 906 3 oo 1163 
6213 690 2 8353 att 2 pe 1167 
5523 693 3 7439 is 3 4014 1173 
4830 606 4 6521 O18 4 3738 ks 
4134 700 5 5590 922 5 2556 1182 
3434 104 6 4673 926 6 1370 1186 
2730 aa 4 3742 931 ' O79 1191 
2023 8 2808 934 8 9.980808 1106 
1312 mt 9 1870 9 ; ee 1200 
0598 718 | 290 0927 0.350 6577 ce 
99919880 | 718 1 9.9869081 946 ay 5308 | 1 
Baca | (728 a oon he tcee 2 ais) ewe 
404 | fe 3 8076 | 954 3 2934 | 1229 
Mine 732 + 7117 “ok 4 1710 sien 
ena 5 6is4 |) 28 5 ; 1229 
6237 ; 6 5188 906 6 ae Sib 
: 143 4 7 8008 39 
4754 8 3241 975 1243 
4007 ie 9 nea 979 : 0765 1249 
O 
5 983 2 ose 1253 


3257 


9 
és 
(eo) 
[e) 


° 
w 
rey 
fe) 


4263 
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Pans iia Tas ete aul: 
rechnung des Verhialtnisses “°° in 
ak(t!— s ir i 
= LR) = asin’ 9— ‘hs Berean aren Uahene Peden en 
We oe 7, Sin? "/o. D5 7 = [a Pas, tape 8 cos Pp 
, 1 = | a E 2+ cos p 
og 7 Diff. - 
= log 7 Diff. 
J. iO ” 
; 9.9 foes 1258 0.420 9.9709544 ' 
2 1742 1263 1 7963 iets 1) te? 9.9603268 
3 0474 1268 2 6375 1588 i 1285 1983 
4 9.978920) 1273 3 4781 1594 a 9.9599204. 1991 
5 7024 1277 4 3181 1600 3 1206 1998 
e 6641 1283 5 1576 1605 4 5290 2006 
Y 5353. | 1288 6 9.9699964 | 1012 : a077 | eee 
8 4060 1293 7 8346 1618 6 1256 2021 
9 2762 1298 8 6722 1624 7 9.9589227 2029 
0.370 146 1302 9 5092 1630 8 7191 2036 
; pe 1308 0.430 3455 1637 9 5147 fees 
2 9.9778839 1313 1 1813 1642 0.490 3005 952 
3 er 4 ae 2 0164 | 1049 : ieas- ieee 
4 6198 | 1323 3 | 9.9688s09 | 1055 2 | 9.9578967 | 2008 
5 4870 1328 4 6848 1661 3 6891 2076 
7 ene | 2838 6 3507 | 1074 a116) Veen 
8 0854 1344 7 1827 1680 6 eau || 22082 
9 9.9769506 1348 8 0141 1686 7 9.9568509 2108 
0.380 eek 1354 9 9.9678448 1693 8 6304 2115 
i - an 1359 | 0-440 6749 ae i ee Dias 
2 5428 1365 1 5044 1705 0.500 2138 132 
3 4059 1369 2 3332 1712 . 9.9559998 2140 
4 2684 1375 3 1614 1718 2 7849 214) 
5 aan) | ae 4 9.9669889 | 1725 3 5608 |e 
6 9.9759918 1386 5 8158 1731 4 3528 2105 
7 8528 | 13% 6 6420 | 1738 5 ise Wee 
8 4132 1396 7 4676 1744 6 9.9549173 2182 
9 5731 1401 8 2925 1751 7 png: | 2120 
0.390 re 1407 9 1168 «| 1757 anes | go 
] pos 1412 0.450 9.9659404 ee e as ree 
2 1404 1418 1 7633 1771 0.510 0362 
3 0072 1422 2 5855 1778, 1 9.9538138 2224 
4 | 99748643 | 1429 3 4o71 | 1784 s Boo eee 
5 7210 1433 4 2280 1791 3004 eee 
° s771__'| 1439 5 0483 | 1297 sj 1414 | Doe 
7 4326 1445 6 9.9648678 1805 5 9.9529156 oe 
8 2876 | 1450 7 6867 | 1811 : oa88 | Fn 
9 1420 1456 8 5049 1818 7 4612 2270 
head 1461 9 3224 | 1825 ° 2327 «| 2285 
sd 9.973959 abr |) 0-460 eet 1831 9 0033 oe 
03 
2 moco | 2472 RU Ae erat her Ma 9.9517730 ti 
3 esac | 2478 2 nek oh eeee 2 5418 | 3354 
a 4059 1483 3 5856 1852 cd 3097 iat 
5 2570 | 1489 4 3996 | 1860 : O7OT || 3a25 
6 es 1495 5 2130 1866 4 9.9508428 2339 
7 9.9729574 1501 6 0256 1874 : G80 eae, 
8 8068 1506 i 9.9628375 tot : g7a2) 1) Gag, 
9 6556 | 1°22 : 6486 | 1887 : em cot 
.410 5039 1902 9 6595 2385 
1 152 0.470 26 
3516 3 90 0.5 2395 
2 1987 1529 : 0781 ee ee see 
3 o4s2 | 2535 2 | 99618864 | 10)! : 1996 | Dang 
x1 oopmey | teh 3 6ga0 | 1924 2 | 99480382 | Dini 
5 7365 1546 4 5009 1931 3 6960 2421 
6 sgi2__—| 1553 5 3071 | 2938 4 a ae ee 
7 revise Ube 6 faape) | eer ; 2083 | 2432 
8 2690 1564 7 9.9609172 1953 9.9479033 | daex 
9 1120 1570 8 7211 1901 Ks 72 cee 
O 1576 9 5243 | 1908 : 4700 | aay 
.420 | 9.9709544 0.480 Peat ee 9 aaip | oe 
2 0.540 | 9.9469728 ee 
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Tafel 
Zur Berechnung des Verhaltni Ae 
2k ae te te in parab 
= (t/ —t) (Sector) rabo ; 
+n 2 sin Vy p —*/,sin®* ; lischen Bahnen. 
3 Msp; p= 8—4 4? = 3cos Pp 
Vv ea 
‘ | log | Diff. | 7 ' ea OEY, 
0.540 a 
Ay 9.9469728 
7228 poo) 1P 92000 9.93001 48 
3 ais Bees Ue ie 7p | 20Re |) Boeen) 
2106 1 3216 1 ; 
9.9459665 2531 3 Soe 3230 2 “ gam ae 
6 7124 2541 Gy 9.9287256 3244 3 9.9067518 425 
7 4574 2550 5 3998 3258 4 si Ses 
8 2012 2562 6 0726 3272 5 9.9058 ee 4206 
9 cae. Be H cll ed Sl S 1628 4318 
59 1 4138 3301 7 a 5 
Oo. hy 288 4340 
ae 4267 a 4 0823 3315 . 9.9045927 4301 
3 ; 1665 ae 0.610 9.9267494. 3329 9 1544 4383 
9439052 2013 1 B 0.670 4404 
‘ 6428 2624 2 ors ee i piles we 
5 a ge ae 3374 2 | 99028264 pen 
O 8 e 2 
: 9.9428494. 2650 5 see pbs 9 3792 4472 
8 5828 | 3000 6 | 90247205 | 3419 5 9019298 | fe 
Ne Cealea erg ie eye er | i 
0463 2688 0321 3450 7 
k 9.900567 456, 
one 9.9417765 2698 a Y) 9.9236857 3464 8 ate pe 
2 ae iss ; i 3377 3480 Z 9 9.8996482 oe 
4 9.922 0.680 4 
: 9.9409603 2731 2 Ae eee A ; 1848 34 
5 6860 2743 3 aes 3508 : 9.8987190 4658 
6 4106 2754 a 9.9219299 3543 3 : _2508 4682 
7 1341 2765 5 5740 3559 4 9.8977802 4706 
8 9.9398564 2777 6 ee 3575 5 3072 4730 
9 oynon \eale 7 Aemeert eco 6 9.8968316 | 4750 
2976 2800 8 4966 3608 7 3536 4780 | 
0.570 aiee 2811 9 Oe ee 8 9.8958731 ~ ae 
1 * 3900 4531 
- 9.9387343 2822 | 9630 9.9197702 2040 9 9.8949044 4856 
4509 2834 1 65 0.6 88 
3 1663 2846 2 4045 a 90 4163 4951 
4 | 9.937803 2858 a. Le ateatecse oe 1 | 98939255 4908 
6 5935 2870 4 8072 3708 3 4321 4934 
8 0161 2893 6 REO 3742 5 4374 4987 
é 9.9367255 2906 if ie a aeo 6 9.8919360 5014 
4338 2917 8 9.9167970 3776 7 4320 5040 
0.580 2930 9 a 9.8909252 5068 
> Pecucereevelle 0.6. avis | Seg ; 4136 | 5096 
a 9358466 ae .640 0363 3812 9 9.8800033 5123 
3 5512 954 : 9.9156834 | 3829 0.700 5151 
4 2545 2907 2 2686 3848 : 3882 
5 9.9349566 2979 3 9.9148820 3866 ; 9.8888702 5180 
6 6574 2992 4 s 493 7 3883 3 3404 5208 
4 3570 3004 5 jon 3002 4 9.8878257 5237 
8 0553 3017 fe) 9.91 3711 3021 fi 29002 5265 
9.9337524 302 7 Gc . 2 9.886769 5205 
9 3175 | 3939 6 
o 4481 | Goes 8 | oorz9217 | 3958 1 agigy ees 
.590 tc 3055 9 Todt 3076 8 9.8857019 5354 
4 9.9328358 3068 | 0-050 a 3005 9 oes 13 5384 
3 pat 308! : eee 401 0.710 The eae ee 
> 2182 | 3095 2 bp pe ; 0776 a 
foi), Rgeeels 3107 3 enicona tee : 9.8835300 | 5476 
g he ey : so72 | 4072 3 9.8829793 | 5507 
7 20 g 4255 5538 
7 | 99309672 3148 e erty oe +1 aes 5569 
511 161 : 308 560 
9 E 2 1 3 3 
— 0148 ee a 4a. | 4173 8 viet oe 
0.660 4102 9 9.8796082 5700 
0219 oe 0349 5733 
7120 9.8784583 5766 


Zur Berechnung des Verhaltnisses 
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Tafel XI 


= §05 — 


(Dreieck) 
(Sector) 


in parabolischen Bahnen. 


— 2h ae, eR ree \? Oa, sinlep __ 8cosq 
Wink sin */, 9 — */,sin® 4.9; 7 = 8 —4 —— 2 = oe 
" log Ditf. v log » Diff. v log 7 Diff. 
0.720 87845§ 5Qc AK Dy - 
pie OP ASS3 ce) a cade 70900172 8629 | 9-840 9.7685379 
: 78782 5834 1 53533 Seth 1 70327 15052 
2 72048 = OAR 2 44828 8705 2 ae 15226 
3 67080 5808 2 8772 ; peuee 15405 
‘ 5003 3 30050 a 3 39696 . - 
4 ee ; 8840 ‘ 7 
4 61177 5030 4 27216 8 4 4 24108 15588 
5 55238 ae 5 9.8318306 ee M Chase 15773 
6 40264 5974 6 327 5979 C dae: 15962 
2 090327 ¢ 0.7502272 ? 
iat ices 6010 ‘ 9050 D ).7592373 2 
5 x at 6046 7 meee ; 7 76215 ped 
8 37208 ep 8 9.8201156 pra 8 59860 | 20355 
9 31126 ate 9 81962 9194 fae 16557 
( 3112 Bias 81962 are 9 43303 16765 
0.730 25006 _. 0.700 72604 ; 0.850 26538 
1 18850 GES 1 63352 9342 1 09561 16977 
2 12656 aes 2 53034 9418 2 9.7492367 | 1/194 
5 06423 6233 robe 0495 > 17415 
423 624 3 44439 ike 3) 74952 Bs 
4 00152 “abodes 4 9572 d 17042 
_001s2 4 ea 4 34867 4 57310 
5 9.8693843 J c 9052 9436 17874 
= 3543 6248 5 25215 ie 5 3943 
Py Seen 348 > 9731 18112 
3 87495 6388 6 15484 5 6 21324 8 
7 81107 aie ) 05671 Jo13 4 02968 18356 
| 8 74679 ies 8 9.8195776 ee 8 9.7384363 see 
9 68210 —_ 9 85797 9979 9 65502 TOsO1 
| 6509 2 10064 " 19122 
| 0.740 0.8661701 Pah 0.800 75733 0.860 46380 
1 ccye 55 - Q° 10150 y 
; eS 6592 z hy 10237 | 0.860 0.5427977 | 24181 
| P cae 6635 : See 1 i528 1 5403796 
| S 41924 6676 re) 45021 ae 2) 8 24416 
35248 4 S 10416 2 5379380 
4 35248 672 4 34605 Le ae 24653 
| se nO 1720 10507 3 5354727 
| 5 28528 676 5 24008 os 53208 24807 
Se 763 10599 4 5329530 
° BL IOS 6807 6 13499 10694 i 5304686 Polae 
8 08107 aoe 8 9.8092015 pales 2 25056 
9 01211 ete 8112 nose | { ean | eer 
: - 6941 9 9 10985 8 capil: 20189 
750 850427 f .807 520152 
O es 9 ehaas 6087 pee 9.8070144 14086 9 : 525 26465 
0720; Ss 59058 S 0.870 0.5275060 ae 
2 80250 7033 2 47871 EAN 1 5148315 20745 
3 7 3170 78 3 36581 ae z 5121282 27033 
‘ 7128 : Eee 11306 oe 27328 
4 66042 : 2518 50 ; 
: Faye 4 BIOS! Alice 3 5093954, Giese 
5 58867 eee 5 13683 Tee 4 5066326 636 
6 51644 wate : ah Se 11722 5 5038390 bee 
7 44371 tig 7 9.7990350 | 11933 6 5010138. ae 
8 37048 | 7308 8 gases Vee 7 4981563 | Deen 
9 20675 de, 9 66569 5 8 4952658 sig 
7423 12064 9 4023414 29244 
0.760 9.8522252 s 0.820 54505 : Z 29591 
7474 12182 2 
1 14778 | [47 1 42323 o2 | 0.880 | 0.4893823 | s0047 
2 07252 pee 2 30021 | 1230? 1 48063876 ee 
3 | 9.8499673 oe 3 P50 leone as 2 4833563 30687 
4 92041 | 7032 4 osogg | 12548 3 4802876 | oor. 
5 84356 _ 5 9.7892374 | 12275 4 4771804 
6 76017 | 7739 6 79870 | 12804 5 4740330 | 31408 
bps 44 io 12935 ~08 31874 
if 68822 7795 7 66635 ¢ 6 4708462 2 
7851 sede 13068 676170 32292 
8 60971 4 8 53507 7 AOS) 
7064 13342 9 4610287 Pa 
0.770 45101 ae 0.830 27021 1348 0.890 0.4576668 33019 
pla 02 es 3484 
1 3707 8078 1 __1353 13627 1 4542582 34086 
2 29000 8138 2 9.7799910 13773 2 4508012 34570 
2) 20862 810° 3 80137 13923 3 44729044 35068 
4 1266 99 4 72214 had Z 
3 | 8259 Pe 14075 4 4437302 | 35582 
5 04404 8320 5 58139 | 14229 5 4401249 | 36113 
6 9.8396084 8383 6 43910 14388 6 4364588 30661 
Hl er7e3 8446 d sone 14549 i 4327360 37228 
8 792 ne 8 14973 : 3 7 
79255 8500 4 14713 8 4289545 | 37815 
9 70746 8574 9 OG200 14881 9 4251123 38422 
0.780 9.8362172 0.840 9.7685379 0.900 0.4212072 | 39051 
Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 114 
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Tafel XI. 
zur Berechnung des Verhaltnisses “Seve, in parabolischen Bahnen. 
SHEN as sin Wy 3 
i 2b =) — sin fp — gsi fe Ps) 7 = g—4 at = enst 


(r' + r)% 


Vv 

0.900 0.4212072 0.910 0.3781032 Pook 6020 0.3247952 Fe 
1 4172308 | 30704 1 3733140 chee 1 3186614 a 
2 4131988 cnet 2 3684210 50020 Z, 3123412 65204 
3 4090004 | Jigis 3 3634190 | 21168 3 3058208 | Grane 
4 4049089 | 4078 4 3580022" 1 aang 4 2990843 | Gays 
5 4o06s14 | 43568 5 3530643 nee 5 ponte 
6 3063140. | co, 6 3470988 | Peary 6 2848887 | 7.533 
7 3018951 | 4402 7 BAZ 107 ee ae 7 27ISEd PV 
; 3873804 | 45989 e 3805920 | 1074 2 2695704 | 81470 
9 3827935 46003 9 3307552 50600 9 26142904 85231 

0.910 0.3781032 0.920 0.3247952 0.930 0.2529063 


———————————— 
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Tafel XII. 


in elliptischen Bahnen. 


a (Sector) 
Zur Berechnung des Verhiltnisses “Gralenk 
—_-—__- —— i 
h log 7? h log 7? h log 7? 
0.0000 0.0000000 0.0060 0.0057298 0.0120 0.0113417 
Ol 0065 61 8243 21 4343 
02 1930 62 0.0059187 22 5268 
03 2804 63 0.0060131 23 6193 
O4 3858 64 1075 24 4118 
O§ 4821 65 2019 Zs 8043 
06 5784 66 2962 26 8967 
O7 6747 67 3905 27 0.0119890 
os 7710 68 4847 28 0.0120814 
09 8672 69 5790 29 1737 
10 0.00096 34 70 6732 30 2660 
ll 0.0010595 71 7073 31 3582 
12 1556 72 8614 32 4505 
13 2517 73 0.0069555 33 5427 
14 3478 74 0.0070496 34 6348 
| 15 4438 75 1436 35 71209 
16 5398 76 2376 36 8190 
17 6357 77 3316 37 0.0129111 
18 7316 78 4255 38 0.0130032 
19 8275 79 5104 39 0952 
20 0.0019234 80 6133 40 1871 
21 0.0020192 81 7071 41 2791 
22 1150 82 8009 2 3710 
23 2107 83 8947 43 4629 
24 3064 84 0.0079884 44 5547 
25 4021 85 0.0080821 45 6465 
26 4977 86 1758 46 7383 
27 5933 87 2694 47 8301 
28 6889 88 3630 48 0.0139218 
29 7845 89 4566 49 0.0140135 
30 8800 90 5502 50 1052 
75 68 
31 0.0029755 91 6437 51 19 
32 0.0030709 92 7372 52 oo 
33 1663 93 | 8306 53 3800 
34 2617 94 0.0089240 54 ee 
35 3570 95 0.00901'74. 55 503 
36 4523 96 1108 56 6546 
37 5476 97 2041 57 7460 
38 6428 98 2974 58 Sit 
sé es Sept ae 66 0.0150202 
40 8332 0.0100 4838 O i 
41 0.0039284 Ol 5770 oe ae 
42 0.0040235 02 6702 2 
43 1186 03 1633 63 2941 
44 2136 04 8564 64 Se 
45 3086 05 0.0099495 65 47 
46 4036 06 0,0100425 66 pet 
5 1356 67 589 
47 4985 O07 va Se 
48 5934 08 2285 pe ae 
a pri > eee 0.0159322 
50 7832 10 4144 40 i 
51 8780 ll 5073 j : ease 
52 0.0049728 12 6001 3 pane 
ise 0.0050675 13 pe 4 nace 
1622 14 57 
- 2569 LS 8785 75 3870 
é 5 ; 12 70 4779 
56 3515 16 yaad: te 3688 
4462 17 0.0110639 ree 
a 4 8 1565 78 59 
58 5407 rE Bion 59 1504 
6353 
fe) ae 0.0057298 0.0120 0.0113417 0.0180 0.0168412 
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Tafel XII. 
Zur Berechnung des Verhaltnisses 


(Sector) _ 
Dreieck 


in elliptischen Bahnen. 


0.0168412 
0.0169319 
0.0170226 
1133 
2039 
2945 
3851 
4757 
5662 
6567 
7471 
8376 
0.0179280 
0.0180183 
1087 
1990 
2893 
3796 
4698 
5600 
6501 


7403 
8304 
0.0189205 
0.0190105 
1005 


1905 

2805 
3704 
4603 
§502 

6401 
7299 

8197 
9094 
0.0199992 
0.0200889 
1785 

2682 
3578 
H+ 
5369 
6264 
7159 
8054. 
8948 
0,0209842 
0.0210736 
1630 

2523 
3410 
4309 
5201 

6093 

6985 
7876 
8768 
0.0219659 
0.0220549 
1440 
0.0222330 


2 
log Ui 


0,0222330 
3220 
4109 
4998 
5887 
6776 


7604 
8552 
0.0229440 
0.0230328 
1215 
2102 
2988 
3875 
4761 
5647 
6532 
EUG 
8302 
0.0239187 
0.0240071 
09356 
183 
Bes 
3606 
4489 
5372 
6254 
7136 
8018 
8900 
0.0249781 
0.0250662 
1543 
2423 
3303 
4183 
5063 
5042 
6821 
77700 
8579 
0.0259457 
0.0260335 
1213 
2090 
2907 
3844 
4721 
5597 
6473 
7349 
8224 
9099 
0.0269974 
0.0270849 


1723 
2597 
3471 
4345 
0.0275218 


log 7? 


0.0275218 
6091 
6964 
7836 
8708 

0.0279580 


0.0280452 
1323 


0.0289153 
0.0290022 
0890 
1758 
2626 


3494 
4361 
5228 
6095 
6961 
4827 
8693 
0.0299559 
0.0300424 
1290 
2154 
3019 
3883 
4747 
5611 
6475 
7338 
8201 
9064 
0.0309920 
0.0310788 
1650 
2512 
SoS} 
4234 
5095 
5056 
6816 
7670 
8536 
0.0319396 
0.0320255 
1114 
1973 
2831 


3689 
4547 
§405 
6262 
0.0327120 
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Tafel XII. 


Zur Berechnung des Verhiltnisses -8°*” 


0.0360 
61 
02 
63 
64 
05 
66 
07 
oS 
00 


70 


~r a 1 I 


95 
96 
97 
98 
0.0399 
0.0400 
0.041 
0.042 
0.043 
0.044 
0.045 
0.046 
0.047 
0.048 
0.049 
0.050 
0.051 
0.052 
0.053 
0.054 
0.055 


0.056 
0.057 
0.058 
0.059 
0.060 


0.0327120 
7970 
8833 
0.03206890 
0.0330540 


0.0339940 
0.03407990 
1651 
2504 
3350 
421 8 
5059 
5011 
0702 
7613 
8464 
0.0349314 
0.0350164 


6950 
7804 
865 ] 
0.0359499 
0.0360340 
0.0361192 


0.0369646 
78075 
86473 

0.0394856 

0.0403 209 
Li5c7 
19841 
28121 
36376 
44607 
52814 
60997 
69157 
77294 
85407 

0.0493496 

0.0501563 
09607 
17628 
25626 


0,000 
0.061 
0,002 
0.003 
0.004 
0.065 


0.066 
0.007 
0.068 
0.069 
0.070 


0.071 
0.072 
0.073 
0.074 
0.075 
0.0760 
0.077 
0.078 
0.079 
0.080 


0.081 
0.082 
0.053 
0.084 
0.085 
0.086 
0.087 
0.088 
0.089 
0.090 


0.091 
0.092 
0.093 
0,094 
0.095 
0.096 
0.097 
0.095 
0.099 
0.100 
0.101 
0.102 
0.103 
0.104 
0.105 


0.106 
0.107 
0.108 
0.109 
0.110 


0.111 
0.112 
OnL13 
0.114 
O.115 


0.116 
0.117 
0.118 
0.119 
0.120 


‘(Dreieck) 


2 
log y 


0.0525626 
33002 
41556 
49488 
57397 
65285 
73150 
809904 
88817 

0.0596618 

0,0604398 


0.0696146 
0.0703661 
Lis] 


40430 
77754 
$5060 
92348 
0.0799617 
0.0806868 
14101 
21316 
28513 


35693 
42854 
49999 
§7125 
64235 
71327 
78401 
85459 
92500 
0.0899523 


0.09065 30 
13520 
20494 
27451 
34391 


41315 
48223 
55114 
61990 
0.0908849 


0.167 
0.108 
0.169 
0.170 


0.171 
0.172 
O173 
0.174 
0.175 
0.176 
0.177 
0.178 
0.179 
0.180 


in elliptischen Bahnen. 


log 7? 


0.0968849 
75092 
82520 
89331 

0.0996127 

0.1002907 


09672 
16421 
23154 
29873 
36576 


43264 
49936 
56594 
63237 
60865 


76478 
83076 
89660 
0.1096229 
0.1102783 


09323 
15849 
22360 
28857 
35340 
41809 
48264 
54704 
61131 
67544 
73943 
80329 
86701 
93059 
0.1199404 
0.1205735 
12053 
18357 
24649 
30927 


37192 
43444 
49682 
55908 
62121 
68321 
74508 
80083 
86845 
92994. 
0.1299131 
0.1305255 
11367 
17400 
23553 
29028 
35690 
41740 
47778 
0.1353804 


= DI02 == 
fel XII. 
admits Sector) in elliptischen Bahnen. 
des Verha Draied 
Zur Berechnung 


2 
we ? h log 7 
h log 1? A 
0.2002285 
oe er es I aT 0.240 0.1695092 cot 07157 
0.1353804 ; 0.1700470 : 12021 
eee 59818 sta 05838 01303 16878 
are 65821 0.242 11197 0.304 21727 
O.1 71811 0.243 16547 ; 26569 
0.183 7780 0.244 21887 0.305 
0.184 lies 0.245 6 31403 
L 83755 8 0.30 
0.185 2721 36230 
‘ 0.246 0.307 
0.186 te 0.247 a) 0.308 pees 
187 0.1395653 eer 37853 rs 09 45862 
mere 0.1401585 pes 43150 ae 50667 
O.1 07504 0.249 48451 0.3 é 
0.189 13412 0.250 0.311 55404 
0.190 0.281 53736 Cae 60254 
0.191 19309 0.252 59013 a 13 65037 
eae 25104 64280 3 69813 
0.19, 31068 0.253 69538 0.314 74581 
0.193 36031 0.254 74788 0.315 
0.194 0.255 79342 
42782 0.316 
0.195 0.256 80029 0.317 84006 
aren 48622 eee 85261 SS 18 88843 
on 54450 ee 90484 ee 93582 
Bua 60268 nee 0.1795698 oe 0.2098315 
0.199 Se 0.260 eee oan 0.2103040 
0.200 rab 06106 ae 07759 
77653 ; 11288 oe 12470 
0.201 262 2 4 
ae 83427 See 16467 Se 17174 
: 9189 tae 21638 on ~ 21871 
ae 0.1494940 aay 26800 0.325 ae 
0.205 Crenoet wee 31953 @:320 eee 
‘ .266 ae 312 
0.206 coe 0.267 37098 0.328 35921 
0.207 Ae 0.268 42235 32 SS 
0.208 pice 0.26 47363 yey 45253 
209 23535 ead 52483 ee 
ett 29222 0.270 aa 0.331 Ey 
. 2 2 545 
0.211 34899 ae 62696 0.332 59200 
0.212 40565 67791 See 63835 
46220 D213 72847 0.334 
0.213 0.274 ae 5 68464 
0.214 51865 248 17955 0.335 
0.215 57499 ae 83024 0.336 te 
63123 0.276 88085 0:397 A We 
0.216 0.277 . 82308 
0.217 68737 278 93138 0.338 86910 
74340 pat 898183 0.339 
0.218 0.279 0.189 Se | 91505 
0.219 79933 or 0.1903220 0.340 1 
pied 85516 0.280 ate 0.341 0.2196093 
0.221 91089 het 13269 gael | ee BS 
0.222 0.1596652 lak 18281 0.343 ners 
0.1602204 0.203 23286 0.344 
0.223 0.284. S 14380 
0.224 07747 eee 28282 0.345 
0.225 13279 nae 33271 0.346 a 
18802 0.286 8251 0.347 3 
0.226 0.287 3 28025 
Saye 24315 er 43224 0.348 32561 
0.228 20817 pet 48188 a ed 37090 
0.229 35310 5 53145 : 
0.230 40793 oe 58094 0.351 poe 
46267 0.291 63035 0.352 : 
0.231 51730 0.292 67968 0.353 50640 
ea 57184 O1a8 72804 0.354 Pou 
0.234 62628 0.294. “7811 0.355 S904C 
ao 68063 OB QS cial 0.356 04131 
x6 13488 0.296 876.24. 0.357 6861 5 
aate 78003 0.297 02518 0.358 73093 
ae 84309 0.298 0.1997406 meee re 
Beis 80705 0.299 Bence 0.360 0.2282031 
0.240 0.1695092 re $3 


NR RR ere 
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XII. 
ae (eotor) iy elliptischen Bahnen. 
a 808 —Dreieok 
des Verhiltnis Dre E 
-Zur Berechnung - 
— , log 7? 
3 log 9° 
h log 7* 
2777272 
0.480 0 6 
_ 0.420 make pk! 0.481 Bee 
0.2282031 32 43269 5 480 8491 
eee 86490 pets 47379 Bins 88732 
eee 90943 nui 51485 0.484 92543 
Aon 95390 Oey 55584 rere 0.2796349 
mem 0.2299831 0.425 59679 96 0.2800151 
0.365 02304265 a 63769 Ale 03949 
ane | 08694 ase 67853 core 07743 
a 13116 Eat 71932 0.489 ae 
sped 17832 oat "6006 ma 1531 
ose 21042 oan 80075 19096 
er 26346 aa 84139 Ne 22872 
rem ‘ 2 5 “ 
0.371 30743 Sass ioe a ee 
pi 35135 aS 92252 “404 
eh 39521 aah 0.2596300 Bee 34173 
0.375 48274 - a 04382 oe 41086 
“6 52642 0.437 08415 0.498 ee 
or | 57003 ae 12444 pies 4918 
Herat 61359 0.439 16467 0.500 52023 
pags 65709 mire 20486 “ 56660 
pets 70053. aA 24499 ee 60302 
: oO. eee 64121 
74391 28507 503 
ant 78723 Sot 32511 oe dies 
= 83050 ote 36509 ae 71565 
oan 87370 0.445 40503 a 75281 
aes 91685 ; : 44492 a 78092 
386 0.2395993 cae 48475 0.508 Hine 
— 0.2400296 uae sae 4 0.509 ee 
04594 A 0.510 
Nest se 08885 ae 60397 S hanes 
0.389 0.45 0.511 87 
13171 64362 12 0.28974 
0.390 1 0.451 68321 0.5 0.2901174 
: 1745 0.452 6 0.513 856 
0.39 21725 : 7227 0.514 04 
0.392 25004 0.453 76226 nee 08535 
0.393 30257 oH 80171 i 6 12209 
0.394 34514 ay 84111 See 15879 
0.395 0.456 88046 Mae 19545 
38766 57 0.518 > 
0.396 43012 ge 91977 O.F19 2320 
0.397 47252 0.45 95903 0.520 26864. 
0.398 51487 ae 0.2699824 a 30518 
oO. : le 
vie 55716 ye 0.2703741 = Hs = 34168 
2.4 59940 0.461 07652 0.523 37813 
Ol 0.462 1559 41455 
0.4! 64158 0.463 1 0.524 
0.402 68371 a 64 15462 0.525 4509 
0.403 72578 ice 19360 ae 48726 
coe 76779 : 66 23253 0.827 a 
mH 80975 ayn 27141 0.528 le 
0.406 85166 ; 31025 0.529 5 
0.407 89351 0.468 34904 oraa 63220 
0.408 93531 oor 38778 0.531 66833 
pe 0.2497705 . 42648 0.532 a 
ra 0.2501874 ie a 0.533 ise: 
sen Sirk 0.473 54230 poor 81245 
0.413 14349 ae 58082 ; 4 84842 
has 18496 wae 61929 Rents 88432 
0.415 0.476 771 pepe 92018 
22638 65 0.538 
6 0.477 609 5 95600 
Oat 26775 0.478 69 0.539 99178 
0.417 30906 i 73443 0.540 0.29) 
ae 35032 notte 0.277722 
0.419 0.2539153 < 
0.420 : 
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Tafel XII. 
zur Berechnung des Verhiltnisses piece i elliptischen Bahnen. 


a 


log Te h log 72 h log iF 

0.540 0.2999178 0.560 0.3069938 0.580 0.3139215 
0.541 0.30027 52 0.5601 93437 0.581 42641 
0.542 06323 0.562 76931 0.582 46064. 
0.543 09889 0.563 80422 0.583 49483 
0.544 13453 0.564 83910 0.584 52898 
0.545 17011 0.565 87394 0.585 56310 
0.546 20566 0.566 90874 0.586 59719 
0.547 24117 0.507 94350 0.587 63124 
0.548 27004 0.568 0.3097823 0.588 66525 
0.549 31208 0.569 0.3101292 0.589 69923 
0.550 34748 0.570 04758 0.590 73318 
0.551 38284 0.571 08220 0.591 | 76709 
0.552 41816 0.572 11678 0.592 | 80096 
0.553 45344 0.573 15133 0.593 83481 
0.554 48869 0.574 18584 0.594. 86861 
0.555 52390 0.575 22031 0.595 90239 
0.556 55907 0.576 25475 0.596 93612 
0.557 59420 0.577 28915 0.597 0.3196983 
0.558 62930 0.578 32352 0.598 0.3 200350 
66436 35785 0.599 03714 

0.3069938 0.3139215 0.600 0.3207074 
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Tafel XIII. 
Erganzungstafel zu Tafel XII. 


Kilipse Hyperbel 


naa ccc ae : 0.0002131 
0.001 0001 pee 
apne ops 2278 
0.003 0005 2354 
0.004 0009 2431 
0.005 0014 2509 
0.006 0021 2588 
0.007 0028 2 2669 
0.008 0037 26 2751 
0.009 0047 h 2834 
0.010 0057 5 2918 


0.011 0070 50 Ais 
0.012 0083 3091 
0.013 0097 06 3180 
0.014 0113 3269 
0.015 0130 3360 
0.016 0148 : 3453 
0.017 0167 Ry 3546 
0.018 0187 3641 
0.019 0209 3738 
0.020 0231 2 3835 
0.021 0255 3034 
0.022 0280 : 4034 
0.023 0306 4136 
0.024 0334 4239 
ease 0362 4343 
0.026 0392 4448 
0.027 0423 p A585 
0.028 0455 4663 
+ gon me 4773 
0.030 0523 4884 


0.03 1 05 59 4996 
0.032 0596 5109 
0.033 0634 5224 
0.034 0674 5341 
0.035 0714 5458 


0.036 0756 EyagAgt 
0.037 0799 5697 
0.038 0844 Hey 
0.039 0889 s 

0.040 0936 ; 6066 


0.041 0984 6192 
0.042 1033 6319 
0.043 1084 6448 
0.044 1135 6578 
0.045 1188 g 6709 


6842 
0.046 1242 

0.047 1298 Z 6976 
0.048 1354 7 ; 
0.049 1412 ee 
0.050 1471 73 


0.051 1532 rs 
0.052 1593 70 
0.053 1056 3 7809 
0.054 1720 chee 
0.055 1785 (09 


0.056 1852 ae 
0.057 1920 ae 
0.058 1989 ie 
0.059 2060 ih 

0.060 0.0002131 0.0001988 0.0008845 


1) w ist fir die Ellipse positiv, fiir die Hyperbel negatiy, 
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Tafel XIIL 
Erginzungstafel zu Tafel LD 


Ellipse Hyperbel Ellipse Hyperbel 

——— ——— 

g g 

ee 

0.0008845 0.0007698 0.0020685 0.0016782 
8999 7822 0929 6960 
9154 7948 1175 7139 
9311 8074 R 1422 7319 
9469 8202 1671 7500 
9628 8330 1922 7681 


9789 8459 2174 7864 
0.000995 1 8590 2428 8047 
0.0010115 8721 2683 8231 

0280 8853 2941 8416 

0447 8986 3199 | 8602 


0615 9120 3460 8789 . 
0784 9255 BOL) 8976 
0955 9390 3985 9165 
1128 9527 4251 | 9354 
1301 9665 4518 9544 


1477 9803 4786 9735 
1654 0.0009943 5056 0.0019926 
1832 0.0010083 5328 0.0020119 
2012 0224 5602 0312 
2193 0366 5877 0507 
2376 9509 6154 O702 
2560 0653 6433 O897 
2745 0798 6713 1004 
ge aoe 6995 1292 
3121 1091 7278 ~ 1490 
Beil 1238 7504 1689 
3503 1387 : 7851 18890 
3696 1536 : 8139 2090 
3891 1686 ag 8429 2201 
4087 1838 8722 2404 


4285 1990 O15 2607 
4484 2143 Lote see 
4684 2296 9608 3106 
ace wat 0.0029907 3311 
ee 2007 0.0030207 3518 


5295 2763 05 725 
5502 2921 oan nae 
5710 3079 1119 4142 
5920 3238 1427 4352 
6131 3398 1736 4562 
6344 3559 20 77 
47 7 
6559 3721 2359 4086 
60775 3883 2674 5199 
6992 4047 2990 5412 
7211 4211 3308 5627 
7432 4377 5 
3627 
7054 4543 3949 ree 
7878 4710 4272 6275 
8103 4878 4597 6493 
8330 5047 4924 6711 
8558 5216 
5 5252 

8788 5387 ee ne 
9020 5558 5914 7371 
9253 5730 6248 7593 
ay 5903 6584 7816 
9724 6077 

0.0019961 6252 oe ree 

0,0020201 6428 7601 8487 
Se 6604 7944 8713 

0.0020685 0.0016782 0.0038289 0.0028939 a 
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Tafel XIII. 
Erganzungstafel zu Tafel XII. 


Ellipse Hyperbel Ellipse Hyperbel 
——— —————$ SS 
§ g 


0.0038289 0.0028939 0.270 0.0049485 0.0036087 
8635 9166 0.271 0.0049888 6337 
8983 9394 0.272 0.0050292 6587 
0333 9623 0.273 0699 6839 
0.0039685 0.002985 2 0.274 1107 7091 
0.0040039 0.0030083 0.275 1517 7344 


0394 0314 0.276 1930 7598 
O752 0545 0.277 2344 7852 
llll 0778 0.278 2760 8107 
1472 1001 0.279 3178 8363 
1835 1245 0.280 3598 8620 


2199 1480 0.281 4020 8877 
1716 0.282 4444 9135 
1952 0.283 4870 9394 
2189 0.284. 5298 9654 
2427 0.285 5728 0.0039914. 


2666 0.286 6160 0.0040175 
2905 0.287 6594 0437 
3146 0.288 7030 0700 
3387 0.289 7468 0963 
3628 0.290 7908 1227 


3871 0.291 8350 1491 
4114 0.292 8795 EY) 
4358 0.293 9241 2023 
4603 0.294 0.0059689 2200 
4848 0.205 0.0060139 2557 


5094 0.296 0591 2826 
5341 0.297 1045 3095 
5589 0.298 1502 3364 
5838 0.299 1960 3635 
0.0049485 0.0036087 0.300 0.0062420 0.0043906 


3 
4 
5 
6 


5 
5 
5 
5 
5 
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Tatel XLV. 


Oppolzer’s N-Tafel. 


log {N3(n)}. 


0.000 |9y221 849 0.050|9n218 579 0. 100/9,208 620 O.150|9n191 497| ,55 [0-200 Qn166 331 ; 

0,001 /9n221 847| 2 Jo-081|9n218 447| 132 10. 101/9n208 350| 3/9 [0.151|%n191 077| 454 [O. 201) 9n165. 737 Be 

0.002 19n221 843 4 0.052/9,218 311 se 0. 102|/9n208 077 275 0.152/9n190 653 27 O. 202/9n165 139 Hae 

0.003 |9n221 837 16 :05319n218 173 te 0. 103|9n207 802 a5 O.153/9n190 220) 43) O. 203/9n164 538 ae 

0.004|]9n221 828 0 .054/9,218 033 144 O- 104/9n207 523 BD O.154|9n189 795| 433 O. 204/9n163 932 609 

0.005 |9n221 816 14 0.055|9n217 889 146 0.105|9n207 241 284 0.155/9n189 362 437 0. 205) Qn163 323 613 

0.006 |9n221 802 V7 0.056|9n217 743 148 0. 106|9n206 957 287 0.156/9n188 925) Oo. 206 On 162 710 6174 
0.007 |9n221 785] 5, |0-057|/9n217 595 151 {2° 107|9n206 670 290 O.157|9n188 484 443 O. 207/9n162 093 Gat 

0.008 !9n221 765 oy 0.058|9n217 444 154 0. 108|9n206 380 203 0.158) 9n188 O41) aan 0. 208)9n161 472 625 

0.009 |9n221 743 ~ 10 .059/9n217 290] "* 10.109|9n206 087 0.159|9n187 594) Oo 


- 209 9n160 847 


- O10 |9n221 718 - 060}9n217 133 -110|9n205 791 - 160] 9n187 144. . 210/9n160 218 


fe) (o) O (o) O 

0.011 |9n221 691] 24 |0-061)0n216 973 ep |: 112[9n205 492) 299 [0.161] 9n186 691 | 4123 |. 211/9n159 586 o 
@ O12 07221 1661! 33 0.062/9n216 811 164 O-.112/9n205 190 os O-162|9n186 235) ea O.212/9n158 949 640 
0.013 |9n221 628) 32 |0.063/9n216 647] 16g [0+ 113]On204 885 ae 0. 163|9n185 US) ee 0.213 On158 309) 7 
0.014 |9n221 593 38 0 .064}9n216 479 170 0-114/9n204 578 311 O-164/9n185 312) 167 0. 214|/9n157 664 648 
0.015 19n221 555 40 0.065|9n216 309 173 O.115}9n204 267 314 O-165|9n184 845 on O.215|9n157 016 653 
0.01619n221 515 43 0 .066|9n216 136 116 0.116|9n203 953 316 © -166/9n184 375} 473 0.216 9n156 363 656 
0.017 |9n221 472 46 0 .067]9n215 960 7 O-117/9n203 637 5 0-167/9n183 902} fe Oc BUT On 155.707 an 
0.018 )9,%221 426 48 0.068/9n215 782 ia 0.118]9n203 318 Be O-168|9n183 425 — 0.218 9n155 046 66 
0.019 !9n221 378 0.069/9n215 601 0.119/9n202 995|373 |. 160|0n182 945| 4°° Jo. 210/0n154 382| °O* 


51 184 325 | 483 | 669 


. 020 |9n221 327 »070/9n215 417] 196 - 120|9n202 670 -170|9n182 462 9n153 713 


e) 53 |° fe) | a2 |° Qn 0.220) 

0.021 /9n221 274) 26 0.071 ee 231 180 0-121/9n202 342 a 0-171|9n181 975| 4°! 0. 221|9n153 040 073 
0.022 |9n221 218 50 0.072|9n215 042 1 O-122/9n202 O10} 33? O.172/|9n181 485 22 0» 222 On152 304 676 
©. 023 |9n221 159] 7 ]0-073 /9n214 850] 19- |0-123|9n201 676 ay 0. 173|9n180 992 493 0. 22310,181 683 a 
O . 024 |9n221 098 64 |9-074 9n214 655 198 | 2° 124/9n201 339 9! 10-174/9n180 495|*7" 10.224/On150 998 5 
0.025 /9n221 034) Ge |O.075/9n214 457 0-125/9n200 999| 34° Jo.175|0n179 994| 50 0 «225 | 9n150 309 eae 
0.026 |9n220 967 69 0.076/9n214 257 a 0. 126/0n200 655} a 0-176|9n179 490| 5°4 0 . 226 On149 615 694 
0.027 |9n220 898] 19 10.077 |9n214 034] 342 |0+127|9n200 309 On 0-177|9n178 983| 0. 227|/n148 918| 097 
0.028 |9n220 826] 54 |0-078/9n213 849} 259 [0-128 /9n199 960] 322 |0-178|n178 472| 21) |0.228/0n148 216 ae 
0.029 |9n220 752 0.079|0n213 640 0+120/0n109 607 0.179|9n177 958| 44 Jo. 229|0n147 510) 7° 


7 211 355 - | 518 710 


- 030 |9n220 675 . 080|9n213 429 


P Oo 0+ 130)9n199 252 ©+180)9n177 440] 0. 230|9n146 800 
0.031 |9n220 595 - 0. 081|9n213 215 oa 0.131/0n198 894! 358 16. 181 On176 910| 522 Io = otis ogs| 715 
©. 032 }9n220 513] g, |0.082]9n212 999 21 10.132/9n198 532| 302 |o.18210n176 304| 529 |o.23210n145 366| 729 
0. 033 |9n220 428 0 .083|9n212 779] 22° |. 133|0n198 168) 304 8319175 866/228 Jo. : 723 
88 222 n 368 ]2: 183) 9nl75 866) 22, 10. 233|9n144 643 
0.034 |9n220 340] 9, [O.084/9n212 557] 35 |0+134/9n197 800) 3°" 10. 184/On175 334| 532 |. 234|0n143 916) 727 
0.035 ne2® 250 93 O.085|9n212 332 228 [0+ 135)9n197 430 37 0. 185}9n174 798| 536 0. 23519n143 184 732 
0. 036 |9n220 157 96 O.086|9n212 104 221 |: 136|9n197 086) 3/4 16, 186) (Onl74 259 539 T6 236|0n142 448 736 
0.037 |9n220 061] 4 10.087/9n211 873] 53, [0-137/9n196 679 377 Jo. 187/0n173 717/ S42 |. 237\on141 707| 741 
O 038 |9n219 903] 6) [0+ 088) 9n211 640 236 0-138/9n196 300 ee 0.188!0n173 171| 94° 0. 238/0,140 962| 745 
0.039 |9n219 862 0.089|9n211 404. 0. 139/9n195 917|/3°3 ]o.180/9n172 621| 55° 0. 230/On140 213| 749 


103 239 386 554 


+ 043 |9n219 433 11 
-044|9n219 319| 114 
On219 202 
046 }9n219 083) 119 
047 |9n218 961 
- 048 |9n218 836 me 
-049 |On218 709| 127 
050 19n218 579| 130 


| 754 
+ 040 |}9n219 759 .090/9,211 165 + 140] 9, 1¢ 3 
106 n n 05 So r . 190 9 Viz 067 » 240 1 
-041 |9n219 653 109 | 2: 091) 9n210 923 ae ©14119n195 141| 399.10, 10) On171 510| 297 a aati 758 
042 |9n219 544 .092|9,210 679| 244 19. 142]0n104 740 | 392 | BOO | ce ee 763 
111 Boole eas de 42/9n194 749) 0. 10. 192/9n170 950 . 24219n137 938] | 
2 . 7) ‘ y : 


- 243/On137 171 yy 
- 244|0n136 309] 778 
Onl35 623 

-246|9n134 842| 781 
.247|0n134 056| 786 
.248|9n133 266| 79° 
-249/9n132 471| 795 
. 250|9n131 672| 799 


-193|9n170 385 | 505 
+104 9n169 817 
-195}9n169 246) 572 
-106|0n168 670) 576 
-197|9n168 O91 579 
.198|Qn167 508| 583 
- 109} 9n166 922 
- 200|}9n166 331 591 


+ 143|9n194 354|° 
-14410n193 955| 929 
£145 | On1903° 630 - 
-146|9n193 148] 405 
-147|9n192 740 
+148}9n192 329| 41 
-149|9n191 915) 414 
+150/9n191 407 


. 094/9,210 181 
ai 9n209 928) 27 
- 096|9n209 672 
.097|9n209 413] 259 
-098|/9n200 152 
-099|9n208 888 204 
- 100}9n208 620 


©7000 O16 10) Oro, 0 G50 
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Tafel XIV. 


Oppolzer’s N-Tafel. 


0:9 OO: @ 0.0'0' 0'O o0o00o00000000 Or CO) © OOO OFO°@ DISS) QOrvO- Or Ou 


oO OO 060100 6'O 0 


log {Ni (n)}. 
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Tafel XIV. 


Oppolzer’s N-Tafel. 


log {Np (n)}- 


i A 
—dA) tn 
N l 18 
—Alin 0. 200/8. 453 318] 7146 
N —dA) tn AY 0.150|8 . 484 896 527 19. 201|8. 452 se 752 
=n 100) S20 29ee eet nen Patil: ae emer lo 
00 |8 . 822 879 2 mes 8. 518 626 169 a ma 8. 505 656 345 i 153 Beers 549 Jo 204 anne be 
SENS "322 897 ; 8.518457 73 16. 103|8. 505 311 348 154|8. 482 543 |, 2058. 
ee ee all colevers eae 84] 176 [O- 103|8- Baer je oeend ier en 8 6/8 . 448 766] 116 
2072) 8 8. 518 284) 116 104/8 . 504 903] 3.5 0.155|8. 7>| 948 to. 20 pair. 
0.002/8.522 0.0538 8 e) 611 : 481 672| 20, 8.447 990) ~g5 
2864) 44 8. §18 108) j79 105|8. 504 356 19 156/8. 552 1. 907 3 
0.003 |8. 52 0.054] O <O4 2551 . 481 120] > 8|8. 447 210] ~ 96 
Be ele eee be ee 2188 os 55 [0:2 gtr 
eee eee eet ee oc1B [sc asons| [0 . 
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9.011 |B. $22 682 38 cane 8 . $16 581 | 563 0113/8. 501 662 385 |" 164|8.477 ee8 / S85 pee ieee so 
0:12 |8-522644) 38 be 8 - 516 375/299 |° 14/8. 501 27] 3g9 [0 164 B 476558 566 1° oe 
; 22 603 aro 161 15/8. 500 888} 54, 56] 8 . 475 908) £03 217|8 . 439 95% 
EES Meee oes 0 10688 515 083| 223 S oak 500 496 ae - 3 8 .475 375| 2o3 [0 218|8 .439 126 836 
ae See s 0. 8.515 736 ae 2 haa 100 Wee ee 8.474 777| 225 . 2190/8 . 438 200 
. ‘ie! O. om 2 7} 216 7 ‘ me : o A741 or 
Baie 8. ce 54 | 9.067 ae 554/223 0.118 ne 266 AOS cel eect 606 ee 
ee eG pe els een 0.119|8. 4¢ eh: 0.220 Seo cieas 846 
ie en sf 220 lo. 170]8. 473 569] 614 O . 221|8. 436 602| 9x5 
Oca |e 64 0 .120|8 . 498 889} 1, 0. 171|8. 472 959 oUt ee 8. 435 750) ecg 
0.070 Sele 234 16.121 iets 415 |o. 172 ee 619.10. 223 — oe 
20 |8 . 522 227) ¢, JO. 8. 514 004) 036 122/8. 498 003) 418 173|8.471 725) 6, . 224|8.43 8 
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Tafel XIV. 


Oppolzer’s N-Tafel. 
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Tafel XIV. 
Oppolzer’s V-Tafel. 
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Oro Od OO. Ovd.o 


o0O 0'O. O.0' 0 0 00 


oo oOo 00 0000 


oo000q0000 000 


OO 19 O'1O. OO Gr OOO 


DAADAAAAAAD 


DARDADAAAAAG 


ADDAADAAADAAA 


. 501 689 
. 501 688 
» 501 684 
. 501 678 
. 501 670) 
. 501 659 
. 501 645 
. 501 629 
- 501 610 
. 501 589 


- 501 560) 
. 501 540 
. 501 511) 
. 501 480 
. 501 447 
. 501 411 
- 501 373 
. 501 332 

. 501 289) 
. 501 243 


- §O1 195} 
. 501 144 
- 501 091 
. 501 035 
- 500 977 
. 500916 
- 500 853 
. 500 787 
. 500 719 
. 500 649 


. 500 576| 
- 500 500 
. 500 422 
. 500 341 
. 500 258 
. 500 173 
. 500 085 
- 499 994 
- 499 901 
. 499 806 


- 499 708 
- 499 608 | 5 
- 499 505 
- 499 399 
- 499 291 
. 499 181 
. 499 068 i 
- 498 952 
. 498 834 
. 498 714 
. 408 591 


© 


ooo0o0o00000 


Cooooco6oo°0 00 


Q9600000 60600 


OO 6-6 6'0.0'o ¢ 


51010 O70 0°O © OOO 


AAAAAAAAAGA 


DADDAAAAAAN 


DADAADAADARG 


ADNANAAAAAAA 


- 498 591 
- 498 466 
- 408 338 
- 498 207 
- 408 074 
- 497 939 
. 497 801 
. 497 660 
+497 517 
- 497 371 


- 497 223 
- 497 072 
- 496 919 
- 496 763 
- 496 605 
- 496 445 
. 496 281 
- 406115 
- 495 947 
- 495 776 


- 495 603 
- 495 427 
- 495 248 
- 494 067 
- 494 884 
- 494 698 | 
- 494 509 
- 494 318 
- 494 124 
- 493 927 


. 493 728 
+493 527 
- 493 323 
. 493 116 
- 492 907 
492 695 
. 492 481 
- 492 204 
- 492 044 
. 491 822 


- 491 598 
- 491 370 
. 491141 
. 490 908 
. 490 673 
- 490 435 
- 490 195 
- 489 952 
- 489 707 
- 489 459 
. 489 208 


ooo 


oo00o0oo00coco0o 0 


Oo Ones" 1 Ooo 


Oi IG OPO 1O7O"O10" © 


QO O00 OO 


SiO SOE Orie Or 


log {N}*(n)}. 


DAADAAAANAAD 


DADNAANDADAAAAA 


ADANAANADAAAAAGD 


- 489 208 
. 488 955 
. 488 699 
. 488 440 
- 488 179 
487915 

487 649| 20° 
. 487 380 
. 487 108 
- 486 834 


- 486 557 
. 486 277 
. 485 995 
485 710 
- 485 423 
- 485 133 
. 484 840 
- 484 544 
. 484 246 
- 483 945 


. 483 641) 
. 483 335 
. 483 026 309 
. 482 714 
. 482 400 
- 482 083 
. 481 763 
»481-441) 27 
481116) 328 
. 480 788] 3 


- 480 457 
. 480 124 | 
- 479 788 | * 
- 479 449 | > 
RAO TOS Ee 
"478 764| 344 
.478 417 
. 478 067] * 
HLT LL 
417 Ooo 


- 477 001 
. 476 641 
AO 2UT | 
475911 
- 475 542) > 
J 475 170) © 
- 474 795 
. 474 418 
hate ; 
- 473 655] ; 

. 473 269 aoe 


OO! O1G QO O'o, Oo 


QO1O2O OOOO Oro Ci01LO7O 1 C1070. O°: 


OOOO OOOO Oo 


OiOnO Oris 


oo0o00°0 


ADANDAAAAAAA DNADADAAAAADY ADANADAADAAAA 


ADNNDDADAADNA 


- 473 269 
. 472 880 
- 472 489 
- 472 095 
- 471 698 
.471 298 
- 470 895 
- 470 490 
.470 081 
. 469 670 


- 469 256 
. 468 839 
- 468 419 
- 467 996 
» A407 571 
. 467 142 
. 406 711 
- 466 277 
. 405 840 
. 465 400 


- 404 957 
- 464 511 
. 404 062 
. 463 610 
. 463 156 
- 462 698 
. 462 238 
.461 774 
- 461 308 
- 460 838 


. 400 366 
- 459 891 
. 459 412 
- 458 931 
. 458 447 
. 457959 
-457 469 
-450 976 
- 456479 
- 455 980 


«455 477 
+ 454.972 
- 454 463 
- 453 952 
-453 437 
«452 919 
- 452 399 
451 875 
»451 348 
.450 818 
.450 285 


OG" Or OxOrOrS"'@ (Ore (2) LQ) LSM@! SOMOS KS Ae) Q°O1C'O Oo OO" O'S 


DIOTOw1O OO 1O76"0 


Oro OO OlO1O.OJOTorO 


. 240 
. 2d 


242 


- 243 
. 244 
» 245 
. 246 
- 247 
. 248 
. 249/6.420 184 

. 250|6.419 485 


- 450 285 
- 449 748 
- 449 209 
- 448 666 
- 448 121 
- 447 572 


. 447 020 
. 446 465 
.445 907 
445 345 


ANDAAAADAAAD 


- 444 781 
- 444 213 
- 443 642 
- 443 068 
- 442 400 
- 441 909 


-441 325 
. 440 738 
- 440 148 
- 439 554 


NDNANANDNDAAAAOD 


- 438 957 
. 438 357 
- 437 754 
- 437 147 
- 436 537 
- 435 924 
- 435 307 
- 434 687 
- 434 063 
- 433 437 


DANANDADANDAAD 


. 432 807 
- 432 173 
- 431 536 
- 430 8906 
- 430 252 
- 429 605 
-428 955 
. 428 301 
- 427 644 


DANDDAAANAO 


- 426 983 


- 426 319 
- 425 651 
. 424 980 
. 424 306 
. 423 628 
. 422 946 
.422 261 
-421 572 
. 420 880 


NDANDANADAAAA 


626 


634 


650 


661 
664 
668 


699 


os 


Tafel XV. 
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Oppolzer’s M-Tafel. 
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Tafel XV. 
Oppolzer’s M-Tafel. 
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2.15 + 0.203 887 4 0),251 327 +-0.259 889 On 207 1328 +0. 312 294 
+ 63 O41 0. 289 537 +- 0. 313 705 
2 16 +o oa 132 + 0. 235 518 O ee ake A eer toe nietos 
2.17 “Ova 137 = 0. 239 517 fo) 4 ah 
2.18 +0. 218 912 +0. 243 332 0.268 909 0.293 638 0.316 289 
B= N09 + 0.223 468 + 0.246 970 O.271) 635 O22. 533 niger aa 
2.20 + 0.227 814 -++ 0. 250 439 + 0.274 231 0.207 329 - 310 § 
2 2) + 0.231 959 +.0253 746 + 0.276 701 + 0.299 031 +0.319 611 
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Tafel XVI. 


Leuschner’s Erweiterung von Oppolzer’s + Tafel zur Bestimmung der 
geocentrischen Distanz bei ersten Bahnbestimmungen. 


Se 15° 20° | 25° | 30° 35° 

Dy Da +0. 231 959 + 0.253 746. -o.276 701 0.299 031 ©. 319) O12 
D2 + 0.235 912 + 0.256 898 +0. 279 050 0.300 642 0.320 581 
ep ee + 0.239 681 + 0.259 900 0. 281, 283 0.302 166 O. 321 487 
Dene + 0.243 275 + 0.262 760 ©. 283 405 0. 303 605 0.322 332 
2.25 0.246 700 +0. 265 483 + 0.285 419 0. 304 964 ©2323 1410 
hs BS + 0.249 963 +0.268 074 0 287-331 0.306 244 0.323 844 
2.27 = 10). 253 073 oa 539 + 0.289 144 0.307 450 ©. 324 516 
hs Pie} Om 250 O84 0.272 884 +0.290 862 0.308 583 0.325 134 
2.29 + 0.258 853 +0.275 112 +0,292 488 + 0.309 648 0.325 702 
Ps XO) + 0.261 537 + 0.277 229 + 0.294 027 + 0.310 045 0.326 22 
2.31 + 0.264 091 + 0.279 239 +0.295 482 0.311 578 +0.326 691 
2.32 +0.266 518 +0.281 146 0.296 855 0.312 450 >- 0.327 115 
2. 33 + 0.268 827 + 0.282 955 0.298 151 -+ 0.313 262 0.327 496 
2.34 0,271 021 + ©. 284 669 ©. 299 372 + 0.314 016 0.327 834 
2535 TO 7o8 LO4 + 0.286 293 O,300) 521 + 0.314 716 0.328 132 
2-30 + 0.275 082 + 0.287 829 +0.301 601 +0.315 362 +0.328 390 
2.37 +0. 276 959 + 0.289 281 4-0. 302 614 + 0.315 957 0.328 610 
2.38 +0. 278 738 -- 0.290 653 +0. 303 563 0.316 504 + 0.328 704 
2«39 + 0.280 424 + 0.291 947 +-0. 304 451 0.317 003 + 0.328 942 
2.40 = 10252) O21 + 0.293 107 +0. 305 279 0.317 456 + 0.329 057 
ae --0. 283 531 +0. 294 315 “0 . 306 050 -Lo.317 866 +0. 329 135 
eae 0. 284 959 +7 0.295 395 -+-0.306 766 wt G.318 233 0.329 189 
s 43 + 0.286 307 + 0.296 408 0.307 430 + 0.318 560 Nese 210 
aie + 0.287 579 + 0.207 359 0. 308 043 0.318 847 -+0.329 201 
2.45 + 0.288 778 + 0.298 245 +0. 308 607 aa 319 007 + 0.329 164 
2.46 +o. 289 907 + 0.299 078 +0. 309 124 Bl Bo wae) 

oe. . 309 12 SOLO) AUT 0.329 101 
capil + 0.290 968 + 0.209 853 = ©. 300 506 6, axa 490 +0132 Oll 
2.48 + 0. 291 965 +- 0.300 572 + 0.310 024 0.319 635 0. 328 897 
3-49 + 0.292 898 +0. 301 240 = Oil Ouciet 0.319 748 + 0.328 758 
2.50 0.293 172 ++ 0.301 858 + 0.310 757 + 0.319 830 +0. 328 507 
are) cee 589 + 0.302 427 -+- 0.311 064 + 0.319 881 + 0.328 413 
ate 205.351 | iO 302 050) |) pe Ong aden =O. g1b 608 0.328 208 
aoe 70-290 058 TO. 303 428 + 0.311 568 + 0.319 900 cB 982 
Ba +0.296 713 +0. 303 863 aa 768 +0.319 868 + 0.327 736 
2455 +0, 207 321 + 0.304 257 0.311 934 40.319 811 6. 524 47) 
B56 ae } aC pets des 

2 sop 881 + 0.304 611 + 0.312 068 0.319 720 + 0.327 188 
i rt 3. 298 390 ++ 0. 304 927 + 0)..312 172 0.310 62 nl 56 888 
Vey} + 208 867 rs 0 23 0. 326 888 
Pits 9.298 867 -+- 0. 305 206 + 0.312 246 + 0.319 495 + 0.326 570 
zn7. 0.209 295 + 0, 305 449 + 0.312 201 +0.31¢ a Bees ere te 
>, 60 ° 2 es 0.319 344 0.320 230 
2. + 0.299 681 + 0.305 059 + 0.312 309 + 0.319 172 + 0.325 887 
font + 0.300 033 +0. 305 836 + 0.312 3 
; z < Ra cos ave 12% sole QOL 0. 318 980 
2.62 + 0.300 345 + 0.305 981 + 0.312 267 ae es 768 + 0-325 522 
PAGS) + 0.300 620 + 0. 306 096 ©. 312 209 ete : _ iP eat 
2.04 --+ 0. 300 862 + ©. 306 182 fo: 312 127 46.318 oS shared a 
2.05 + 0. 301 069 + 0. 306 239 0.312 022 cma ie es ee ae 
s : tr ae ; 2 +323 92 
2.66 +0. 301 245 + 0.306 27 + 0.211 806 
z < pe On <(V9 one 590 720 29 

2.07 + 0.301 390 + 0.306 274 toi31 748 nie oy: oe mie oa 
ae =- ©. 301 505 0.306 254 + 0,311 580 BB ss AR ee re 
ano 7-9. 301 591 0. 306 206 + 0.311 3 goers 9,922 S$ 
2.70 + 0.301 651 +0. 306 re ze s a = + 0.316 794 + 0.322 133 
at ae te ‘ : Of +0.316 450 + 0.321 657 
ae =O e}) 3 O. 306 O51 +9. 310 963 E 
2.72 | +0.301 691 +0.305 940 | +0. 310 722 eee Ae Tees 
2). 73 + 0.301 674 + 0.305 808 + 6.310 465 ay 5 } == ©1320) 677 
2.74 eo: 401 643 ee : : +0). 315 338 +0. 320 173 
soul 3 83 0.305 656 +-0.310 192 sate. > 
Bhs +0.301 569 + 0.305 485 Re eae - 314 942 + 0.319 660 
2.76 --o. 301 in ss + 0.314 534 +0, 319 139 


aot aouses 295 -L-o. 309 599 20. 314-105 +0.318 610 


ad 15° 20° | 25° | 30° 35° 
Bete + 0.301 484 + 0.305 295 10.300 509 +0.314 115 |-+0.318 610 
ay | + 0.301 378 +0. 305 o88 + 0. 309 281 +0.313 686 +-0.318 073 
a 48 + 0.301 252 +0. 304 864 + 0.308 950 + 0.313 246 + 0.317 528 
2.79 + 0.301 106 + 0.304 623 + 0.308 606 + 0.312 796 +0.316 976 
3. 80 + 0. 300 930 + 0.304 367 -+- 0.308 240 + 0.312 336 + 0.316 418 
2.81 + 0.300 759 + 0. 304 006 + 0.307 880 +0.311 868 + 0.315 854 
2.82 + 0.300 560 + 0.303 810 + 0.307 499 + 0.311 301 + 0.315 286 
2.83 +-0.300 344 +0. 303 511 a Oa-80y 107 + 0.310 905 +o 314 ee 
2.84 + 0.300 111 + 0. 303 198 +- 0 . 306 705 + 0.310 412 + 0.314 12 
2.85 + 0.209 864 + 0.302 872 + 0. 306 293 + 0.309 910 + 0,313 541 
2.86 + 0.209 602 +0. 302 533 + 0.305 871 + 0.309 402 + 0.312 950 
2.87 +0.209 325 + 0.302 183 + 0.305 439 + 0. 308 886 + 0.312 353 
2.88 + 0.209 035 + 0.301 822 + 0.304 998 +0. 308 364 +0.311 Ce 
2.89 +0.298 732 +0. 301 449 + 0.304 548 + 0.307 835 ee Sylale glee 
2.90 + 0.208 417 + 0.301 066 +0. 304 090 + 0.307 301 0.310 537 
2.91 0. 298 089 + 0.300 673 + 0.303 624 + 0.306 760 + 0.309 924 
2.92 2 Se Se 749 + 0.300 270 +0. 303 151 + 0.306 214 + 0.309 307 
2.93 + 0.207 3909 + 0.209 858 + 0.302 670 +0. 305 663 + 0.308 687 
2.94 +0.297 03 +0.299 436 + 0.302 183 + 0.305 106 +0 . 308 063 
2.95 + 0.206 666 + 0.209 007 + 0.301 688 +0.304 545 + 0.307 437 
2.96 +0.296 285 0.298 569 + 0.301 187 + 0.303 979 + 0.306 807 
2.07 205 89 01,208 12 0.300 680 O. 303 409 Sia Ones OOmle) 
2.97 + 0.295 804 += 3 ae 
98 1.295 40 + 0.297 670 + 0.300 168 +0. 302 835 0.305 540 
2.98 + 0.295 494 s : ite 
2.99 +0. 295 085 + 0.207 210 +0.299 650 + 0.302 256 ee ae 0 
3.00 + 0.294 668 + 0.206 742 + 0.299 126 + 0.301 674 304 204. 
7 622 
Ol 0.294 243 + 0.296 269 +0.208 507 + 0.301 089 ane 303 
eo a. 293 811 + 0.295 788 + 0.298 064 + 0.300 500 0 302 980 
3 03 + 0.293 371 + 0.295 302 +0.207 526 + 0.299 909 + 0.302 336 
3. O4 +-0.292 92 + 0.294 810 + 0.296 984 +0. 2099 314 + 0.301 688 
3.05 +0.292 470 +0.204 313 + 0.296 437 + 0.208 716 + 0. 301 041 
0.300 392 
3.06 +0.292 010 + 0.2093 810 +0. 295 ee +0.2098 116 se ee oe 
3.07 +0.291 543 0.293 302 + 0.295 332 + 0.207 513 : 
2 “08 +0.291 071 0.292 790 0.204 774 + 0.206 900 +0 299 090 
r +0. 290 592 0.292 273 0.294 213 + 0.2096 302 720 4 ne 
3.10 +0.290 109 Riel 751 +0. 293 649 + 0.295 692 + 0.297 785 
, : 2 O82 2 0,297 129 
cee BL + 0.289 621 0.291 226 0+ 293 OB: O 295 08 ah are 
2 +0. 289 127 0.290 696 +-0. 202 512 0.294 469 : 
ae 288 62 +0.200 163 +0. 291 939 + 0.293 855 + 0.295 817 
#018 + 0.288 629 “3 : . : + 0.205 162 
3.14 +0. 288 127 +0. 289 627 0.201 364 + 0.293 239 neces 
3.15 +0.287 620 + 0.289 087 46/290 786 + 0.292 622 - ae en 
. 8 543 0.290 2 0. 202 00 One ( 
3.16 i Bengt ees oo — ney o tog 201 385 + 0.203 194 
aes Boe ore Deri 4 18 +0.289 040 | +o.290 764. | +0. 292 536 
ee 40.285 554 |, 0.286 896 |. 10.288 45s. | bo 200 143 | 0.291 879 
ae +0. 285 026 + 0.286 342 + 0.287 868 + 0.289 521 0.291 22 
si 284 5 0.285 786 + 0.287 279 + 0. 288 898 0.290 567 
5,21 + 0.284 501 + 0.285 7 yt a +0, 288 275 - 0.289 910 
3 ee) + O. 283 970 -f- 0.285 227] + ne 07 aC 287 65] + ©. 280 254 
23 0. 283 436 + 0.284 666 wobec idl es +0. 288 5909 
3. ; 84 103 + 0.285 505 +o 287 027 
3.24 0.282 899 ae Ke at ee + 0. 286 403 + 0.287 943 
3125 + 0. 282 360 0.283 539 | + 0.2849 ese Bia 
a4. ; Bey 2Q5 446 0.28 7 
3. 26 + 0.281 819 +o. 282 972 + 0. 284 ais a 285 778 586 € 
3.27 +6, 281 275 + 0.282 404 “0988 720 +0 
3.28 +0. 280 729 +0. 281 835 ay 0 485" Lad 
53 +0. 280 182 0.281 264 +0. 282 527 
ane? 4 2 280 692 0.281 930 
3. 30 +0.279 632 0.2 : J : 
3.31 +0.279 081 +o, 280 119 + 0.281 332 
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Tatel XVL 


Leuschner’s Erweiterung von Oppolzer’s a Tafel zur 
geocentrischen Distanz bei ersten Bahnbestimmungen. 


Bestimmung der 


he 15° 20°" | 25° | 30° 35° 
3.31 + 0.279 081 + 0.280 119 ieee 332 +0. 282 654 0. 284 023 
3.32 +0.278 528 + 0.279 545 0. 280 733 +0. 282 029 0. 283 372 
Suse +0.277 974 +0.278 970 neues 134 + 0.281 405 + 0.282 722 
3.34 +0.277 419 +0.278 394 0.279 535 + 0.280 781 + 0.282 072 
AAS +0.276 862 +0.277 818 + 0.278 936 + 0.280 157 + 0.281 425 
Shs ae 216 304 ee gs a ee 337 ae 279 534 15: 280 779 
: 0.275 746 0.276 663 O.277 131 0.278 912 0. 280 133 
3.38 +o 275 186 + 0.276 085 + 0.277 138 +0,278 290 + 0.279 489 
3. 39 + 0.274 625 te 275 506 + 0.276 539 + 0.277 668 + 0.278 845 
Re) + 0.274 062 0.274927 + 0.275 940 + 0.277 048 + 0.278 200 
3.41 fae 273, 502 + 0.274 348 +0.275 341 +0.276 428 +0.277 560 
3.42 0.272 939 ite 273 709 SIO men 142 + 0.275 809 + 0.276 919 
3-43 + 0.272 376 0.273 189 +0.274 144 +0.275 190 + 0.276 282 
3.44 + 0.271 813 + 0.272 610 +-0.273 546 + 0.274 573 0.275 644 
3.45 +0.271 249 0. 272 031 +0.272 949 + 0.273 956 + 0.275 007 
3 ..46 + 0.270 685 + 0.271 451 +0.272 352 +0.273 340 + 0.274 374 
3-47 =. 0.270 121 0.270 872 1 O..271 756 + 0.272 726 + 0.273 738 
os see a a o) oie 293 smeeete 160 +0.272 112 + 0.273 107 
+0. 268 992 0. 269 715 0.270 565 0.271 499 + 0.272 478 
3.50 + 0.268 427 0.269 136 +0.269 971 +0.270 888 + 0.271 848 
3+ 51 +0. 267 863 +0.268 558 | :-+ 0.269 378 +0.270 277 + 0.271 220 
3-52 + 0.267 299 +0.267 981 + 0.268 785 +0.269 668 + 0.270 595 
8753 +0. 266 733 + 0.267 404 + 0.268 193 -+ 0.269 060 + 0. 269 969 
3.54 + 0.266 171 +0. 266 827 + 0.267 602 + 0.268 453 + 0.269 346 
3-55 0.265 608 + 0.266 252 + 0.267 O11 + 0.267 848 + 0.268 724 
3.56 + 0.265 045 + 0.265 676 +0. 266 422 =|-0).1207 5 
: 207 243 + 0.268 10 
oe +0. 264 478 +0.265 102 +0.265 834 +o 366 640 +0. 267 aS 
Be +0. 263 919 + 0.264 528 +0.265 247 + 0.266 039 + 0.266 871 
ae + 0.263 358 + 0.263 955 + 0.264 660 + 0.265 438 + 0.266 256 
3.60 + 0.262 796 +0. 263 382 + 0.264 075 +0. 264 839 4+ 0.265 644 
B61 + 0.262 236 + 0.262 811 | ©. 263 5 
; 262 ; 491 +0.264 242 0. 265 
37, 02 + 0.261 676 + 0.262 240 + 0.262 908 +o a6 HF: ve nee oe 
ES ae a ay ise 201 671 + 0.262 326 + 0.263 051 + 0.263 813 
hic 0.260 560 0.261 102 0.261 746 + 0.262 458 53 2 
3.65 + 0.259 999 + 0.260 534 a sence 561 866 ae neohes 
1 16¢ + 0.261 866 + 0.262 602 
3. 66 + 0.259 442 + 0.259 967 + 0.260 588 + 5 
? 44 5 7 ; 58t ©7201) 27 0.262 
sh -+- 0.258 886 + 0.259 401 +o. 260 011 + 0.260 687 si 261 ae 
see +0. 258 330 + 0.258 836 + 0.259 436 + 0.260 009 + 0.260 799 
3. 09 + 0.257 776 +0. 258 273 +0.258 861 + 0.259 514 + 0.260 202 
31,710 + 0.257 222 Ones jo + 0.258 288 + 0.258 930 + 0.259 606 
aye Ul -0.256 669 +0.257 148 0.257 716 4” 
rie) nee QR! 7. 0.256 588 uma } 5 ee eM ae mA 
se eee Pee oe sae lens poe 766 + 0.258 420 
373 2+ 255 5 » 250 02 » 250 577 0.257 187 +0.257 83 
3-74 + 0.255 017 Ouesseane + 0.256 01 eee BSS 
wo #O0 / Care 1@) Oi, 2 5 2 
3.75 + 0.254 468 ieee O14 + 0.255 444 sl ee ee tere 
AO + 0.253 920 + 0.254 350 +o Pe ees a +25 = + 0.256 655 
aa Ne 253 ue - 0.253 804 -+ 0. 254 316 Le ae a ae 486 
3.7% 0.252 828 253 25 ), 253 766 a E 
ys saaeea 70.253 251 + 0. 253 755 +0.254 314 + 0.254 906 
age 252 284 +-0.252 700 + 0.253 195 +0. 253 74¢ + + 
3 . 80 +- 0.251 740 + 0.252 149 +0.252 636 + 0.253 ue sas a aid 
3.81 + 0.251 198 + 0.251 600 fie : 
oueb ). 251 1G . 25 0.252 > 
3.02 + 0.250 659 0.251 053 ata Be B: - ier Cee 
Bi8G + 0.250 118 0.250 506 +0.250 9068 + eee ee 
3.84 | + 0.249 580 “B50 6B Oe 
‘ 8 249 50 + 0.249 901 + 0.250 415 +0.250 22 ¢ 
3.85 To. 249 043 eeicate eeu SO 922 + 0.251 458 
ms peas » 249 804 + 0.250 362 + 0.250 890 
: 248 sor | + 0.248 876 | -+0.249 315 | + 0.249 804 | +0. 250 32 
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Leuschner’s Erweiterung von Oppolzer’s ES Tafel zur Bestimmung der 
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| 20° | 25° | 30° 35° 
| 3.86 | + 0.248 507 + 0.248 876 +-0.249 315 wa 804 0.250 324 
| 3.87 | +0.247 972 +0. 248 335 + 0.248 767 0.249 248 i-O. 249 761 
| 3.88 |.+0.247 439 0.247 795 +0. 248 220 + 0.248 694 +0. 249 198 
3.89 + 0.246 907 YO. 247 258 + 0.247 675 + 0.248 142 + 0.248 638 
3.90 + 0.246 376 +-0.246 721 + 0.247 132 +0.247 501 + 0.248 078 
3.91 +0.245 847 + 0.246 186 + 0.246 590 +0.247 042 +0.247 522 
3-92 + 0.245 319 + 0.245 653 + 0.246 050 + 0.246 494 +0. 246 966 
3 - 93 0-244 792 + 0.245 121 + 0.245 512 + 0.245 949 +0. 246 413 
3.94 + 0.244 267 + 0.244 590 + 0.244 975 + 0.245 405 + 0.245 864 
3-95 | 10-243 744 | --0.244 061 | +0.244 440 | +0.244 863 | +0.245 313 
3.96 | + 0.243 220 + 0.243 533 + 0.243 906 eRe oe 322 +0.244 767 
3.97 | +0.242 701 0.243 007 I Omeda 374. 0.243 784 nnn 221 
3.98 +0.242 179 0.242 483 ss 844 +0.243 247 0.243 676 
3.99 +0.241 663 0.241 960 OF242" 315 + 0.242 712 + 0. 243 136 
4.00 + 0.241 148 7-0. 241 438 + 0.241 788 +0.242 179 + 0.242 596 
0.01 = 2.327 36 — 2.143 92 — 1.944 34 == 1730.29 —1.503 57 
0.02 = 25391 OO — 2.166 66 —1.960 26 LO ROO) se SOONSO 
0.03 —2..3397 @7 — 2.189 57 —= 1 sehyfey aul ST ASaTS —1.509 78 
0.04 — 2.417 58 — 2.212 63 —1.991 88 le SOS a 5 ale) i 
0.05 — 2.448 48 — 2.235 84 — 2.007 50 —1.%766 27 —1.514 56 
79 Aa = = 6 39 

. C6 — 2.479 81 — 2.259 15 2.023 14 We Yee oul 1 516 
0.07 — 2.511 56 — 2.282 60 — 2. 038: 50 Shs Theos —1.517 82 
0.08 — 2.543 70 — 2.306 12 — 2.053 88 — ike, 7he.o} Si7) —1.518 84 
0.09 — 2.576 2 — 2.329 72 — 2.069 01 —1.797 76 Seon 
0.10 — 2.609 20 — 2.353 30 — 2.083 95 — 1.804 78 T5510 61 
5 ffi als = = Aen chs = LOSS 

aL — 2.0642 54 ees Td, Se 2.098 68 1 

12 — 2.676 2 — 2.400 86 — 2°, 113 19 == ih ely 9) —1.518 59 
0.13 — 2.710 32 — 2.424 62 — 2.127 44 — 1.823 59 —1.517 37 
fe) 14 34444 75 — 2.448 36 —2.141 42 — 1.829 03 —1.515 67 
re pak Uo —2.779 52 — 2.472 07 — 2.155 10 — 1.834 00 —1.513 47 
0.16 —= 2.814 61 —2.495 70 Se O84 5 — les isiehon Gy —1,510 36 
17 — 2.850 Ol — 2.519 25 — 2.181 46 —1.842 54 —1.507 52 
2 8 — 2, 885 70 — 2.542 70 — 2.19409 — 1.846 05 —1.503 76 
me c —s 99 — 2.206 31 — 1.849 05 —1.499 44 
O5.19 — 2.921 66 2.5605 99 a 3 Se 

0.20 —— OS Oy —2.589 11 — 2.218 10 — 1. Sh) 4¢ 494. 

y —2.612 C¢ —2.229 44 — 1.853 35 —1.489 15 
ser = ee oi ae ei 7 — 2.240 28 — 1.854 63 — 1.483 15 
Ge 22 — 3.030 92 -—— 2.634 72 4 8 

: 67 7 2.657 — 2.250 61 St eshaal douse 
O25 — 3.0067 70 —2,057 13 2.25 bey 
0. 24 — 3.104 62 — 2.679 24 — 2.260 39 —1.855 30 —1 e pe 
0.25 BO ave 63 —2.%701 Ol — 2.269 59 —1.854 76 —1.461 

"| —z 22 38 — 2.278 19 — 1.853 50 seer Nee Gil 

ms fe eee ass — 2,286 14 —1,851 56 =) 444 36 
3. 215. 80 —- 2.143 34 2 J 

2 88 —2.,763 83 — 2.293 42 — 1.848 94 — 1.434 81 
5 ares 89 2.783 81 — 2,300 Ol —1.845 59 — 1.424 64 
& eae Ae |} x s A “4 8 

e 3.326 79 — 2.803 2 — 2.305 86 —1.641 52 1.413 87 

ey 4 —2.310°9 — 1.836 71 — 1.402 49 
Oi 3-363 52 2.822 07 aad aes a Bate cr 
Oo. 3.400 03 — 2,840 25 263 — ee Bs ve ee 

E 3.436 28 — 2.857 74 — 2.318 71 824 me! 
es 472 18 2.874 48 — 2,321 32 ——1.817 69 3045 73 

ev Mey — 1.809 § =n 
: 3 507 68 — 2.890 44 — 2.323 05 1.809 80 o é 

: 02 88 =) Bola —']) 33 
(Oy 3.542 72 — 2.905 55 — 2.323 88 1.801 10 
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Tafel XVI. 


6 ° 1 e 
Louschner’s Erweiterung von Oppolzer’s ;, Tafel zur Bestimmung der 
geocentrischen Distanz bei ersten Bahnbestimmungen. 


4G° 45° 50° 55° 
” 
_ —— —— —— — 
0. 36 — 3.542 72 — 2.905 55 — 2.323 88 —1.801 10 
On Bil Sg ror mes = 2.919) 76 == 2)..323, 10 —1,791 61 
0.38 — 3.611 13 — 2.933 03 —— 2) 822505 —1.781 31 
0.39 — 3.0644 35 — 2.945 30 == 2, 320 60 —1e770 20 
0. 40 — 3.676 80 — 2.956 52 —2. 317 52 lea DO ae 
Omraa — 3.708 41 — 2.966 63 — 2.313 39 —1.745 54 
OnAz Bh IO) OY — 2.975 59 — 2.308 21 —1.731 99 
0.43 = 3 768 710 — 2.983 35 — 2.301 96 —1.717 63 
0.44 — 3.797 33 — 2.989 85 — 2.294 61 —1.702 46 
0.45 = 3h eb — 2.995 05 Der heio) 15 — 1.686 50 
0.46 — 3.850 81 — 2.998 89 — 2.276 57 — 1.669 74 
0.47 — 3.875 53 — 3.001 34 ==). 205) 00 —1.652 2 
0.48 — 3.898 78 — 3.002 34 — 2.254 Ol — 1.633 89 
0.49 — 3.920 46 — 3.001 87 — 2.241 Ol —1.614 83 
oO. 50 — 3.940 48 — 2.999 87 10) 2200S T —1.595 02 
Gres — 3.958 75 == 2.990) BO == 2.211 58 —1.574 50 
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; a Oakey Boul 0.304 383 387 cs ae he aa 
Soau + 0.302 429 0.303 537 526 oe a Ea he 
3.18 pe ang 305 403 0.306 181 
3 5 5 0. 302 695 668 > 0. 304 §33 0.305 209 
BP KC) +- 0.300 785 0. 301 858 816 +- 0. 303 667 ae coe 22 
3.20 -- 0,209 968 0.301 024 967 + 0. 302 806 bie hs we 
= re) 
Binal -++-0.299 1 OF 2 3 
R22 Me Ue oO as ae Oe hie eas: fo ser Ges 
. 282 0.30 2 2 
3. 23 +0. 207 K o 301 090 0.301 818 
Sek “ 97 539 0. 208 545 L 445 0.300 247 coe 200 959 
ape +0. 296 736 0.297 727 613 +- 0.299 403 = 8 300 10 
3-25 70.295 937 0.296 912 785 + 0.298 563 +0 299 
3. 20 +- 0.295 141 0.296 101 061 ale ae 
Be eee are 0.297 727 + 0.298 408 
ae siege 64 349 0.295 294 140 +0, 206 805 0 207 ae 
* a tee oe seo 0.20904 pee 324 +O 206 068 to 206 730 
348 202 77 0. 293 090 512 One : 205 807 
53 | Fovcn soa | Fe:308 8 Sa ee 
Sich -O. 291 214 + 0.2902 102 8 > ae : ‘ 
3.32 0.200 439 Z ©. 201 313 pts pate aoe Bi yeae tanec 
3.33 | +o.289 668 | + 5: ; at aed See 
5 34 +0. 288 a Boas. pee te 0.291 993 Ap 292 608 
A ae Es )00 + 0, 289 747 509 0.291 190 abe 201 ve 
3.3! ), 288 135 + 0.288 969 710 Gs 800 B01 a ee He 
3-36 -- 0. 287 373 -- 0. 288 105 034 nc ene 9 
3-3 0. 286 615 + 0.287 42 183 meskes + 0.290 186 
3. 38 0. 285 850 0.286 657 ve 0.288 805 ]| 0.289 387 
3.39 +o. 285 109 -0.285 804 ee x oe pee fe 288 592 
3.40 +0, 284 361 + 0.285 134 831 a Pe 2 fal 801 
ik 2 Wes 2 + 0.287 013 
3.41 0. 283 017 -+- 0.284 378 O64 0. 28% 68 
3.42 0, 282 875 0. 283 625 mi 5 080 0. 286 230 
3.43 (Melsee ately) +o, 282 876 on Z au oe 0. 285 451 
3.44 -+-O. 281 402 +- 0. 282 130 787 3 284. ae +- 0.284 676 
3-45 + 0.280 670 + 0.281 387 035 * — ce aie. ae 904, 
E. Speen 415, 168)7/ 
Brac +-0.279 942 
460 f He Gey +9, 280 648 286 + 0.281 860 + 0.282 373 
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Leuschner’s Erweiterung yon Oppolzer’s 2 Tafel zur Bestimmung der 
geocentrischen Distanz bei ersten Bahnbestimmungen. 


46 0.279 942 0.280 648 0.281 286 0.281 860 O} 
47 0.279 217 0.279 913 + 0.280 542 O. 281 107 Ol 
- 48 0.278 495 0.279 181 -0.279 801 0.280 358 On 
- 49 0.277 776 0.278 452 0.279 063 0.279 612 oO. 
50 + 0.277 060 =+-0.277 726 0.278 328 0.278 871 oO. 
=e! + 0.276 348 +0.277 004 sek ae 508 + 0.278 132 +o, 
. 52 + 0.275 639 +0.276 285 0.276 870 + 0.277 308 +o. 
ee + 0.274 933 0. 275. 570 ne 276 147 -+ 0.276 667 +o. 
. 54 + 0.274 230 ate 274 858 0.275 427 + 0.275 939 +o. 
255 + 0.273 530 + 0.274 149 +0.274 710 ale Ore 5 aos +o. 
56 + 0,272 833 + 0.273 443 +0. 273 996 + 0.274 495 “= 
AS + 0.272 140 +0.272 741 + 0.273 286 + 0.273 778 +o 
«58 +0.271 449 + 0.272 O41 +0.272 579 + 0.273 064 +o 
=59 +0.270 761 +0.271 345 +0.271 875 +0,.272 354 +o 
60 +0.270 077 + 0.270 653 +0.271 176 +0.271 647 +o 
61 + 0.269 306 +0. 269 963 0.270 479 +0.270 944 +o 
62 | +0. 268 718 + 0.269 278 0. 269 786 +0.270 2 +o 
63 +0.268 042 +0.268 503 0.269 0904 +0. 269 548 +o 


i 
4 +0. 259. 527 + 0.259 987 + 0.260 407 +0.260 787 +o 
4 + 0.258 892 + 0.259 345 +-0.259 759 + 0.260 136 +o 
if to 258 260 +0.258 707 +0.259 116 + 0.259 487 +o 
ro: + 0.257 630 +0.258 o71 + 0.258 474 + 0.258 841 at 
. 80 +0.257 004 + 0.257 439 +0.257 837 + 0.258 198 O 
81 + 0.256 379 + 0.256 809 +0.257 202 +0.257 558 +o 
82 +0.255 759 + 0.256 182 + 0.256 569 +o 
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geocentrischen Distanz bei ersten Bahnbestimmungen. 


Croll + 0.015 02 +0.275 85 0.533 58 +0.786 27 1.032 09 
| 0.02 + 0.029 99 +0. 290 05 0.545 92 0.795 75 1.037 78 
0.03 + 0.044 95 O. 304 14 0.558 05 0.804 91 1.043 09 
0.04 + 0.059 88 0.318 05 0.569 89 0.813 71 1.048 00 
0.05 + 0.074 77 0.331 81 + 0.581 48 0.822 22 1.052002 
0.06 + 0.089 60 +0.345 39 +o0.592 80 +0.830 38 1.056 87 
0.07 sincere 36 -- 0.358 78 + 0.603 84 +0.838 21 1.060 77 
0.08 0.119 04 diaee 99 cle 614 60 0.845 71 +1.064 34 
0.09 + 0.133 65 0.385 00 0.625 09 0.852 80 .067 57 
0.10 + 0.148 15 + 0.397 80 + 0.635 30 0.859 75 155 070 49 
Oro mn 0.162 54 sas 39 0.645 21 0. 866. 28 + 1.073 08 
Onl, 0.176 81 0.422 75 0.654 84 0.872 49 +1.075 37 
Op 13 0.190 96 + 0.434 89 0.664 17 + 0.878 39 +1.077 35 
0.14 +0. 204 97 ane 80 + 0.673 22 + 0.883 98 +1.079 04 
Ons +0. 218 83 0.458 48 +0.681 97 + 0.889 25 + 1.080 44 
0.16 +0. 232 54 + 0.469 91 +0.690 44 0.894 23 +1.081 
: 7 56 
0.17 + 0.246 09 +0.481 08 +0.698 61 ay 898 90 + 1.082 40 
Ome +0.259 46 + 0.492 04 + 0.706 49 + 0.903 28 + 1.082 98 
0.19 +0.272 66 + 0.502 73 gen + 0.907 36 + 1.083 31 
0.20 a 285 67 +0.513 16 Ow721639 +0.911 16 +1.083 38 
One 0.298 488 + 0.523 345 +0.728 404 10.914 690 1.08 
83 20 
Oe 0.311 104 Siae 243 0.735 135 Ws 917 923 ac 082 802 
0.23 = 0-328: 515 0.542 893 0.741 583 + 0.920 899 -1 1.082 168 
Paes He ee ae +-0.552 280 0.747 752 + 0.923 610 + 1.081 314 
25 ee oe 99 + 0.561 401 0.753 644 +0.926 062 + 1.080 248 
0. 20 0.359 460 + 0.570 258 +0.759 260 0.928 5 
, -928 261 1.078 97 
O. 27 + 0.370 994 + 0.578 846 +0.764 605 Bee 214 eee ee 
0.28 ae 299 + 0.587 170 + 0.769 682 0.931 920 -+1.075 846 
0.29 0. 393 369 + 0.595 228 0.774 495 a 933 404 41.074 004 
0. 30 + 0. 404 201 +0. 603 025 0.779 050 +0.984 641 + 1.071 964 
O31 + 0.414 792 0.610 8 3 
0.32 +0. 425 te iste a ae aos ate ee fipsere ee 
0.33 | +0.435 242 | +0.624 82 sie ees 0.936 489 | + 1.067 444 
24 820 + 0.791 191 0.937 090 + 1.064 938 
ea sega 098 | + 0.631 566 0.794 746 Le 937 486 |. +1. 062 282 
ae ae Ne ee 0.798 063 | +0.0937 683 | +1.059 483 
0.3 0.404 059 + 0.644 285 + 0.801 146 0.937 68 8 
0.37 + 0.473 165 + 0.650 266 + 0.804 O01 ieee sik Be suns he 
0. 38 + 0.482 018 0.655 907 on 1 83h) SO 7 1.053 483 
2 ain 55 997 + 0.806 632 0.937 148 1.00 2 
0. 39 0.490 622 ++ 0.661 480 0.8090 O44 26 6 Beate 
ee - + 0.936 614 + 1.046 986 
4 0.498 973 + 0.666 720 0.811 243 + 0.935 912 + 1.043 566 
0.41 + 0. 507 073 + 0.671 720 +-0.813 233 at ‘ 
2 : : O. 7 
0.42 +0.514 924 -+0.676 489 + 0.815 029 tg on ee Tee 039 
O43 + 0.522 52¢ 2. 68 3 + 0.816 60° 3 =e 
Bie tito eae cee Andon wane ceed anes fe i cede Radler ec 
0.45 + 0.530 990 -+- 0.689 391 + 0.819 208 eG) re et : Se 
2 = BY xte! 
0.46 -++0.543 854 + 0.603 246 + 0.820 231 none a 972 
0.47 + 0.550 477 -++ 0.696 881 -+ 0.821 O77 a eee aes 1.020 990 
0.48 + 0.556 860 ~ 0.700 305 0.821 748 410192 ie “fF 1.016 933 
0.49 +-0.563 006 + 0.703 518 0.822 253 3 os 912 ++ 1.012 803 
0.50 -+- 0.568 915 0.4706 528 +0. 822 508 Rie ots - a 1.008 608 
0.51 + 0.574 596 S1Oln 09.2837 0.8 tae 
mile Ox at +. 022 fe 
0.52 apn Seeley (OF) —+- 0.711 950 = Ow ose $09 Le et apres 
0.53 | +o 585 272 | -+0.714 373 | --0.822 602 aa eeer cee) be eecenaL 
0.54 +0.590 273 +0.716 608 TR ews 0.913 990 + 0.991 236 
0.55 =\-'0.. 305 O87 Loa ; 433 + 0.911 500 + 0.086 76 
0.718 661 + 0.822 034 + 0.908 919 “s S 700 
= 2 
0.56 -- 0. 599 625 0.720 535 + 0.821 502 st 06 982 253 
01900 251 ++ 0.977 700 
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Tafel XVI. 
Leuschner’s Erweiterung von Oppolzer’s + Tafel zur Bestimmung der 


m 


geocentrischen Distanz bei ersten Bahnbestimmungen. 


: | 95° | | 105° 110° 
0.56 0.509 625 + 0.720 535 +0.821 502 +0.906 251 -+0.977 700 
0.57 0.603 982 + 0.4922 237 + 0.820 840 -+ 0.903 500 +-0.973 111 
0.58 0.608 130 1-0 723° 173 -+-0.820 054 + 0.900 671 + 0.968 488 
Oo. + 0.612 074 +- 0.725 138 -++0.819 148 0.807 767 + 0.963 835 
On + 0.615 818 +0.726 346 +0.818 126 ee 792 + 0.959 156 
Oo. +0.619 365 +0.727 399 +-0.816 993 + 0.891 750 BS a 451 
oO. +0.622 719 +-0.728 300 +0.815 752 + 0.888 645 0.949 725 
GO; + 0.625 885 +.0.729 045 +0.814 408 +0.885 479 +0.944 982 
Oo. +0.628 867 +0.729 667 +0.812 965 +0.882 258 +- 0.940 224 
rot + 0.631 668 +0.730 141 + 0.811 427 + 0.878 982 +0.935 449 
O. | 0 .634 203 +0.730 481 + 0.809 798 +0.875 657 ane ee 664 
oO. + 0.636 746 -+0.730 692 +-0.808 081 + 0. 872 285 0.925 869 
Oo. + 9.639 032 +-0.730 77 -+-0.806 281 +0.868 869 1a 065 
oO. + 0.641 153 + 0.730 739 + 0.804 400 + 0.865 412 0.916 261 
oe +0.643 114 + 0.730 585 +0.802 443 + 0.861 917 + 0.911 452 

+0.644 920 +0. 730,317 +0.800 412 + 0.858 386 0.906 642 
+ 0.646 574 + 0.729 937 +0.798 311 + 0.854 822 0.901 832 
+ 0.648 080 +0.729 454 + 0.796 144 ie. 227 0.897 02 
0.649 443 + 0.728 868 +-0.793 913 0.847 605 0.892 222 
+ 0.650 667 + 0.728 183 +0.791 621 +0.843 956 0.887 425 
+0.651 754 +0.727 403 + 0.789 272 eee 285 eee 635 
+ 0.652 710 +0.726 531 +0.786 868 0.836 5092 0.877 853 
+ 0.653 538 +0.725 571 +0.784 413 + 0.832 880 amet O81 
+ 0.654 242 +0.724 526 -+-0.781 908 + 0.829 150 0.868 321 
+0.654 826 +0.723 399 +0.779 356 +0.825 406 + 0.863 575 
+0.655 203 + 0.722 194 +0.776 761 IRC a ee 647 + 0.858 838 
+0.655 646 +0.720 914 =-0.774 12 0.817 878 0. 854 118 
+0.655 800 +0.719 561 +0.771 448 +0.814 098 0.849 413 
+- 0.656 029 + 0.718 139 +0.768 735 aes 310 0.844 725 
+0.656 065 +0.716 651 + 0.765 987 0.806 515 + 0.840 055 
+ 0.656 O01 0.715 100 +0.763 207 0.802 715 +0. 835 403 
+ 0.655 842 seta 487 = 0. 760 307 0.798 912 Teg 770 
+ 0.655 591 10.711 816 +0.757 558 0.795 106 +0.82 cae 
+0.655 250 |-0.710 090 10.754 604 0.791 208 +0. 821 565 
10.654 823 +0.708 310 +0.751 804 + 0.787 491 + 0.816 994 
+ 0.654 312 + 0.706 480 +0.748 892 + 0. 783 686 ieee 446 
+ 0.653 722 + 0.704 602 +0.745 959 ir 779 883 ig 4 ae 
+0.653 054 0.702 677 0.743 007 -+ 0.776 083 0. ae i : 
0.652 311 - 0.700 709 0.740 038 ee 288 we oe 
+ 0.651 498 ++ 0.698 699 0.1737 052 0.768 499 ie . 704 48 
| 9.650 615 + 0.696 650 O. 734 052 +0.764 717 0.790 053 
+ 0.649 666 +0,694 563 fo.f 038 ++ 0.760. 942 ae a 
+ 0.648 653 + 0.692 441 oe Bs mee ve sae St 
0.647 579 -+0.690 286 0.724 9 a O's ye ae 
dap ae 447 +-0.688 099 +- 0.721 934 +0.749 672 aha - 
+0.645 258 -0.685 881 +0.718 882 +0.745 935 0.768 284 
he ori O15 Ne Gas 636 +0.715 823 + 0.742 211 eae ae 
+ 0.642 720 + 0.681 364 +0.712 750 + 0.738 498 Ou aa 
~0.641 376 + 0.679 068 +o.709 691 +0. 734 798 ee aS 
1-0. 639 984 +0.676 748 +0.706 619 + 0.731 112 Oh ‘ 
638 547 + 0.674 406 rears 545 +-0.727 439 ae at 
. 637 007 +0.672 044 0.700 470 + 0.723 781 AF ; 4: 
a ; -—+0.720 138 + 0.738 935 
.635 545 420,669 664 + 0.697 394 eas 
x 66 21( + 9.716 511 +0.734 53 
-633 984 | + 0.667 265 | 0.694 319 oe + 0.730 799 
. 632 385 + 0.664 851 + 0.691 246 + 0.712 899 : 4 

.630 750 | +0.662 421 | +0.688 174 |. +0.709 304 |. +0.726 773 
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Tafel XVI. 


Leuschner’s Erweiterung von Oppolzer’s ~ = Tafel 
oe ischen Distanz bei ersten Babnbestimmungen. 


zur Bestimmung der 


Te Oe I HOmuis 
~0O.548 666 
0.546 503 
0.544 463 
O. 542 367 
0.540 274 
~0.538 187 
0.536 103 
O. 534 025 
0.531 952 


+-0. 529 885 
527 824 
—9.525 768 
523 719 
521 6706 


+ 0.519 640 


. 662 
659 
. 657 
655 
. 652 


. 650 
647 
. 045 
. 642 
. 640 


637 
035 
. 632 
. 629 
7027 


624. 


. 622 
.619 
Poly 
614 


POUe 
. 609 
. 607 
. 604 
. 602 


- 599 
- 597 
- 594 
. 592 
. 589 


. 587 
. 584 
. 582 
+ 7S) 
ee 


~575 
572 
Wi) 
- 507 
. 505 
. 562 
2500: & 
25502 
«555 
«0c 4 


551 
. 548 
546 § 
544 
. 541 


- 539 
+537 
- 535 
» 532 
» 530 


. 528 


421 
977 
§22 
054 
575 


089 
594 
092 
583 
068 
549 
027 
501 
973 
443 


913 
383 
853 
325 
798 
273, 
752 
233 
419 
209 


704 


203 
900 


620 
345 
081 
830 
589 


360 


+o. 688 
0.685 
+0. 682 
+ 0.678 
+ 0.675 


0.672 
0.669 
+ 0.666 


oO. 663 
0.660 
+ 0.657 
+ 0.654 
+ 0.651 


+ 0.648 
+ 0.645 


+0.642 
+0. 639 
+ 0. 636 
= 0.033 
+ 0.631 


+ 0.628 


0.625 
0.622 
0.619 


+0.616 


+0.613 
+ 0.611 
+ 0.608 
+ 0.605 
+ 0.602 


+0.599 
+0.597 
+0. 594 
+0o0.591 
+ 0.588 


+0.586 
+o. 583 
+ o.580 


40.3878 256 


+0.575 


+0 .573 
ug Ona 
+0. 5067 
== 0 505 
+0. 562 


-+- 0.560 
0.557 


+ 0.552 


1120" TI8 
122 774 
. 718 805 
-714 864 
952 


- 707 067 
+ 703 207 
. 699 382 
-695 583 
+ 0.691 811 


0.688 068 
0.684 353 
0.680 666 
eee 006 


0,073) 375 


0.669 772 
0.666 196 
0.662 644 
0.659 126 
0.655 636 


0.652 167 
0.648 727 
0.645 315 


+0.641 929 
+ 0.638 570 


fo.e3n 239 
0.631 932 
0.628 652 
+ 0.625 308 
+ 0.622 170 
+0.618 967 
+ 0.615 791 

0.612 639 

0.609 512 

0.606 411 


0.603 334 
0.600 282 


0.597 254 
0.504 251 
0.591 271 


0.588 316 
0.585 384 
0. 582 475 
aS: 579 590 
0.576 728 
+0.573 889 
+ 0.571 073 
0.568 279 
0.565 508 
= 01, 502. 759 
To: 560 032 
O- 557° 327 
0.554 642 
2-55 980 
0.549 339 
+0.546 718 


©1010) 0: 102) 9 079 
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Tafel XVI. 


Leuschner’s Erweiterung von Oppolzer’s + Tafel zur Bestimmung der 


seocentrischen Distanz bei ersten Bahnbestimmungen. 


2 | 90° 95° | 100° 
ye OO + 0.519 640 0.528 360 0.535 600 
1.67 +-0.517 610 0.526 143 0.533 229 
1.68 + 0.515 588 + 0.523 937 0.530 874 
1.69 +-0O.513 573 oa $21 742 0.528 534 
15.40 +- 0.511 565 0.519 560 0.526 209 
ily ay ft + 0.500 565 0.517 380 0.523 899 
1.72 5 ee 507 $72 0.515 230 0.521 605 
12 0.505 588 +- 0.513 083 © J5 190825 
Br =O. 503: 611 + 0.510 948 0,517 G61 
Le 75 - 0..501 642 + 0.508 824 On Sloat 
1.76 Hes 409 681 + 0.506 712 +0.512 577 
1.77 0.497 729 4-0. 504 613 SS OnislOug hi 
1.38 + 0.405 785 + 0.502 525 = 0.508: 151 
1.79 + 0.493 850 +- 0.500 449 +-0.505 961 
1.80 +0.491 923 0.498385 + 0.503 785 
1.81 + 0.490 005 + 0.496 333 +0.501 623 
1.82 + 0.488 096 + 0.494 293 +0.499 476 
1.83 +- 0.486 195 +- 0.492 264 + 0.407 343 
1.84 + 0.484 303 +- 0.490 248 0.495 225 
PSs + 0.482 420 + 0.488 22 0. 493 121 
1.86 +- 0.480 547 +0. 486 251 +0.491 031 
Oi 1 (Od 7S G2 + 0.484 270 + 0.488 955 
1.88 + 0.476 826 0.482 301 + 0.486 893 
1.89 7 0.474 980 0.480 343 +- 0.484 844 
1.90 + 0.473 142 + 0.478 398 + 0.482 810 
1.91 + 0.471314 +0.476 464 +0.480 789 
1.92 + 0.469 495 + 0.474 542 +0.478 782 
1.93 + 0.467 686 + 0.472 631 0.4176 789 
1.94 +- 0.465 885 + 0.470 732 0.474 809 
1505 + 0.464 004 + 0.468 845 +0.472 842 
1.96 + 0.462 312 +0. 466 969 0.470 889 
1.07 +-0.460 540 + 0.465 104 0.468 948 
1.98 70 456 777, + 0.463 251 0.467 021 
1.99 + 0,457 023 +- 90.461 409 0.465 107 
B00 + 0.455 279 + 0.459 579 0.463 206 
BOT + 0.453 544 xia 457 752 0.461 318 
2.02 +-0.451 818 0.455 945 0.459 442 
2.103 0 450 LOL +-0.454 148 0.457 579 
2.04 | + 0.448 304 +0.452 362 0.455 72 
2.05 + 0.446 697 + 0.450 588 0.453 891 
2.06 | 0-445 008 +0O.448 825 0.452 066 
Z.07 |, +-0.443 329 0.447 072 0.450 253 
2.08 | +0.441 659 -+- 0.445 330 0.448 452 
2.09 + 0.439 999 IN oy 601 0.446 663 
2.10 + 0.438 348 0.441 881 0.444 886 
ye: pl + 0.436 705 +0.440 171 0.443 122 
. +- 0.435 073 +- 0.438 474 0.441 369 
+- 0.433 449 2 2406 785 0.439 628 
+- 0. 431 834 0.435 108 0.437 898 
+ 0.430 22 + 0.433 442 0.436 180 
4+-0.428 633 Ree 787 0.434 474 
+ 0.427 045 0.430 140 0.432 779 
+ 0.425 467 + 0.428 503 0.431 096 
+ 0.423 808 0.426 878 0.429 423 
4- 0.422 338 es ass 264 0.427 762 
+0.420 787 +0.423 659 -+-0.426 112 
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Tate avi 


1 ° 
Leuschner’s Erweiterung von Oppolzer’s | Tafel zur Bestimmung der 
geocentrischen Distanz bei ersten Bahnbestimmungen. 


¥ | 90° 95° | 100° | 105° 110° 
| 

2 +0.420 787 +0.423 659 0.426 112 +0.428 201 0.429 992 
Qun22 +O a 244 | 0.422 063 are 424 473 ee 426 526 Ouaes 285 

=-0.417 711 + 0.420 479 + 0.422 845 0.424 861 0.426 591 
ney) te ea 186 eo nis 902 +-0.421 228 +-0.423 210 0.424 908 
Dee 5 + 0.414 670 +- 0.417 338 + 0.419 621 + 0.421 568 0.423 238 
BAS 0.413 16 ==0.415 783 + 0.418 025 -] +0. 419 938 0.421 580 
Be By Noe Ae + 0.414 238 + 0.416 440 oa 319 0.419 934 
2.28 + 0.410 175 + 0.412 700 +0. 414 865 0.416 713 0.418 299 
2, Ae + 0.408 694 + 0.411 174 +-0.413 300 +0.415 116 Ora 
2.30 + 0.407 222 + 0.409 658 +0.411 746 +0.413 531 0.415 064 
Pre art +-0.405 758 +0.408 152 0.410 202 +0.411 955 0.413 464 
oe cesar 302 + 0.406 652 0.408 668 + 0.410 392 O.411 875 
Bass + 0.402 855 0.405 164 0.407 145 + 0.408 839 0.410 298 
2.34 [-O.401 417 + 0.403 685 0.405 631 +0.407 296 0.408 731 
2.35 + 0.399 987 +-0.402 214 + 0.404 127 + 0.405 765 + 0.407 175 
2.30 = 019398 505 apo 753 +0.402 633 0.404 243 0.405 630 
Fo Bil Sj Oa hou? spit 0.399 301 + 0.401 149 0.402 732 0.404 096 
2.38 + 0.395 746 +0.397 859 0.399 675 + 0.401 230 lipase 573 
DSO) + 0’. 394 349 =- 0.396 427 fe 398 210 + 0.399 739 oes 060 
2.40 +- 0.392 960 + 0.394 999 0.396 754 + 0.398 260 OWE ES) Sti 
oAl |} 0.391 599 + 0.303 582 =1-.9i., 305. 308 0-396 780 +0. 398 065 
2.42 + 0.390 207 ae OF 092) LTS OMA Os No Te 0.395 328 + 0.3096 583 
2.43 77 0. 388 842 4-0 ..890 778 + 0.302 444 + 0.393 875 + 0~ 395 111 
Bye cll + 0.387 485 + 0.389 388 + 0.391 026 + 0.392 433 + 0.393 650 
Be dls +- 0.386 136 +0. 388 005 + 0.389 617 + 0.391 002 + 0.392 108 
2.46 +0.384 795 + 0.386 632 0.388 217 + 0.389 580 +0.300 756 
Ray +- 0.383 462 + 0.385 269 O1n386.827 +0.388 166 0.389 324 
2.48 7 0+ 38% 137 -- 0.383 912 0.385 445 + 0.386 763 0. 387 902 
2.49 7 0.380 819 4-0. 382 564 0.384 O71 0.385 368 0.386 488 
250) + 0.379 509 +0. 381 224 ©. 382 707 0. 383 984 + 0.385 086 
2 adil =- 0.378 207 +0.379 804 O. 381 351 +o. 382 606 0. 383 692 
B52 = 0). 870013 + 0.378 571 0.380 004 +0. 381 239 0.382 308 
253 S Ooats O25 se Oat 250 0.378 666 + 0.379 881 0.380 933 
2.54 +- 0.374 346 Hp Ow is) OKO) Q.377 339 + 0.378 532 0.379 567 
Zero Ola sis} yet = 0.374 651 0.376 O15 +0 377 191 0.378 210 
2.50 7 0+ 371 809 + 0.373 360 0.374 701 0.375 859 0.376 862 
2.57 = emo) §52 Sr Onnaie, 076 OFS TS 307 O 374 537 0.375 524 
2,58 +- 0. 369 301 +- 0.370 800 0.372 100 0.373 222 0.374 103 
2.59 4-0. 368 059 ib 0.369 534. + 0.370 811 0.371 914 0.372 872 
2.60 | 0.3606 823 | 0.368 274 0.369 531 0.370 618 4162371 s60 
2.61 | 0.365 595 | 0.367 020 0. 368 259 0.369 330 0.370 256 
Bue A) moiee nes aeul | yey conan 0. 366 994 0. 368 047 0.368 960 
2.63 fe 363 159 | + 0.364 540 0.365 738 0.366 774 0.367 673 
2.04 0.361 952 + 0.363 311 0. 364 480 0.365 500 0. 366 304 
us DeBlOHLPAcy |i gon poe es 0.363 248 0.364 253 0. 365 124 
2,66 = On goo) 559 + 0.360 873 0.362 015 0.363 004 0. 363 862 
apy Seer so To: 389 606 0.360 789 0.361 762 0.362 608 
2.68 ep Oriaienh Wey: +- 0.358 466 0.359 571 0.360 530 0.361 362 
2.69 0.356 020 =O. Somes 0.358 361 0.359 305 0.360 124 
CA ene ta So 0. 356 086 0.357 158 0.358 086 0.358 895 
2.71 in 353 694 +0. 354 906 0.355 962 0.356 878 SuaReee 
2 72 + 0.352 542 LBs 353 734 0.354 773 0.358 675 0.386 250 
2.73 =O obL C95 0.352 570 0.353 592 0.354 480 O. 355 252 
2.75 aR eye ae acco 0.352 419 0.353 202 0.354 053 
Peta} 0.349 123 =, 01,350) 261 0.351 252 0.352 113 0. 352 862 
Pe IhS) +0.347 997 --0. 349 116 + 0.350 092 +0.350 940 +0-351 678 
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Tafel XVI. 
Leuschner’s Erweiterung yon Oppolzer’s +. Tafel zur Bestimmung der 
geocentrischen Distanz bei ersten Bahnbestimmungen. 


Pe 90° 95° | 100° | 105° 110° 
2.76 0.347 997 + 0.349 116 0.350 002 0.350 940 0 351 678 
aie 0.340 877 |: +0. 347 978 0.348 040 0.349 775 | -L0.350 502 
ant 0.345 763 - 0.346 849 0.347 794 0. 348 616 0.349 333 
2.79 O. 344 656 + 0.345 725 0.346 655 0.347 464 0.348 172 
2.80 +0. 343 555 + 0.344 606 0.345 524 0. 346 322 0.347 018 
2.81 70.342 460 | + 0.343 405 0.344 309 0.345 185 0.345 870 
2.82 +-0.341 371 + 0.342 300 0.343 280 -0. 344 056 0.344 730 
ays TP O+340 289 + 0.341 293 0.342 169 0.342 932 0.343 508 
2.84 + 0.339 213 + 0.340 202 -0. 341 064 0.341 818 Sugeotiga 
2.85 T 0.338 143 - 0.339 117 0. 339 966 0.340 706 0.341 353 
2.86 +- 0 . 337 079 + 0.338 036 0.338 874 0. 339 604 0.340 241 
2.87 +- 0.336 020 + 0.336 962 0.337 789 0. 338 509 0.339 136 
2.88 + 0.334 968 =+- 05 335° 807 0.336 710 0.337 419 0. 338 038 
bess ie eee ee T 0-334 837 0. 335 638 0.336 337 0.336 946 
ad 0.332 882 + 0.333 784 0.334 572 0.335 259 0.335 862 
2-91 } 0.331 847 |. +-0.332 736 0.333 512 0.334190 | +0.334 783 
2.92 |} 0.330 818 | --0.331 694 0. 332 458 0. 333. 127 0.333 711 
a493 + 0+ 329 796 + 0. 330 656 0.331 411 0.332 O71 0.332 646 
2.904 +- 0.328 778 7 0.329 626 0. 330 370 0.331 018 0. 331 587 
sa VA ihe gl a +0. 328 602 0.329 335 0.329 974 | +0.330 535 
2.96 | +0.326 761 0. 327 585 0. 328 305 0. 328 935 0.329 489 
2.97 + 0-325 760 0.326 571 0.327 282 0.327 904 0. 328 449 
2.98 7 0.324 766 0.325 563 0.326 265 0.326 879 +0. 327 415 
2.99 7 0.323 776 0.324 564 0.325 254 0.325 858 +0. 326 388 
3-00 + 0.322 792 ©. 323 569 0.324 249 0.324 844 + 0.325 3 

- Ol + 0. 321 81 0.322 579 0.323 249 0. 323 836 0.324 351 
es +o Em Bar 0.321 504 O. 322 255 0.322 834 0.323 342 
3-03 0.319 873 0.320 614 0.321 267 0.321 838 0.322 339 
3.04 +-0.318 911 0.319 643 0.320 285 0.320 847 deters 341 
3-05 + 0.317 954 0.318 674 0.319 308 0.319 864 0.320 ot 

2 Ted -318 884 0.319 364 

3. 06 + 0.317 002 Onin 0.318 336 0.31 
3-07 + 0. 316 056 0.316 756 0.317 371 0.317 911 0.318 384 
3.08 = 0% 815 114 0.315 804 0.316 410 0.316 943 0.317 410 
3. 09 re -eix 178 0.314 858 0.315 456 + 0.315 980 0.316 pore 
3-10 + 0.313 247 0.313 917 0.314 506 +0.315 024 0.315 479 
+ 0.314 074 0.314 522 

35.11 0.312321 0.312 982 0.313 562 
3.12 One ul 309 0.312 O51 0.312 624 On sls ules 0.313 =o 
13 0.310 483 O. 311 126 O. 311 690 Olee2a 6 0.312 624 
a 0.309 572 O.310 205 0.310 762 On B11 S252 Oe ord oe 
Saad 0.308 666 0. 309 290 0.309 839 + 0.310 oe ae im 
8 3 (Oke 

BIG: 0.307 765 -0. 308 380 JES ee 921 Hee 308 
: 17 0.306 868 O. 307 475 0. 308 009 0.308 479 0. 308 892 

: 18 O 305 976 0.306 574 0.307 101 0.307 565 0.307 973 
es Oo 305 O89 0.305 679 0. 306 198 9-300 656 ee ad 
3.20 O. 304 207 0.304 788 0.305 301 0. 305 Ae ae - 

| 0. 30 ie On 2 
320 0.302 457 | 0.303 022 ee Se a Pee arrays 
ae re ener Assi 6 O. 302 638 O. 303 072 0.303 453 
ee hein en : 16 0.302 188 0.302 564 
ass ised 566 Bi ec fe er 887 0. 301 311 O. 301 681 
3.25 0.299 866 0. 300 408 0. 300 8& eee 
ee ee le eee |e Sea | oan 
ees 0.20908 162 0.29 9 209 155 oe eben at 

- 836 0.298 290 0. 29 
Beco 07297 317 0.297 83 oie pte 
296 98 0.297 442 0.297 842 0.29 

3.29 0.2096 476 0.296 989 = ae ee Bass 
3-30 0.295 639 0.2096 145 0.296 592 . 296 9 — 

4 5 2 1 
Beil +0. 294 807 + 0.295 306 +o. 2095 747 +0. 296 136 +0. 296 4 
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Tafel XVI 


Leuschner’s Erweiterung von Oppolzer’s x Tafel zur Bestimmung der 
geocentrischen Distanz bei ersten Bahnbestimmungen. 


100° 
3. 0. 294 807 0.295 306 0.295 747 0.296 136 0.296 481 
3. 0.293 979 -0.204 471 0.294 907 0.295 291 0.295 631 
ae 0. 293 156 0.293 641 0. 204 O71 0.294 450 0.204 786 
3. 0.292 337 0.292 816 0.293 239 0.293 617 0.293 945 
3. 0.201 522 0.291 994 0.292 412 0.292 782 0.293 109 
3°, 0.200, 711 0.291 177 0.291 590 0.291 956 0. 292 277 
3. 0. 289 908 0.290 364 0.290 772 0.291 132 0.291 450 
ay 0.289 102 0.289 556 0.289 958 0.290 315 0.290 628 
3. 0. 288 304 0.288 752 0.289 148 0.289 500 0.289 810 
2, 0. 287 516 0.287 952 0.288 343 0. 288 690 0. 288 996 
eye 0.286 720 0.287 156 0.287 542 0.287 884 0.288 187 
B. 0. 285 934 0.286 364 0.286 746 0. 287 084 0.287 382 
en 0.285 153 0.285 577 0.285 953 0. 286 287 0. 286 582 
3. 0. 284 375 0. 284 793 0.285 165 0. 285 493 0. 285 786 
2 0. 283 601 0.284 014 0. 284 381 0.284 706 0.284 9904 
3. ©. 282. 831 0.283 239 to. 283 601 0. 283 923 0.284 206 
Bn 0. 282 065 O. 282 467 O. 282 825 0.283 142 0.283 423 
3. 0. 281 303 0.281 700 0. 282 053 | 9. 282 366 0.282 643 
Bes 0. 280 545 0. 280 937 0.281 285 dE 594 0.281 868 
3. 0.279 790 0.280 177 +0. 280 521 0.280 826 0.281 097 
Bn 0.279 040 0.279 422 0.279 761 0. 280 06 0.280 330 
Beye 0.278 293 0.278 670 0.279 005 0.279 oc 0.279 367 
3: 20-2) 550 O.277 2022 0.278 253 0.278 547 0.378 808 
& ee 11 Oouli Wyte 0.277 505 0.277 795 0.278 052 
: 0.276 O75 0.276 438 0.276 760 0.277 047 0.277 301 
2a + 0.275 343 0. 275-701 0.276 020 {_ 
: --0. 276 30 ORS 
Bis + 0.274 615 0. 274 968 0.275 283 0.275 pe 0.275 se 
“0218 891 0.274 239 0.274 550 0.274 827 0.275 O71 
O. O. 273-514 0.273 821 0. 274 094 0.274 336 
One 72 17102 0.273 095 0.273 364 0.273 604 
: 0.272 O74 0.272: 373 0.272 639 0.272 876 
a -O.271 360 0.271 655 O.271 918 0.272 152 
3; 0. 270 649 0.270 940 0.271 199 0.271 431 
Se 0.269 941 Q7270),22 0.270 486 0.270 714 
: 0.209 237 0.269 522 O. 269 775 0.270 OOl 
2) 0.268 537 0.268 818 
: 0.269 068 0.269 291 
is 0.267 840 0.268 118 -0.268 364 oe ee 
2 0.267 146 0.267 421 0.267 665 0.267 883 
ef 0. 200 456 0.266 727 0. 266 968 0.267 184 
‘ 0.265 770 0.266 037 0.266 277 0.266 488 
eke 0. 265 086 0.265 351 0.265 588 
: 5 . 265 5 0. 26 
Ss 0.264 406 0. 264 668 0. 264 900 oO. oe ite 
3- 0. 263 730 O. 263 988 0.264 218 0.264 423 
is -0. 263 057 0. 263 312 0.263 540 0.263 742 
‘ 0.262 387 0. 262 639 0.262 862 0. 263 064 
Bre 0.261 720 2 26 
& 0. 261 ib ae 3a ses ee a sa: nee 
: 0.260 396 0. 260 639 0. 26 cee re 
. f . 260 857 : 
s 0. 259 739 0.259 979 0.260 194 Hee mes 
0.259 085 0.259 322 0.259 534 0.259 723 
on 0. 258 434 ‘ 
3. 0.257 787 see nD phe pu tae ee 
3 -0.257 142 j fareiciad rs 
he 0. 256 sai cae eee Cate. 
x rah 0... 250 °727 0. 256.930 0.257 110 
ae ee 0.256 086 O. 256 286 0.256 464 
JO 2 22 / 
Selah 5 227 0. 255 448 +0. 255 645 +o0.255 822 
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Carel VL, 


Leuschner’s Erweiterung yon Oppolzer’s + Tafel zur Bestimmung der 
gseocentrischen Distanz bei ersten Bahnbestimmungen. 


- 255 448 
. 254 813 
.254 182 
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252 O27 
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Tafel XVI. 


Leuschner’s Erweiterung von Oppolzer’s = Tafel zur Bestimmung der 
geocentrischen Distanz bei ersten Bahnbestimmungen, 


ey, | 115° 120° | 125° | 130° 135° 
aS 

0.36 ee 973 +1.249 885 +1.327 911 +1.395 433 +1.453 614 
On Yi 1.154 209 + 1.241 630 + 1.317 385 +1.382 857 1.439 207 
0.38 +1.148 385 + 1.233 383 + 1.306 933 + 1.370 420 1.425 003 
0.39 +1.142 505 +1.225 145 ge er 550 + 1.358 123 1.411 OO1 
0.40 +1.136 575 +1.216 922 1.286 260 +1.345 969 1.397 198 
0.41 + 1.130 600 ae 17 +1.276 043 1.333 953 +1.383 590 
0.42 Pea, 579 1.200 528 +1.265 904 1.322 076 eye 176 
0. 43 1.118 526 + 1.192 364 ae 255 848 alee, Salen ey 1.356 954 
0.44 + 1.112 438 + 1.184 226 1.245 876 1.298 736 alee 919 
0.45 + 1.106 322 +1.176 117 +1.235 988 +1.287 272 1.331 070 
0.46 + 1.100 181 + 1.168 039 + 1.226 185 +1.275 944 1.318 406 
0.47 + 1.094 019 + 1.159 994 1.216 467 + 1.264 750 dpe 919 
0.48 + 1.087 838 eA 984 1.206 836 +1.253 693 + 1.293 613 
0.49 + 1.081 646 1.144 013 +1.197 291 i ror 765 + 1.281 480 
0.50 +1.075 442 + 1.136 081 + 1.187 835 1.231 971 +1.269 519 
0.51 +1.069 228 + 1.128 190 1.178 467 Tyezen haz, if 
Opis? =a OOS HOLL +1.120 343 1.169 186 ee se shee? 10g 
0.53 + 1.056 792 + 1.112 540 1.159 994 dese 370 1.234 651 
0.54 +1.050 573 + 1.104 783 1.150 891 + 1.190 093 1.223 358 
0.55 + 1.044 358 + 1.097 074 +1.141 876 + 1.179 942 1.212) 223 
0.56 + 1.038 148 + 1.089 414 1.132 950 1.169 91 - 

On 57 + 1.031 947 + 1.081 803 slay aes 112 Naar aa Tes i 
0.58 == 1.025 755 + 1.074 243 +1.115 362 +-1.150 232 + 1.179 755 
0.59 + 1.019 576 + 1.066 736 -+ 1.106 701 +1.140 573 1.169 237 
0.60 + 1.013 412 +1.059 281 + 1.098 127 + 1.131 032 ae: 864 
0.61 + 1.007 263 -+1.051 879 + 1.089 641 1.121 61 

0.62 + 1.001 132 1.044 532 age 243 sae 6 Tey es ee 
0. 63 + 0.995 024 ligyee 240 1.072 932 =12 1.103 109 +1.128 610 
0.64 + 0.988 934 1.030 003 + 1.064 708 + 1.004 041 +1.118 811 
0.65 + 0.982 864 + 1.022 823 +1.056 566 +1.085 078 +1.109 144 
0.66 +0.976 825 +1.015 699 + 1.048 512 1.076 22 
0.67 + 0.970 809 1.008 633 + 1.040 544 ee 486 ee - 
0.68 + 0.964 817 + 1.001 623 1.032 660 +1.058 853 + 1.080 938 
0.69 + 0.958 857 | + 0.994 671 1.024 860 | +1.050 327 | +1.071 79 
02170 + 0.952 924 + 0.987 777 1.017 144 + 1.041 909 + 1.062 6 
0. 22 
ee dared ee 1 0.980 941 1.009 510 + 1.033 594 1.053 881 

O41 15 0.974 163 1.001 959 1.025 384 1.045 220 

0.73 ++ 0.935 310 0.967 443 0.994 488 1.017 273 +. 1.036 455 
On a4 + 0.929 504 + 0.960 782 0.987 098 1.009 263 +1 027 919 
Onn + 0.923 731 + 0.954 179 0.979 788 1.001 352 + 1.019 498 
0.76 + 0.917 992 -0.947 634 +0.972 558 ~0.99 
0.77 +0.912 388 se eG neshy) +0.965 407 eee ae ie 
0.78 -+- 0.906 620 ++ 0.934 719 + 0.958 333 + 0.978 — ter on 
0.79 | -+0.900 989 | +0.028 349 | + 0.951 337 0.970 67: ; 
0.80 -+-0.895 395 =0.922 037 + 0.944 416 deat ah ote ee 
0.81 -+- 0.889 835 + 0.915 782 +0.937 573 0 , 
Bare + 0.884 314 + 0.909 585 + 0.930 803 mechs oe as an 
0.83 + 0.878 831 + 0.903 445 +0.924 108 tos See + ee 34 
oO. 84 + 0.873 386 -- 0.8907 363 + 0.917 486 a ees 0.950 O71 
0.85 + 0.867 981 + 0.891 337 40.910 937 incosy a ee 2 
0.86 + 0.862 614 -++- 0.885 368 ++ 0.904 460 aE , 
0.87 4+0.857 286 | -+0.87 ee napeuuees + 0-933 976 
0.88 0.851 997 | > aie 08 5B £808 O84.) FO a ON Sai a a 
Aa SB ero 598 + 0.891 718 + 0.906 939 +0.91 

: - 8406 748 -- 0.867 797 + 0.885 452 Bes -919 722 
0.90 + 0.841 538 -- 0.862 051 OR ete ae 280 +0.912 732 
: - 893 702 + 0.905 833 


‘OU | 00+ B30. 360" |r 0-886)960) | is0873:184. ||) <0. Beyeaca atl ao. ceo 023 | 
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Tafel XVL 


Leuschner’s Erweiterung von Oppolzer’s = Tafel zur Bestimmung der 
geocentrischen Distanz bei ersten Bahnbestimmungen. 
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Tafel XVI. 


Leuschner’s Erweiterung von Oppolzer’s 2 Tafel zur Bestimmung der 
geocentrischen Distanz bei ersten Bahnbestimmungen. 


120° 125° | i 
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- 335 054 
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Tafel XVI. 


Leuschner’s Erweiterung von Oppolzer’s + Tafel zur Bestimmung der 
seocentrischen Distanz bei ersten Bahnbestimmungen. 


Ba 140° 145° | 150° | 155° 160° 
0.2) 1.778 710 + 1.850 32 +1.911 182 + 1.961 808 2.002 640 
0,22 1.758 136 +- 1.827 195 + 1.885 812 + 1.934 523 1.973 794 
0.33 + 1.737 903 +-1.804 510 + 1.860 978 +-1.907 857 1.945 604 
On a4 1.718 006 +- 1.782 259 + 1.836 670 oe 18S. 707 71.918 104 
0.25 1.698 437 + 1.760 430 + 1.812 869 + 1.856 320 +1.891 252 
0.26 + 1.679 194 + 1.739 016 +1.789 564 -1.831 411 + 1.865 029 
0.27 + 1.660 268 + 1.718 005 tr OON 74D 1.807 054 ++ 1.839 417 
0.28 + 1.641 658 + 1.697 301 fi 1.744 390 +- 1.783 232 + 1.814 303 
0.2 +.1.623 354 + 1.677 169 1.722 406 +1.759 931 +- 1.789 943 
0.30 + 1.605 356 + 1.657 316 +1.701 050 + 1.737 138 +1.766 048 
0.31 + 1.587 654 + 1.637 836 + 1.680 036 = 1,714 823 +-1.742 601 
0-32 + 1.570 240 L. OLS 71Y7 +1.659 448 +- 1.692 976 +-1.719 855 
0. 33 + 1.553 123 1.599 955 + 1.639 270 + 1.671 630 +1.607 527 
0. 34 1.536 284 + 1.581 536 + 1.619 495 “1 O500727 + 1.675 691 
0.35 | 1.519 722 + 1. 563.455 +1.600 112 + 1.630 253 1.654 331 

. 1.503 432 1.545 706 Tessa at ++ 1.610.205 + 1.633 434 
pee 2 a ae singe or 278 a oe 481 +-1.590 569 + 1.612 987 
0.38 Hears 650 +1.511 166 + 1.544 216 +> 1.571.331 +-1.502 077 
0.39 + 1.456 149 +1.404 367 +1.526 302 SaaS Se. 500 + 1.873 390 
0.40 + 1.440 899 + 1.477 862 + 1.508 734 + 1.534 044 1.554 

1.425 898 1.461 655 1.491 502 Sale SISOS +1.535 442 
gr Seer ce Stet 737 se ee 598 +- 1.498 236 ——-1.517 O58 
0.43 + 1.306 622 a eae oi 102 + 1.458 014 +- 1.480 863 1-499 O51 
0.44 + 1.382 338 1.414 742 +1.441 742 Soil ootkeye! ae lees aa 
0.45 + 1.368 284 + 1.399 651 1 A25 774 aie ae yar! + 1.464 13 

1.384 82 1.410 103 + 1.430 767 cee 198 
ie Sano “oH eae oe aya ee, ——-1 414. 711 1.430 603 
0.48 gt 327 460 +1.355 940 Ie 5701 022 +-1.398 976 1-414 337 
0.49 mb 1.314 286 + 1.341 872 1.364 800 =—-1 . 383° 520 Soll. 398 391 
0.50 + 1.301 317 + 1.328 044 + 1.350 248 +1. 368 369 +1. 382 758 

+ 1.288 1.314 449 1.335 955 + 1.353 500 + 1.367 429 
tae é as te 008 1. 301 090 1.321 921 +.1.338 910 | +1.352 304 
0.53 aot. PORsOR2 1.287 955 1.308 137 +--1.324 591 SimeCOumOn 
0.54 +-1.251 464 1.275 042 1.2904 598 + 1.310 538 ieee aah 
0.55 + 1.239 484 1.262 343 128i) 207 + 1.296 741 —-+- 1.308 es 

4— yy) 
0.56 -+-1.227 692 1.249 Bee a on slide ea re ae : ee a 
As 2s a as oo : ay He 1 242 773 + 1.256 833 +--1.267 978 
ee +- 1.193 398 1.213 616 ls 230.975 + 1.244 008 + 1.254 ee 
0.60 +1. 182 3106 1.201 935 1.218 189 + 1.231 408 te L24 i 
. 219 031 + 1.229 if 
eee | eae tence | ciieees” | tte 
= fi is0 oe -1.168 at 1.182 856 1.194 920 am Ae 477 
: als 7 Sea ey? 
139 650 1.157 069 1 Uy leery 6) Lel83ra79 1 

ee ify os pe 1.146 296 1.160 278 + 1.171 642 -+- 1.180 637 

+1.160 300 -+-1.169 030 
ore i a ahs : ae ee nae nh +-1.149 ae ey 157 625 
0 «67 - 1¢ ; i 1.146 417 

: 791 1.138 104 
0.68 1.099 496 1.114 991 Ane 7 as 3 + HR Ana 
1.104 880 5 ily chet 1.027. 412 ‘ 
ae os A i oor 927 1.107 006 —+- 1.116 815 + 1.124 574 

. 106 39; +-1.113 929 
en bee ious etoile secs All tesa 
lab ie gg tok : 6 06 SerNOO gale 

1.077 064 -- 1.080 061 
se od ee elie +1.076 142 HEY) COSeuass 
0.74 1.043 572 1.056 625 1.067 398 ee eG Le es 
0.75 1.034 720 1.047 412 1.057 885 1 383 

78 1.003 315 
0.76 +1.025 997 + 1.038 338 +1.048 520 | +1.056 783 ts 3 
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Tafel XVI. 


Leuschner’s Erweiterung von Oppolzer’s = Tafel zur Bestimmung der 
geocentrischen Distanz bei ersten Bahnbestimmungen. 


oe 140° 145° | 150° | 155° 
0.176 1.025 997 1.038 338 + 1.048 520 +- 1.056 783 ait: 063 315 
O77 1.017 395 1.029 399 + 1.039 302 1.047 336 1.053 686 
0.78 -+ 1.008 920 1.020 595 + 1.030 225 + 1.038 038 1.044 213 
Oh + 1.000 564 ling ae 921 Si pOeah Asis) + 1.028 887 +- 1.034 893 
0. 80 + 0.992 326 1.003 376 +.1.012 488 + 1.019 880 + 1.025 721 
0.81 0.984 204 + 0.994 956 mle .003 822 —+ 1.011 012 +1.016 696 
0.82 0.976 196 + 0.986 660 0.995 287 + 1.002 284 a OOTHSLS 
0.83 0.968 299 +0.978 484 + 0.986 880 + 0.993 689 0.999 069 
0.84 0.960 513 + 0.970 427 —+- 0.978 599 +- 0.985 226 0.990 462 
0.85 +0.952 83 + 0.962 486 +0.970 442 + 0.976 893 0.981 989 
0. 86 + 0.945 262 + 0.954 660 -- 0.962 405 + 0.968 685 +0.973 646 
0.87 + 0. 937 793 oe 944. + 0.954 486 +0.960 601 +0.965 431 
0.88 + 0.930 426 0.939 338 + 0.946 683 + 0.952 638 +0.957 341 
0.89 + 0.923 159 + 0.931 840 + 0.938 994 +0.944 793 + 0.949 374 
0.90 + 0.915 991 + 0.924 447 + 0.931 416 + 0.937 065 +0.941 526 
0.91 + 0.908 920 SO 5017158 +-0.923 947 + 0.929 450 +- 0.933 796 
0.92 “0.901 944 0.909 971 +0.916 585 +0.921 946 +-0.926 181 
0.93 + 0.895 060 {9-902 883 +0.909 328 + 0.914 552 0.918 679 
0.94 | + 0.888 268 0.895 892 HO O02 N74 + 0.907 265 +- 0.911 286 
0.95 4-0. 881 567 + 0.888 998 + 0.895 120 +.0.900 083 +.0.904 002 
0.96 0.874 954 + 0.882 197 0.888 165 + 0.893 002 + 0.896 824 
0.97 0.868 429 + 0.875 490 0.881 308 + 0.886 024 0.889 749 
0.98 AOI, 087 0.868 873 0.874 546 +.0.879 144 AS ies 775 
0.99 0.855 630 2-862 345 0.867 877 0.872 360 + 0.875 902 
1.00 + 0.849 355 0.855 904 +0.861 299 +.0.865 672 0.869 125 
1.04 +0.825 053 0.830 984 0. 835 870 -++0.839 830 0. 842 
A 3 +o. 58 
1.08 + 0.801 960 + 0.807 340 0.811 773 +0.815 366 eves one 
ike MW +- 0.779 997 0.784 886 0.788 915 a 792 180 + 0.794 7 
iW a6) +-0.759 090 + 0.763 540 0. 707 20T 0.770 180 +0.772 529 
120 4-0. 739 170 + 0.743 228 0.746 571 + 0.749 282 0.751 425 
Ws HA + 0.720 176 +0.723 879 0.726 933 + 0.729 410 0.731 368 
25 —++0.702 O50 + 0.705 436 0.708 229 +0.710 404 +o a ons 
in BA oes 737 0.687 837 0.690 395 + 0.6092 471 +- 0.694 112 
1.36 0.668 188 0.671 031 0.673 378 + 0.675 282 0.676 788 
1.40 + 0.652 358 0.654 968 0.657 124 + 0.658 873 ee 257 
1.44 0.637 203 0.639 603 0.641 586 +0. 643 
; A - 643 195 0.6 6 
1.48 eee 685 +O0.624 804 0.626 720 +6628 203 Bee ai 
Ne Se --0.608 766 -+-0.610 803 0.612 487 +0.613 855 0.614 937 
i eae 413 0.597 293 0.598 847 + 0.600 111 +-0.601 111 
. 60 + 0.582 594 -+-0.584 331 0.585 768 +0. 586 936 + 0.587 861 
1.64 -- 0.570 280 0.571 886 fe) ee: 
eee oe ae ae 573 216 | -+-0.574 207 0.575 154 
oe +-9.559 93 0.561 162 +0.562 164 0.562 958 
1.72 0.547 056 + 0.548 436 0.549 578 +-0.550 508 0.551 245 
1.76 - 0.536 098 4-0. 537 378 - 0, 538 438 +0.539 302 0.539 987 
ho) + 0.525 544 + 0.526 733 0.527 719 +-0.528 522 + 0.529 159 
1.84 0.515 374 0.516 480 0.517 398 Oo 
: ; . 51S ak q 
ee = nee ae aot a 0.507 454 tees 508 ae Baie Ue 
+92 Teo ake : 1 0.497 867 -+-0.498 516 
1.96 ie 982 0.487 877 0.488 620 ol bane a eee oF 
2.00 [0.478 166 0.479 O01 0.479 605 +-0.480 261 Lo. 480 711 
PY (yn +0. 469 648 0.470 428 0.471 077 
2.08 +o. 461 41 4 ; Nae ee sp Ostie ae 
ee alee ee we 0.462 143 0.462 750 + 0.463 246 0.463 640 
ig | Tore | Teta a | focus ous | pods acs | tesa a 
1 | f = 0.446 916 +0. 
£20 + 0.438 284 0.438 884 0.439 384 eo a0 702 oe me 
2.24 | - 0.431 060 + 0.431 622 +0.432 091 +0.432 474 + 0.432 780 
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Tafel XVI. 


Leuschner’s Erweiterung yon Oppolzer’s + Tafel zur Bestimmung der 
geocentrischen Distanz bei ersten Bahnbestimmungen. 
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Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 102 


— Oe 


Tate len i: 


Leuschner’s Erweiterung von Oppolzer’s 2 Tafel zur Bestimmung der 
geocentrischen Distanz bei ersten Bahnbestimmungen. 


are 165° 170° 175° | 180° 
Ye 
ee 
0.01 + 2.843 68 + 2.897 61 + 2.930 10 ; ae eo 
0.02 + 2.791 18 + 2,842 58 ieee 52 mast pe 
O08 + 2.740 24 + 2.789 26 2.818 7 ae S 
0.04 + 2.690 80 + 2.737 58 + 2.765 71 ile . 
OVO + 2.642 84 +. 2.687 48 + 2.714 31 2 
0.06 9.506 28 + 2.638 88 2.664 48 uRe 3 oe 
0.07 + 2.551 04 + 2.591 74 + 2.616 17 2 Mee 
0.08 + 2.507 ll + 2.546 00 + 2.569 3+ gS Ane 
0.09 + 2.464 43 + 2.501 58 2.523 87 ae - 
0.10 + 2.422 93 + 2.458 47 +- 2.479 70 + 2.4 5 
OG Wt + 2.382 59 2.416 58 cee 94 + 2.44371 
9.12 Se Oe aS QBS) Of 2.395 35 +-2.401 83 
Ons + 2.305 19 255330 132 + 2.354 95 2.361 = 
O.14 ++ 2.268 06 2.297 86 + 2.315 69 2 321 3 
0.15 = 2.231 91 + 2.260 47 = 2. 277 55 + 2.283 23 
16 + 2.196 73 + 2.224 09 See 2A AS + 2.245 89 
; 17 + 2.162 46 + 2.188 70 =(22'204 30 “2 . 209 58 
6). 33} -— 2,129 10 + 2.154 25 = 2.169 28 +.2.174 27 
0.19 + 2.096 64 SE aero 4) JE eR le 2.139 92 
0.20 + 2.065 11 + 2.088 07 ==2 101 80 + 2.106 48 
0. 21 —- 2.034 932 + 2.056 266 + 2.069 528 + 2.073 933 
0.22 —+- 2.003 935 + 2.025 283 + 2.038 012 2.042 242 
Ones + 1.974 587 + 1.995 O91 2.007 313 2 Ol Bis 
0. 24 = 1.945) 963 +1.965 664 ion 403 1.981 303 
0.25 + 1.918 039 + 1.936 974 1.948 254 1.952 000 
0. 26 + 1.890 795 + 1.908 997 +1.919 837 Abe .923 438 
On 27 + 1.864 206 —+- 1.881 710 ine 131 1.895 593 
oO. 28 \ + 1.838 249 + 1.855 088 LecOs) Lie —+ 1.868 438 
0.29 | + 1.812 906 + 1.829 109 + 1.838 750 +1.841 982 
O30". | 4 sh xdSB< 100 + 1.803 755 +=7,..813 034 1.816 112 
0.31 1.763 988 +- 1.779 002 + 1.787 932 + 1.790 896 
0. 32 1.740 366 + 1.754 833 + 1.763 437 + 1.766 285 
OFao etic, oped 297 +1 731 225 +9 2 139 Sil = iene . 742 258 
0.34 + 1.604 748 ++ 1.708 169 + 1.716 148 Sl 118 792 
0.35 Hirt 40722104 1.685 640 + 1.693 328 + 1.695 880 
0. 36 Si OSI bs + 1.663 625 {1,671 036 + 1.673 494 
0.37 -+ 1.630 079 + 1.642 106 + 1.649 252 + 1.651 620 
0.38 -+ 1.609 468 + 1.621 068 ai 1 O27, 001: +1.630 247 
0.39 + 1.589 308 + 1.600 408 1.607 145 + 1.609 350 
oO. 40 + 1.569 581 + 1.580 381 +1.586 706 + 1.588 922 
O7. 4% 1.550 278 + 1.560 702 +1.566 892 + 1.568 945 
0.42 1.531 386 + 1.541 450 ceo 42 +1.549 407 
0.43 1.512 892 +-1.522 612 1.528 383 + 1.530 205 
O. 44 + 1.404 784 + 1.504 175 + 1.509 750 4-1 51) SOR 
0.45 Siri OSS + 1.486 127 + 1.491 512 +1.493 206 
0. 46 + 1.459 691 -+ 1.468 458 +1.473 662 +1.475 386 
0.47 +-1.442 681 +-1.451 157 1.456 187 ST ieee 
0.48 1.426 018 + 1.434 212 —- 1.439 074 + 1.440 684 
0. 49 1.409 091 + 1.417 615 1.422 317 = L423 n018 
pee sae enO? “Fl. 401 355 1.405 905 ++ 1.407 408 
c.51 | 1.378 006 aE S| 385 422 =I. 989 822 aE 301 277 
cc. 52 lL . 302.032 +1 369 808 + 1. 374 065 4. 1.378 474 
O73 1.347 558 + 1.354 504 + 1.358 624 + 1.359 988 
oO. 54 =r ee S82 nO —+- 1.339 501 + 1.343 490 1.344 810 
one ri. 318 281 1.324 790 +1. 328 651 +1. 329 932 
O.50 1.304 064 + 1.310 369 +1 314 108 so 315 346 
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Tafel XVI 


Leuschner’s Erweiterung yon Oppolzer’s = Tafel zur Bestimmung der 
geocentrischen Distanz bei ersten Bahnbestimmungen. 
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Tafel XVI. 


Leuschner’s Erweiterung von Oppolzer’s Tafel zur Bestimmung der 
geocentrischen Distanz bei ersten Bahnbestimmungen. 


k 


SN 


5 434 : 108 
266 - : 887 
750 = 0) O167 331 
869 : 399 
563 . 053 


803 : 258 
560 | 982 
804. 195 
506 870 
642 981 


187 503 
121 416 
423 697 
072 329 
053 202 


347 Bie 
3 939 149 
813 012 
960 145 
364 bshi/ 


010 3.174 
893 046 
997 142 
316 451 
836 064 


551 9 673 
454 568 
534 642 
785 887 
200 2906 
Wi 862 
493 579 
359 441 

5 365 442 
503 570 

5 770 Q. 839 
160 : 226 
668 - 731 
z91 - ae 350 

28 024 . 328 080 
23 863 -+- 0. 323 916 
9 802 319 854 
315 842 +0.; 891 
O77 . 312 023 

3 203 - - 308 247 
517 —- 0.304 559 
O17 -+- 0,300 958 
400 438 
93 962 . 2903 999 
002 ae 637 


310 - 287 350 
102 . 284 135 
960 = . 990 
| 884 “O's 913 
| 874 .274 901 


927 271 954 
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Tafel XVI 
Leuschner’s Erweiterung von Oppolzer’s Z Tafel zur Bestimmung der 


i 


geocentrischen Distanz bei ersten Bahnbestimmungen. 


ee 165° | 170° 175° | 180° 
3.64 +0.271 927 0.271 954 oetaee 969 +0.271 975 
3.68 0.269 O41 +0. 269 008 -++- 0. 269 083 0.269 088 
Sicha + 0.266 216 0.266 241 + 0.266 256 0:30 2061 
3.76 9:36 448 4-0. 263 473 seen 487 0. 263 491 
3.80 19.260 738 +0. 260 760 0.260 774 +0. 260 778 
3.8 ieee 102 +0.258 116 + 0.258 120 
3- 0.255 498 10 e550 bled 0.255 514 
3.¢ +0. 252 944 ce 956 fo:ds 960 
ne 0.250 441 ce 250 452 0.250 456 
4.C se ones 985 ++ 0.248 000 


0.247 996 
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Tafel. x Vill: 
Eneckes /f- Tafel. 


— 0.0300 
0.0299 
0.0298 
0.0297 
0.0296 
0.0295 
0.0294. 
0.0293 
0.0292 
0.0291 


0.0290 
0.0289 
0.0288 
0.0287 
0.0286 
0.0285 
0.0284. 
0.0283 
0.0282 
0.0281 


0.0280 
0.0279 
0.0278 
0.0277 
0.0276 
0.0275 
0.0274 
0.0273 
0.0272 
0.0271 


0.0270 
0.0269 
0.0268 
0.0267 
0.0266 
0.0265 
0.0264. 
0.0263 
0.0262 
0.0261 


0.0260 
0.0259 
0.0258 
0.0257 
0.0256 
0.0255 
0.0254 
0.0253 
0.0252 
0.0251 


0.0250 
0.0249 
0.0248 
0.0247 
0.0246 
0.0245 
0.0244 
0.0243 
0.0242 
0.0241 


— 0.0240 


log f 


0.5107980 
0.5106819 
0.5105658 
0.5104499 
0.5103338 
0.5102179 
0.5101019 
0.5099860 
0.5098701 
0.5097542 


0.5096384 
0.5095226 
0.5094068 
0.5092910 
0.5091753 
0.5090595 
0.5089439 
0.5088282 
0.5087126 
0.5085970 


0.5084814 
0.5083658 
0.5082503 
0.5081348 
0.5080193 
0.5079039 
0.5077885 
0.5076731 
0.507557 
0.5074423 


0.5073270 
0.5072117 
0.5070965 
0.5069812 
0.5068660 
0.5067509 
0.506635 7 
0.5065206 
0.5064055 
0.5062904. 


0.5061753 
0.5060603 
0.5059453 
0.5058303 
0.5057154 
0.5056005 
0.5054856 
0.5053707 
0.5052559 
0.5051410 


0.5050263 
0.5049115 
0.5047968 
0.5046820 
0.5045674 
0.5044527 
0.5043381 
0.5042235 
0.5041089 
0.5039943 


0.5038798 


— 0.0240 
0.0239 
0.0238 
0.0237 
0.0236 
0.0235 
0.0234 
0.0233 
0.0232 
0.0231 


0.0230 
0.0229 
0.0228 
0.0227 
0.0226 
0.0225 
0.0224 
0.0223 
0.0222 
0.0221 


0.0220 
0.0219 
0.0218 
0.0217 
0.0216 
0.0215 
0.0214 
0.0213 
0,0212 
0.0211 


0.0210 
0.0209 
0.0208 
0.0207 
0.0206 
0.0205 
0.0204 
0.0203 
0.0202 
0.0201 


0.0200 
0.0199 
0.0198 
0.0197 


0.0196 » 


0.0195 
0.0194 
0.0193 
0.0192 
0.0191 


— 0.0190 
0.0189 
0.0188 
0.0187 
0.0186 
0.0185 
0.0184. 
0.0183 
0.0182 
0.0181 


— 0.0180 


log f 


0.5038798 
0.5037653 
0.5036508 
0.5035364 
0.5034219 
0.5033075 
0.5031932 
0.5030788 
0.5029645 
0.5028502 


0.5027359 
0.5026217 
0.5025075 
0.5023933 
0.5022791 
0.5021650 
0.5020509 
0.5019368 
0.5018227 
0.5017087 


0.5015947 
0.5014807 
0.5013667 
0.5012528 
0.5011389 
0.5010250 
0.5009112 
0.5007973 
0.5006835 
0.5005698 


0.5004560 
0.5003423 
0.5002286 
0.5001149 
0.500001 3 
0.4998876 
0.4997740 
0.4996605 
0.4995469 
0.4994334 


0.4993199 
0.4992064 
0.4990930 
0.4989796 
0.4988662 
0.4987528 
0.4986395 
0.4985262 
0.4984129 
0.4982996 


0.4981864 
0.4980731 
0.4979600 
0.4978468 
0.4977337 
0.4976205 
0.4975075 
0.4973944 
0.4972814 
0.4971684 


0.49705 54 


3 t'}/ is 
Tafel XVII. 
Enckes /-Tafel. 


q log f iff. q log f Diff. 
ee | 


— 0.0180 0.4970554 — 0.0120 0.4903223 
0.0179 0.4960424 0.0119 0.4902 109 
0.0178 0.4968295 0.0118 0.4900994 
0.0177 0.4967166 0.0117 0.4899880 
0.0176 0.496603 7 0.0116 0.4898767 
0.0175 0.4964908 0.0115 0.489765 3 
0.0174 0.4963780 0.0114 0.4896540 
0.0173 0.496265 2 0.0113 0.48954.27 
0.0172 0.4961524 0.0112 0.4894314 
0.0171 0.4960396 0.0111 0.4893201 


— 0.0170 0.4959269 0.0110 0.4892089 
0.0169 0.4958142 0.0109 0.4890977 
0.0168 0.4957015 0.0108 0.4889865 
0.0167 0.4955889 0.0107 0.4888753 
0.0166 0.4954762 0.0106 0.4887642 
0.0165 0.4953636 0.0105 ~ ~ 0.4886531 
0.0164 0.4952511 0.0104 0.4885420 
0.0163 | 0.4951385 0.0103 0.4884309 
0.0162 0.4950260 0.0102 0.4883199 
0.0161 0.4949135 0.0101 0.4882089 


— 0.0160 0.4948010 0.0100 0.4880979 
0.0159 0.4946885 .00C 0.4879869 
0.0158 0.4945761 , 0.4878760 
0.0157 0.4944637 ; 0.4877651 
0.0156 0.4943513 4 0.4876542 
0.0155 0.4942390 . 0.4875433 
0.0154 0.4941266 i 0.4874325 
0.0153 0.4940143 if 0.4873217 
0.0152 0.4939021 ; 0.4872109 
0.0151 0.4937898 3 0.4871001 


— 0.0150 0.4936776 ; 0.4869894. 
0.0149 | 0.4935654 A 0.4868786 
0.0148 0.4934532 0.4867679 
0.0147 0.4933410 Y 0.4866573 
0.0146 0.4932289 ; 0.4865466 
0.0145 0.4931168 K 0.4864360 
0.0144 0.4930047 : 0.4863254. 
0.0143 0.4928927 f 0.4862148 
0.0142 0.4927806 : 0.4861043 
0.0141 0.4926686 : 0.4859938 


— 0.0140 0.4925567 ; 0.4858833 
0.0139 0.4924447 ; 0.4857728 
0.0138 0.4923328 k 0.4856623 
0.0137 0.4922209 } 0.4855519 
0.0136 0.4921090 R 0.4854415 
0.0135 0.4919972 K 0.4853311 
0.0134 0.4918853 i 0.4852208 
0.0133 0.4917735 : 0.4851105 
0.0132 0.4916617 f 0.4850001 
0.0131 0.4915500 : 0.4848899 


— 0.0130 0.4914383 i 0.4847796 
0.0129 0.4913266 : 0.4846694. 
0.0128 0.4912149 t 0.4845592 
0.0127 0.4911032 ; 0.4844490 
0.0126 0.4909916 , 0.4843388 
0.0125 0.4908800 j 0.4842287 
0.0124 0.4907684 i 0.4841186 
0.0123 0.4906568 .0062 0.4840085 
0.0122 0.4905453 ; 0.4838984. 
0.0121 0.4904338 ; 0.4837884 


| — 0.0120 0.4903223 006 0.4836784 
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Tafel XVII. 
Enckes /- Tafel. 


log f 


0.4836784. 
0.4835684 
0.4834584 
0.4833485 
0.4832386 
0.4831287 
0.4830188 
0.4829089 
0.4827991 
0.4826893 


0.4825795 
0.4824698 
0.4823601 
0.4822504 
0.4821407 
0.4820310 
0.4819214 
0.4818118 
0.4817022 
0.4815927 


0.4814831 
0.4813736 
0.4812641 
0.4811547 
0.4810452 
0.4809358 
0.4808264 
0.4807171 
0.4806077 
0.4804984 


0.4803891 
0.4802798 
0.480106 
0.4800613 
0.4799521 
0.4798430 
0.4797338 
0.4196247 
0.4795156 
0.4794005 


0.479294 
0.4791884. 
0.4.790794. 
0.4'789'704 
0.4788615 
0.4.787525 
0.4'786436 
0.418534 
0.4.784258 
0.4783170 


0.4'782082 
0.480994. 
0.479906 
0.4778818 
0.4777731 
0.47'10644 
0.4775557 
0.4774471 
0.4'173384. 
0.4.772298 


0.4771213 


1091 


1091 
—1091 


—1090 


1089 


1089 
1089 
1089 


—1088 


—1088 
1088 
1088 
1087 
1087 
1087 
1086 
1087 
1086 

—1085 


log f 


0.4771213 
0.4770127 
0.4769042 
0.4767956 
0.476687 1 
0.4765787 
0.4.764702 
0.4763618 
0.4762534 
0.461450 


0.460307 
0.4759284 
0.4758201 
0.4757118 
0.4756035 
0.4754953 
0.4753871 
0.4752789 
0.4751707 
0.4750626 


0.4749545 
0.4748464 
0.4747383 
0.4746303 
0.4745222 
0.4744142 
0.4743063 
0.4741983 
0.4740904 
0.4739825 


0.4738746 
0.4737667 
0.4736589 
0.4735511 
0.4734433 
0.4733355 
0.4732278 


0.4731201° 


0.4'730124 
0.4729047 


0.4727970 
0.4726894 
0.4725818 
0.4724742 
0.4723666 
0.4722591 
0.4721516 
0.4720441 
0.4719366 
0.4718292 


0.4717218 
0.4716144 
0.4715070 
0.4713997 
0.4712923 
0.4711850 
0.4710777 
0.4'709705 
0.4:708632 
0.407560 


0.4.706488 


Fate! xVibL 
Enckes /- Tafel. 


log f 


ar ee Le i ee te ee Se ae 
-+ 0.0060 0.4706488 


0.4.705417 
0.4704345 
0.4703274 
0.4702203 
0.4701132 
0.4700062 
0.4698991 
0.4697921 
0.409685 1 


0.4695782 
0.4694712 
0.4693643 
0.4092574 
0.4691506 
0.4690437 
0.4689369 
0.4688301 
0.4687233 
0.4686166 


0.4685098 
0.4684031 
0.4682964 
0.4681898 
0.4680831 
0.4679705 
0.4678699 
0.4677633 
0.4676568 
0.4675502 


0.4674437 
0.4673372 
0.4672308 
0.4671243 
0.4670179 
0.4669115 
0.466805 2 
0.4666988 
0.4665925 
0.4664862 


0.4663799 
0.4662737 
0.4661674 
0.4660612 
0.4659550 
0.4658488 
0.4657427 
0.4656366 
0.4055305 
0.4654244 


0.4653183 
0.4652123 
0.4651063 
0.4650003 
0.4648944 
0.464884 
0.4646825 
0.4645766 
0.4044707 
0.4643649 


0.4642590 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 


Diff. q log f Diff. 
0.0120 0.4642590 
ae aol ss : 0.0121 Codi eas —1058 
1072 0.0122 0.464047 4 1058 
de 0.0123 0.4639417 1057 
107% 0.0124 0.4638359 1058 
rere 0.0125 0.4637302 1057 
ade 0.0126 04636245 1057 
Ee 0.0127 0.4635188 1057 
te 0.0128 0.4634132 1056 
se 0.0129 0.4633076 1056 
rd + 0.0130 0.4632020 
ee ha 0.0131 0.4630964 —1056 
1069 0.0132 0.4629908 1056 
1009 0.0133 0.462885 3 1055 
1008 0.0134 0.4627708 1055 
1069 0.0135 0.4626743 1055 
1008 0.0136 0.4625688 1055 
1068 0.0137 0.4624633 1055 
es 0.0138 0.4623579 “ 
r 223525 fe) 
Sons 9 0.0139 ae eae 
0.0140 0.4621471 ‘ 
—1067 0.0141 0.4620417 —1054 
1067 0.0142 0.4619364 1053 
1066 0.0143 0.4618311 1053 
1007 0.0144 0.4617258 1053 
1066 0.0145 0.4616205 1053 
1066 0.0146 0.4615153 1052 
1066 0.0147 0.4614100 1053 
Ses: 0.0148 0.4613048 ae 
~1065 i 0.0149 fae se eieet 
0.0150 0.461094 i 
— 1065 0.0151 0.4609803 —1052 
1064 0.0152 0.4608842 O51 
1005 0.0153 0.4607791 1051 
1064 0.0154 0.4606741 1050 
1064 0.0155 0.4605690 1051 
1063 0.0156 0.4604640 1050 
1004 0.0157 0.4603590 1050 
ee 0.0158 0.4602540 sae 
pares in eee eee =. 
0.0160 0.4600441 
—1062 0.0161 0.4599392 —1049 
1063 0.0162 0.4598343 pon? 
1062 0.0163 0.4597294. 1049 
1062 0.0164 0.4596245 1049 
1062 0.0165 0.4595197 1048 
1061 0.0166 0.4594149 1048 
1061 0.0167 0.4593101 1048 
si 0.0168 0.4592053 ees 
Mies 0.0169 rea 2a. 
-+ 0.0170 0.4559959 
—1060 0.0171 0.4588912 —1047 
1060 0.0172 0.4587865 1047 
1000 0.0173 0.4586818 1047 
ke 0.0174 0.4585772 1046 
1060 0.0175 0.4584726 1040 
1059 0.0176 0.4583680 1046 
seid 0.0177 0.4582634 1040 
1059 0.0178 0.4581589 1045 
1058 0.0179 0.4580544 1045 
—1059 —1045 
-+ 0.0180 0.4579499 
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Tatel svi 


Enckes /- Tafel. 


+ 0.0180 0.4579499 —1045 
0.0181 0.4578454 1045 
0.0182 0.457409 ae 
0.0183 0.45 763065 1044 
0.0184 0.4575321 1044 
0.0185 0.4574277 1044 
0.0186 0.4573233 1044 
0.0187 0.4572189 1043 
0.0188 0.4571146 1043 
0.0189 0.4570103 —1043 

+ 0.0190 0.4569060 eee 
0.0191 0.4568018 : ne 
0.0192 0.4566975 1 oF 
0.0193 0.4565933 ; ae 
0.0194 0.4564891 re # 
0.0195 0.4563849 ae 
0.0196 0.4562808 a 
0.0197 0.45061766 ae 
0.0198 0.4560725 ncn 
0.0199 0.45596084 as 

+ 0.0200 0.45 58644 
0.0201 0.4557603 = 8 
0.0202 0.4556563 are 
0.0203 0.4555523 
0.0204 0.4554483 ae 
0.0205 0.455344 : ao 
0.0206 0.4552404. 

0.0207 0.4551365 1039 
0.0208 0.4550326 ae 
0.0209 0.4549287 i088 

+ 0.0210 0.4548249 ae: 
0.0211 0.4547211 ae 
0.0212 0.4546173 Mek 
0.0213 0.4545135 ee 
0.0214 0.4544097 
0.0215 0.4543060 1057 
0.0216 0.4542022 1038 
0.0217 0.4540985 ee 
0.0218 0.4539949 ice 

is 0.0219 <o nee 
0.0220 0.453787 
0.0221 0.4536840 —1036 
0.0222 0.4535804 2080 
0.0223 0.4534768 1035 
0.0224 0.4533732 2090 
0.0225 0.4532697 1035 
0.0220 0.4531662 1035 
0.0227 0.4530627 1035 
0.0228 0.4529593 1034 
0.0229 0.4528558 yn 

+ 0.0230 0.4527524. 

0.0231 0.4.526490 — 1034 
0.0232 0.4525456 1034 
0.0233 0.4524423 1033 
0.0234. 0.4523380 1034 
0.0235 0.4522350 1033 
0.0236 0.4521323 1033 
0.0237 0.4520291 1032 
0.0238 0.4519258 1033 
0.0239 0.4518226 fee 
-++ 0.0240 0.4517194 


-L 0.0240 
0.0241 
0.0242 
0.0243 
0.0244 
0.0245 
0.0246 
0.0247 
0.0248 
0.0249 


++ 0.0250 
0.0251 
0.0252 
0.0253 
0.0254 
0.0255 
0.0256 
0.0257 
0.0238 
0.0259 


+ 0.0260 
0.0261 
0.0262 
0.0263 
0.0264 
0.0265 
0.0266 
0.0267 
0.0268 
0.0269 


+ 0.0270 
0.0271 
0.0272 
0.0273 
0.0274 
0.0275 
0.0270 
0.0277 
0.0278 
0.0279 


+ 0,0280 
0.0281 
0.0282 
0.0283 
0.0284 
0.0285 
0.0286 
0.0287 
0.0288 
0.0289 


+- 0.0200 
0.0291 
0.0292 
0.0293 
0.0204 
0.0295 
0.0296 
0.0297 
0.0298 
0.02909 


-+- 0.0300 


log f 


0.4517194 
0.4516162 
0.4515130 
0.4514099 
0.4513068 
0.4512037 
0.45110006 
0.4509975 
0.4508945 
0.4507915 


0.4506885 
0.4505855 
0.4504825 
0.4503796 
0.4502767 
0.4501738 
0.4500710 
0.449968 1 
0.4498653 
0.4497625 


0.4496597 
0.4495569 
0.4494542 
0.4493515 
0.4492488 
0.4491461 
0.449043 5 
0.4489408 
0.4488382 
0.4487 356 


0.4486331 
0.4485305 
0.4484280 
0.4483255 
0.4482230 
0.4481205 
0.4480181 
0.4479157 
0.4478132 
0.44.77 109 
0.447608 5 
0.4475062 
0.4474039 
0.4473016 
0.4471993 
0.440970 
0.4469948 
0.4468926 
0.4467904 
0.4466882 


0.4465861 
0.4464839 
0.4463818 
0.4462797 
0.4461777 
0.4460756 
0.44597 30 
0.4458716 
0.4457696 
0.4456677 


0.4455057 


— Ee 
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999 999 
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Tafel XVIII. 


Tafel der Quadrate der Zahlen von 0.000 bis 3.000. 


i: 2 3 4 5 6 if 8 9 

| ,0000 | .0000 | .0000 0001 | .0001 
ae : : 1 
0001 | .0OO1 0001 ,0002 s0002 .0002 0003 .0003 0003 0004 | 2 
0004 | .0004 | .0005 0005 | .0006 | .0006 | .0007 .0007 0008 | .0008 | 3 
.0009 | .0010 | .0010 | .OO11 | .0012 | .0012 | .0013 | .0014 | .0014 | .oo15 | 4 
0016 | 0017 | .0018 | .0018 | .0019 | .0020 | .0021 | .0022 | .0023 | .0024 2 
0.0025 | .0026 | .0027 | .0028 | .0029 930 | .0031 | .0032 0034 | .0035 | _ 
0036 | .0037 | .0038 | .0040 | .0041 | .0042 | .0044 | .0045 | .0046 | .0048 | ¢ 
0049 | .0050 | .0052 | .0053 | .o0ss | .0056 | 0058 | .0059 | .0061 | .0062 | 9 

.0064 | .0066 | .0007 -0069 | .0071 0072 | .0074 | .0076 | .0077 | .0079 

.0081 | .0083 | .0085 0086 | ,oo88 | .0090 | .0092 | .0094 | .0006 | 0098 
‘ -” —_ = — = — —— — = ———= 1 
0.0100 | .0102 0104 | 0106 | .0108 | .O110 | .0112 | .0114 O117 Q1l1O | 2 
aes ai jae aS een —| 3 
0121 | .0123 | .0125 | .0128 | .0130 | .0132 | .0135 | .0137 013 0142 | 4 
0144 | .0146 | .0149 0151 0154 | .0156 | .O159 .0161 0164 | .0166 5 
.0169 | .0172 0174 | .0177 | .o180 | .0182 | .0185 | .0188 0190 | .0193 | 6 
0196 .0199 0202 | .0204 | .0207 | .0210 | .0213 | .0216 O2ZIG I ,.O222alllau 
0.0225 | .0228 | .0231 | 0234 | .0237 | .0240 | .0243 | .0246 | .0250 | .0253 | 8 
0256 | .0259 | .0262 | .0266 0269 | .0272 | .0276 | .0279 | -0282 | 0286 | 9 

| | 

0289 | .0292 | .0296 | .0299 | .0303 | .0306 | .0310 | .0313 | .0317 | .0320 
032 .0328 | .0331 | .0335 | .0339 | .0342 | .0346 | .0350 | .0353 | .0357 | 4 
0361 | .0365 | .0369 | .0372 | .0376 | .0380 | .0384 | .0388 | .0392 | .0396 | 2 
0.0400 | .0404 | .0408 | .0412 | .0416 |] .0420 | .0424 | .0428 | .0433 | .0437 : 
0441  .0445 | .0449 | .0454 | .0458 | .0462 | .0467 | .0471 | .0475 | .0480 . 

.0484 | .0488 | -0493 | .0497 | .0502 0506 | .O511 ! .0515 | 0520 | .0524 
0529 | .0534 | .0538 .0543 .0548 .0552 0557 .0562 0566 | .0571 i 
057 0581 | .0586 | .0590 | .0595 | .0600 | .0605 | .0610 | .0615 | .0620 | 9 

0.0625 | .0630 | .0635 | .0640 | .0645 | .0650 | .0655 | .0660 | .0666 | .0671 

0676 | .0681 | .0686 | .0692 | .0697 | .0702 | .0708 | .0713 | .0718 | .0724 
0729 | .0734 | .0740 | .0745 | .0751 | .0756 | .0762 | .0767 | .0773 | .0778 - 
.0784 | .0790 | .0795 | .o801 | .o807 | .0812 | .0818 | .0824 0829 | .0835 
.0841 | .0847 | .0853 | .0858 | .0864 | .0870 0876 | .0882 o888 | .o894 4 
0.0900 | .0906 | .0912 | .0918 | .0924 | .0930 | .0936 | .0942 | .o949 | .0085 5 
0961 | .0967 | .0973 | .0980 | :0986 7 .0992 | .0999 | .1005 | .1011 OLS 7 
.1024 | .1030 | .1037 | .1043 | .1050 | .1056 | .1063 | -1069 | .1076 | .1082 | 8 
1089 | AOS | -2502 VW 21100 || 1116, || 4122 |) 12911136 | .1142 | .1149 | 9 

51 P50! | A163 1 1270 | 1176 | .1183 | .1190 | .1197 | .1204 | 211 | .1218 
0.1225 1232 1239 | .1246 | .1253 +1260 | .1207 | .1274 | .1282 .1289 l 
1296 | .1303 | .1310 | .1318 | .1325 | -1332 | .1340 | .1347 | .1354 | .1362 | 5 
.1369 1376 | .1384 | .1391 “1399: | 41400.) 1414-1 Aaqsi |) deo 1436 | 3 
+1444 | .1452 | .1459 | .1407 | .1475 1482 -1490 1498 1505 1513 | 4 
1521 | .1529 || .1US37 | «1544. |-¥1552 1560 | .1568 1576 1584 1592 | 5 
SS ——_|—_——— ————— $l —|] 6 
0.1600 | .1608 | .1616 | .1624 | .1632 | .1640 | .1648 | .1656 | .1665 | .1673 | 4 
| i any : sae = Se. g 
1681 | .1689 | .1697 | .1706 | .1714 ] .1722 | .1731 | .1739 | .1747 iy Cod ee 
.1764.| .1772 | .1781 | .1789 | .1798 | .1806 | .1815 | .1823 | .1832 | .1840 | ° 

1849 | .1858 | .1866 | .1875 1884 | .1892 1901 | .1910 | .1918 | .192 

| | 

1936 | .1945 | .1954 | .1962 | .1971 | .1980 | .1989 | .1998 | .2007 | .2016 | 1 
0.2025 203 -2043 .2052 -2001 2070 | .2079 | .2088 -2008 2107 | 4 
2116 | .2125 | 2134 | .2144 | 2153 | 2162 | 2172 | .2181 | .2190 | .2200 : 
2209 | .2218 | .2228 | .2237 2247 | .2256 | .2266 2275 2285 | .2204 | 5 
2304 | .2314 | 42823 | .2333 | .2343 2352 | .2362 2372 2381 | .2391 | 6 
2401 | .2411 +2421 .2430 -2440 2450 -2400 .2470 2480 | 2490 | » 
(aes ae Se ei || ies ; “18 
0.2500 | .2510 | .2520 | .2530 | .2540 | .2550 | .2500 | .2570 | .2581 | .2591 | 
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Tafel XVIIL 
Tafel der Quadrate der Zahlen von 0.000 bis 3.000. 


0.50 | 0.2500 | .2510 | .2520 | .2530 | .2540 | .2550 | .2560 | .2570 | .2581 | .2501 


0.51 2001 || .2611 | 2621 | 22632 | 22642. | #2652 || -2003 | 22073) 122083.) 2604 
0.52 IOAN 2714. 2425 | 22785 | 2740) | 2756 | 2707) eeu | e2OOmlm-2798 
0.53 .2809 | .2820 | .2830 | .2841 | .2852 | .2862 | .2873 | .2884 | .2804 | .2005 


0.54 2OUG | 2027) | 2088. |) 22048) I e2O5ON I e2O7ON || 2081 e-200728 i GOO5 mec Ole: 
0.55 | 0.302 -3036 | .3047 | .3058 | .3069 | .3080 | .3001 | .3102 | .3114 || .3125 
0.56 +3136 | .3147 23158 -3170 | .3181 .3192 -3204 | .3215 -3226 | .3238 


0.57 ~9240 ll 3200. 1..3272) | 13283) 1539205 | -8306 | 2S818 |) 38290) Wea s4Ial 3352 
0.58 +3364 | .3376 | .3387 | .3399 | .3411 3422 | .3434 | .3446 | .3457 | .3469 
0.59 | .3481 | .3493 | .3505 | .3516 | .3528 | .3540 | .3552 | .3564 | .3576 | .3588 


0.60 | 0.3600 | .3612 | .3624 | .3636 | .3648 | .3660 | .3672 | .3684 | .3697 | -3709 


0.61 3721 | .3733 | .3745 | .3758 | .3770 | .3782 | -3795 | .3807 | .3819 | .3832 
0.62 .3844 | .3856 | .3869 | .3881 | .3894 | .3906 | .3919 | .3931 | .3944 | .3956 
0.63 3969 | .3982 | .3994 | .4007 | .4020 | .4032 | .4045 | .4058 | .4070 | .4083 
0.64 -4096'| .4109 | .4122 | .4134 | .4147 | .4160 | .4173 | .4186 | .4199 | .4212 
©.65 0.4225 | «4238 | .4251 | 42604 | .4277 | .4200 | .4303 | .4316 | .4330 | -4343 
0.66 | .4356] .4369 | .4382 | .4396 | .4409 | .4422 | .4436 | .4449 | .4462 | .4476 


0.67 | .4489| .4502 | .4516 | .4529 | .4543 | .4556 | .4570 | .4583 | .4597 | .4610 
0.68 4624! .4638 | .4651 | .4665 | .4679 | .4692 | .4706 | .4720 | .4733 | .4747 


0.69 4761 | .4775 | .4789 | .4802 | .4816 | .4830 | .4844 | .4858 | .4872 | .4886 
0.70 10.4900 | .4914 | .4928 | .4942 | .4956 | .4970 | .4984 | .49908 | .5013 | .5027 
0.71 25041 | 65055 | -5069 | .5084 | -5098 |] .5112 || 5127 | .5141 | .5155 | .5170 
0.72 5184 | .5198 | .5213 | .5227 | .5242 | .5256 | .5271 | .5285 | .5300 | .5314 
0.73 | .5329 | .5344 | .5358 | .5373 | .5388 | 5402 | .5417 | .5432 | .5446 | .5461 
0.74 | 5476 | .5491 | .5506 | .5520 | .5535 | .5550 | .5565 | -5580 | .5595 | -5610 
0.75 | 0.5625 | .5640 | .5655 | .5670 | .5685 | .5700 | .5715 | .5730 | .5746 | .5761 


0.76 5770 | .5791 | .5806 | .5822 | .5837 | .5852 | .5868 | .5883 | .5808 | .5914 


0.77 5929 | .5944 | .5960 | .5975 | .5991 | .6006 | .6022 | .6037 | .6053 | .6068 
0.78 .6084 | .6100 | .6115 | .6131 | .6147 | .6162 | .6178 | .6194 | .6209 | .6225 
0.79 -6241 | .6257 | .6273 | .6288 | .6304 | .6320 | .6336 | .6352 | .6368 | .6384 


0.80 | 0.6400 | .6416 | 6432 | .6448 | .6464 6480 | .6496 | .6512 | .6529 | .6545 


0.81 6561 | .6577 | .6593 | .6610 | .6626 | .6642 | .6659 | .6675 .6691 | .6708 
0.82 6724 | .6740 | .6757 | .6773 | .6790 | .6806 | .6823 | .6839 | .6856 | .6872 
0.83 -6889 | .6906 | .6922 | .6939 | .6956 | .6972 | .6989 | .7006 | .7022 | .7039 


0.84 -7056 | .7073 | .7090 | .7106 | .7123 | .7140 | .7157 | .7174 | .7191 | -.7208 
0.85 | 0.7225) .7242 | .7259 | .7276 | .7293 | .7310 | .7327 | .7344 | .7362 | .7379 
| 0.86 | .7306| .7413 | .7430 | .7448 | .7465 | .7482 | .7500 | .7517 | .7534 | .7552 
0.87 7569 | .7586 | .7604 | .7621 | .7639 | .7656 | .7674 | .7691 | .7709 | .7726 
0.88 ‘7744 | .7702 | .7779 | .7797 | .7815 | .7832 | .7850 | .7868 | .7885 | .7903 
| 0.89 -7921 | .7939 | .7957 | .7974 | .7992 | .8010 | .8028 | .8046 | .8064 | .8082 


0.90 | 0.8100 | .8118 | .8136 | .8154 | .8172 ] .8190 8208 8226 | .8245 | .8263 


0.91 8281 | 8299 | .8317 | .8336 | .8354 | .8372 | .8391 “8409 8427 | .8446 
0.92 8464 | .8482 | .8501 | .8519 | .8538 | .8556 | .8575 | .8593 | .8612 | .8630 
0.93 8649 | .8668 | .8686 | .8705 | .8724 | .8742 | .8761 | .8780 | .8798 | .8817 


0.94 8836 | .8855 | .8874 | .8892 | .8911 | .8930 | .89049 | .8968 | .89087 -9006 
0.95 | 0.9025 | .9044 | .9003 | .9082 | .9101 | .9120 | .9139 | .9158 | .9178 | .9197 
0.96 9210 | .9235 | 9254 | .9274 | .9293 | .9312 | .9332 | .9351 | .9370 | .9390 
0.97 9409 | .9428 | .0448 | .0467 | .9487 | .9506 | .9526 | .9545 | .9565 | .9584 
0.98 9004 | .9624 | .9643 | .96063 | .9683 }| .9702 | .9722 | .9742 | .9761 | .9781 
0.99 | 0.9801 | .9821 .9841 9860 | .9880 | .9900 | .9920 | .9940 | .9960 9980 


1.00 | 1.0000 | .0020 | .0040 | 0060 | .co80 | .0100 | .0120 | .0140 | .0161 0181 


NE N20 1 2 a i) 5 6 7 8 9 


O OTWAUMLwW He OMT ANARWDH HY OMWWAAUPwW HH 0 MWAMHPW HH OMTAMUBWHD eH 


OMTAUPW HE 


von 0.000 bis 3.000. 


.0262 
0465 
.0671 


.0878 
-1088 
-1300 


1513 
-1729 
-1946 


-2166 ; , .2254 


OO OTWAMAW HY 


-2388 : 2455 | .2477 
.2611 .265 26 .2701 
-2837 -2882 | .2905 | .2928 


«3064. : : +3156 
| -3294. } .3 : ‘ 3386 
| -3526 : : 3619 


3759 5 -3830 | .3853 
+3995 Zz 406 -4090 
4232 Z : 4328 


| 4472 | . 45 : .4568 


4714 ss 4811 
4957 : -5055 
-5203 , 5 5302 


+5450 . - +5550 
-5700 - «5800 
5952 ‘| : 6053 
| .6205 4 é .6307 


-6461 | : a 6564 
6718 | : ‘ 6822 


OO rAUBR wb 


OMOIANLW HH 


.6978 bg ‘ : ; -7082 


1 FeAD) || MP i -7345 
| 7503 75 758; -7609 
-7769 : : 2 -782 -7876 
8036 | A 4 8144 
.8306 ; | 8414 
8578 86% a .8687 


8851 | 8¢ 8934 | .8961 | 
9127 | 2 i fovietoray 6 
9404 | -9516 


.9684 : 97 9796 


-9966 re ; 05 .0079 
.0249 f | .0363 
0535 : 4 .0050 


.0822 ‘ A .0938 
ae 
1404 


.1697 2 BWA .1786 
1993 .2C .2082 
.2290 ; .2380 


P~IAmMBWNH eS 


Oo 


O OAM hw wv 


.2590 ; 2680 


3 


982 
Tafel XVIIL 


Tafel der Quadrate der Zahlen von 0.000 bis 3.000. 


-2560 


.2050 


28¢ : .2801 .2952 | .298; 301; ? 
3104 | .3134 | .3165 | .3195 | .3226 | .3256 | .328 3317 | -3343 | -3378 
3409 | .3440 | .3470 | .3501 | .3532 | .3562 | .3593 | .3624 | .3654 | .3685 
3716 | 3747 | .3778 | .3808 | .3839 | .3870 | .3901 | .3932 | .3963 3994. 
4025 | .4056 | .4087 | .4118 | .4149 | .4180 | .4211 | .4242 4274 | .4305 
4336 | .4367 | .4398 | 4430 | 4461 | 4492 | .4524 | 4555 | 4586 | .4618 
4649 | 4680 |}..4712 | .4743 | .4775 | .4806 | .4838 | .4869 | 4901 | .4932 
4964 | .4996 | .5027 BO5SO | 5001 | .5122 | 5254 5186 | :5217 | .5249 
SBI || pegilel 4) WEeEES 5376 5408 | .5440 | .5472 5504 | .5536 5568 
2.5600 | .5632 | -5664 | .5696 | .5728 | .5760 | -5792 | -5824 | .5857 | -5889 
15921 | .5953 | -5985 | .6018 | .6030 | .6082 | 6115 | .6147 | .6179 | .6212 
62 6276 | .6309 | .6341 | .6374 6406 | .6439 | .6471 | .6504 6536 
6369 | .6602 | .6634 | .6667 | .6700 | .6732 | .6765 | .6798 | .6830 | .6863 
6896 | .6929 | .6962 | .6994 | .7027 | .7060 | .7093 | .7126 | .7159 | .7192 
2.7225 | .7258 | .7291 | .7324 | .7357 | .7390 | -7423 | .7456 | .7490 | .7523 
ISSO! | 47580. 27022: || 7650 689 | .7722 | .7756 | .7789 | 4822 | .7856 
.7889 | .7922 -7956 | .7989 | .802 £8056 | .8090 | .8123 | 8157 | .8190 
8224 | .8258 | .8291 | .8325 | .8359 |] .83902 | .8426 | .8460 | .8493 | .8527 
8561 | .8595 | .8629 | .8662 | .8696 | .8730 | .8764 | .8798 | .8832 | .8866 
2.8900 | .8934 | .8968 | .9002 | .9036 | .9070 | .9104 | .9138 | .9173 | -9207 
9241 | .9275 | .9309 | .9344 | .9378 | .9412 9447 | .9481 9515 | -9550 
9584 | .9618 | .9653 | .9687 9722 | .9756 | .9791 | .9825 | .9860 | .9894 
2.9929 | .9964 | .9998 | 30033 0068 | .0102 O37 | Ol720 1.0206 0241 
3.0276 | .O311 | .0346 | .0380 | .0415 | .0450 | 0485 | .0520 | 0555 | -0590 
3.0625 | .0660 | .0695 | .0730 | .0765 | .o800 | .0835 | .0870 | .0906 | .09041 
.0976 | .1011 -1046 | .1082 Le een Sa 118 1223 1258 | .1294 
1329 | .1364 | -1400 | .1435 | .1471 4506) -154 1577 -1613 1648 
1684 | .1720 | 1755 | .1791 | .182 .1862 1808 1934 | .1969 2005 
2041 DOW Teneo elas 184) 2220) | 2256 | 2202 2328 2364 
3.2400 | .2436 | .2472 | .2508 B54 | 2580.) ..2010 | “2652 2680 2725 
2761 | .2797 | .2833 | .2870 | .2906 | .2942 | .2079 | 3015 | .3051 £3088 
3124 | .3160 ; .3197 | .3233 | .3270 | .3306 pais | SYS 3416 | .3452 
3489 | .3520 | .3562 | .3599 | .3636 | .3672 Or | 3746 3782° | .3819 
.3856 | .3893 | .3930 | .3966 4003 | .4040 | 4077 | 4114 | .4151 .4188 
3.4225 | 4262 | .4299 | .4336 | .4373 | .4410 | 4447 | .4484 | 4522 | .4559 
4596 | .4633 | 4670 | .4708 | .4745 | .4782 | 4820 | .4857 | 4804 | .4932 
4969 | .5006 | .5044 | .5081 | .5119 | .5156 | .5194 | .5231 | .5269 | .5306 
5344 | .5382 | 5419 | .5457 | .5495 | .5532 | .5570 | .5608 | .5645 | .5683 
5721 | .5759 | .5797 | .5834 | .5872 | .5910 | .5948 | .5986 | .6024 | .6062 
3.6100 | .6138 | .6176 | .6214 | 6252 | 6290 | .6328 "6366 6405 6443 
6481 i .6519 | 6557 | .6506 | .6634 6672. 611 6749 | .6787 | .6826 
.0864 | .6902 | .6941 6979 | .7018 | .7056 7095 | .7133 7142 | .7210 
7249 | .7288 | .7326 | .7365 | .7404 | .7442 | .7481 | .7520 | .7558 | .7507 
7636 | .7675 | 7714 | .7752 | .7791 | .7830 | .7869 | .7908 | .7O47 | .7986 
3.8025 | .8064 | .8103 | .8142 181 | .8220 | .8259 | .8208 | 8338 | .8377 
8416 | .8455 | .8494 | .8534 | .8573 | .8612 | .8652 | .8691 | .8730 | .8770 
.8809 | .8848 | .8888 8927 | .8967 | .9006 | .9046 | .9085 | .9125 91604 
.9204.| .92 9283 9323 | .9363 | .9402 | .9442 | .9482 | .9521 | .9561 
.9601 | .9641 | .9681 9720 | .9760 | .o800 | .9840 | .O880 | .9920 | .9960 
4.0000 | .0040 | .0O80 0120 | .o 160 .0200 0240 0280 | .0321 | .0361 
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Tafel XVIII 


eo] 4 


4.0000 | .0040 


2 3 


a 5 6 
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Tafel der Quadrate der Zahlen von 0.000 bis 3.000. 


) 


0080 | .0120 | .0160 | .0200 | .0240 | .0280 | .0321 0361 
£0401 | 0441 | .0481 | .0522 | .0562 | .0602 | .0643 | .0683 | .0723 07164. 
0804 | .0844 | .o885 | .0025 | .0966 | .1006 1047 | .2087 1128 | .1168 
1209 | .1250 | .1290 1331 | .1372 | .1412 | .1453 | .1494 | .1534 | .1545 
-1016 | .1657 | .1698 | .1738 | .1779 | .1820 | .1861 1902 1943 | .1984 
4.2025 | .2000 | .2107 | .2148 | .2189 | .2230 | .2271 | .2312 2354 | .2395 
2430 | .2477 | .2518 | .2560 | .2601 } .2642 | .2684 | .2725 2766 | .2808 
-2849 +2890 | .2032 | .2973 3015 3056 | .3098 | .3139 | .3181 | .3222 
3204 | .3306 3347 | 3389 | .3431 | .3472 | .3514 | .3556 | .3597 | 36390 
-3681 | 3723 3705 -3806 -3848 38900 +3932 3974 .4016 .4058 
4.4100 | .4142 | .4184 | .4226 4268 | .4310 | .4352 | 4394 | .4437 | .4479 
2.11 4521 | 4563 | .4605 | .4648 | .4690 | .4732 | .4775 | .4817 4859 | .4902 
2.12 4944 .4980 5029 | .5071 | .5114 | .5156 | .5199 | .5241 | .5284 | .5326 
2.13 5309 | 5412 | .5454 | .5497 | .5540 | .5582 | .5625 | .5668 | .5710 5753 
2.14 -5796 -5839 | .5882 | .5924 | .5967 | .6010 | .6053 .6096 6139 | .6182 
2.15 | 4.6225 | .6268 | .6311 | .6354 | .6397 | 6440 | .6483 | .6526 | .6570 | 6613 
2.16 -6656 | .6699 | .6742 | .6786 | .682 0872 | .6916 | .6959 | .7002 | .7046 
7089 | .7132 | -7176 | .7219 | .7263 | .7306 | .7350 | .7393 | .7437 | .7480 
7524 | .7508 | .7611 | .7655 | .7699 | :7742 | .7786 | .7830 | .7873 | .7917 
7961 | .8005 | .8049 8092 8136 | .8180 | .8224 8268 | .8312 8356 
4.8400 | .8444 | .8488 | .8532 8576 | .8620 | .8664 8708 8753 8797 
8841  .8885 | .8929 | .8974 | .9018 | .9062 | .9107 | .9151 | .9195 | .9240 
9284 | .9328 | .9373 | 9417 | .9462 | .9506 | .9551 | .9595 | .9640 9684. 
4.9729 | .9774 | 9818 | .9863 | .9908 | .9952 | .9997 | 5.0042 | .0086 | .0131 
5.0176 | .0221 | .0266 0310 | .0355 {--0400 | .0445 | <0490 | .0535 0580 
5.0625 | .0670 | .0715 | .0760 | .o805 | .0850 | .0895 | .0940 | .0986 | .1031 
-1076 | .1121 | .1166 1212 «1348 |. | - 
1529 | .1574 | .1620 | .1665 | .1711 | .1756 | .1802 | .1847 | .1893 | .1938 
-1984 | .2030 | .2075 2121 | .2167 | .2212 | .2258 2304 | .2349 | .2305 
-2441 | .2487 | .2533 | .2578 2624 | .2070 | .2716 2762 2808 2854 
5.2900 | .2946 | .2992 | .3038 | .3084 | .3130 | .3176 | .3222 | .3269 | .3315 
3361 | .3407 | .3453 3500 | .3546 | .3592 | .3639 | .3685 | .3731 | .3778 
3824 | .3870 | .3917 | .3963 | .4010 | .4056 | .4103 | .4149 | .4196 | .4242 
4289 | .4336 | .4382 | .4429 | 4476 | .4522 | .4569 | .4616 | .4662 | .4709 
4756 | .4803 | .4850 | .4896 | .4943 | .4990 | .5037 | .5084 | .5131 | .5178 
5-5225 | .5272 | .5319 | .5300 | .5413 | 5460 | .5507 | .5554 | .5602 | .5649 
5696 | .5743 | -5790 | .5838 | .5885 | .5932 | .5980 | .6027 | .6074. 6122 
6169 | .6216 | .6264 | .6311 | .6359 | .6406 | .6454 | .6501 6549 | .6596 
6644 | .6692 | .6739 | .6787 | .6835 | .6882 | .6930 | .6978 | .7025 | .7073 
7121 | «7169 | .7217 | .7264 | .7312 | .7360 | .7408 | .7456 | .7504 | .7552 
5.7600 | .7648 | .7696 71744 7792 7840 7888 7936 | .7985 | .8033 
.8081 | .8129 | .8177 8226 8274. 8322 | .8371 | .8419 | .8467 85106 
-8564 | .8612 | .8661 8709 8758 8806 | .8855 | .8903 | .8952 | .9000 
9049 | .9098 | .9146 | .9195 9244 | .9292 | .9341 | .9390 | .9438 | .9487 
5.9536 | .9585 | .9634 | .9682 | .9731 | .9780 | .9829 | .9878 | .9927 | .9976 
6.0025 | .0074 | .0123 | .0172 | .0221 | .0270 | .0319 | .0368 | .0418 | .0467 
.0516 | .0565 | .0614 0664. 0713 | .0762 | .0812 | .0861 | .0910 | .c960 
-1009 | .1058 | .1108 1157 1207 | .1256 | .1306 | .1355 1405 | .1454 
S04. | W554. | G60 |) -~1653 A703. WSLS 2 | e802 h wlBS2 || <1901 |) .1O52 
2001 | .2051 | 2101 | .2150 2200 2250 | .2300 | .2350 | .2400 | .2450 
2.50 | 6.2500} .2550 | .2600 | .2650 2700 2750 2800 | .2850 | .2901 | .2951 
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Tafel XVIII. 
Tafel der Quadrate der Zahlen von 0.000 bis 3.000. 
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Tafel XIX. 


Tafel der Gauss’schen Constanten fiir die nicht identischen Kometenbahnen. 


| 


1 240 81°54’ 59"| 292939’ 30"| 208°25’ 0!) 332°41' 9” | 9.97222 | 9.98454 | 9.63800 
1 54. 5 293 49 8 | 209 39 38 | 331 S6 36 | 9.96967 | 9.98549 | 9.64498 | 

2 539 | 750 22 © | 163 44 54 | 78 20 25 | 54 56 547 | 9.99378 | 9.95414 | 9.66987 

256 26 43 | 165 512 | 79 48 37 | 55 59 22 | 9.99370 | 9.98499 | 9.66701 

3 565 70 2 44 | 272 34 24 49 46 5 2 11 34 | 9.99844 | 9.06100 | 9.99868 

70 3:39 | 271 54 57 | 41 0 30 1 38 4 | 9.99913 | 8.99945 | 9.99870 

4 sos. | 2017 8 | 43 2 30 | 311 33:18 | 319 7 4 | 9.999040 | 9.95276 | 9.64859 

2010 4 44 33 18 | 313 5 50 | 320 28 57 | 9.99942 | 9.95248 | 9.64969 

5 574 15 31 10 | 243 49 32 | 146 28 22 | 27 40 So | 9.95779 | 9.98403 | 9.69683 

| 45 3147 | 244 58 31 | 147 3953 | 27 3 31 | 9.96092 | 9.98286 | 9.69063 

6 | m0 | 9842 59 | 33059 50 | 105 13 20 | 24 13 32 | 9.71777 | 9.96362 | 9.97264 

93 43 51 | 328 36 38 | 104 41 40 23 57 41 | 9.72529 | 9.95968 | 9.97402 

7 837 | 277 755 | 231 38 2 | 317 17 14 | 332 31 17 | 9.99681 | 9.92804 | 9.73304 
277 7 51 230 17 43 315 50 56 | 331 34 11 | 9.99661 | 9.92980 | 9.73250 

8 961 82 32 11 | 89 42 32 | 177 23 51 © 45 47 | 9.99989 | 9.74824 | 9.91849 
82 32 20 BOLT S27 e718 1252 5 9.99943 | 9.74929 | 9.91861 
9 | 1092 | 30 22 56 | 228 47 © | 139 3145 | $5 9 24 | 9.97311 | 9.99073 | 9.53545 | 

30 23 57 | 230 8 40 | 140 43 1 55 18 16 | 9.97450 | 9.99982 | 9.52380 


10 1097 124 50 46 | 281 57 50 | 222 45 6 343 13 39 | 9.91411 | 9.90624 | 9.91540 
3 124 56 10 | 281 7 53 | 224 52 40 | 343 8 26 | 9.90474 | 9.90338 | 9.92604 


121 32 41 127 19 34 39 20 26 30 26 30 | 9.99908 | 9.94477 | 9.67972 


| 
1l 1231 
121 33 17 | 128 37 45 40 41 57 31 30 16 | 9.99902 | 9.04814 | 9.67874 
12 1264 83 59 42 | 257 7 55 165 29 14 26 45 25 | 9.99478 | 9.99278 | 9.37599 
83 59 53 | 25817 47 | 166 4615 | 24 54 36 | 9.99566 | 9.99251 | 9.36500 
} | 
‘is | 103 51 34 | 298 31 50 | 103 58 16 19 34 20 | 9.79722 | 9.89705 | 9.99661 
= 99 | 103 52 13 | 297 16 28 | 103 42 45 | 19 12 41 | 9.80783 | 9.88040 | 9.99702 
1 1337. | 92 46 © | 348 27 0 | 99 28 50 | 31 30 30 | 9.88489 | 9.96329 | 9.87678 
. aa 90 47 18 | 346 37 54 98 27 45 31 5 58 | 9.88611 | 9.96030 | 9.87990 
1s 1366 | 213 37 2 | 307 34 47 216 20 40 | 228 11 50 | 9.99912 | 9.97642 | 9.51445 
a 


213 36 28 | 300 3.57 | 217 46 50 | 229 59 40 | 9.99906 | 9.97624 | 9.51665 


6 8 166 40 59 174 12 38 | 249 5 40 | 330 46 0 | 9.78823 9.99123 | 9.91057 
; ee} 166 40 46 if. Si 30 248 19 49 330 36 50 | 9.78965 | 9.99276 | 9.90754 
212 45 23 | 279 37 30 | 113 8 10 15 29 27 | 9.87886 | 9.82239 | 9.99698 
212 45 50 | 279 9 42 | 113 29 30 15 3 31 | 9.88751 | 9.81144 |. 9.99665 
65 13 9 BO 24 22 | 122 11 37 34 42 50 | 9.88383 | 9.99970 | 9.80937 
65 14 17 28 40 13 12k 42 93 34 38 24 | 9.88073 | 9.99943 | 9.81434 
158 6 10 249 15 40 329 48 28 332 19 2 | 9.99994 | 9.95073 | 9.62880 
¥ a 157 51 20 | 249 2 35 | 338 42 41 | 340 31 30 | 9:99997 | 9.95626 | 9.63072 
129 52 35 33 34 O | 263 34 55 | 335 38 27 | 9.83819 | 9.93121 | 9.95071 
20 | 1490 | 129 51 43 | 35 23 10 | 264 23 12 | 336 1 18 | 9.84296 | 9.92606 | 9.95246 


154 57 49 173 50 22 | 246 53 20 | 335 44 10 | 9.41545 | 9.99866 | 9.98620 
154 56 60 | 168 35 16 | 246 34 31 335 42 20 | 9.42125 | 9.99930 | 9.98508 
242 14 40 | 304 4 12 73°37 20 17 54 12 | 9.94057 | 9.82025 | 9.95219 
2AFe15 926° || 40246: 10 "2 17 40 17 22 14 | 9.94401 | 9.81198 | 9.95333 
16 38 15 220 24 55 129 0 10 36 5 40 | 9.91422 | 9.99972 | 9.75766 
23 1532 16 39 10 | 221 54 56 | 130 2 36 | 36 0 43 | 9.91746 | 9.99949 | 9.75157 
277 51 20 35 4415 | 287 29 45 331 35 47 | 9.96218 | 9.90971 9.84950 
a 1533 277 50° 2 a7. 14 38 288 54 1 332 16 28 | 9.96348 | 9.90620 | 9.85189 


98 48 48 | 268 23 27 | 178 16 56 6 18 51 | 9.99994 | 9.99704 | 9.07076 
98 47 11 269 34 33 179 32 54 1 39 52 | 0.00000 |} 9.99702 | 9.06808 


17 1433 


18 1468 


21 1491 


22 1506 


25 1556 
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Tafel ki 


Tafel der Gauss’schen Constanten fiir die nicht identischen Kometenbahnen. 


log b loy ¢ 
06 eee 2°46! 28 | 97°28/ 10! | 211°47'37" | 347°53/ 22" | 9.96194 | 9.86227 | 9.89982 
55 DA OmlS (yp oy 3) |y Alay Hs}, OZ: 348 30 12 9.96621 | 9.85732 | 9.89820 
27 Lear e 280 | 8228 BO AAs Ae | ae ayo DSzpe oe 
256 39 43 | 82 1 6 | 143 21 20 | 13 28 6 | 9.94750 | 9.86746 | 9.91357 
28 1580 89 22 37 | 99 35 23 88 52 40 8 24 10 | 9.97482 | 9.52640 | 9.99925 
; 89 22 57 | 100 16 39 89 32°33 8 56 2 | 9.97132 | 9.55290 | 9.99916 
29 1582 332 1 23 | 238 28 50 | 264 30 37 | 34119 4 | 9.86352 | 9.85801 | 9.98808 
332 040 | 237 3 51 | 263 53 51 134053 9 | 9.85534 | 9.86747 | 9.98729 
330 36 17 | 129 40 33 | 4146 7 | 32 25 0 | 9.99899 | 9.94553 | 9.07752 
30 1585 
330 36 52 | 130 58 31 AS es 93 28° 55 9.99893 | 9.94593 | 9.67643 
307 39 53 | 280 36 40 18 17 19 Os ae 9.99765 | 9.78902 | 9.90045 
31 1590 
307 40 14 | 279 22 55 16 12 56 5 2118 | 9.99816 | 9.78725 | 9.90068 
32 | 1593 12 4 10 | 269 30 17 | 153 25 23 5 54 20 | 9.98774 | 9.68193 | 9.95790 
125 ANS Sa 2O0Nes Lomas bet 7e59 5 18 35 9.99015 | 9.67361 | 9.95741 
33 1596 59 25 51 | 107 47 51 | 207 28 8 | 339 58 14 | 9.96918 | 9.96313 | 9.73007 | 
59 25 31 | 106 48 57 | 206 10 51 | 340 45 19 | 9.97221 | 9.96149 | 9.72558 | 
34 1618 24 53 26 | 26 51 40 | 284 50 42 | 323 46 49 | 9.97517 | 9.93360 | 9.78500 
24 51 35 | 28 20 50 | 28615 19 | 324 34 41 | 9.97578 | 9.93135 | 9.78794 
35 | 161g | 287 22 57 | 164 30 46 | 95 18 37 | 31 58.39 | 9.90697 | 9.95404 | 9.86588 
Pyke yal Wel | aioley, aeey ah OOn2) ez 32 24 19 9.90579 | 9.95705 | 9.86271 
36 1652 300.9 28 | 177 18 31. | 113 2 23 23 48 39 | 9.26251 | 9.99861. | 9.99405 
300 10 18 | 184.55 2 |113 1447 | 23 50 24 | 9.26367 | 9.99925 | 9.99334 
37 1661 33 23 26 | 171 48 56 | 97 48 34 | 3613 18 | 9.92482 | 9.96341 | 9.82549 
33 24 56 | 173 26 47 | 98 54 32 | 361419 | 9.92436 | 9.96580 | 9.82165 
38 1664) an oh0r dO al 755 51-5] 105 36 27. | 54 812 | 9.96980 | 9.97526 | 9.68781 


310 38 27 | 6 23 57 | 104 22 | 9.96962 | 9.97394 | 9.69333 


4 
156 6 54 | 254 25 34 | 25045 8 | 342 26 21 9.83126 | 9.86671 | 9.99978 
156 6 12 | 253 41 13:5 250 49 32 | 342 4 28 9.82031 | 9.87544 | 9.99984 
8 
3 


n 
on 
w 
LS) 
° 
to 
° 


ae 1668 206 42 27 283 55 44 | 194 16 0 9.99673 | 9.99950 | 9.11864 
206 41 44 | 285 12 9 195 33 2 9.99613 | 9.99955 | 9.14759 
109 28 20 | 78 3 4.5 | 246 48 54 | 339 27 28 9.68950 | 9.94258 | 9.99848 
109 27 50 78 42 38 | 246 40 27 | 339 44 32 | 9.70734 | 9.93714 | 9.99815 
42 1677 99 12 38 | 253 1217 | 248 5857 |340 711 | 9.74514! 9.92003 | 9.99975 
99 13 24 | 252 19 39 | 238 39 55 | 338 21 30 | 9.72994 | 9.96511 | 9.96727 
159 27 47 | 254 19 40 164. 37 13 162 ey LY. \ 6 i 8 
1678 9.9999 9.9709 9.54900 
= u 159 29 50 | 255 43 13.5] 165 59 8 | 163 51 49 | 9.999090 | 9.97101 | 9.54863 
44 1680 350 38 57 6 22 21 | 250 35 35 | 333 $1 47 9.69206 | 9.98725 | 9.95554 
2 O11 47-5 | 252 WO" | $34 2°37 9.60424 | 9.98502 | 9.95745 
86 46 32 | 270 37 26 162 46 34 Vi Yale 8 
168 9.99782 | 9.49332 | 9.98025 
45 3 86 46 30 | 270 28 19 166 45 12 1 49 18 9.99875 | 9.48453 | 9.98012 
6 eC 330 36 25 | 355 33 7 | 247 44 27 | 334 25 13 9.61359 | 9.99591 | 9.96468 
bg es) 330 35 32 | 358 59 25 | 248 21 10 | 334 24 28 9.62366 | 9.99428 | 9.96452 
86 25 49 82 42 10 346 30 45. 
47 1686 9.99870 | 9.76590 | 9.91165 
86 25 49 83 54 3.5 | 348 41 33 | 356 31 41 9.99909 | 9.76422 | 9.91192 
80 44 43 | 357 31 29 109 51 27 26 42 
48 168 : 42 13. | 9.71107 | 9.98902 | 9.94743 
9 180 45 30 | 354 48 13 | 109 31 23 26 31 43 9.71212 | 9.98697 | 9.94954 
203 59 10 | 304 42 50 213 28 12 281 37 28 9.9887 8 
49 1695 2 98879 | 9.99807 | 9.38627 
203 58 2 | 306 6 13 214 44 45 282 15 24. 9.98803 | 9.99786 | 9.40113 


356 50 56 | 181 36 18 266 28 8 206 4 ‘ 
50 1698 : 96 24 50 9.99079 | ‘9.96317 | 9.64787 
2 356 46 58 | 180 14 46 | 265 10 40 | 295 21 34 9.99078 | 9.96407 | 9.64397 


un 


mn 
w 
um 
nm 
un 
re) 
on 
Ts 


mn 
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Pete lek: 
Tafel der Gauss’schen Constanten fiir die nicht identischen Kometenbahnen. 


log ¢ 


51 | 1699 | 109°1416""| 105° 10’ 24” | 221°38’ 50” | 342° of 4” | 9.91469 | 9.92513 | 9.890494 
109 13 50 | 104 27 47 | 220 28 9 | 342 30 7 9.92118 | 9.92092 | 9.89253 


52 1701 164 59 31 | 143 135 | 233 440 | 323 10 51 | 9.91126 | 9.99999 | 9.76281 
164 58 33 | 141 29 6 | 232 246 | 323 1215 | 9.91430 | 9.999096 | 0.75680 


53 1702 309 41 55 | 279 37 45.5 | 189 22 24 | 191 45 40 | 9.99996 | 9.97535 | 9.51556 
™ 309 43 37 | 281 4 31 | 190 46 52 | 193 30 53 | 9.99995 | 9.97532 | 9.51607 


54 1706 59 25 12 | 97 58 23 50 27 1 5 34.15 | 9.99149 | 9.45301 | 9.99064 
ae) 59 25 34 98 47 55 She) eis} Ae o 70s 9.98969 | 9.47543 | 9.99047 


278 40 91 $2 54 117 35. 43 19 6 14 9.77588 | 9.91942 | 9.98971 | 
im” 23°9" 32 91 58 6 Live de: 19 24 52 9.76132 | 9.92558 | 9.99046 


| 56 | 6 15 55 | 317 13 34 68 37 24 24 28 24 | 9.96102 | 9.88776 | 9.87717 
| 617% © | 315 46 57 OF 11" 6G 23 49 56 9.96266 | 9.88352 | 9.87913 


331 21 35 99 30 44 41 5 45 Org 5 9.99173 | 9.54663 | 9.98033 


” 422 ID 
S7 | 1723 | 331 21 10 | 100 26 30 | 44 2 31 6 35 54 | 9.99008 | 9.56088 | 9.98007 
es: 1729 | edo 1S awa) LO 249 52 39 342 27 590 9.83025 | 9.86812 | 9.99947 
9 52 40 | 7013 35 | 249 45 19 | 342 51 17: | 9.84089 | 9.85908 | 9.99931 
59 1737 99 32 44 | 315 3 34 | 222 36 20 | 276 40 41 | 9.98836 | 9.99288 | 9.46323 
; 99 30 37 | 316 29 35 | 223 54 13 | 276 52 38 9.98780 | 9.99247 | 9.47404 
60 1737 138 43 3 | 221 8 6 | 130 33 oO 39 0 30 | 9.93036 | 9.99996 | 9.71944 
fi 138 44 © | 222 24 24 | 131 29 6 | 385710 | 9.93271 | 9.99985 | 9.71341 
61 | 1730 104 46 30 | 25336 27 | 286 53 28 | 349 5 37 9.96565 | 9.64715 | 9.98872 
; 104 45 55 | 252 41 14 | 285 29 O | 348 34 42 9.96210 | 9.66367 | 9.98833 
62 | i742 | 328 1 1 | 267 46 33 | 263 0 8 | 357 44 10 | 9.99818 | 8.96222 | 9.999098 
: 328 1 14 | 267 13 44 2037 Sane B57 It FF 9.99718 | 9.05622 | 9.999909 
63 1743. | 25 27 18 | 157 35 28 | 68 32 43 | 62 57 31 | 9.99971 | 9.95964 | 9.61638 
; ; 25-AT 1S | 158° 57 15 69 54 40 64 15 29 | 9.99971 | 9.95986 | 9.61542 
| 6. | ow 118 95 51 | 85 32 48 | 173 42 59 6 38 3.5 | 9.99863 | 9.96742 | 9.58158 | 
Le | 143 118 50 28 | 84 33 32 | 172 20 18 SRS 9.99797 | 9.96779 | 9.58385 | 
ne 4 151 26 8 1125 3°17 77 46 56 18 22 18 9.92962 | 9.82851 | 9.954765 
re 4 151 27 2 | 126 21 52 78 56 31 18 51 22 9.92570 | 9.83667 | 9.95651 | 
66. | V4 230 16 36 | 276 54 3 | 116 21 22 12 33 50 | 9.92847 | 9.74218 | 9.990461 
4 230 16 57 | 276 31 26 a7 Bra 12 4 Ts 9.93487 | 9.72752 | 9.99428 
6 1748 £7 5% 25 | 204 © 43 244 14 38 341 12 28 9.78289 | 9.90971 | 9.99388 
: fe 17 50 42 | 263 45 19:51 244 32 7.5 | 340 53 12 9.76873 9.91649 | 9.99440 
68 1748 245 38 42 | 104 17 37 OF.30F 7 12 36 5 9.93642 | 9.70446 | 9.99944 
am 245 39 17 ; 105 114 | 97 54 50 13. 4 18.5 | 9.93077 | 9.72049 | 9.99933 
1 268 45 20 | 303 33 26 211 49 25 242 13 34 9.99660 | 9.98927 | 9.40214 
= 157 268 42 52 | 304 52 O | 213 9 52 244 9 28 9.99635 j; 9.98899 | 9.41020 | 


1758 36 48 4 | 204 18 42 | 230 31 55 | 337 54 5 | 9.84180 | 9.96367 | 9.91346 
So " 36 47 19 | 295 24 47 | 231 23 54 | 337 35 38 | 9.83236 | 9.96686 | 9.91609 


273 57 49 | 260 48 15 131 20 4 17, he. 25 9.88696 | 9.899008 | 9.94536 | 


71 1759 273° 58 15 | 261 19°57 | 132° 18°36 16 35 30 9.89523 | 9.89304 | 9.94373 | 
59 42 34 10 50 7 |102 45 16 | 89 52 41 | 9.99859 | 9.96559 | 9.59239 
fs 59 5230 | 9 1615 | 101 12 35 | 88 19 26 | 9.99858 | 9.90524 | 9.50449 | 
= 115 28 54 89 6 2 209 20 53 355 8 50 9.99106 | 9.57616 | 9.97672 
73 1762 TWI5Peon57 || SOMIZS*4O) = |206"21' 26" |. 355, 43 25 9.99310 | 9.50413 | 9.97638 


ie 88 39 48 | 88 50 10 | 210 27 23 | 358 26 4o 9.99909 | 9.08879 | 9.99763 
74 1763 88 39 53 | 89 15 12 | 200 43 12 | 359 0 9 | 9.99963 | 9.05217 | 9.90759 


104 49 48 | 316 22 50 93 019 aay ae 32 9.85884 9.90110 | 9.96314 
104 49 O 21 39 54 9.86430 | 9.89460 | 9.96448 
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Ta fel? UX: 
Tafel der Gauss’schen Constanten ftir die nicht identischen Kometenbahnen. 
a ee 


No. ft ma — && A B C log a log b log ¢ 


1009 55/36" | 212951/16"| 273° 4/15” | 333957’ 8” | 9.90805 | 9.91663 | 9.91108 
100 54 51 OU NS aa 2720 OrzOue eS sen Zona S 9.90538 | 9.92128 | 9.90889 


17 1766 177 0 32. | 163 49 30 | 77 31 18 58 14 16 | 9.99605 | 9.95567 | 9.65340 
177619 | 165 8 8 | 78 49 30 |. 59 19 40 | 9.99600 | 9.95634 | 9.65092 


C20 nol 2000 RG OU hl pa ORG: 6 53 28 9.99924 9.98025 | 9.47822 


16 1766 


ue Me 329 -6 16 | 2607 7 45 | 176 21 43 Be 2526 9.99959 | 9.98006 | 9.47615 | 
"9 | 1770 22d 13.6) | 221 47, 16 132 16 20) 1/128 56°20 9.99990 9.96589 | 9.58186 
224 32-1 | 222 52 3 | 133 20 29 | 130 4 59 | 9.99991 | 9.96597 | 9.58138 
80 iyhG. Th LOO RO 4S» |) SAB AO HE: | BNR G25 | ae Sota ee 9.84324 
100 18.19 | 337 5 0 | 86 9 26 32 14 32 9.94020 | 9.93695 | 9.84628 
81 1771 46 10 34 | 327 448 | 62 24 44 | 40 52 47 | 9.99403 | 9.94136 | 9.71070 
46 14 22 | 328 25 38 | 63 4716 | 41 51 42 | 9.99385 | 9.94237 | 9.70833 
g | yyage | 313 (8/80 | 232 13 22 | 126, 44.15, | 25.4146) | O82gIB | OoSIOg | onoee 
| 313 9 13 | 233 41 20 | 127 34 55 25 27 58 | 9.83230 | 9.98610 | 9.88909 
83 1714 136 43 8 | 270 2 50 | 180 44 43 0 11 16 | 0.00000 | 9.70063 | 9.93694 
136 43. 7 | 270 12 34 | 183-17 31 | 359 1014 | 9.99979 | 9.70131 | 9.93703 
84 1779 C2 104-2) | TIT 1OA8t |) (388055 11 45-47 | 9.98879 | 9.79305 | 9.91133 
62 10 52 112 24. 20 39 56 23 12.24. 35 9.98756 | 9.79766 | 9.91037 
85 1780 eu 1) BY 310 54 18 91 56 15 20 4130 9.86812 | 9.88179 | 9.97100 


237 4 48 310 5 30 Ql 30 21 20, 27027 9.87131 | 9.87780-| 9.97162 


86 1780 2555 9-18) 283)43 285105920930 14 19 30 _| 9.90671 | 9.77169 | 9.99904 
255 8 42 283 3 56 | 105 30 16.5 13 5 57 9.91371 | 9.75815 "| 9.99991 


87 1781 TSONLES 20 1977 SI3O uP 112 030)53 23 20 31 9.28444 | 9.99328 | 9.99857 | 
156 11 11 || 143 43 36 | 112 37 3 23 25 22 | 9.24920 | 9.99488 | 9.99821 


88 1781 61 19 14 14 36 30 | 112 17 20 | 48 49 33 9.95201 | 9.98486 | 9.71215 
6121 0 112) 10) 30k 1O8) Bees 63 28 30 9.98097 | 9.97567 | 9.63926 


354 17 28 135 39 20 83 16 31 22 3 33 9.91087 | 9.88044 | 9.94041 
354 18 30 | 137 8 32 | 84 20 19 22 31 6 | 9.90717 | 9.88668 | 9.93881 


336; abe t7 46 42 32 | 129 28 50 29 55 17 | 9.88160 | 9.99531 8 
0 178 9.82255 
? is 336 4 18 45 10 O | 128 29 53 [Or 154 20 9.87648 | 9.99621 | 9.82714 


205 39 59 | 341 57 26 | 245 5112 | 334 29 22 | 9.54838 | 9.99965 | 
1 178 Jo 9.97141 
? ag 205 39 7 | 345 48 46 | 246 18 33 | 335 157 | 9.54095 | 9.99919 | 9.97297 


27 Ae 84 56 27 |! 116 42 49 BIE 90; St 9.64243 5 | 
2 178 9.96544 | 9.98988 
7 - 127 4 48 83 52 $1. | 126 30.28 21 44 26 | 9.62070 | 9.96070 | 9.99021 


S28 eS QAO 30, eh IOS eso 347 43 35 -OO11 7 
93 1786 ‘ / 347 43 35 9.99117 | 9.95374 | 9.68246 
323 14 42 280 25 35 | 196 35 14 346 41 27 9.98944 9.98484 | 9.68573 


89 1783 


94 1787 he : 4 | 336 13 58 | 98 6 22 | 26 43 27 | 9.84388 | 9.94806 | 9.92933 
99 3 | 334 19:25.) OF 14 15 26 21 13. | 9.84723 | 9.94484 | 9.93151 
95 | 1788 57 48 14 | 203 5 38 | 26 32 29 | 16 2 37 | 9.99838 | 9.91463 | 9.76094 
57 49 13 | 292 41 27 | 26 446 | 15 45 55.5 | 9.99843 | 9.91453 | 9.76095 
06 1788 30 25 28 86 29 21 | 283 38 37 | 356 46 18 | 9.99644 | 9.12506 | 9.99967 
30 26 0 | 87 § 38 | 286 55 12 | 357 19 30 | 9.99756 | 9.05050 | 9.99969 
97 | 1190 | 14 25 18 | 276 42 58 | 1147 5 | 3 50.17 | 9.99903 | 9.78092 | 9.90303 


114 24 42 | 275 30 24 | 9 40 37.5] 3 8 54 | 9.99935 | 9.77982 | 9.90314 


6 23 | 353 44 50 | 248 20 1 5 
98 1790 shape g 3 | 332 15 54 | 9.73828 | 9.99354 | 9.93157 
204 35 25 | 356 17 39 | 249 144 | 332 24 51 9.73709 | 9.99203 | 9.93405 

119) 27 20 74 15 38 | 144 40 18 LH STaeO 
99 1790 ; 9.94203 | 9.93206 | 9.85077 
119 27 56 | 713 26 260 | 143 260 41 | 18 10 47 | 9.93685 | 9.93540 | 9.85364 


154 21 47 DOZ 31 3a 880 e52022 355 29 50 7 
oe es 9.99724 | 9.67034 | 9.94977 
154 21 23 201 6 34 | 337 14 58 354.53 1 9.99643 | 9.67493 | 9.94949 
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Tafel TEX 
Tafel der Gauss’schen Constanten fiir die nicht identischen Kometenbahnen. 


No. i I— QQ A B C log a log b log ¢ 


101 1792 147° 22/10" | 161° 3/10" | 24411! so!’ | 328° 35/49” | 9.82034 9.99743 | 9.87258 
147 21 19 | 159 4 49 243 20 46 328 30 52 9.83222 | 9.99814 | 9.86888 


102 | 1793 | 239 SO 38 | 326 53 31 | 103 19 27 | 23 50 31 | 9.74982 | 9.95285 | 9.97204 
239 57 29 | 324 43 46 | 102 45 43 23 32 44 | 9.75730 | 9.94832 | 9.97341 | 


| 103 | 1793 | 09 5346 | 905227 | 45742 | 0 34 44 | 9.99002 | 9.41483 | 9.98490 
69 53 57 | 91 44 29 9 49 51 1 910 | 9.99968 | 9.41869 | 9.98487 


104 | 1796 | 18417 18 | 82 53 23 | 160 33 53 9 32 28 | 9.98532 | 9.89103 | 9.83133 
‘ | 184 17 40 82 14 54 TSO 10 10 17 26.5 | 9.98270 | 9.89371 | 9.83310 


105 1797 | 279 48 40 | 111 8 22 | 210 42 56 | 337 13 51 | 9.96152 | 9.97103 | 9.72918 
a : 279 48 16 | 110 5 44 | 209 28 58 | 337 56 33 | 9.96480 9.96943 | 9.72432 


106 1798 342 54 10 | 220 21 17 | 128 30 29 35 3 4 | 9.90735 | 9.99957 | 9.77158 
' 342 55 4 | 221 52 13 | 129 31 59 | 34 57 34 | 9.91084 | 9.99929 | 9.76577 
107 1798 | 715 3 37 | 207 40 7 | 268 22 4 | 332 52 27 | 9.89053 | 9.93238 | 9.91093 
4 : 215. 2 26 205 58 20 2607 22 35 332 27 37 9.88792 9.93660 9.90858 
108 4 95 44 18 | 346 19 45.5 | 103 47 5 27 39 36 | 9.80597 | 9.97018 | 9.92840 
a 95 45 18 | 344 10 49 | 102 59 37 27 21 30 9.80845 | 9.96701 | 9.93084 


42 | 98 37 35 | 222 44 9 | 344 44 54 9.92260 | 9.88043 | 9.92965 
21 | 98 11 44 | 221 32 57 | 345 15 35 9.92910 | 9.87443 | 9.92797 
7 
715 


is) 

Le) 

fo) 
Ww w 
Om ~1-1 


110 | 1801 5 | 48 16 29 | 140 13 30 33 33.5 | 9.98580 | 9.99630 | 9.45204 
| 220 $1 46 51 21 1300577 1 38 38 9.98504 | 9.99507 | 9.46456 

111 1802 338 6 55 | 122 28 34-5 | 226 37 35 | 334.1718 | 9.88676 | 9.98183 | 9.84362 
338 6 17 | 121 13 41 | 225 37 46 | 334 37 50 | 9.89288 | 9.97990 9.83963 

112 1804 331 56 56 | 267 48 40 | 175 40 43.5] 2 5259 | 9.99928 | 9.92412 | 9.73728 


| 331 56 51 | 268 33 12 177.8 8 1 54 43 9.99970 | 9.92380 | 9.73668 


a 806 225 20 15 | 122 57 59 214 52 26 317 38 29 9.97046 | 9.99836 | 9.56472 
3 i | 225 19 33 | 121 40 30 | 213 40 54 | 318 1 48 | 9.97240 | 9.99805 | 9.55418 


+ voce 4 8 2 | 351 953 | 247 12 55 | 333 45 42 | 9.65863 | 9.99671 | 9.95355 
“4 : 4 7 7 | 354 13 49 | 247 47 43 | 333 51 50 | 9.65619 | 9.99558 | 9.05557 


5 1808 253 46 25 | 118 27 38 | 215 25 23 | 330 48 33 9.95348 | 9.98704 | 9.69965 
te Zparannor, WALZ LO 24) | 214 15, 2 331. 23. 6 9.95669 | 9.98595 | 9.69322 


6 808 uot Geze 2 TO Aa | 1547) 0-33 28 40 4 9.98462 | 9.98909 | 9.53476 
eo | 131 32 43 | 69 30 40 | 155 53 21 | 29 40 38 | 9.98286 | 9.98070 | 9.84363 


102 24 O 59 41 32 204 32 33 341 38 26 9.86744 | 9.85182 | 9.98921 


i sit 102 23 23 | 60 55 21 | 265 6 34 | 342 3 51.5 | 9.87467 | 9.84249 | 9.98085 
8 65 23 54 | 283 58 3 | 106 34.55 | 14 58 27 | 9.80447 | 9.79289 | 9.99000 
ae eit 65 24 21 | 283 18 27 | 106 39 57 14 31 39 9.90200 | 9.78045 | 9.99084 
q 314 24 39 | 182 33 59 | 104 29 13 | 40 39 30 | 9.93187 | 9.97621 | 9.78589 

da isha 314 26 11 | 184 10 18 | 105 35 31 | 41 651 | 9.93207 | 9.97798 | 9.78119 
199 18 13 | 312 18 36 | 242 318 | 335 44 31 9.61752 | 9.99491 | 9.96505 

120 | 3812 | 199 17 23 | 314 47 26 | 242 33 50 | 335 39 38 | 9.60102 | 9.09620 | 0.06677 


350 50 56 31 52 10 125 49 30 Oy) 2) 8 9.97757 | 9.99070 9.57303 
350.53 2 || 30.23.20 | 124 33-13 66 11 43 9.97690 | 9.99004 | 9.58178 
204 56 43 | 82 4 36 | 129 16 27 17 9 11.5 | 9.87666 | 9.89743 | 9.95419 
204 57 21 81 41 40.5 | 128 25 45 17 32 33 9.86782 | 9.90337 | 9.95562 


65 32 37° | 169 39 2 102 4 38 80) 39137 9.856073 | 9.96855 | 9.89543 
33 46; | 171 39 41 102 58 23 30 28 14 9.85556 | 9.97134 | 9.89246 


304 20 59 60 34 37 294 43 52 344 8 25 9.95841 | 9.79046 | 9.94972 
304 20 24 61 48 20 296 18 43 344 42 O 9.96130 | 9.78209 | 9.95063 


205 4 35 | 337 52 20 | 242 36 34 | 295 55 30 9.97652 | 9.98456 | 9.61663 
25 1818 205 2 16 339 22 20 243 53 50 296 47 33 9.97606 | 9.98366 | 9.62400 


124 1816 
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Tafel XIX. 


Tafel der Gauss’schen Constanten fiir die nicht identischen Kometenbahnen. 


i ——— 


No. 4g A— A B C log a log b log ¢ 


ee SS eS eee ne 


112° 187 38"| 90°43'35" | 114947! 9” | 22° 6! 51” | 9.54393 | 9.97602 | 9.99609 


i He 112 19 26 | 90 46 23 114935) 27 22 16 52 9.51525 | 9.97919 | 9.99652 

127 1818 347 0 18 1 47 43.5 | 111 25 20 205 aO 9.66207 | 9.99355 | 9.95646 
347 113 | 358 44 32 |1lo 51 8 25 58 53 | 9.66196 | 9.99192 | 9.95840 

128 1819 13 21 54 | 1645 2 | 247 8 48 | 336 21 13 9.22368 | 9.99749 | 9.99640 | 
13) 24_ 6 24 23 30 | 247 19 31 B30) 25050 9.24468 | 9.99632 | 9.99692 


1819 250) 10 43, |) 160° 9) 51 80 20 31 58 32 15 9.99490 | 9.95622 | 9.65672 


Me | 350 5 s4 |167 29 22 | 81 38 31 | 59 38 33 | 9.99487 | 9.95699 | 9.65381 
tol) MeL Noy. Wie Gi AO wASTS Sem I 2OR226 30) | 2074 9.84815 | 9.94327 | 9.93254 
169 11 43 | 71 54 13.5 | 128 31 29 20 28 5 9.83820 | 9.94749 | 9.93465 

131 1822 344 37 23 | 272 7 50 14 25 39 1 27 53 | 9.99946 | 9.36222 | 9.98874 
| 344.37 29 | 2719. 3 9 1 39 053 9 | 9.99979 | 9.35490 | 9.98880 


132 1822 237 56 40 | 351 22 41 99 47 36 33 26 43 9.90004 | 9.96577 | 9.85580 
237 57 56 | 349 36 39 98 43 44 Ris Kons 9.90085 | 9.96307 | 9.85923 


181 342 | 357 840 | 108 615.5] 28 23 45 | 9.78333 | 9.98435 | 9.92283 
181 4 42 | 354 50 24 | 107 20 28 28 9 41 9.78467 | 9.98206 | 9.92542 


| 
Oo Hose Wet, Gn Zi Noe Geek | Sel CO 9.75407 9.96658 | 9.95699 


182 
134 : 28 28 19 | 109 52 31 | 236 28 43 | 338 23 9 | 9.70772 | 9.96301 | 9.95518 | 


ge Gate | oe ete ree on ee ee 56 | 9.99912 | 9.95312 | 9.64856 
333 58 26 | 215 24 18 | 303 35 8 | 312 56 55 9.99908 9.95351 | 9.64714 


85 1610 | 14 0 36 | 254 40 44 | 333 12 57 | 9.77137 | 9.97373 .| 9.94184 
Sans 16 19 25 | 255 23 26 | 333 28 43.5 | 9.77442 | 9.97065 | 9.94396 


106 10 46 | 79 15 43 | 159 41 14.5| 13 418 | 9.98320 9.93580 | 9.75952 
LOGON TING YOU25 024 158 16 58 13 54 32 9.98065 | 9.93765 | 9.76242 


138 1825 177 18 26 | 270 3.43 | 205 7 58 | 354 52 38 | 9.99058 | 9.64833 | 9.96328 


wat 
Ww 


177.18 9 | 270 4 21 | 207 37.17 | 354 17 33 | 9.98822 | 9.65770 | 9.96371 
: 256 55 57 | 240 116 | 308 310 | 343 47 7 snl eo 
1 182 | | 343 47 35 9.97739 | 9.82147 |; 9.9095 
a2 : 256 54 56 | 238 44 9 | 306 24 8 | 343 10 24 | 9.97572 0.82674 | 9.90829 


279 41 20 | 283 35 29 196 35 13 | 338 5 52 | 9.0917 8522 | | 
140 1826 2 74 | 9.98522 | 9.50668 
4 279 40 46 | 285 33 33 | 198 51 52 | 335 47 27 | 9.98931 | 9.98616 | 9.52038 
t ] 
141 | 1826 4 40 30 | 50 42 5.5 | 141 52 53.5/ 131 15 0 | 9.99925 | 9.97477 | 9.52678 
441 9 | 4911 55 |140 25 5 | 129 31 11 | 9.99922 | 9.97453 | 9.52895 
13 40 49 |130 237 | 553758 | 2218 « 9796 | : 
142 1826 1 9 4 9.97969 | 9.88013 | 9.85527 
‘ 13 42 16 | 131 24 4 | 57 9 4.5 | 2259 4 | 9.97859 | 9.88338 | O.85355 
279 37 5 | 255 43 31.5 | 248 31 56 341 9 28 8 
1 1826 : 3 9.78239 | 9.90196 | 9.998 
= 279 36 21 | 255 0 37 | 248 39 8 | 340 50 10 | 9.76884 | 9.90907 | o000% 
130 57 42 | 269 16 32 | 195 39 43. | 358 38 8 | 9.99929 | 
1 1827 | 359 3 9.99929 | 9.29981 | 9.99192 
44 150 57 31 | 268 58 33 201 34 45 | 358 4 20 9.99857 | 9.31581 | 9.99106 
20 39 16 | 123 55 54 | 219 22 55 27 
145 1827 ; : 3 SEY Wyk ake 9.94578 | 9.99320 | 9.70052 
| 20 38 36 | 122 30 19 | 218 14 33.5 | 327 41 56 | 9.94808 | 0.99236 | 9.60304 
258 41 48 | 2890 44 15.5] 74 2 57 12 26 | 9.95733 | 
146 1827 8 | 26 7 | 9.95733 | 9.69693 | 9.98441 
: 258 42 12 | 288 44 32 | 723915 | 11 S4 31 -| 9.96100 | 9.68230 9.98491 
5 49 O | 293 42 10. | 203 4 26.5 | 269 4 
147 1830 y 3 3 22 9.99473 | 9.99893 | 9.2302 
5 47 45 | 205 3 23 | 204 21 36 | 270 23 52 9.09417 | 9.99883 oun dee 
2OV54 5 A106 SO 505, |) 202 22) 21 y 8 
148 1830 39 45:5 Sep si 49) 9.98256 | 9.97793 | 9.62001 
4 3 20 53°43 TOS 53 1.5 | 201" 15) 16 338 53 15 9.98458 oenen | ane 
149 1832 204 31 15 | 22 25 26 | 117 53 50 34 55 55 | 9.87720 | 9.99742 | 9.82356 
| 204 32 26 | 20 36 31 | 116 55 0 | 34 46 21 | 9.87485 | 9.99667 9.82818 
150 | 1833 | 2005717 | 312 9 1 | 220 32 51 | 236 53 28 | 9.99839 | 9.97824 | 9.50501 
238 38 36 9.99830 | 9.97794 | 9.50921 
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Tatel’ XIX, 
Tafel der Gauss’schen Constanten fiir die nicht identischen Kometenbahnen. 


151 1834 49° 50! 23" | 315° 23! 52" | 223954’ 48" | 237° 20! 38” | 9.99880 | 9.97505 9.52851 
49 44 1 | 316 59 55 225.2210 1230 3 4 9.99875 | 9.97477 | 9.53117 

152 1835 212 50 37 | 32 20 29 | 125 4 33 | 100 56 56.5 | 9.99612 | 9.97709 | 9.53568 
212 55421 31 1 44 123 39 52 99 23 18 9.99600 | 9.97662 | 9.54019 

153 1835 110 36 25 37 23 30 130 35 51 80 2 28.5 | 9.98638 | 9.989076 9.51442 
3 110 39 24 35 56 13 129 17 48 We da 22 9.98588 | 9.98923 | 9.52361 

15 1840 72 13 21 | 222 22 49 | 125 56 13 29 26 39 | 9.85295 | 9.99719 | 9.85156 
3 * 72 14 10 | 223 59 35 | 126 50 26 29 18 4.5 | 9.85858 | 9.99637 | 9.84739 
ss 1840 156 31 42 | 233 15 18.5 | 264 12 30.5 340 0 58 9.84856 | 9.88108 | 9.89279 


156 30 48 | 231 48 34 263 36 48 339 38 26 9.84120 | 9.88862 | 9.98189 


fe 1840 138 9 53 | 270 50 38 | 187 53 22 | 357 42 53 9.99853 | 9.74663 | 9.92111 
ae . 138 9 42 | 271 5 34 | 190 841 | 357 314 | 9.99754 | 9.74908 9.92142 


IY vey 1840 133 36 9 | 322 15 39 | 238 22 48 | 332 8 54 | 9.79280 | 9.99846 | 9.89687 
a ; 133 35 13 | 324 13 41 | 239 10 46 | 332 5 47 | 9.78592 | 9.99904 | 9.90012 


s8 1842. | 240 33 16 | 261 57 10 | 249 56 55 | 349 43 5 | 9.95596 | 9.63066 | 9.99854 
158 42 | 240 32 46 | 261 28 13 | 250 27 53 | 349 13 24 9.95108 | 9.65880 | 9.99869 


82 34 25 90 230 | 180 2 55 359 54 9.5 | 0.00000 | 9.99004 | 9.32570 
82 34 37 88 54 23 178 44 12 2 31 43 9.99999 | 9.99007 | 9.32620 


sed 124 14 35 | 254 53 19 |155 36 oO | 173847 | 9.97585 | 9.95685 | 9.72861 
160 3 | 124 14 51 | 255 49 13 | 15655 25 | 1648 7 | o.07857 9.95495 | 9.72463 


298 27 29 | 152 29 56 O34) 31.5) 56.56) 4: 9.99956 | 9.95803 | 9.62493 


177-43. ©. | 217 43 33 | 126. 9-38 Sor 40n27 9.89067 | 9.99976 | 9.79923 


114 36 25 | 72 35 29 | 306 13 55 | 349 44 26 | 9.97896 | 9.67558 | 9.96923 
114 36 7 | 73 38 36 | 308 21 2 | 350 18 40° | 9.98124 | 9.66396 | 9.96976 


205 26 38 82 055 305 30 8 354 17 13 9.99073 | 9.44201 | 9.99232 
205 26 32 82 49 22 308 47 7 | 354 50 45 9.99240 | 9.41677 | 9.99250 


1845 75 4615 |106 117 | 203 10 52 | 340 28 21 | 9.97958 | 9.96823 | 9.67689 


Ren) 2884 |) 209. 42 38 |'153 38 36 | 64 50 46 57 59 47 | 9.99955 | 9.95824 | 9.62400 
| : 212 229 | 68 6 7 | 15055 43.5] 25 238 | 9.96859 | 9.97927 | 9.67680 
162 Wat | 212 3 12 | 665837 |14941 9 | 25 45 40 | 9.06842 9.98046 | 9.68285 
d if 25010 9 20 -88697 | 9.99991 | 9.80439 

a 1844 | 17742 5 | 216 6 54.5 | 125 a) 93.4 9 


164 | 1845 


165 1845 


166 75 45 58 | 105 115 | 201 52 34 | 341 24 9 | 9.98191 | 9.96703 | 9.67202 
7 asim 20380520) |) 120) 14. 54) 32 39 56 | 9.85784 | 9.99964 | 9.84154 
167 1846 oa 57 59. | 209 47 24 “121 9 35 32 41 30 9.86143 | 9.99986 | 9.83714 
12 52 40 | 109 13 5.5 | 112 59 51 22 45 27 9.40181 | 9.98578 | 9.99995 
168 1846 12 53 29 | 111 15 55 112.58) 17 PY I SLO 9.36203 | 9.98819 | 0.00000 


78 38 5 281 3 24 68 12 33 Heyl Ase: 9.98103 | 9.52043 | 9.99319 
169 1846 18 = 4 280 15 3 66 9 27 7 25 30 | 9.98357 | 9.50605 | 9.99339 


339 40 9 | 347 2618 | 248 43 7 | 315 36 22 | 9.93838 | 9.98530 | 9.74743 
339 41 15 |349 355 | 249 52 43 | 316 5 24 | 9.93774 | 9.98394 | 9.75206 


F 1846 99 48 48 | 190 47 25 | 265 57 48.5 | 322 10 29 | 9.94233 | 9.95766 | 9.80660 
171 C 


170 1846 


99 47 8 | 189 13 47 | 264 47 55 | 321 37 48 | 9.94183 | 9.96001 | 9.80274 

94 843 | 92 8 22 | 10 20175) 1 22 25.5 9.99958 | 9.46890 | 9.98078 

172 1846 94 856 | 93 2 35 14 34 59 157 6 | 9.99916 | 9.47448 | 9.98071 
254 19 58 | 103 46 2 49 50 43 8 25 23.5 | 9.98468 | 9.62052 | 9.97565 

173 1847 a - ph ver 45 16 52 9 56 8 58 47 9.98252 | 9.03309 | 9.97526 
18 | 271 20 51 |152 6 59 3 14 11 | 9.99596 | 9.43191 | 9.98780 

174 | 1847 Ff rs 17 | 271 6 24 | 156 23 6 240 © | 9.99726 | 9.41552 | 9.98767 


1 3157 | 92 46 53 | 216 9 23 | 349 49 30 9.96431 | 9.78479 | 9.94615 
175 1847 a a FH 92 36 3 | 214 3016 | 350 23 51 9.96860 | 9.77680 | 9.94519 
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Tafel XIX. 


Tafel der Gauss’schen Constanten fiir die nicht identischen Kometenbahnen. 


log b log ¢ 


54° 22/54" | 155°50! 45" | 101°59/ 27” | 25°36’ 8.5” 9.79091 | 9.95774 | 9.95020 
54 23 56 157 58 36 102 40 42 25 52 40 9.78662 | 9.96152 | 9.94830 


129 24 51 40 4 48 299 39 16 329 45 30 9.98522 | 9.91710 | 9.79168 
129 24 50 413 6 301 0130" 1/330) 30523 9.98581 | 9.91504 | 9.79390 
Pes Gk WZ || Help ANGE Werf ots ts) BGfo ale) io 9.99462 | 9.25330 | 9.99834 
276 37-28 | 266 34 24 | 240 34 35 | 355 40 35 9.99291 | 9.29826 | 9.99841 
261 0 31 | 266 47 3 | 235 16 29 |348 2 33 | 9.93728 | 9.74941 9.98551 
261 O 266 36 30 236 16 10 | 347 33 39 9.93104 | 9.76197 | 9.98609 


208 2 38 | 273 18 56 | 227 51 345 55 49 | 9.92002 | 9.83839 | 9.96032 
208 5 273 30 228 56 345, 28 9.91281 | 9.84655 | 9.96148 


33 12 14 | 278 205 22 348 23 25 | 9.97443 | 9.88867 | 9.85470 
33 11 48 | 249 206 51 347 42 49 | 9.97091 | 9.89224 | 9.85665 
237 36 102 96 40 ll 22 9.95122 | 9.65352 | 9.99965 
237 8 | 104 97 28 1, 13 9.93495 | 9.70900 | 9.99936 
181 45 184 TIwa26) 25 3 9.57042 | 9.99655 | 9.97161 
181 37 187 ie BS) 25 47 9.57297 | 9.99760 | 9.97002 
243 15 289 203 332 20 9.98377 | 9.98780 | 9.55144 
243 34 | 290 204 331 56 | 9.98193 | 9.98847 | 9.55953 
87 19 | 305 218 321 32 9.95886 | 9.99753 | 9.63229 
87 18 | 306 PNG) : 321 3 58 9.95641 | 9.99795 | 9.64082 

15 | 104 107 6 | 9.87836 | 9.81654~| 9.99983 

Be |) TOS 107 BS 9.86966 | 9.82745 | 9.99991 


38 47 49 | 122 220 32 9.92994 | 9.98713 | 9.76140 
38 11 120 219 5 9.93428 | 9.98576 | 9.75568 


333 240 22 9.99148 | 9.97916 | 9.55683 
335 241 58 9.99129 | 9.97852 | 9.56278 
78 329 30 9.99346 | 9.67592 | 9.05286 | 
79 331 414 | 9.99458 | 9.66950 | 9.95327 
23 118 20 9.97643 | 9.98538 | 9.61274 
21 117 18 9.97595 | 9.98450 | 9.61904 
66 140 53 9.92560 | 9.96479 | 9.82161 
65 4 139 20 9.92024 | 9.96717 | 9.82550 
247 138 56 9.91261 | 9.95800 | 9.85258 
248 é 139 9.91855 | 9.95515 | 9.840921 
248 269 9.92301 9.75823 | 9.99340 
247 269 9.91728 | 9.77114 | 9.99298 
247 261 9.87962 | 9.82151 | 9.99603 
246 2600 5 9.87183 | 9.83202 | 9.99660 
97 234 9.84570 | 9.91083 | 9.96353 
O7 2: +5 | 233 9.85324 | 9.90640 | 9.96251 
198 9.08891 | 9.84457 | 9.87448 
196 9.99108 | 9.84114 | 9.87339 
297 9.96340 | 9.79576 | 9.94174 
299 35 9.96594 | 9.78805 | 9.94278 
232 9.99075 | 9.98445 | 9.52218 
233 9.99045 | 9.98389 | 9.52950 
332 9.99725 | 9.45831 | 9.98427 

9.99624 | 9.47148 | 9.98412 
| 


9.96500 | 9.95409 | 9.76537 
9.96466 | 9.95608 | 9.76144 
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Tarek xix. 
Tafel der Gauss’schen Constanten fiir die nicht identischen Kometenbahnen. 


No. th T— XQ A B C log a log b log ¢ 


201 1855 325°36' 29” | 40°%24'27" | 132°45/55"| 106°18'57" | 9.99507 | 9.98124 | 9.50252 

é 325 40 24.4 | 38 56 37 131 22 39 | 104 40 55.5 | 9.909579 | 9.98082 | 9.50794 
202 1957 121 34 54.5 | 87 40 15 241 15 4 | 342 11 37 9.82305 | 9.89296 | 9.98804 

> 121 34 23.2 | 87 46 15 240 46 14 | 342 34 28 9.83462 | 9.88537 | 9.98731 
| 203 1857 13 59 31.3 | 191 48 50 110 38 53 44 48 4o 9.94058 | 9.98429 | 9.74506 
lf 1 4.4 | 193 22 35 lll 46 3 45 15 45 9.94123 | 9.98561 | 9.73946 
| 204 | igs7 | 134 5 595] 78 753 | 186 1 2 | 14 9 37 _| 9.97596 | 9.93067 | 9.78882 
| 134 6 28.6] 77 18 38 154 38 14 14 55 12.5 | 9.97283 | 9.93305 | 9.79156 


205 1857 180 58 22.3 | 286 25 13 197 49 50 | 323 54 50 9.99291 | 9.99607 | 9.34960 
: 180 57 40.2 | 287 38 37 199 6 25 | 322 29 40 | 9.99189 } 9.99631 | 9.36423 


| 206 | 1857 | 124 49 45_| 82 23 12 | 165 32 24 | 9 39 35.5] 9.99174 | 9.93221 | 9.74249 

124 50 7.6, 813412 | 164 5 7 | 10 34 38 | 9.98997 | 9.93362 | 9.74535 

207 1857 95 5 30.4 | 305 36 38 64 34.17 | 18 35 12 | 9.95968 | 9.83386 | 9.92383 

‘i 95 6 14.7 | 304 16 30 63 255 | 17.59 40 | 9.96204 | 9.82751 | 9.92517 

208 1857 174 34 37 237 45 38 WO LO 7G | TEs S522 9.99622 | 9.99103 | 9.38058 

857 | 174 36 0.7 | 239 6 50 | 150 35 23 | 117 20 41 | 9.99651 | 9.99128 | 9.37131 

209 1gsg__| 206 49 26.3 | 355 46 20 | 249 16 24 | 331 36 3 | 9.76579 | 9.99116 | 9.92250 

5° | 206 48 26.6 | 358 12 36 | 250 1 29 | 331 46 48 | 9.76516 | 9.98041 | 9.92517 

210 185 162 4 56 | 202 25 58 LASTS 5.65 | BO 742 9.99334 | 9.97551 | 9.56808 

4 162 8 39.5 | 203 46 59 117 11 40 | 87 24 52 | 9.99348 | 9.97611 | 9.56311 

211 | 1858 | 25 15 46-1] 260 3 0 | 170 6 37 | 91 8 48 | 9.99883 | 9.99995 | 8.87259 

. 25 15 51.2| 261 2012 | 171 23 0 | 92 44. 7 | 9.99912 | 9.99996 | 8.81346 

1858 98 51 40.7) 97 17 24 226 25 44 | 344 23 4 | 9.90850 | 9.87721 | 9.94486 

ris = | 98 51 17.4 | 96 56 16 225 20 35 | 344 52 O | 9.91579 | 9.87060 | 9.94335 

| 1858 | 129 6 48.4 | 277 30 13 BON 3.33 6 23 33 9.98616 | 9.41433 | 9.99876 

a me | 129 6 46.8 | 276 49 44 78 32 23 5 5055 | 9.98845 | 9.37833 | 9.99884 

858 | 155 32 14.7 | 290 24 27 27 38-20 12 17 50 9.99604 | 9.86519 | 9.84087 

| 714 | 1858 | 155 32 45-7 | 289 435 | 25 5440 | 1130 7 | 9.99651 | 9.86356 | 9.84173 
/ a 282 0 7.6| 90 2812 | 187 3718 |358 5 2 | 9.99886 | 9.70161 .| 9.93816 | 

Ties 59 | 282 0 11.2] 9018 49 | 185 5 48 | 358 43 26 | 9.99949 | 9.69972 | 9.93798 

| 5 90372 78942 f 
| 016 1860 | 209 42 21.2| 82 6 32 | 245 0 50 | 345 49 25 | 9.903 9.78942 | 9.99539 


209 42 45.3 | 82 30 13 244 30 8 | 340 16 51 9.91123 | 9.77714 | 9.99500 


41 19 344] 9457 3 20 54 56 | 3 6 8 | 9.99798 | 9.52005 | 9.97702 
217 | 1860 .8 | 9.99716 | 9.52847 | 9.97687 


8 46 49 14.6| 147 14 0 112) .: 56) wen. 20) 6 9.34149 | 9.99275 | 9.99662 
218 | 1860 | 46 co 17.2] 152 54.58 | 112 19 27 | 23 3412 | 9.31781 | 9.99441 | 9.99610 


aN 
e 
w 
xe] 
unr 
iS) 
w 
<e) 
un 
un 
w 
w 
fo) 
iS} 
aN 
w 
A 
= 
Ls) 
Ww 
as 
= 
Ww 
un 


352 16 44.8 | 345 37 26 90 20 5 | 37 13 37 | 9-94799 | 9.95173 | 9.80701 
219 1860 | 352-18 21.1 | 344 2.15 89 24 55 | 36 35 53 | 9.94866 | 9.94919 | 9.81121 
fe 1861 | 213 25 45:8 | 95 29 35 119 39 14 | 11 5 55 | 9.94639 | 9.70047 | 9.99272 


9.94075 | 9.71577 | 9.99309 


330 7 20 58 36 10 246 55 20 | 33644 5§ 9.18035 | 9.99506 | 9.99991 
221 | 1861 | 330 6 23.2| 62 54.39 | 246 57 15 | 336 50 4 | 9.23680 | 9.99347 | 9.99997 


331 35 45 | 298 46 30 62 34 37 | 15 31 37 | 9.96275 | 9.78804 9.94029 
222 1861 331 36 19.4 | 207 32 24 60 57 28 | 14 57 14 | 9.96539 | 9.77989 | 9.94728 
182 30 30.7| 63 32 14 | 329 33 37 | 341 51 6 | 9.99769 | 9.91372 | 9.70477 
182 31 37.6] 64 33. 24 330 55 43 | 342 46 35 9.99791 | 9.91300 | 9.76554 
415 14 | 124 42 40 213 19 50 | 229 13 36 | 9.99864 | 9.98081 | 9.37913 
=< 1862 8 12 35.7 | 123 21 47 | 212 219 | 227 31 54 | 9.99873 | 9.98108 | 9.47534 
152 53.5 | 201 12 24 99 146 | 16.11 13 | 9.88652 | 9.81062 9.99760 

225 1862 +e He me 290 15 39 98 42 8 | 15 44 33.5 | 9.89395 | 9.79894 | 9.99787 


to 
- 
Lae) 
tS 
un 
- 
unr 
io 
Xe) 
unr 
Dp 
co 
Ww 
» 
tn 
” 
~ 
co 
aN 
Oo 
& 
i 
w 
w 
un 
I 
ww 


223 1862 
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Tafel XIX. 
Tafel der Gauss’schen Constanten fiir die nicht identischen Kometenbahnen. 


200° 35! 50.3”| 118° 2/48” | 213°16'12" | 328°28/55” | 9.96327 | 9.99045 | 9.64903 
200 35 17.0 | 116 50 39 | 212 4 30 5 23 9.96594 | 9.98963 | 9.64148 
44 56 26.6 | 260 7 21 | 117 12 53 51 32 | 9.63000 | 9.97125 | 9.98703 
"4 57 7.6 | 260 42 32 117 34 35 37 50 9.65187 | 9.96753 | 9.98602 


i, TO) | 6 | 254 5 58 27 31 9.69960 | 9.95156 | 9.98867 
A ©) ly 221 49 | 253 44 52 12 46 9.68795 | 9.95612 | 9.98779 


55 32 28.3 | 281 33 || 243 35 22 58 9.57421 | 9.97878 | 9.98939 
HN SOO AY 51 | 243 53 48 17. | 9.54778 | 9.98170 | 9.99028 


357 12 16.8 | 206 42 19 | 114 9 25 56 | 9.36120 | 9.99997 | 9.98824 
Sf ep oli || nb 22 | 114 26 45 30 | 9.38201 | 9.99977 | 9.98725 


115 46.6 | 56 16 259 26 16 26 9.81630 | 9.89281 | 9.99123 
115 : 57 40 | 259 51 40 58 9.82540 | 9.88515 | 9.99188 


244 4 | 115 13 40 9.41258 | 9.99396 | 9.99126 
246 18 29 | 115 19 1o | 9.44674 | 9.99226 | 9.99039 
272 28 77 27 52.5 9.99753 | 9.04240 | 9.99982 
272 15 42 13°45 57 || 9.99845 | 8.94927 | 9.99984 
356 30 87 37 <2. 55.5 | 9.90978 | 9.96220 | 9.60314 
355 15 85 49 9:99954 | 9:92410 9.60400 
78 55 21 | 144 19 9.94498 | 9.89787 | 9.88872 
78 8 142 2 | 9.93960 | 9.90238 9.89085 
284 36 34 | 201 26 21. 9.98258 | 9.96603 | 9.67309 
285 57 | 202 45 | 9.98028 | 9.96726 | 9.67780 
280 3 24 45 é 2.5 | 9.99764 | 9.88878 | 9.80726 
288 35 23 9.99795 | 9.88770 | 9.80805 
262 246 9.50613 | 9.97826 | 9.99834 
262 50 246 5 9.47392 | 9.98129 | 9.99868 
221 302 9.98849 | 9.91968 | 9.77652 
220 301 5 9.98801 | 9.92145 | 9.77864 
297 206 d 9.99812 | 9.08813 | 9.39548 
298 207 : 9.99795 | 9.98790 | 9.40180 
166 : 9.97893 | 9.95262 | 9.73024 
167 9.97861 | 9.95423 | 9.72654 
257 9.99988 | 9.97943 | 9.47928 
258 9.99990 | 9.97951 | 9.47830 


Anmerkung, Diese Tafel giebt fiir jede der verschiedenen Kometenbahnen in zwei Zeilen 
m— $2 und die Gauss’schen Constanten, und zwar in der oberen fiir die Epoche 1750.0, in der 
unteren fiir 1850.0, mit Riicksicht auf die Schlussbemerkung der 46. Vorlesung. 
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Tafel XX. 
Constanten-Tafel. 


A. Mathematische Constanten. 


Basis der natiirlichen Logarithmen 


ho es é 
Modul der Brigg’schen Logarithmen. . . . . M 
Radius des Kreises in Graden . 1 = 180 
m1 
i = - 5 Minuten... , ptee 10000 
m1 
i i , Secunden. . . 7” — 48000 
1 
Umfang des Kreises in Graden . 
~ 2 y » Minuten 
. > is » Secunden . ‘ 
Dae) 29 Sl G70 
Linge des. Halbkreises fiir den Radius 1. | aif! 
sin 1° apr 
sin 1! 
sin 1" 


| 


et al 


log 
= 2.718 281 83 0.434 294.48 
= 0.434 29448 9.637 78431 — 10 
57.295 78 1.75812263 
3437.7468 3.536273 88 
= 206 264.806 5.314.425 13 
360° ; 2.556302 50 
21600 . 4.334453 75 
1 296 000 6.11260500 
3-141 59265 0.497 149 87 
3.14159265 0.497 14987 
0.01745241 8.2418553 — 10 
0.000 290 882 6.463 7261 — 10 
0.000 004.848 137 4.6855749 — 10 


B. Astronomische Constanten. 


Aequatorialhorizontalparallaxe der Sonne 
(Pariser Conferenz) . 
Scheinbarer Sonnenhalbmesser (nach ‘Auwer rs) . 
(nach Schur, aus 
9 jahri igen Beobachtungen am eae wie 
Heliometer) 
Lange des Sternjahres nach Hansen u. Olufsen 
Lange des tropischen Jahres nach Hansen und 
Olufsen .. 
Dieser Werth des tropischen Jahres gilt fiir 1850, 0. 
Nach Newcomb ist die: 
Dauer des siderischen Jahres . 
9 » tropischen 7 
» julianischen _,, 
Ein mittl. Sonnentag i in Ster ntagen — — “24h 3m ‘568, 555 
Ein Sterntag in mittl. Sonnentagen = 235 56™ 48,091 


Anzahl der Secunden in einem Tage . . 
Lichtgeschwindigkeit (Pariser Conferen z) . 


Lichtzeit (Pariser Conferenz) . 
Anziehungskraft d. Sonne k* | plaid sche Constante): 

k (in Theilen des Radius) . Soe rete 

k (in Secunden) : 
Aberrationsconstante nach Struve 

” ” yr 6n a 
(Pariser Confer enz) . 
Nutationsconstante nach Peters — 
(Pariser Confer enz) . 

Mittlere Schiefe der Ekliptik 1750 + ¢ nach Bessel 


- 34 ec dase Struve 


und Peters . 
Mittere Schiefe der Ekliptik 1900,0 (N eweom b) 


Allgem. Pracession f. d. Jahr 1750 -+ ¢ nach Bessel 
1750 + ¢ nach Struve 
» » » 1850--¢ (Newcomb) 
Mittlere Entiernung Hrde—Sonne (Pariser Con- 
ferenz, nach Gill) . . 
Mittlere Entfernung Erde—Sonne fir ‘die Parallaxe 
8.80 und die Bessel’schen Erddimensionen . 


” ” nO” ” 


II Il 


| 


8/".80 0.94448 
15/59'.63 

L6V01".0 

365.2563582 Tage 2.562597 78 
365.242 2008 Tage 2.562 58095 


Die jabrl. Variation ist — 04,000000062 4 


365.256 36042 mittl. Tage 2 56250778 
365.24219879 , »  2.56258094 
365.25 » 256259022 
1.002 73791 (Sterntage) 0.001 187.43 
0.997 26957 (mittlere Sonnentage) 
9.998 81256 — 10 

86 4008 4.936 513 74 
299860 km pro Secunde mittlerer Zeit 

log 5.476918 5 
4988.5 (4988.46) 


0.017 202099 
3548.18761 


8.235 58144 — 10 
3.550006 57 


230 28! 18/7.00 — 0.48368 t 
— 0.000002 72295 t® 


23° 24! 54'.22 — 0'.4738t — o'.0000014 t? 
23° 27! 8''.26 — 46.845 t 

— 0.0059 t# + 0'.00181 # 
50/.211 29 + 0.000 244 2966 t 
50/.229 80 + 0'.000 226 t 
50" .2453 + 0.000225 t 


1490465000 km 


149480976 km 


= 1996) = 


Tafel XX. 
Constanten-Tafel. 


Dimensionen der Erde. 


A. nach Bessel’) (1841). 


log 
Halbe grosse Axe (Radius des Aequators) . . . a@ = 6377397.15 Meter 6.80464 346 
Halbe kleine Axe (Umdrehungsaxe)...... ) = 6356078.96 , 6.80318 928 
a—b l 
— === ——$——_—__ = 0.0033428 7.52410 69 — 10 
Abplattung 5 505 aese 334 524 9 
L as Ly? 

Excentricitéat der EKrdmeridiane. ... . / x ~ = 008169683 8.91220 52—10 
Kin Meridiangrad am Aequator . = 110563.68 Meter 5.04361 25 

‘ 5 POU = 111679.90 ‘3 5.04797 50 
Hin; Grad ides Aequators sa 2 een) cae eae a= sOG-56 is 5.04652 08 
Kine geographische Meile = '/,, Grad des Aequators = 7420.4385 * 3-87042 96 
Radius d. Kugel von gleicher Oberflache mit d. Erde == 6370280.5 5 6.80415 92 
Radius d. Kugel von gleichem Volumen mit d. Erde = 6370283.2 e 6.80415 87 
Schwerkraft 1m Niveau des Meeres fiir die geo-| a= g™.780 0.99034 

eraphisehe Breitecg . +. #462 oes ho oe 0™,0519 sin” —p 0.7152 — 10 
Liinge des Secundenpendels im Niveau des Meeres = P a ns 

und im luftleeren Raume fiir die geographische | U a el eat aint da eiae he 

BROIL aOR saan e ac eee Leer fe er ieer te 
Mittlere Dichtigkeit der Erde . a= 6a! ; 0.7435 
Oberflache . bee ee rei = 509950714 Quadratkilometer 
Inhalt . = 1082841320000 Cubikkilometer 


B. nach Helmert (1907). 


lgibesonOSseRAkO ermine vis) meets eee 6378200.00 Meter 
HalbenkleinesAxer 2k fui Bc Weentesoaecer.n ene 6356818.17 é 
1 
Abplattung Sink ae ek ose awoare 0.003 3523 
ESXCentriclidites: vpeuet aca Me obec eee ake ee 0.081 8133 
Schwerkraft im Niveau des Meeres fiir die geo-) ss. ane oe tS 
graphisehe ‘Breite @onc.. . 1. cae ~~ Pe 9.7803 m -- 0.0518 m sin® 
Linge des Secundenpendels im Niveau des Meeres| 
und im luftleeren Raume fiir die geographische; | = 0.90005 m + 0.00525 m sin? y 
BLCTLO AD Ripran neces ot Maleeaahe sere en Doe 
Mittlere Dichtigkeit der Erde. ....... == 5152 


C. nach Hayford®*) (1910). 


Halbegoro tema reve tec, nests tanta eee 6378388 + 18 Meter (wahrsch. Fehler) 
HiglberkleinerA xO. usu dln a ne eee 63560900 Meter 
AD platvung &.e.+ areca ee sy one nee ee me b 20 One Or 


") Bessel giebt a und b, sowie die Abplattung in tibertriebener Genauigkeit. Auch jetzt sind a 
und ) héchstens auf circa 100 Meter bekannt und die Abplattung auf 0.1, Dass ausserdem a@ wesent- 
lich grosser als bei Bessel angenommen werden muss (wahrscheinlich mehr als 700 Meter), ist nicht 
mehr zweifelhaft. — 

*) Abgeleitet im Auftrag der Vermessungsbehérde der Vereinigten Staaten von Amerika, der 
Coast and Geodetic Survey in Washington aus einem grossen Beobachtungsmaterial. Cf. ,John J. Hay- 
ford, Supplementary investigation in 1909 of the Figure of the Earth and Isostasy. Washington 
1910.“ Dabei ist @ ausserdem durch die Schweremessungen (1: 298,3) controllirt. Dass die Genauigkeit 
der Hayford’schen Werthe indess etwas iiberschitzt ist, wurde von Seiten der ersten Autoritét auf dem 
Gebiet nachgewiesen, in den Sitzungsberichten der physikalisch-mathematischen Classe der Kénigl. Preussi- 
schen Academie der Wissenschaften vom 12, Jan. 1911: , Ueber die Genauwigkeit der Dimensionen des 
Hay ford’ schen Hrdellipsoides von F. R,. Helmert.“ Die kritische Betrachtung schliesst mit den 
Worten: 

»Wenn wir die Ergebnisse der Untersuchung von Hayford nun auch etwas weniger genau finden, 
als die amerikanische Abhandlung 1910 angiebt, so bleiben sie doch jedenfalls noch so genau, dass ihre 
grosse Bedeutung ftir die Erkenntniss der Grésse und Gestalt der Erde dadurch nicht beeintrachtigt wird.“ 
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Anhang 


zu den 


Leuschner’schen Methoden der Bahnbestimmung. 


Zusammenstellung der Formeln nebst Rechenbeispielen. 


I. Formeln. 
A. Die directen Methoden der Bahnbestimmung. 


(Die zur vollstandigen Elimination der Parallaxe dienenden Formeln sind in den 
Anmerkungen zusammengestellt.) 
Man benutzt die Formelsysteme, wie folgt: 


(a) Fir Parabeln: Ia, Wa, Hla, u.s. w. 

(b) Fir Kreisbahnen: Ib, IIb, IIIb, u.s. w. 

(c) Fir allgemeine Bahnen: Ie, Ile, Mle, us. w. 
avi; ¢: 

Es wird angenommen, dass die Bahn aus drei Oertern mit kurzen Zwischenzeiten 
bestimmt werden soll. 

Man reducire die beobachteten Rectascensionen und Declinationen auf den Jahres- 
anfang in der iiblichen Weise mit Einschluss der Aberrationsglieder. Es seien die 
Beobachtungszeiten in Decimalen des Tages und die mittleren Oerter: t, %, 01, t, %, Oo, 
tg, Os, 03. 

Aus einer astronomischen Ephemeride interpolire man fiir den Jahresanfang die auf 
den Aequator bezogenen Sonnencoordinaten fiir die Beobachtungszeiten t,, fg = to, ty: 

Xy, Yu» Ay “Mov Kove AQ Bes 2s. 
Gleichzeitig berechne man die Geschwindigkeiten X’, Y', Z' zur Zeit t) nach einer der 
beiden folgenden Formeln der numerischen Differentiation : 

df (1) Sener ay . 3 M1 . ST . av 3 

kw = f'(a+iw) + NF (n) 6" (a+ iw) +---n[f" (a + iw) + NF (n) f™ (a +iw)---} 
l=a+flitnlw =t 
af(?) 


== =f" (a+[é+5]e) +l (m) "(a+ [t+ 3] 0) em {f(a + [i +5] e) + Mim) f™ (a+ [i +4] ow) 


t=at+liti+mw=t 
x, Yo oe SED 


dl 
. Die Differenzen sind der Ephemeride so genau wie méglich zu entnehmen (gewéhn- 
lich inclusive bis zur 7. Decimale). Man benutzt die n- oder m-Formel, je nachdem 


eae 


1 = ft) einem tabulirten Argumente oder der Mitte zweier Argumente am niichsten liegt; 
m oder n sind dann immer numerisch < 9,25. Die M(m) und N (n)-Coéfficienten sind 
mn r r : / 5 ; 7 5 
den Tafeln XIV und XV zu entnehmen. Man kann die Differenzen fiir cinhalb-, ein-, 
zwei- oder mehrtiigige Intervalle entnehmen. Fiir einhalbtigige Intervalle ist w— 3 


und log = = 2.065449. Zur theilweisen Elimination der geocentrischen (gewéhn- 
lichen) Parallaxe ertheile man den Sonnencoordinaten zur Zeit der Epoche t, nur die 
folgenden Correctionen 1); 
0 X,=cos0 sine pag +sind cosapso; 0Y,— — c080 cos% pao+sind sinapso; 0Z,—— c0s0 pie, 
wo hier pe@, ps@ die geocentrischen (gewohnlichen) Parallaxen-Factoren sind. 

Rk cos D cos A = X,*), RoeosD sin A — Y, S=ReosD, RsinD = Z,. 

t% =K(ts—t), ty = k(t,—t,), logh — 8.2355814 — 10, 
ITa, b, ¢ 3). 

Die Differenzen der Rectascensionen und Declinationen sett man am bequemsten 

in Bogensecunden an. Dann ist, in Einheiten des mittleren Sonnentages : 


of — “2% *) ee eet. a — 2d , _ 093 —9, 
= t % ? ag = pe ee rae | i a ca pad LS an eee aT TS 
“aaa ts — t ty —t, ts — ty 


oe ee 0K ‘ , 
und in "5 mittleren Sonnentagen, sowie in Theilen des Radius: 


“) Will man aber die geocentrische und barycentrische Parallaxe vollstandig eliminiren, so 
berechne man fiir die Zeiten t,, ty, ts: 


4, X = —4, cos 07 cosa, 4, Y = —d, cos 0, sina, 4,Z = — 1d, sind, 
1 1 C C 1 1 € C ¢ 
d, cosd@ , . 5 
ee = a oso i” («—«ag), 25 On = ar {— sind @ cosd + cos 0 @ sin 0 cos (@—«@)}, 


wo &&@, é q¢ die Mondecoordinaten, welche fiir jede der drei Beobachtungszeiten interpolirt werden 
Si. 
sin 1" 
Pal = Pi Cgt Pa Om PIC = PS Cg+ PS Oms 
wo ps Qg: PS Q, die gewohnlich mit pye oder py, 4 etc. bezeichneten geocentrischen Parallaxen- 
factoren sind und alle Parallaxenfactoren in Bogensecunden angesetzt sind. Und weiter: 
4, X = [cosd sinap,o+ sind cosepye] sini", 4, Y= [—cosd cosap,o+sind sin « py e] sin 1" 
4,Z = —cosd pyo sini". 
4X=4,X44,X, 4Y=4,Y+4,Y, 42=4,24 4,2; (XY)=X+ 4X, (Y= V+14Y, (2)=2+4z, 


oe 4, Y3(to—t)) 4-4 Y, (tg—t,) 4, Z,(t,—t,) + 4, Z, (ts —t,) 


miissen, darstellen, und log d, = 5.494371°, = 6", 4372 ist. Ferner fiir alle drei Beobachtungen : 


__ 4, X4(to—ty) + 42 X (tg—ty) ete pe —1,¢4,= 

a 4, X, (tg —t) fs 4, Ys (ts —¢,) 4, Z,(ts—t) 
i 1 2dz € rr, ee 2dy s z peApeh rel 
jcsa = [ats |4ste jsina = let eee itn == me = Ao Zig. 


Endlich nur fiir allgemeine Bahnen Ie: 
X, Ay Xy ls Ys 4, ¥3-+- 2, 4, Zy 
Rg 


wo fir R, X, Y, Z die corrigirten oder uncorrigirten Werthe benutzt werden kénnen. 

*) Zur vollstandigen Elimination der Parallaxe sind (X),,(Y).,(Z), nach Anmerkung 1 statt 
X;, Yy, Z, einzusetzen. 

*) Fir sehr unregelmissige geocentrische Bewegung beachte man die Anmerkung 1, 8.456. Man 
kann auch die Curven der beobachteten « und J zeichnen, dann die « und ¢ fiir fiinf aquidistante 
Daten den Curven entnehmen und die Geschwindigkeiten hierauf nach den in Ia, b, © gegebenen 
Formeln der numerischen Differentiation berechnen, wihrend Formeln fiir die Beschleunigungen sich 
durch nochmalige Differentiation der Formeln (9) und (11), 8.453, ergeben. , : 

‘) Zur Parallaxenelimination sind (4 X)',(4 Y)', (4 Z)’ aus den Werthen (4 X),, (4.XY),, (4X), ete. 
in derselben Weise zu berechnen, wie oben «’, 0” aus @, Gs, My ete. 


, 


Fife Ns a 


, sin" (b—t) ot (a—t)ot gy _ sia 1" (4 te) 85 + (th) 64. 
Oe SSS =e a a gg Eg aa | ea ES iy Ta 9 
k ts — ty Ik Nr 

el a, es Oy hg aes. 2 “ yo 3 
= sin 1 Ts 0 = pm ee 
: " : ' 
iyo = Gy dase log — — §.5154420 — 10. 
(ty 0)! = sec?0 0’; (tg 0)” = sec? d [2tgd 02 + 0". 


IIIa, b, ¢1). 
n = #2 (gd + (tg 0d)”, 
C, = tg0 cos(A — a) — tg D, C, = sin(A — a), C; 
¢ = cosy = sind sin D+ cosd cos D cos(A—«), $ = sin w. 


aan “), 


C; wird nur zur Berechnung von 6” gebraucht und kann gewoéhnlich fortgelassen 
werden. Da alle Gréssen sich auf die Epoche beziehen, ist das Subscript 2 oder 0 auch 
bei o%, 0, fortgelassen. 


Cs A ue 
SS = @o — i 1S 0)’ ee 
i C8 oF (tg Ws x“ a 
‘ ee, F A : 
ds = C084 —- — sin wet dy = sino — + cos 0 oH, a, = tgd — + (tgd/’. 


Ferner nur fiir Ife allgemeine Bahnen; oder auch fiir IIa, wenn man im Laufe 
der Rechnung die Zulissigkeit der Annahme einer Parabel priifen will, was bei sehr 
kleinen Zwischenzeiten gewohnlich nicht néthig ist: 


N = alt tg —al" (gd) +of (t9d)", x= —3 (0,0! +04 (99) 
IV a, b 2) 3). 
a? =.[az + af + a7] cos?0,- b= [az X'+ a, ¥'+4;Z'| cosd, G2 = X24 yas Z'2 
; a? G? —p? b 2 1 
oe —————— Ni) —— he = —— oe 
7 ake ° PP a? R’ oe a2 R’ ig ae aR? ° eel 
Die geocentrische Distanz @ = Rz, wobei z sich aus der Lisung der folgenden 


Gleichungen ergiebt: 


y = f(®) = (€+¢)?— (y— gq") = 0, C= so = = cos a 
2/2 
Vag COsiy 2 : | 


IV bi cos 0, = a? gs | 


Anleitungen zur schnellen graphischen Bestimmung yon 
finden sich auf §. 470. Zur Verbesserung von ¢,: 


y—9 << A,, 2, —=stgd+e. 


@, aus diesen Gleichungen 


= Zur, Parallaxenelimination ist ausserdem zu berechnen: 


1 fe 
Ce 
¢, = tgd cos(a—a)—tgd, cy = sin(a—«), cy = jos CEG Dc es f= —2 ] = 
Cy Cg 
[X |’ = X'+ (4.X)'+ B cose anstatt x’, [Y)’ = ¥’'+ (4 Y)'+ 8 sine anstatt Y’, 
[2]! = a+ (4 Z)! ig 6 tg 0 anstatt 7’. 
VAMC fee —= [e, @ + ey (tg d)’). 
*) IVb: Man vergewissere sich iiber die aire re einer Lésung. Die OCriterien fiir die Anzahl 
der ra da I finden sich in den Anmerkungen 1, 8.468 fiir die Parabel, 8.472 fiir den Kreis. 


*) Gur Parallaxenelimination hat man in @® und in Db zu setzen: [xy anstatt X’, [Y]' anstatt Y’ 
[Z]’ anstatt 2’. in 


= 1007 — 


Lake 0}? 98, M, = (# — p')? + q!?— hus, 
Fa Ape = ete 
2 (4 —p') + (hu) (@, — ec) wy 
Varn = ——_*_ ok a 
ph ftegeat ph), 


IVa: Aus der Differenz ¢ — £, entscheidet man, ob eine und, im Falle dreier 
Lésungen, welche Parabel méglich ist, siehe 8.471. Ist eine Parabel nicht méglich, so 
geht man zur allgemeinen Bahn nach [Vc iiber. 


Vo), 
% 


1 a ea eae 
R+ cos 0’ 


, 1 
e mit den Argumenten w und — aus Tafel DOA 
m 


Va,b; c: 
o = Rz, 6 = 00s 0, ot = of 4 a 4], 
; 


wo die Formel fiir r weiter unten folgt, 


6 A t. 6” 6 A Ta 
1 ~~ C080, [i+ alt ges ve bs, es n[+ foe 
Die Berechnung von 6” kann gewéhnlich fortgelassen werden?). Dann sind in O4 
und gs die mit dem Quadrate der Zwischenzeiten multiplicirten Glieder der Null gleich 
zm setzen. Mit 0,, 02 = @, @3 berechnet man jetzt die drei reducirten Beobachtungs- 
zeiten nach: Reducirte Beobachtungszeit ¢ — Beobachtungszeit t — «@, wo nach S. 118 
in Decimalen des Tages log« = 7.76112 — 10 ist (bei Annahme von 498°65 Lichtzeit: 
7,76129 — 10). 
Tt, —k (tz —t,), t; —k (t, —t), logk = 8.2355814 — 10. 


; Niamh eat iat 
—— —— KOs aay — — otqd — Zi f ! ig 
x 6 cosa — X 8), y sina — Y, z tg 1 rie Rule Countries 
eo = no — XxX", y == 4,6 — ¥’; = 4,0 — 72" rege + yy eet 
Um den Charakter der Bahn zu bestimmen, kann man gleich berechnen: 
g? = wi? yt o't i ee) p =r? [g2—r'], @= oF : 
u r 


Fiir die Parabel ist: p = 2q = 2r—(rr’). Als Controlle der Rechnung muss 


1 : 
sein: fiir die Parabel — — 0; fiir den Kreis a =r. 
a 


') Zur Parallaxenelimination rechne man noch: 
84,8 4x 
le Cameras uae 
und dann zur Verbesserung des Tafelwerthes z, [wo mit Vernachlissigung der Parallaxe (m) = m ist] 
mh =M%—+s, (= a4—(m), uf (r)?—m? = M, 
=r: M, 

Oo ont Oh H+ 80) GO] 
*) Die Berechnung von o” ist ausser bei langeren Zwischenzeiten nur angebracht, wenn zwischen 
der ersten und dritten Beobachtung o’ das Zeichen wechselt, was man aus sehr kleinen Werthen von 


o’ schliessen kann. 
*) Ist aber die Parallaxe vollstindig eliminirt worden, so setze man (X) anstatt XY ete., und 


[X]’ anstatt X’, ete. 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 


Uu. S. W. 


126 


— Wa 


Via, b, ¢. 
Nur fiir VIb: : ‘ ' ’ 
; T; T. ee Oe ae aa 
ome A=l> ogo asa j= 8 Gas = one 
ae Ty \ Ty} ae — aie ee Re 
oe aoe rio ya: fee Gas? 12045 


Via, Vic: 
(=F 1)= 5, =F -G| rrr 52 )) 16) =—f—-G +9) 


: 1 9(rr')? Or Tr yr)? 6r 

18) =— gov 1 = Fv 1O = Tal Cae +p2)) =a See 
6 14 02f2)—te (8) FEM) BE = —a— 8 98) + 2f (4) —8 9) +28 96) ——~ 
f= 1b 02f(2) beh / (8) bet) + af) + =e teh 98) +t gO) + ef 9) FP 96) F~ 

Fiir die Parabel verschwinden die durch a dividirten Glieder. Im Allgemeinen 

geniigen die mit f(1), (3), g(3) multiplicirten Glieder. Man vergewissert sich zunaichst 

durch angeniherte Rechnung der letzten Glieder, ob man mit den Reihen auskommt. 

Im Nothfalle sind die im II. Abschnitte entwickelten geschlossenen Ausdriicke fiir f 


und g zu benutzen, oder man berechnet zunichst die Constanten fiir den Aequator aus 
Vil, la, Vil, ib, Vilske 


@, cos0, cos = X+fietonw =f, 03 cos0; cos cs = X,+fsut+ gv = E,, 
Q, cos 0, sina, = Yy t+thytony = Q3 cos0; sinas == Y3 + fsy + g3y' = Ns 
0; sind, =Z4+hetone =, Qs sin 05 =At fee + ose = §s. 
Hat man aber die Constanten fiir den Aequator berechnet, so berechnet man aus 
diesen die Oerter in der iiblichen Weise. Mit den resultirenden Werthen von Q; und Q3 
reducire man den ersten und dritten beobachteten Ort auf das Erdcentrum mit den 
geocentrischen (gewdhnlichen) Parallaxenfactoren 1), 
Dann bilde man die Unterschiede Beobachtung — Rechnung 0,0, = cos 0, 0%, 09;, 
0,0, —= cosd; O03, 003, Sind diese Unterschiede zufriedenstellend, so berechne man die 
noch feblenden Elemente nach VIIa, b,c. Will man aber die Beobachtungen noch 
genauer darstellen, so wende man zuniichst eine der unter B. zusammengestellten Methoden 
der Bahnverbesserung an. 


I a 
Reducirte Zeit der Epoche: tj —%@,. € — mittlere Schiefe der Ekliptik am Jahresanfang. 


(a) Parabel: p= 2¢g = 2r—(rr')*, esinv = 1 Vp, e cosv = ‘- 1, e=1, Controlle, 


oder fiir v: 


; 2 . _ ov rot v q 
g? = a2 + y'2 + 2'2 == —, Controlle, sa— =r =, cos = = fa 
r 2 2 g 2 ce 

wo v dasselbe Vorzeichen wie r’ erhilt. 

A 1 2 

y sy ry . pe fe ayes ats ——— © as 

(c) Allgemeine Bahn: g? = #?+ y?+ 2%, ee re p = r?(g2— r'), 

/ — p 

esinu =r Vp, 00s 0 —— £ ==) ie a Controlle. 
cage 


1) Hat man aber die Parallaxe eliminirt, so setzt man einfach (X), anstatt X, u.s. w., (X)s 
anstatt X, u. s. w. 
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Weiter kann man 1. die Constanten fiir den Aequator zuerst und aus diesen die 
ekliptikalen Elemente, oder 2. die aiquatorealen Elemente zuerst und aus diesen die Con- 
stanten fiir den Aequator berechnen. Im letzteren Falle sind dann die Elemente noch 
auf die Ekliptik zu iibertragen. 


1. (a), (c) Parabel und allgemeine Bahn: 


sina sin(A’ + v) = =, sind sin(B' + v) = -, sine sin(C' + v) = =, 
rapt ral 
sina cos (A'+ v) = ae , sindcos(B'+ v) = oar hg sinc cos (O'+-v) = fase 
Vp Vp Vp 
a cos — sine cos (O' + v) — sind cos(B’+ v) tge, 
cos € 
Sine. F é 
nose Siu = sine sin (C'+ v) — sind sin(B'+ v) tge, 


o— u—v2, A= A'— a, B= B'—a, C= 0'— oa. 


1. (b) Kreisbahn: 
par, ie ==), 


P : x ; : é = & 
sina sin A' = —, sin b sin B! = we sine sin C' = —, 
a a a 
: ra, ° eg . iy 
sina cos A' = Yaa’, sinb cos B' = Yay’, sine cos C'! = Yaz’, 
sin i : : 
—— cosu = sine cos C'— sinb cos B' tg, 
COs € 
sin @ 


—— sinu = sinc sin C'— sinb sin B’ tg, 
COs € 
A. = A'— 4, B= B-—4, C= C=u. 


1. (a), (b), (e): 


cost = — sina cos A cosec 82. 
" sinb sin B sine sin C 
sin & = = ———., Controlle. 
COS E Sin & 
. ; sinb sine sin(C— B 
cos 8& — sina sin A, x —@o-+ Q, Oe ae sre rn ee) Controlle. 
sina cos A 


Die oben berechneten Elemente beziehen sich auf die Ekliptik. 
Oder 2. (a), (b), (c): 


re ae A — oe 1 Z ne & 

g Vp cos (i) = ry’— yw, r sin (u) = sin (4)’ 

s Ve sin (i) sin (82) = ya’— zy’, r cos(w) = # cos (82) + y sin(&), 

“| Vp sin (i) cos(Q) = ve'— 24 v2 — g2-+ y2+ 23 Controlle. 
sina sin(A) = cos (8), sinb sin(B) = sin(&), CC) c=); 
sina cos(A) = — sin (8) cos(i), sinb cos(B) = cos (8) cos (i), sine = sin(i). 


sin 44 sin 4[8 + 6] = sin §[(2) + €] sin $(&) 

sin 4% cos 4[8 + 6] = sin 3 [(i) — é] cos § (8) 

cos $4 sin [84 — 6] = cos $[() + | sin 3 (8) 

cos 34 cos + [8S — 6] = cos }[(i) — €] cos 5 (2) 
(a) = (u)—», o=—(@)—6, t= 24a, A'=—(A)+4 (w), B'=(B) + (@), C= (a), 
wo nun i, 2, @, x ebenfalls auf die Ekliptik bezogen sind, und wo fiir die Kreisbahn @ 


und z fortzulassen sind, und A -+ wu anstatt A’ + v ete. zu setzen ist, wo A—(A) + 6 ete. ist. 
126* 
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Ellipse: Parabel: Hyperbel: 
1 l1—e, v D F e—1 v 
= = > to = ee es 
é 
Mi 1" sin E, Mit v als Argument, ‘ log tg [sort 5 | 
M3) M aus der Barker- _ (— a) ta F 9 
era ee silienTafel Vi, om te Oa | eee 


log k” = 3.5500066, 


Epoche = t, —%0,. T= t,—w0,— M,q” 


Die Ephemeride berechnet man wie gewdhnlich aus den Constanten fiir den 
Acquator oder mit Benutzung der Reihen (VI) oder der geschlossenen Ausdriicke (B.) 


fiir f und g. 


B. Die Methoden der Bahnverbesserung. 


a) Verbesserung der directen Lésung mit Beibehaltung der mittleren Beobachtung. 


Man setze die Unterschiede (B— R), 0, = cos 0,060, 60, 


0,%3 == c0s 03 00s, 005 


in Theilen des Radius an. Hat man bei der Berechnung von f, und f; héchstens noch die 
mit t4 multiplicirten Glieder mitzunehmen brauchen, dann rechne man nach folgenden 


Formeln: 


a) Bahnverbesserung mit Benutzung der Reihen fiir 6f und Cg. 


Fir eine Parabel oder eine allgemeine Bahn: 


COs Pe: ; 4y 
af fon) 


[cos ot fy, — Sin Oy fx, |3 


21 oo [es S) [Eso les 
= 


g 
G =>} 
Qi 
te Cz C08 Cs 0, &, — C, COS 0, 0, Os 
ca eae FF 5 PEW PET RI "2 
C, Cs sin (3 — 0) 


b) 


i tee michiees 
P, = Cy Sin 04g 0, 4 — Cy Sin O41 0, Hs , 


0, C,sin(a,—o,)  ° 


Se 00, a: C, sin 0, (cos 04, Py + sin om Py). 
| C, cos 0; ) 
ee 00; + C; sind, (cos m, P, + sin as Py). 
i C3 cos 05 ) 


cos 4r' ‘ 
E+ 9 ua E te 2—T? (2 “2 oes vf ips 

cos 5 F 4," : 
So ape |Sep2—x (“= «) vie 


Lith Sh : 2 ee Eyes 
Bid) 7% [sin d, (sino, fy, +-cose, fr,) cos, fz,|; B31) = — [sin ds (sincts fy, + cosets fr,)—C0805 fe, | 
3 
= Is 
Q3 


re 
7 7" 
= Is y ads E Tey + i (v'— —¥)| 


1 


As!) = — [cos a fy, — sin Og fr, | 


Q3 


__ A, C3 cos a3 — Ag CO, cos 


Qe = 


__ A, Cy sin wg — As C, sino, 


C; Cs sin (G5 — 0, ) 1 
_ By + C, sind, (cose, Qe + sin «, Qy) mp 


C, C3 sin (% 3 — 0,) 


Qe, = C, cos 0, 
0, = B, + O; sin Os (cos ot; Qe + sin cus Qy) 
(as : 
C3 cos Cz 


1 a . . . Csi Uy My Af 
) Zur Elimination etwaiger Aenderung der Parallaxencorrectionen sind die Correctionsglieder 
? 


Formel 187, 8.490, zu beriicksichtigen. 
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Fiir eine allgemeine Bahn: 


a0 = Pa, — Pay, oo — : ped = a ' 
Q 7 P & = Pye—Q200; Oy = Py—Qy00; Oe = P,,— Q:,00 
z Z| 


. lt 5 ee 
oder 0¢ = P,,— Q:,00 | (IIT) 
idee oes 


le sehs Va yey + A t > 7 . 
Die sechs Correctionen 02, Oy, Oz, dx’, dy’, Oz’ werden nun an die Anfangswerthe 
eal re Ul Dv. “ e . ees, # 
X,Y, &, xX, y', 2 angebracht; mit diesen neuen Werthen werden dann die verbesserten 
Elemente nach A, VII berechnet. 


Fiir eine Parabel: 


P=~—[rPe+¥ht+ePh O@= SF —watyat+?e) av) 

Je nachdem man 0, oder 0; genau reprisentiren will, setze man P, = P,, Q:= Qz;3 
oder P, = Pz, Qz = Q:, Will man aber die schliesslich iibrig bleibenden Fehler auf 
die fusseren Declinationen vertheilen, dann sind Werthe P, und Q, anzuwenden, die 
sowohl von P,, als P,,, und Q,, als Q,,, respective, abhingen. Will man ferner die Fehler 
in den fusseren Orten gleich machen, so ertheilt man zur Bestimmung von P,, Q, den 
Coéfficienten P,,, Pz, und Q:,, Q,, Gewichte, die sich direct aus den Zwischenzeiten und 
dem Gange der Function sind ergeben. 


In der Praxis ist es jedenfalls am besten, P, = P,, und Q, = Q,, zu setzen. 
1 . ; 1—3cos26 ,, 3 cos B(1 — 5/2cos? 
Q29 =P—b (0x)? + Oy)? +(2')2]— PF (a gy: 4 SPU — i ae8'P) (a 0)s... (7) 


Dies rechnet man nach Anniherungen. In der ersten Annaherung ist: 
09 = Q° Ox’ = Pz— Qr00; Oy' = Py—Q,00; Oe’ = P:—Q;:09 (VI) 


Diese Werthe substituirt man in die Glieder rechter Hand der Gleichung (V), und 
rechnet einen genaueren Werth von 09, u.s. w. Somit ergeben sich gleichzeitig die 
endgiiltigen Werthe der gesuchten Correctionen 6@, 62’, dy’, dz’. Des weiteren verfahrt 
man ganz fihnlich wie oben, im Falle der allgemeinen Bahn. Mit den neuen Werthen 
x, y, &, x, y', 2 hat man als Controlle: 


2 
ene oD fp. UO ieee ae 
Peete 9 2° a 


2 2 ‘ : 
Wenn g? += Ps, dann besteht entweder ein Irrthum in der Rechnung, oder es waren die 


von (0@)* und den héheren Potenzen abhiingigen Glieder in Gleichung (V) nicht zu 
vernachlassigen. 


Fir eine Kreisbahn: 


Zur Verbesserung einer Kreisbahn, entweder mit oder ohne Annahme iiber die 
Excentricitit, verfihrt man ganz dbnlich, wie oben im Falle der Parabel. Da aber 
fiir den Kreis die geschlossenen Ausdriicke fiir f und g ebenso bequem sind wie die 
entsprechenden Reihen, so kann man die Verbesserung einer Kreisbahn stets auf die 
geschlossenen Ausdriicke fiir f und g griinden (S. 1009, XV). 
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b) Bahnverbesserung mit Benutzung der geschlossenen Ausdricke 
fiir of und Og. 


Koénnen die obigen auf den Reihen fiir of und 0g beruhenden Formeln nicht an- 
gewandt werden (cf. oben 8. 1004, Ba), dann hat man gunachst f,, f35 915 93 2US 
geschlossenen Formeln, wie folgt, zu ermitteln. Die dabei auftretenden Hiilfsgréssen 
ergeben sich, wenn nicht besonders angegeben (cf. auch A, VII), in der iiblichen Weise, 
je nach der Art der Ausgangsbahn: 

Ellipse: o, E,M,pst; Ey, Esstiy%s3 291 = Ey E29, =Es— E; 7, =V2asing; Ya—V2a sing, 
Digna el Miri 5 i 
Hyperbel: F, 73 Fy, F3501%33%10%85 V1 =| p : sin, —se=]/ p * sin 2 (v3 — v) 
Parabelnahe Bahn}): 6,P,,Ps,73 &%, B3 My, 2151515 915173 Mg, a5 M35 U3, 935133 
V1 =/ 


oN ae Dh k Age 
" sin 3 (v1 — °)3 Vs =|/ 5 sin = (% —») 


Parabel: v,q, 13 015%) T1.%33 V1 =Yr,—4 — Vr—4; V3 =YVrs—4 —Vr—q 


vas = ea eae: ay % oe A, 
Kreis: 29, = — 3,9 29s = ay fi= 6082 915 fs = 008 2933914 *8in2g,,93—= a *sin2dgs 
ee a 


Dann rechne man fiir alle Ausgangsbahnen, ausgenommen die Kreis bahn: 


2 2 
fee a ie lay a g2 = [2rnr—prilye 9s = 2rer—prslyy . - VI" 
wo y und g nur fiir ein der Epoche ty = fy vorangehendes Datum negativ zu nehmen 
ist. Und weiter im Falle einer elliptischen oder hyperbolischen Ausgangsbahn?): 
mr be / ! ! 
Pe pene aE con. paeee Siaeee 
i 9 
Co vs Vi | Va 
=— 1 ci — 
Mm 2a? Ys y 2a 
aoe 4. V2e0s Bs G9 eee 
V1 Vs 
as P car ere 3 
M, — Ft, I" V1 V1 (2r% val “+ yo y2 rs) | ots (VII) 
_ __ 4% |, al a J Tare 3 
M, = — rs lr Ye Ps (2 Gels Weave 72, al y2 n1) 


> Cf. v. Oppolzer, ,Lehrbuch der Bahnbestimmung™, Vol. I, p. 73, 75. 
) Hine nahezu parabolische oder eine nahezu kreisférmige Ausgangsbahn macht man jedoch 
am besten genau parabolisch oder kreisférmig, und zwar vor der Berechnung der Unterschiede B—R, 


indem man z. B. 2’ willkiirlich Andert, so dass genau v® + y” 4+ 2? = 2 beziiglich = = ist 
r TEE 


ett 
Gn. = Fp (2's + V2 eve] tay = FE [a ry, + V2 8778 
= y: oY : ; ee = 
In = Fe lyr + V2 yrs On = [y'rys +V2y 78] 
= ‘ae [2 Yr L y2 aac). v3 ' ‘f 
ies rr; eryy ev$l3 il rs [2 r V3 + y2 eye| 
Me, = ¢M, +2; m,, = «M,+2'N; 
my =yM,+y M1; my, = y My + y' N; (VIII) 
m, = #M, + 2'N,; m, = «M,+ 2’ Nz 
> . g cos B : COs P oe 
fay a h e + = as Me oe “yy 4 3 9x,P fr; at * sig SE [Bes + #78 + Gx, P 
. 2 , 00s B cos 
hu See cp [2 my, +yv7]+ oy, P 1 ee PB Lamy, EY vz] + InP 
at  en8 p a 408 
fo, = fi + a [my + ert] t In Ps fa = fog + SP [ames + 273] + Guus 
; 1 : 1 
Ay) = - [cosa fy, —sina, fx,|; Ay!) = Pi [cos cs fy, — sins fra] 
1 ne ; sf 
A, = 01 [cos 1 Jy, — Sin Oy Jo] A, = a [COS G3 Jy, — Si bs Yrs| . (TX) 
aes i ee 1 . 
are [cos 04, my, — Sin Oo, m,, |; Mae es [cos 4; My, — Sin o; Mz, | 
1 Pe gee : ib gee , ) 
= — Faas stale fy, teose, fr,)—c089, fz]; B;) = ee (sin ots fy, + Coss f1,)—€0893 fz3| 
Min cers. 3 ae 
i. [sind, (sine, gy, e0se Jx,)—€089; Jz]; Bo, = — e [sind (since, Jy, + COS0s Jay) C0805 Gz, 
I 1 veo 
= SS [sind, (sino, My, + Cos, Mr.) C080, Mz, |3 Binz = ea (Sin Gog Mly, + COS Mr) — C0803 Mz, | 
fi Is 
Qi” : Qs 
Dann lése man die vier Gleichungen a;0@ + boa +c 0y' +d,02e = %, wo 
i — 1, 2, 3, 4 zu setzen, nach 0@, oa’, Oy’ und O2' auf, wobei: 
a, = As b, = —[sinm, C,—wAg,— Saw: es c, = [cose C,t+yAg, +2y' Am] 
dy = By, bo = —[sind, cosa, C,— —2¢By,—2a' Bm,|3 C2 = —[sind, sinoy C, —yBy,— 2y' Bm, | 
a, == Ap; bs = —[sinas Cs—- a Ag,—22' Ams |; Cg == [cosas C3+yAy,+2y Aa 
dy = By, bs = —[sindgcoses C,—% Bas—22' Bmg|3 C4 = —[sind,sinas 0;—yBy,—2y Wied (x) 
é ==.[¢ An 22 Ave |i NM == 0, Oy : 
— [cos 0, C, + # By, + 22’ Bm]; Ny, = 00, 
ds fe PAger i Ams|3 Nz = 0,05 
d, = [cos 0,0, + 2 By, + Perea tp == 0 Os ; | 


Dann rechnet man 02, Oy, 02 nach III. 


1) Siehe die Anmerkung S. 1004. 
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Im Falle einer parabolischen Ausgangsbahn: 


cos B = @ —feosp ; 
r 
2 cos 
C= yp + V2008B ®; 
a 
Ia = op [ary + V22]; Jes 
3 
ey a a ee 
1 
PERE Serie ek) 
cos 
fy = het B wy? + D, oy fs 
n SoA Be 
[EG To pe 72 T+ Di oy, 5 fy; 
€ . cos 
edn i u ey? + D, 9,3 fas 
pay 1 ; : Aol \cs 
A) = mae fy, — Sino fe, |3 fi) = 
1 : 
a ioe Jy, — Sin 0% Jax, 5 Aj, = 


_ we tynte'$ 
Q 


ue yp + 20088 
3 


! 


3 
th tatey, + YBa] 
11s 


3 
— [y’rys + V2y] 
, (XT) 


Te [ery + V2e] 
rrs 


cos B 
fs y2 


+ £Ys + Dz Jo, 


& 
Q 
an 


COs 
Laat aa COP 924 Dy gy, 


Ss 


& 


gts x 
3 


7+ Ds gz, 


1 ; 
ss [cos cts fy, — Sin ts firg | 
3 


t 
5 [cos es Jy, — SiN hg Jr, 
3 


ae ; Lee , 
Bp) =- a [sind, (since, fy, cose, fr,)—c080; fr, |; By) =— % [sind (sincts fys+ C08 &3 fr.) — C0805 fe | 
J 3 


oe é Liew ; 
Be Fe apa he (sin, Jy, + C080, Jx,)—C080; 92, |; Bo, tee (sin oes Jy, + C08 b3 Gx) —COSO3 Jz, | 
1 3 
n Is 
C= >; C—E == 
oe * Qs 
A= Ay, A — JF Ag, 
a, = sine, C, Ag, — sin og C3 Ag, ; b, = —[cosa, CO, Ay,—cos%s Cy Ag, | 
dy = sino, C, Ay, —sinosCg Ap, + aA; by, = —[cosa, OC, Ap, —coses C3 Ay,—y A | 
a; = sind, cose, CO, -x By, > bg = sinO, sina, C, —y By, 
a, = sind, cosas C3 —# Bg, 3 bs = sind sinas Cy —y Bg, 
ee €, = Ag, 0,%3—Ayg, 0,06, 
. (XIII) 
= Ag : €y = Ap, 0,03—Ap, 0,06 
es = —[cos 0, C+ 2B,,]; a, Saas é; = —00, 
¢, = —[cos 0; Cy + 2B,,|; d, = Br: e¢; = = 00; 
aS C3 ds, = C3 ds 
a = 3 rel ee qs U ==-b; - Dg a, 06 ee ere ae 7 ey 


') Siehe die Anmerkung 8, 1004. 
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be, —b, e —bdd 
P. earn pote Sees a er 1 
; a,b — ab,’ Q: a ay b—ab, 
a,e—ae 
5 ead 1, = ad, 
: a,b — ab,’ Qy a, b— a, 
| ee eae. Be Q,, = — Oe + bo Oy 
Cs ; ae Cs fae (RLY) 
pifege ia ee ts 9, = — eae thi Oy 
C Cy 
ry P,,, — P,, re ‘ ‘ 
oo = —* —, fiir die allgemeine Lésung; 
Q:, — Qa, 


u. 8. W., wie in III. 
Will man die corrigirte Bahn zur Parabel machen, dann verfahre man wie bei 
den Gleichungen (IV), (V) und (VI), 8. 1005. 


Im Falle einer kreisfirmigen Ausgangsbahn: 


3 cos B Tg ; 
d= aoe 4 = q4= tefhrn 
v1 9 ' 
Ca Re c3 = —(t, fs — 9s) 
= = 
re at eee ls fy =f alae 6a (XV) 
eat q d i id — se 2: n > U i 
fy =h a lay ory |: fy; = fs orld toa 
—— , ul Ml. 4 oer ee 
fp =f ere eee ds fag = fe | 14 leo + ¢3 2" | 
Mit diesen rechne man A,, B,, C,, Ag, Bs, Oz, Pn Qe, Py Quy Pav Pay ) 
Q:, und Q,,, nach den Gleichungen (I) und (II), 5. 1004. | 
Dann ist: (XVI) 
P, —P, as . : os : + 
co = —* —" fiir die allgemeine Lisung, u. s. w., wie in Hil. 


G2, — Qe, 
War die Ausgangsbahn nicht genau kreisformig, pees man will die corrigirte Bahn 


zum Kreis machen, so rechne man: 


A cos ; 

P= le Pe ty Py + 2’ Ps) Gas io Pte Qx + y' Qy + 2' Q| 
wo die Werthe von P, und Q, wie bei der Parabel auf 8. 1005 zu wihlen 
sind. Dann dureh Annaherungen: 

3 (XVI) 
“B) (a9 )s-. 


| en ny aie is a 3cos Pp (1—5/, cos 

goe =P I(0a'»+ (ou)*+ (04) AE (aay ENE 

Ox’ = P, — Qx00; Seite Oe = P,— 9,00 
dann, wie in III: 
g ” 
— 00; Oy = — 00; Og = — Oo. 
Be ine Coals ae 
Zur Controlle, dass die Bahn ein Kreis ist, hat man: 


Ci— 


gy? — y/2 {g/d oft = — 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 127 
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Fir alle Ausgangsbahnen: 


Die sechs Correctionen 0a, Oy, 04, Ox’, oy’, dz’ bringt man nun an die zu 
Grunde gelegten Werthe von 2, y, 2, a’, y', 2’ an und erhalt so die corrigirten 
Werthe, aus denen, nach A, VII, die Elemente gerechnet werden. 


B) Die Bahnverbesserung auf Grund einer beliebigen Ausgangsbahn. 


Das Verfahren besteht einfach darin, dass man @Q, 2’, y’, 2 fiir die neue Ausgangs- 
epoche f) = ft, aus dem gegebenen Zahlenmaterial, gewohnlich aus den Elementen und 
Constanten fiir den Aequator berechnet, und sodann diese vier Werthe in Verbindung 
mit der mittleren Rectascension « und Declination 0 als fundamentale Ausgangswerthe 
ansetzt. Mit diesen berechnet man die Unterschiede (B—) fiir den ersten und dritten 
Ort. Des Weiteren gelten die entsprechenden unter a gegebenen Differentialformeln, 
wobei die Sonnencoordinaten und w in der iiblichen Weise zu berechnen sind. 

Zunichst rechnet man r,v und ¢ fiir die neue Ausgangsepoche tf) = ?¢, aus den 
gegebenen Elementen und Constanten fiir den Aequator. Dann ist: 


(Ebenso erhalt man g, und og, zur Beriicksichtigung der Aberration und der 
Parallaxe. LExistirt aber eine Ephemeride, dann kénnen @,, @ und 3 interpolirt werden.) 
Die Geschwindigkeiten ergeben sich aus: 


Allgemeine Bahn: Parabel: Kreis: 
. Fant t . z ' 
= se [cos(A’ +-x)+-ec0s.A']; ge! toe = sinacos( A! 45» )eos503 af sue Cae sub) 
Vp q 2 2 a 
in b 9 si é XV 
exes [cos(B’+v)+ecosB’]; y' = = sinboos( B'+-50) 08-503 j= ess : oat oe 
Vp qd 2 2 a2 
. Few * m3 , 
“Yip Hoste +0) +000 CUS: sah nee J) 2sinccos(cr+Fe)eoshes i= bial ASE 
Pp “ Qi2 
Dann: 
6 = 0.0080; x = 6cosu— X; y = Osina— Y; e—6tgd—Z 
Peat tes gaat types of =i (eal ty tec); LA, 


r a r 
I ] ; : : 
st 7, Hahezu Null, und man will die Ausgangsbahn zur Parabel machen, dann 


‘ : ‘ : 2 
‘ r st7 cee eal re . = = at 7 a ° ro 
kann man jetzt willkiirlich einen Werth von 2’ wihlen, so dass g? = — wird. Ist ihn- 
r 
lich a nahezu gleich r, und man will die Ausgangsbahn zum Kreis machen, dann 
sites . 1 
‘ Nie Ine wT r "wy age — } ; 
kann man willkiirlich einen Werth von e’ wihlen, so dass g? = . wird. Hierdurch ver- 


meidet man die Formeln, welche bei einer allgemeinen Ausgangsbahn anzuwenden wiiren. 

Dann rechnet man /,, 4, /3, g3 mit strenger Beriicksichtigung der adoptirten Funda- 
mentalgréssen. Sind die Reihen fiir f und g anwendbar, dann gelten die entsprechenden 
Ausdriicke unter A, VI, Ist es aber nothwendig, nach den geschlossenen Ausdriicken 
fiir f und g zu rechnen, dann gelten, je nach der Excentricitiit der Ausgangsbahn, dic 
entsprechenden Formeln B, VI‘, VII’. 
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; Mit x, y, 2, a’, y’, 2’ und f,, fs, g; wnd gs rechnet man die Unterschiede (B— R) 
fiir den ersten und dritten Ort, wie unter A, VI. Dann gelten wieder die entsprechen- 
den Differentialformeln!) unter «, woraus sich wieder solche Correctionen zu Oni 
und g’ ergeben, dass die Unterschiede Beobachtung — Rechnung beseitigt sind, voraus- 
gesetzt, dass die linearen Beziehungen zwischen den Unterschieden B—R und den Cor- 
rectionen der Fundamentalgriéssen geniigen. Sind die nach A, VI berechneten neuen 
Unterschiede noch nicht befriedigend, so muss die Rechnung wiederholt werden; doch 


braucht man gewéhnlich nur die von den Unterschieden B—R abhingigen Gréssen 
neu zu rechnen. — 


") Ks sei noch darauf hingewiesen, dass man, dem Sinne der obigen Formeln gemiss, die- 
selben statt ,,Differentialformeln* eben so gut auch ,differentielle“ Formeln oder ,,Correctionsformeln“ 
nennen kénnte. ‘ 

_ In der Astronomie ist es eine iblich gewordene, mathematisch genommen nicht ganz correcte 
Bezeichnungsweise, Differentialformeln da zu gebrauchen, wo es sich um endliche Zuwiichse 
handelt. _Practisch ist dies freilich belanglos. Denn man wendet diese Differentialformeln ja nur da 
an, wo die Zuwiichse so klein sind, dass man bereits ihre doppelten Producte und Quadrate ver- 
nachlassigen kann. Wahrend in den Differentialformeln der reinen Mathematik das Incre- 
ment 4x zum Differential dx wird durch Grenziibergang, wobei alle héheren Potenzen von 4 in 
der That verschwinden. 

Deshalb kann man (wie Kramer in seiner zweiten Arbeit iiber den Hecubatypus, ef. 8. 10, 
Anmerkung 3, sowie die Vorbemerkungen 8. XXVII des vorliegenden Werkes) solehe Corrections- 
formeln treffend als ,Incrementformeln* und diese Art der Berechnung als ,Corrections- oder 
Incrementrechnung“ bezeichnen. Das Rechnungsmittel der Incrementrechnung ist dabei der 
Taylor’sche Satz. Hat man z. B. beim Bahnverbesserungsproblem « = f(r, w, 7, $2), wie es in 
einer Phase der Fall ist, so ist, bei Aenderung von « um das Increment J, nach dem Taylor’- 
schen Satz: 


e+ da=f(rt+ 4drwt du,i + 41, 82 + 482) = f(r, 4, 4, $a) 


+ Eat SE aw + 2 ai + 2E 4K 

+ Ff ant 26 ey t SS aor + 28 49" 
$22 gry 4 22°F gras + 2 OF of arses 
42 a is tn di 22 sas “f AwIQ, 3 at ae 4148 


Hier kennt man auch gleich den Fehler der Naherung. Practisch ist es freilich bequemer zu 
differentiiren. Nur sollte man in solchen Fallen eigentlich nicht das ,,d‘-Zeichen, sondern das 
,4“-Zeichen verwenden. In den oben erwahnten Formeln ist von Leuschner das ,d“-Zeichen des 
partiellen Differentialquotienten gewahlt; Oppolzer bevorzugt in ahnlichen Fallen das Variations- 
zeichen ,d“. Im Uebrigen ist es natiirlich belanglos, ob man die obigen Formeln (und die ent- 
sprechenden der 82. Vorlesung) als ,differentielle“, oder als ,,Differential‘-Formeln, oder wie sonst 
bezeichnet, wenn man ihren Sinn festhalt. — Anmerkung des Herausgebers der dritten Ausgabe. 
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II. Beispiele. 
Zur Erliuterung der Formeln dienen folgende Beispiele: 


Erstes Beispiel. . 

Als Beispiel einer directen parabolischen Bahnbestimmung (Formeln Aa) mége 

foloende, von Prof. Crawford durchgefiihrte Rechnung der Bahn des Kometen a 
1909 (Daniel) dienen: 


Da beabsichtigt ist, eine Parabel zu berechnen, so sind die Formeln 
Ia, IIa, Ia u.s.w. anzuwenden. Die Grundlage beruht auf folgenden drei 


Beobachtungen des Kometen a 1909 (Daniel): 


| 


1909 Gr. M. Z. | a (app-) 0 (app.) Beobachter 
| 
Juni 16,5306 | 1h 41™ 5481 | + 29°58! 18” Javelle-Nice 
Juni 18,9809 | 48. 4055 + 33 26 15 Campbell-Lick 
Juni 21,9659 i Gay Ene +37 25 9 Albrecht-Lick 
Ta. 
Reducirt auf den Jahresanfang 1909.0, einschliesslich der 
Aberrationsglieder : 

Cty PEOB SE oeIL | 0, | + 20°58! 25” 

Gi Gh MA OXe) Os + 33 26 22 

Ch, 2ONe 7 51 0, | + 37 25 17 


Die Interpolation der Sonnencoordinaten, auf 1909.0 bezogen, ergiebt 
aus den American Ephemeris und Nautical Almanac fir die drei Beob- 


achtungszeiten: 
xe + 0,085 434 ve | + 0,928875 Ly + 0,402 945 
Xs -+ 0,044.042 Y; | -++ 0,031 466 Zs + 0,404071 
XG — 0,006 472 Xe + 0,932482 ae | + 0,404 513 
Die Berechnung der Geschwindigkeiten der Sonnencoordinaten stellt sich wie folgt (w= 1): 
oo | x | fF lel oY ele le 2 ako. 
Junii7,5|-+ 0,0690722) 4 0,9300897| + 0,4034724| 
— 0,0168981 + 0,0009930 | i 0,0004316 
18,5 521741 — 145 9310827 — 2640] 4039040 — 1147} 
160126 + 53 7290 +) 3169 +) 
19,5 352015 — 92 9318117 — 2639 4042200 — 1146 
— 0,0169218 i+ 0,0004651 + 0,0002023 
20,5|-+ 0,0183397 |. 0,9322768| + 0,4044232 
Kpoche 1909, Juni 18.9809 | AO) X Y Z 
| 
| i: f(a +1/, w) — 0,0169126 | +-0,0007290 | + 0,0003169 
np (a+ '/, w) +. 2 | 50 |+ 22 
m=} —0,0101 | M3 wt a (a iF vy, w) |— 2 oO} e) 
| f@/dl — 0,0169126 | + 0,0007340 | + 0,0003191 
(Tafel XV) M,° (m) = | —0,041 log : df()/dl 8,22821n 6,86570 6,50393 
| loge; Y'eZ! 9,99263n 8,03012 8,26835 
| 


Theilweise Elimination der geocentrischen Parallaxe fiir die Kpoche. 


sind in Bogenmaass angesetzt. 
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Die Parallaxenfactoren 


logpao. . . | §,5810n | logI .. . | 5,1625n | logI... 5,4515n | logl 5,0913 
logpde. . . | 5,1699 | log IT 4,8602 log II. 4,5712 
sing. . - | 9,6601 2G ae +0,044042 | Y, . . . .| + .0,931466 | 2, |+- 0,404071 
cosa. - | 9,9491 | I. Sloe 14] — Shek Met 28 | — | — 12 
sind. .| 9,7412 | I .| + WO LE ic ee et Aol Be 1 0,404059 
cos 0. | C9414. | he | +-0,044035 | Y, + 0,931498 
ReosDeosA .. | 8,64380 sin A 9,99951 log (t, — ty) . 0,474944 
R cos D sin A 9,96918 COS A. : 8,67414 log (tg —t,) - 0,389219 
tg A . 1,32538 log S= R cos Ds : 9,96966 log (t,—t,) . 0,735224 
SA i 87,°2934 R sin D Phd 9,60644 log t, 8,7105 
A—e. 60, 0853 tg D. 9,63678 log Ts 8,6248 
stn D 9,599042 
cos D 9,96264 
log R 0,00702 
IIa. 
8888588885 
sy — & + 6231” d,— Jd, + 12467" 
Gs — Gy + 8122 d,—d, + 14335 
log (@, — &) 35794558 log(d,—0,) . 4,096110 
log (a@, — ey) 3,909663 | log(d,—9,) . 4156398 
seco . 0,157180 
log al 3,405339 log 0, 3,706891 log (tg dy 0,302780 
log « 3.434719 | log 0, 3,681454 
Sab...» 8,845043 BoD iare can ee 8,780467 log J” . 0,291200 
log (« — at). 2,250382 log(¢, — 0%). 2,461921n | tgd . 9,819785 
log a sin 1" 8,515442 logl. 0,412015 
| a } 
colog (ts —t v ) : 9,26477 logigi—=alogi 0,242139n 
loge’. . : 0,030600 10g'0.! 3% 0,242130n | Add... - ae. -)« 9,680050 
log {L+ 11] 9,922189 
log (ts— te), - - | 3,880283 log (ts —t.) 05 - 4,181835 log (tg 0)!" 0,079369 
log (tg — t,) & : 3,823938 log {ts — oe J : 4,07067 3 
BESS G6 oe % 0,273771 ‘ 0,248996 
Summe 4,154054 ane 4,430831 
colog (tz — ty) 9,26477 
¥ 3! | 
log = s+ + + + | 6449993 
log ¢ 9,868823 log 0! 0,145600 
Illa. 


log «!* . | 9,73765 |loga’ .. . | 9,86882 

tgd. . | 9,81978 |logr (ty sy . | 1,22380n 

log a? tg é . | 9,55743 | Add. . | 9,98039 

log {9 ee. 0,07937 log p 1,20419n 
| 0,11416 

ae | 0,19353 | log a” 0,03060 

log T 1,11455n 

cos(A—a). | 9,69785 | Add.. 9,962605 

tgd cos(A-«) | 9,51763 | Zahler 1,07720n 

tgD... . | 9,63678 | log(—2) 1,50522 

Sub. . | 9,49925 | log d/z 9,57198n 

log CG, | 9,016088n 

log Cy . | 9,93790 

log T 0,92102n 


1 
1) colog x bedeutet log ~~ 


loga/x cose . 
loga’ sing . 
Sub. . 
log a, 


log 4/% sina. 
loge’ cosa . 
Add... 
log dy 


loga/xty d : 
log (tg 0)’. 
AAC os ee 
loga, 


9,52105n | sind 
9,52895 sin D 
0,29710 logl. 
9,82605n 
cosé. 
9,23211n | cosD 
9,81789 
9,869049 log Il . 
9,68738 Add.. 
loge. 
9,39170n 


0,30278 Wo. 
9,94313 


6.24501 logs . 


cos Cae: —: «): 


9,74120 
9,59942 
9,34062 


9,92141 
9,96264 
9,09785 
9,58190 
0,19694 
9,77884 


53°.062 
9,90270 


TVa. 
UDR. 6 . | 9,65210 LOG ee eee ene 9,985 26 
log ay Sey eA eis 9,374.76 LOG Mere 2s hoes 1,200.24 elOG 2 eee eee 0,30103 
aN (6 Deere eee 0,18413 v6 (3 ea we. 0,00082 COLOG G-aeeenre 9,57864 
SUMmMeune enc 9,83623 Pirin 4 5 6 « « 9,98608 colog Re 2 oe | 9,97894 
UDO 5 oo so 0,49182 LOG: Leas tees toes 0353070" al ulOGi/) serene meen 9,85861 
Addie a ee 0,08672 re me eee woe ae 
LOGON eas 0,57854 LOG: Gein pce 9,98623 
COS rare at 0,84282 LOGiOR Pe an 977884 
iG Tomy ae oe te 0,42136 UNTO" a Bee oe Gl 9,34559 
UONGCH s 8 8: 0,40759 SUblee cee aes | g,80019 
LOGO ae .aro Foe O54 7 Of OOIC =e eure emer: 9,57903 
109. @ Kix. aes 9,81868 Sab yews pas. Haars 0,93543 | 
log dy ce ore 8,31750 Ditties sae c ©;34302 | (Cc @ee. gaa ane onee O.3 7054. 
(Adecco. F 0,01348 URC IE og 6 x 0,85676 | 
Summe, =. =... 9,83216 LOGG)? ar ea 9,48626 
UOG MEA os ea 8,51426 gta Ace + 0,30638 | logSm ....%-; 9,9027 
INUGin eatikeus, coke | 0,02040 LOGO wees awccasinsniea marl a 
LOG NCS ees a. | 9,85256 | EO ge ar eet te 9,4863 
LE ee eee RO O2TaT | Toya ees aon 0,42838 | colog2...... 9,6990 
XG So oe |) ONION log pean : 0,34559 COS tee 9,5094 
Sirk eet ae Sree ae | 712 
LOGS toe a or 9,95591 
Lf/S” oe GO We Gt O.00B46 
| Mobeni AeA oa) See os 
Graphische Bestimmung von 2 = ,. Verbesserung von 2). 
Se a eae 1 IL 
1 eee 
70° | 6,7 0,0 +67 | log@. . + ss | 99015438 |) “QuREAS 
40 1,10 0,39 = Ov7l | Subltug iy eet ee. 9,88394 | 9,88396 
30 | 0,71 O48 | + 0,23 | log(g—p'). . . .|° 9,85937 9,85944 
20 0,45 0,54 — 0,09 | log [=log(z—p'y 9,71874 9,71888 
Rllinn: kee eons | 9,75792 
log(¢—e).... 0553663 9,53676 
log(z--cP. . . . 9,07326 9,07352 
NOG car ey: Soe are 0,07383— 0,07387 — 
LOG) cme ie 9,87923 | 9,87927 
LOGS re 9,93961 | 9,93963 
eAe a log III=logh u's 9,91900 | 9,91898 
tects | LE... ws. . «| 052329 | +0,52346 
| | wo FIT. ws sc » | O,88085 [= oanoRs 
| 23,4° + 0,5261 |-+ 0,5228] + 0,0033 | M....... .|—0,00018 | + 0,00002 
2353 0 5237 | 0,5234) ++ 0,0003 log hue. <2)” 6.0100 | 
23.2 + 0,5213 |+ 0,5240| —0,0027 log(s— 0) o e-ect| osa66 
LOG on SS al GONeOS 
LODHI. cote Sie 955764 
log I=2(z—p’) . 0,1604 
Ad: 2. oe to 0,1006 
Nenner ..,.. 0,2610 
log(—M).... 6,2553 
tg? « «/9,633903 fogde.. 2... 1h) Bidens 
LOGISTU OSG OCC MAC nan me 0,00005 
lOgiC: NOV 88a) LOG eae eens 9,97548 
Add. . . | 0,19659 Die graphische Lésung hat demnach den Werth von 
| log &, » +» |9,97543 logz bis auf eine halbe Hinheit der vierten Decimale 
| genau ergeben. *. 
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Va. 
— ————— ——————— 
log R OOO7TORs IlOga/et, . wy + | 8,1968n LOD AR trae se 
logz. 9,97548 | loga— ne ty) We |) xexovaras log ‘ + d/x n) 
loge. A “OGeasG jf eetde . . 6 6. | 00684 SECO a ars 
logg, s+ 9,9731 109 0s 
logae . 71,7438 log wo, . | 57344 log «0, . 
op, fa 0,0055 Oy. ss | 0,0054 WOR we as 
t, (Beob.) . 18,9800 ty th): | 16,5306 t, (Beob.) . 
t, (reducirt) 18,9754 ye ee et || LOs8252 De Ps eats ce 
log (tg —t » - | 0,38920 log (t; —t,). . 
log Ts 8,62478 ot ar 
cosd. . 9,92141 
logo. 9,90391 
cosa. . 9,94907 
logo cos« 9,85298 | loga,¢ 9,72996n LOO ia wee 
log X 8,64380 | log X' 9,99263n | logyy’ . 
Sub. 9,97230 | Sub.. 9,91956 Addie ta tae e 
log x. 9,82528 log x’ 9,64952 Summe 
: log za! 
sina. . 9,66013 Add.. 
logo sin « 9,56404 | logayo...... 9,59129 log rr’ 
yt ee QGOGLSs || Wy Yin. 5 8 8,63012 log?’ 
URE pee os 5% 0,18803 | Sub. . 9,94970 
logy. ; | 9,75207n | logy’ 9,54099 
Se oie 9,81978 
logc tgd. DvP) || Ohi Geom © 0,14982 
log Z | 9,60644 | log Z' 8,26835 
Sub. | 9,49126 | Sub.. 9,99425 
logz OCOTIO" [Og 2 se) seus 0,14407 
log x® 9,65056 | log a’* 9,29904 
log y 9,50414 | logy’? 9,08198 
Add. . O27 3800 un eA OG. a. ei cue. 0,20592 
Summe 9,88452 | Summe 9,504.96 
log z* 8,19540 | logz'? 0,28814 
Add. GOOSSON AGM eae no. ee 10 0,06623 
log r* 9,89332 | log g? 0,35437 
logr 9;94066 
Controlle 
log af 0,35437 
Controlle r ihe : 
log R® . .. | 0,01404 
logu. . » | 9,87927 
log r* 9,89331 
Via. Darstellung des ersten und dritten Ortes. 
fi 9; 1 | 3 Gy | T 
EL 
log t 8,62478 | 8,71049 log f, © 9,824.71 
log t 7524956 7,42098 | logf;y 9)75150n 
log t . || 5,8743 651315 log f;2 9,09713 
log t* . || 4,499 4,842 log 9; a! 8,27411n 
log gj y’ 8,16558n 
logr? . . . | 9,83998 log giz" 8,70866. 
log f(2) . - | 9,85899n | 
gf@) | B.S £ 0,085434 
logy’! . | 949508 fia . + 0 667900 
log2r . . || 0.08767 yy — 0,018798 | 
log f (3) : . || 94074 Sp + 0,734530 
log (rr)? . | 88835 Xj . ! + 0,928875 
colog r | 09,0533 fiy - | — 0,504288 
log my 0,5740 Yi y! — '0,01404 1 


8,2825n 
9,9916 
0, 1001 
9,9956 


17,7569 
0,0057 
21,9659 
21,9602 


0,47491 
8,71049 


9,47480 
9,29306n 
9,71571 
9,00877 
9,24177 
0,19997 
9,44174 
9,49508 


9,824.47 
9,75126n 
9,09689 
8,35974 
8,25121 
885429 


0,000472 
0,667519 
0,022895 
©,68 3942 


eo 


0,93 2482 
— 0,563975 
+ 0,017832 
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Via. Darstellung des ersten und dritten Ortes (Fortsetzung). 
EOE 
fj, 9; il 3 Cy 0; 1 3 

| jl 
log a 9,5108 N; + ,0349946 | + 0,386339 
og Td) | : 9,8298 
logor® . . 0,4581 | 2; + 0,402945 | + 0,404513 
log f(4) . - 9,372 Four + 0,125063 | + 0,124994 

OP — 0,058703 | + 0,071497 

Geos +. 0,469305 | + 0,601004 
log g (3). 9,3819n : 

cos 0 cosa. 9,86601 9,83502 
log4r* . 0,3887 0 cos 0 sina. 9,54400 | 9,58697 
logg (4) . 9,106 tga. 9,67799 | 9,75195 

tp. 25:4740 2934611 
Ke (QB) 6 7,10855n 1,2799In | pe. +- - | 25,4750 29,4617 
log 1 f(3) « 5,2817 5,5389 (B—R) d, & + 09,0010 + 0,0006 
log t' f (4) . 3,871 4,214 ,a@cosd . +0,0009 | + 0,0005 
log t* g(3) . 5,2502n 5,5134n SiN & 9,63357 9,69182 
log t'g (4) . 3,605 3,948 cosa . 9,95558 9,93987 

0 cos 0 9,91043 9,89515 

1,000000 1,000000 | 0 sin 0 9,07145 9,77887 

©re@y « — 1284 |) —— 1905 | tgd. F 9,76102 9,88372 
+ UY F(3) == Ss 35 | Op - | + 29"9761 + 37°4200 
tf (4) alle 1| + DIREC ties eo Nes a . || + 29,9753 | + 37,4222 
hole . + 0,998698 | + 0,998132 | (B— k)do . . || — 0,0008 | + 0,0022 
log histog ts - 9,99943 999913 | 7) 

sind . 9,69866 | 0,78366 

cosd . | 9,03764 | ~—-9,80993 
+t... — 0,042148 | +0,051344 | loge 9,97279 |_ 9,99522 
¥ tg (3) o 18 | — 33 | | 
tg (4) o} + 1 | logp, oe : 0,864n 0,932n 
OnaGaue , — 0,042130 | +0,051312 | logpse . 0,748 0,493 
log gy; log gs « 8,62450n 8,71022 

log Pe 0,891n 0,937n 

log ps - 0,775 0,498 

Pe ep oe gi ds Q! 

Py +6 a 


Vilal. 


Constanten fir den Aequator 1909.0 und Elemente. 


d-w Dp , @ a #4 buy B |” “eee 
SS EY i GRE TT ] 
log rw! 9.59618 048765 | 0,09073 
log wi! 9,32036 9,24715n 8,59278 
Sub. 9,94802 0,19722 9,98598 
log [rw! — wr. 9,26838 9,68487 0,07671 
sin d cos (D! + v) . 915413 9,57062 9,96246 
sind sin (D' r my 0,87862 9,80541n 9,15104. 
to Dt ty). 9,72449 0,23479n 9,18858 
ina 79!3202 30092159 8)7758 
Di = Al; Bs Cl 55,3191 270,2148 344,7747 
sin (Dp! + ») 9,99241 9,93058n 9,18346 
cos (D oh ) Mn »26792 9,70180 9,99488 
sind = sina; sin b; sine. 9,88621 9,86882 9,96758 


ES 


. | 9,49508 
. | 0,17718 


12°0005° 


. | 24,0011 
| 


1,24892 
| 

0,24769 

8,88348 

9,98081 

0,22850 


9,92747 
9,89120 


1,14012 
13,8077 


. | 18,9754 
5,1677 Gr. M. Z. 


Aa 5, dolla a Rae BOL OA eH 


Binet he Kae te eee eco 
tgé 9,63728 C » | 339,7880 
| 
log I. 9,06246 | sin B 9,99990n 
log IB 9,20790 sinb. 9,86882 
Sub... ; 0,91594 secé. 0,03744 
secé SIN7COSU . 9,87840 sin 9,90616n 
logl. . 915104 CUMUR aR A Don 9,88621 
log te Nig 9,44260n | sin A ‘ 9,88635 
Sub. . Peek ice a 0,17924 cos 2 . | 9,77256 
Ssecée SiN? SINU . 9,62193 Re. | 30693220 
tgu . 9,74353 
u 289878 
Ws. 420867 (— sina). 9,88621n 
sin wu. 9,685.40 cos A 9,80505 
cosu. . 9,94187 cosec 2 0,09384n 
sec e sind 0,03653 cost. 9,78510 
cose. 9,96250 2 5 2°4340 
Sime. ~9,8990! 
dates Controlle 

: Controlle sine. : 22 «a | 9,00758 
sin b, sine . . | 983640 $n Gee eee ee 05538447, 
sin (C — B) 9,96886 COSCOS ce oy) O;400L0 
coseca . 0,11379 sin $2 : 9,90618n 
sec A 0,19495 
tgt 0,11400 


Zusammenstellung der Resultate. 


Elemente. 


T 


@. 


+ 


ts. 
log q 


1909 Juni | 5,1677 Gr. M. Z. 


i 


499867 


. || 306,3220 


52,4340 


9,92747 


jin 1909.0 


Constanten fiir den Aequator 1909.0. 


x == 1 [9,88621] stn (5533191 + »v) 
r [9,86882] sin (276,2148 + v) 
r [9,96758] sim (344,7747 + ¥) 


I 


In dem obigen Beispiel einer directen parabolischen Bahnbestimmung ist die Rech- 
nung ohne Weiteres durchgefihrt worden, um den Gang der Rechnung nicht zu unter- 


brechen. 


mit einer Parabel zu. begniigen. 


Man wird wie oben verfahren, wenn man entschlossen ist, sich auf jeden Fall 


Jedoch ist es immer rathsam, folgende Betrachtungen, 


welche in der That auch in diesem Falle gemacht wurden, anzustellen. 


Zunichst vergewissere man sic 


h iiber die Anzahl der Lésungen durch Anwendung 


der Kriterien in der Anmerkung 1, 8. 468. Da p' und ¢ positiv sind, so sind drei 


qd 


Liésungen nur méglich, wenn ( 


wenn 9 (2s? + q’) kleiner als 7 ¢’? ist. 


8 2 
r) a7 (4) negativ ist, d. h. wenn p negativ ist, d. h. 


Kine ganz oberflichliche Abschatzung dieser 


beiden Ausdriicke auf Grund der oben angegebenen Werthe von s, gq’? und ¢! zeigt aber 
sofort, dass 9 (2s? q’2) bedeutend grésser als 7Tc!2 und daher nur eine Lisung méglich ist. 
Ferner ist es von Wichtigkeit, zu wissen, ob die parabolische Hypothese innerhalb 


Zu diesem Zwecke hat man zunichst noch WN, x 


der Unsicherheit der Bahnbestimmung berechtigt war oder ob dieselbe zu verwerfen ist. 


1 r 
und — nach A, Ia und IVa angenihert 
m 


1 4s : , 
zu rechnen und die Genauigkeit von — abzuschiitzen. Es soll hier durch einen Punkt 
m 


Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 
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iiber der letzten verbiirgten Zahl angedeutet werden, in wie weit man sich auf die dies- 
beziiglichen Zahlen verlassen kann. Nimmt man an, daf die Beobachtungsfehler nur 
einige Secunden betragen, so sind die Differenzen in « und 0 zu drei beziiglich vier 
Stellen sicher. Die betreffenden Differenzen und die Intervalle sind: 

ta —t, == 2,4503, Ol, — Ot, —= 6231”, 0, —0,. = 12467” 

tz —t, == 2,9850, Ol, — Oy —= 8122, 0, —0, —= 14335 
Die nicht ganz gleichen Intervalle betragen nahezu drei Tage. Um die Sachlage besser 
iiberblicken zu kénnen, sollen die Differenzen in « und 0 durchweg durch Proportional- 
rechnung auf ein dreitigiges Intervall reducirt werden. Man hat dann, da die Differenzen 
angenihert fiir das Mittel der Beobachtungszeiten gelten: 

ii Differenz ee t5 Differenz fs 
DUM (DOT ky C20 Paik coatee 
Pun 20 A734: ne ee LA BLGae] Or a 14406 | 
Die in Klammern angesetzten Differenzen beziehen sich auf das Intervall von 

2,7177 Tagen. Wiederum auf ein dreitigiges Intervall reducirt, ergeben sich die unter 
«, fj stehenden Werthe. Da «”, 0” der Hauptsache nach von den f" abhiingen, so 
ersieht man sofort, dass diese Beschleunigungen nur auf zwei Stellen verbiirgt sind. 
Nun hat man aber noch den durch die Vernachlissigung der /' bedingten Fehler ab- 


zuschatzen. Die /" betragen in « etwas weniger als ein Zehntel der f'. Nimmt man 
ein ebensolches weiteres Fallen an, go erhiilt man: 


Oo fe, == 96% 


Nach den Formeln (5a), 8. 452, oder auch nach 8. 454 bis 455 ist aber der Fehler in 


(870") 960” 


mr 
ee ; €, T, oes o 
den Geschwindigkeiten, bezw. Beschleunigungen, 2-3 «!” beziiglich (ts — Tt.) 3 oder, 


It 
da angenihert o!” — sae ferner angenihert t;—t, = 0,5, und man sonst t, = T; 


Ir 
= t = 3k setzen kann, so sind die Fehler in den Geschwindigkeiten: — und in den Be- 


0,5 k fo ui 


ci oe Vir die Geschwindigkeiten ist also a mit f', und fiir die 
5 ia f= 


. 5 * . a . . 
Beschleunigungen sac as mit f" zu vergleichen. Fiir die e hat man nach dem Obigen 


59” : 96” aes ; 
os 10” in w und a 16” in 0. Vergleicht man diese Fehler mit den f'; 80 


schleunigungen : 


ergiebt sich, dass die Unsicherheit der Geschwindigkeiten in @ beziiglich 0 in die dritte 
beziiglich vierte Stelle durch Vernachlissigung der dritten Differenzen eingedrungen ist. 
~ pul Qu any 

e Ve D 
Mir ——— erhs ie meee ee) Be ee 
Vii 9 erhalt man ig und is 2 0, also etwa 3+, bezw. 5 +. Ver- 


gleicht man diese Fehler mit den /", so  iiberschreiten dieselben, allein genommen, die 


durch die angenommenen Beobachtungsfehler bedingte Unsicherheit in f" und daher in 
2agea 10° wal " ray 1A y . + 7 . 

den Beschleunigungen zwar nicht, vereint mit den Beobachtungsfehlern jedoch (cfr. auch 

8. 457) kann die Unsicherheit leicht in die zweitletzte Stelle dr 


ingen, und da in f" nur 
wy 1 = 1 . € . 34 a) « ] _ } 
drei Stellen vorhanden sind, so kann man sich genau auf nur eine Stelle verlassen. 


yee ' : : 

Fassen wir das Vorhergehende zusammen, so sind verbiirgt: o auf zwei Stellen, 0’ auf 

drei Stellen, o auf eine Stelle, 0” auf eine Stelle. 
Ks ist aber leicht ersichtlich, dass die Verhiiltnisse fiir 0” etwas giinstiger liegen 


als fiir oc”. Aus der Rechnung von (tg9)' und (tg 0)” folgt, dass diese Werthe von der 
Ordnung der Genauigkeit von 0’ und 0” sind. 
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Weiter lasst sich jetzt entscheiden, dass unter den obwaltenden Verhiiltnissen nichts 
dureh, eine vollstindige Elimination der Parallaxe zu gewinnen ist; denn die Correctionen 
fiir sea Parallaxe kénnen kaum je mehr, als die in diesem Falle schon unsichere zweit- 
letzte Stelle schiidigen. Die oben durch Anbringung von Correctionen an die mittleren 
Sonnencoordinaten durchgefiihrte theilweise Elimination der geocentrischen Parallaxe hat 
nur den Zweck der spiteren genauen Berechnung der Unterschiede B — R fiir den ersten 
and dritten Ort, indem durch diese Elimination die geocentrische Parallaxe in den Co- 
ordinaten des mittleren Ortes beriicksichtigt ist. 

Durch geniherte Rechnung findet man jetzt weiter fiir die drei Glieder der Hiilfs- 
grésse N nach A, IIa aus den Zahlen des Beispieles: 


N = 0,267 — 2,155 + 0,888 = — 1,000. 
Da «” am wenigsten sicher ist, so ist das zweite Glied fiir die Genauigkeit von WN aus- 


schlaggebend. Nach den obigen Betrachtungen betriigt also die Unsicherheit von N 
einige Kinheiten der ersten Decimalstelle. Weiter folgt nach A, Illa: logx = 0,191 


1 1 
und nach A, [V a: oo 0,57. Die Werthe von x und — sind von derselben Ge- 
m 


nauigkeitsordnung wie der Werth von N, was aus den entsprechenden Formeln ersicht- 
lich ist. Schitzt man nach dem Obigen die Unsicherheit von N auf etwa 0,2, also auf 


bre - . : ; ’ 1 
etwa den fiinften Theil seines Werthes, so wird auch die Unsicherheit von — denselben 
m 


Theil seines Werthes, also etwas mehr als 0,1 betragen. Ferner findet sich fiir zz nach 
A, IVa: z, = 0,901 und daher: z— zz = 0,044. In dem hier in Betracht kommenden 
Theile der Tafel XVI entspricht nun eine Aenderung von 0,01 in ¢ einer Aenderung von 


eid : ‘ , a 
etwa 0,03 in a Der Unterschied 0,044 zwischen z und gz entspricht also einer Un- 
genauigkeit von 0,13 in a Dieser Werth stimmt so nahe mit der oben, ziemlich genau 


é : - gt ae : 
abgeleiteten Unsicherheit von mehr als 0,1 in — iiberein, dass an eine Verwerfung 
m 


der parabolischen Lésung nicht zu denken ist. Interpolirt man noch zum Ueber- 
fluss den Werth von ¢ fiir die allgemeine Lésung aus der Tafel XVI mit den Argu- 


1 ; 
menten w = 539062 und, etwas genauer als oben, m = —0,5739, so findet sich 


z — 0,936. Die Uebereinstimmung dieser allgemeinen Lisung mit der parabolischen 
Lisung ¢ = 0,945 bestiitigt das soeben abgeleitete Resultat vollig. Aus dem hier ge- 
gebenen Beobachtungsmaterial ist also eine allgemeine Bahnbestimmung mit Sicherheit 
nicht méglich. 

Man kénnte nun aus der eben angefiihrten Uebereinstimmung der parabolischen und 
allgemeinen Werthe von ¢ den Schluss ziehen, dass es praktischer sei, sich eine erste 
Anniaherung des parabolischen Werthes von ¢ aus der Tafel XVI, anstatt auf graphischem 
Wege zu verschaffen. Dies ist aber nicht der Fall, da man in den meisten Fallen ge- 
zwungen sein wiirde, den Anfangswerth von @ mehrfach mit Anwendung der Differential- 
formel in A, IV a zu verbessern. 

Am Schlusse dieses Beispieles mag noch bemerkt werden, dass der geiibte Rechner 
die oben sehr ausfiihrlich dargestellten Betrachtungen in aller Kiirze, etwa wie im zweiten 
Beispiele, erledigen wird. 

Ferner sei noch hervorgehoben, dass der grésste Unterschied B—Ji etwa 8” betriigt, 
und dass eine Verbesserung der parabolischen Bahn wegen der Schwierigkeit der Beob- 


achtung dieses Kometen sich nicht lohnen wiirde. 
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Zweites Beispiel. 


Als Beispiel zur Anwendung der Formeln fiir eine directe Bahnbestimmung, ohne 
Voraussetzung iiber die Excentricitit, mit Benutzung der Tafel XVI, mége eine von 
Herm W. F. Meyer und Fraulein Sophia H. Levy durchgefiihrte Berechnung der 
Bahn des Kometen e 1910 (Cerulli-Faye) dienen. 

In diesem sowie in den folgenden Beispielen sind nur diejenigen Formeln aus- 
fiihrlich durchgerechnet, welche nicht bereits in einem vorbergehenden Beispiele 
erlautert sind. 

Die Bahnbestimmung beruht auf den folgenden Beobachtungen, welche bereits 
auf den Jahresanfang 1910.0, einschliesslich der Aberrationsglieder, reducirt sind: 


Ta. 
1910 Gr. M. Z. @ (1910.0) 0 (1910.0) | Beobachter 
| 
| 
Nov. 9.3131 RAS Satelit + 8°43’ 3” | Millosevich-Rome 
Noy. 11.5801 54 35 57 a=8 © © | Eppes-Washington 
Noy. 13.8217 54 32 54 +7 3617 Young-Lick 


Sonnencoordinaten. 


oe — 0,681 211 c — 0,659 264 es | — 0,285 987 
X, — 0,651 732 Ys — 0,683 228 Ze | — 0,296 381 
x — 0,621 586 Ye — 0,705 807 2; — 0,306 201 


Geschwindigkeiten der Sonnencoordinaten zur Zeit der mittleren Beobachtung, 


LOG EX eats: agua nce 9,88600 (fie) Oa Be ok 6 a |t (OE RYRS LOG: Le Foe Ree OA NOO Sa; 


Um zu entscheiden, ob es in Betracht der geringen Bewegung in @ und der Ver- 
schiedenheit der Beobachtungsorte nétig sein wird, eine vollstandige Elimination der 
Parallaxe vorzunehmen, sollen die diesbeziiglichen Betrachtungen iiber die Genauigkeit 
der Bahnbestimmung gleich hier angestellt werden. Es ist 


tg—t, 
feats 


; 2,2670 
2,2416 


Oo 


eco CL tes Seren 134! Co cn Se eee 
Gly — Hy ne so 183 Oat ne beinmoes 1963 


Wegen der Natur des Kometen kénnen die Beobachtungen in diesem Falle als 
bedeutend genauer betrachtet werden, als im ersten Beispiel. Da die Zwischenzeiten 
fast gleich sind, so verursacht die Vernachliissigung der f'™ keinen Fehler in den Be- 
schleunigungen. Ueberschlagsweise auf ein 21/,tiigiges Intervall reducirt, ergeben die 
obigen Differenzen: 

ri "IW 
fo a f3 iy 
133” 2028” 


51" 58" 
184 1970 Ee 
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Die f" betragen etwa 1/,; bezw. 1/3) der f'. Unter der Annahme, dass die f™ in 
demselben Verhiiltniss weiter fallen, ergiebt sich fiir fz” ein Werth von etwa 16”, fiir 
fe" etwa 2". 


TTT 


Der Fehler 78 in den Geschwindigkeiten beliuft sich also in % auf weniger als 3”, 


in 0 auf weniger als 1”. Diese Fehler sind nicht griésser, als die relativen Beobachtungs- 
fehler und kénnen die durch die Beobachtungsfehler bedingte Genauigkeitsgrenze nicht 
erheblich schadigen. 

Zur Beurteilung des Einflusses der allgemeinen Parallaxe berechne man zunachst 
die geocentrischen und barycentrischen Parallaxenfactoren, sowie deren Summe, auf 
welche es hier ankommt, nach Anmerkung 1, 8. 999 des Anhanges!). Man erhalt: 


| I II ll I II Ul 
| 
4 | —5!’82 —5/49 | —O’07 | p§e,-----+| +5,30 | +4,’85 + 4,'35 
Pam + * + Pree ei eee Ey eye | ces | el Ue 
ae oo 
BN he: 6, es | +0,13 | +0,48 tS 30°11 MNOS Soa ay can + 7,58 + 6, 46 + 4,73 


Die grésste Differenz der allgemeinen Parallaxenfactoren ist 3”. Dieser Werth 
kann daher, ebensowenig wie die f™, die Genauigkeit weiter schidigen, speciell da die 
Bewegung des Kometen eine grosse Erdnihe nicht vermuthen lasst. Man kann sich daher 
mit der theilweisen Elimination der Parallaxe, auf Grund der allgemeinen Factoren durch 
Anbringung der Correctionen 4X = 4, X + 4, X an die mittleren Sonnencoordinaten, 
ihnlich wie im ersten Beispiele, begniigen. Dann erhalt man fiir die corrigirten 
Sonnencoordinaten: 

X — 0,651 757, Y — 0,683 218, Z — 0,296 406 
und aus diesen: 


A... . 226921’ 0", logsinD 9,476 400,,  logcosD 9,979592, log R 9,995 487 
py . .. +» 167¢43' 36", loge 9,989 959, logs 9,827 514. 
A IIa. 
ee 
= ve | 
UO tee rn eae Oram 9,21670n TOOK dae ia es kanes | 9,20770 | log(tgd) .. .-. 9,40741n 
LOGE is 2 oe : 8,29767n NO! AB ON Oe | 9,39859n| log(tgd)’ .... 9,31676 
A Illa 
VOOM sd ieie 0 osx 76 | 9,31688 Lp e> a abe A eee | 0;3009In | LOG da a 3) 8,4203 2 
fats oe hs | 9,23599 | BieAssG- 4 LOG Gy. a hee cas 7,44387 
hogs nw on | 9,15699 | UMNO) ah oS, BS 6 9,40313n 
A IVa. 
fog. ss we es | 880217 Pap ear onre: te Se UAORSS | Ol eo sew wi fe ns. 0] = B18 
HOH Ge oS CRI ae | 8,92252 Lh” Se ee 0,12486 | s Fee esa les OseleoO 
LOGS caetrtags tse | 0,00884 LOG asc er ket ig pleHlO) MK So op 0 Ge oes 153,069 


Gemiss der Anmerkung 1, S. 468, ist nur eine parabolische Lésung méglich, denn 
es ist: p! > 0, e<.0, p > 125°16’. Die graphische Lésung ergiebt: loge = 0,090 37. 
Zur Probe auf die Richtigkeit der parabolischen Hypothese sind noch N und * nach 
A IIa, sowie m und gz zu berechnen. Diese Rechnung folgt ausfiihrlich, zumal weil 
sie sonst, nach Verwerfung der Parabel, wiederholt werden miisste. 


1) Eine ausfihrliche Berechnung von Parallaxenfactoren etc. findet sich im fiinften Beispiel. 


Nien, By Ol Salo ac 4,89301n | log C, . . - +s + 9,23599 log i cerns 0,692 
[Pied Buacvarn hoa Stas Onis || Uewjth 5 2 5 4 6 4 7,53306n 0g uu fa shes aay 1,038 
Og ee 4,04899n cologuiz. ... . 8,962 
fin, of 6 6-0 4 < 9,15079 ulsboomen Se pac tee 9,958 
OHS arin Lo gue Meyer, || WOME! Bo no 6 8 8,50420n log (1 — u—*2) 9,958 
UO CHION oc 6 oe « Oweioyplic \\INGWIS 5 5 6 5 oc 0,03870 LOG: 27 ree ei 9,894 
LOG HLS Wass sty cre swopauial || teoph 5 oo oo < 8,60290n 
log R cos D 9,97508 logz..-. 0,090 
WG! eo 6 peep € 8,20707n | colog N =. = = - 1,33530n Subiiaetsn Sem ee 9,757 
LOOK (C910) cea Oa || lOilte 6 6 po 8 © 9,91334n log (¢— 2z) 9,051 
UNIMOR 5 oo ke ow 7,01443n (E——127)) on ee 0,448 
HOGI? 90 0. 2 om 2 9,98195 
jee Nem oe —0,000001 | logcosd . .... 9,99559 
Sl [ee en cake tt ve © — 0,042083 | log Nenner 9,97754 
ee 8 Be er ae = O.CO4MO | WOGMN Fa a. & 9,93580 
IN Sasiremye, cr cere — 0,046200 
LOG UNE ieee elton 8,66464n 


Fiir die Genauigkeit von N ist hier wieder das zweite von a”, d.h. von fa ab- 
hingige Glied ausschlaggebend. Da nach dem Obigen fast nur die Beobachtungsfehler 
in Betracht kommen, so soll der Fehler in fz’ auf 5”, also etwa auf den zehnten Theil 


seines Werthes angenommen werden. Daher kann die Unsicherheit von NV und sodann 


von Be = 1,15932 auf denselben Bruchtheil seines Werthes, also auf etwa 0,12, an- 
m 


genommen werden. In dem in Betracht kommenden Theile der Tafel XVI entspricht 


‘ : creel 
nun eine Aenderung von 0,01 in zg einer Aenderung von 0,0115 in oe Dem Unter- 


1 , 
schiede ¢— zz, — 0,448 entspriche daher eine Unsicherheit von 0,515 in — Dieser 


: : : : : ! 
Werth ist aber mehr als das Vierfache der oben abgeleiteten Unsicherheit von PE Man 


ist daher berechtigt, die Richtigkeit der parabolischen Hypothese zu bezweifeln. Inter- 
polirt man jetzt also genau den Werth von ¢ fiir die allgemeine Lésung mit den Argu- 


menten = und ~ aus der Tafel XVI, so findet sich logz = 9,830230 oder angenahert 


z = 0,676. Die Thatsache, dass dieser Werth ausserhalb des Bereiches zwischen dem 
parabolischen g = 1,231 und z, = 0,784 fallt, bestatigt die Unhaltbarkeit der para- 
bolischen Hypothese. 

Der Sicherheit halber sollen jetzt aber noch die Unterschiede B—R fiir die para- 
bolische Hypothese direkt, wie im ersten Beispiel, berechnet werden. 


A Va. 
UOTOND “a omg Blo. 0,08586 log aw get a epee 9,86769n LOG esac netsh ond | 7,65131n 
LOG Gr at eee ener os 0,13052 Logg a ee eee 9,78120 Controlle 
log Ol ae Boao area caren 0,22181 LOG Bl ne nets ace 8,64902n LOO; G* aus ee aes 9,95943 
ae ee ty a a ee | 109 DF sme Bake 9,95944 
i aera rae 13415 
A Via. 
a 1 3 
Cy a aA erect at Marie ar idk 9,99907 9,99097 
LOG Rees, Rasa tei Meee 8,59102n 8,58613 
OMe estes MarR ML re rs — 0'0023 — o!0019 
B—R Pane , 
(B ) tar et oe ce oes + 0,0041 + 0,0030 
LOG Os fentec ro ge, cr Nt ann 0,08641 0,08579 
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Die parabolische Hypothese kénnte also nur unter der Annahme von grésseren 
Beobachtungsfehlern, etwa z. B. 13” in der mittleren Declination, welche Annahme indess 
bei diesem Kometen unzuliissig ist, beibehalten werden. Da, wie zuvor gezeigt wurde, 
die vernachlissigten f™ und die Unterschiede der Parallaxenfactoren nicht fiir die obigen 
Unterschiede B— R verantwortlich sind, so ist auch kein besseres Resultat durch Ver- 
besserung der ersten Anniherung unter Beibehaltung der parabolischen Hypothese zu 
erwarten. Dagegen wiirde eine Verbesserung der obigen parabolischen Bahn, ohne 
Diese 
unnothige Rechnung ist hier unterlassen, zumal die Anwendung der Formeln der Bahn- 
verbesserung in den folgenden Beispielen ausfiihrlich erlaiutert. ist. 


Voraussetzung tiber die Excentricitiit, zu einer ausgesprochenen Ellipse fiihren. 


Man kann die Rechnung A Va zunichst und die Berechnung von gz ganz ver- 
meiden, wenn man in A Ila gleich N und & und in A IVa gleich m bei der para- 
bolischen Liésung mitbestimmt, dann ¢ fiir die allgemeine Liésung angenahert aus der 


Tafel XVI interpolirt und endlich, wie oben, auf Grund der Unsicherheit von — ent- 
m 


scheidet, ob die parabolische Hypothese zu verwerfen ist. 
Da nun in diesem Falle die parabolische Lésung zu verwerfen ist, so ist die Be- 
rechnung der Bahn nach den Formeln A Ve, A VIc, A VIlc abzuschliessen. 


PAGIVEG: 
log z : | 9,83023 log Tt, 8,58614 log a! 9,87604n 
log @ ; 9,82572 log T, 8,59103 log y' 9,78011 
logo 9,82131 log x. 0,01521 log 2! 8,96830 
log 0, 9,82606 log y- 0,08756 log 1. 7,40052n 
log 03 9,82543 logz . 9.59252 logg? . 9,97171 
logr . 0,21747 log 1/a . 9,43966 
log r® Sonn N le OA SA94. logp. 0,40664 
Controlle Capiae 0,54590 
log R* . «| 9,99097 
log u 0,44397 | log a%= log P (in 
Jahren) . .. .| 0,84045 
logr® 0.43494 
| dO 6,9255 Jahre 
A Vie. 
————— 
; : 
wo 
log f; 9,99993 9,99993 
log gj - 8,59101n 8,58611 
log §; - 9,58384 9,58535 
log n, - 9,73272 9,73284 
log ¢; . 9,00704 8,94758 
d, a, « + ofo002 + 030005 
(B-Ryjag + — 0,0007 
J; - 0,0005 ’ 
log 0; « 9,82636 9,82574 
Der grésste Unterschied B—R fiir die directe allgemeine Lisung ist 00; = — 2'5. 


Die beiden Unterschiede in 0 kénnten leicht, da dieselben entgegengesetztes Zeichen 
j ] 1] ] f fe 4 . € a} 0 

haben, durch eine willkiirliche Aenderung von ¢ fortgeschafft werden. 
Aus den obigen Erérterungen geht hervor, dass die Bahn etwas tiber die erste 


Ziffer, z. B. in der Excentricitat, Periode etc. verbiirgt ist. 
zusammen mit den weiter 
liegender Bahnbestimmung zur Identificirung dieses 
entdeckten Kometen mit dem beriihmten, in der vorhergehenden 
Kometen. 


von Cerulli 


Die obigen Elemente, 


vas 3 « = | . Ne 
unten folgenden, fithrten daher auf Grund vor 


Erscheinung nicht wiedergefundenen Fayeschen 


im November 


1910 
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Es sollen nun weiter diesmal zunichst die auf den Aequator bezogenen Elemente 
(i), (2), (@), sodann die Constanten in Bezug auf den Aequator und endlich die auf die 
Ekliptik bezogenen Elemente 2, 63, w nach VIL 2c berechnet werden: 


Vile. 
oo 
(Oi 6 3 > ae 0 8 | MOO || UO os 2 6 9 0 & 9,79532 UM a eb © 9,59252 
GRD 0 5 5 po oe 0, 20332 (Wi Djee s @ 2 6 os 0063601 1h 1S210 (2) meen eienns 9,40847 
loge sino. 2. Woostews | SUIth nao 2 6 a a < 0,22499 log r sin (wu) 0,18405 

log Vp GOS\()) meme 0,18859 
bogjr « «tte a 0,18917 log x cos(§)- +. -|  9,99494 
Sub. 9,73700 | logy2... 5... 9,05586 Loguyiser (SQ) ames 9,56253n 
loge cosv. 9,73709 LOOT2 ae 9,37263 UNG ( Beperen pure a 9,79970 
CEU wove cn a ae owoises || wilh 6 o 6 0 oC 0,03092 log r cos (u) 90,79404 
v. — 04840 log Vp sin (2) sin(QQ) ONO || 1OK(D o 5 4 seo t 0,38941 
(OT tae ee 6738077 
sin v FeOZO2An | LOQGe » 2 wn 8,98351 v. 359,5160 
cos v 9,99998 logzax’. OWNS, (Cc 6 5 6 Bae 68,2917 
log é 9,73711 Subs ee oe mee 0,12297 (Controlle) 
Ol ee eee ae. 0,54590 | log Vp sin(«)cos(St) | 9,59153 | sin(u).-.---- 9,96657 
tg($3)- ++ +e 9,49525n | cos(u)--...- 9,57716 
Controlle (GON Wee tia act 342°6311 UO Path ch Be ES 0,21748 
NONE & 8 & ao Ge OAT 42 2 | S07 CO) eee 9.47497n | 
Sb eed ae Pio ew Sa 9,84034 005 CO) as el emede 9,97973 
log (1 —e*) 9,84634 | logV/psin(®) . . .|  9,61180 
OQ its eee Genie 0, 56030 UG) ee ene 9,42321 
(OAs pata temer a at 14°8410 
sin (Q) 9,47497n] sin"/e[@) +e] - -| 9,51584 | £2 205°4848 
COS\(0) ecient 9.08527 | sen*/,(S2) . . Oa 7eOseg ta. 2 el ee eee 221,9528 
sin a cos (A) 9,46024 | cos*/,[(¢) +e] . Sovisen (CD) coo oS ae 68,2917 
sin a sin (A) 9,97973 | sin '/,[@)—e] . . BUY Gein I ce eae ce 206,3389 
tg (A) CHSC) || GORA a 6 5 ©;0940'fnul JEueh oe ee 51,8237 
(CAS nee ace ye ats 7391774 cos '/, [(?)— «| 9,99878 | Av. — 0,2420 
(Gi) ee es oes 68,2917 SUNG OE uk wae SOROAON Natit /a Dee aeeee 7,62560n 
UNE reine ey a SUROE Oc 141,4691 COSA/S.0) cas, 9,99825 ae 
sin(A).... 0:08100.|1016 « a» wae | 8,95215 log / Ee 9,73398 
x > o 
104 So pds ae ae 51182 | ig’/, HE’. . 7,35958n 
K 3 = gu SSE Noa oe 10,2364 WE. —o01311 
GOEL in ake 9.97973 | sin'/,¢sin'/,[Q+e] 8.60476 lige 2 ae eee ee 
DUOa 6 5 6 bo 6 9,98527 | cos'/.[Sa3to] .. 0,92001 CON iP Ie Le 166s 
stnb cos(B). . . 9,96500 | sin'/,[S3 +o] . . 9.74438 | loge. . 7 - 
ee: 9,47497n | sin'/gtcos'/.[S3+o]]} 8.87041 | eolog sin Wea oe 
tg(B). - . +: 9,50997n} ty /e[83 + 4] 982438 | log II ba 
Go: eee ae — 179300 | %2[S3+¢] 33°7188 ‘a sige a 
B FEF a 50,3017 cosi/,tsin Y/[$4—oe] 9154244 | (EH—ID=M. .|— ees 
sin(B).. . 9,48835n]| sem/,[§4—o] . . 9.15599 | log—k" 
O08) (CEs) aren tate 9,97838 | cos*/4,[§,—o]. . 9.905500 | coleg acl. cei OSes 
Lop eS ze 0,08662 | cos'/icos/e—2]| 9,09375n | logu . . - eae 
(GO) kat Clear 6892917 tg /. [643 —o] 9,16049n ne: le’ 
sin (1) = sine 9,40847 ,[09—e]. .. .| 17197660 % ne Se eh le AG 512!'34 
Clee ay (ey chet aa ec 23°4508 9g 2,63214n 
; M 
/ L() + ¢] 19,1416 log --=log(ty— T) 9,92258n 
Reed — 4,3050 ee es eee 
(ea) ge ip 1713157 1, = Non fe 11,5762 
Ti sO LOmNOvaaees 12,4129 
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Drittes Beispiel. 


Als weiteres Beispiel einer directen parabolischen Bahnbestimmung, sowie als 
Beispiel dafiir, wenn bei der Verbesserung einer beliebigen parabolischen Ausgangsbahn 
(Formeln BB), wegen kleiner heliocentrischen Distanz, sowie verhiiltnissmissig langer 
Intervalle die Anwendung der geschlossenen Ausdriicke fiir f, g, 0f, 0g erforderlich 
wird, mége folgende, von Herrn Meyer und Fraulein Levy durchgefiihrte Rechnung 
von Bahnen des Kometen a 1910 dienen. Hier repriisentirte die erste Bahnbestimmung 
einen aussergewodhnlichen Fall, fiir welchen die Leuschner’sche Methode wie 
gewohnlich eine directe Lésung ohne irgend welche vorherige Annahme 
ergab. 

A Ta. 


Die Bahnbestimmung beruht auf den folgenden photographischen Beobachtungen, 
welche bereits auf den Jahresanfang, einschliesslich der Aberrationsglieder, reducirt sind: 


1910, Gr. M. Z. @ (1910.0) | d (1910.0) | Beobachter 
Febr. 1.6153 324°43'13" | + 3°19! 40! Curtis-Lick 
Febr. 2.6111 | 325.15 6 +357 8 Curtis-Lick 
Febr. 5.6146 326 40 39 .)|©| +535 5 Curtis-Lick 


Die Sonnencoordinaten, sowie deren Geschwindigkeiten, wurden aus den American 
Ephemeris and Nautical Almanac ganz wie in den beiden ersten Beispielen interpolirt. 


x | Y | Z 
| (ae eee + 0,664607 | — 0,667684 — 0,289639 
BT On on, aces -+ 0,677441 — 0,656936 — 0,284977 
Ties aet + 0,714883 | — 0,623306 — 0,270390 
log x. ss 9871123 log Y' . . « 9,801678 log Z' . . « 9,438913 


Die theilweise Elimination der geocentrischen Parallaxe durch Anbringung von 
Correctionen an die mittleren Sonnencoordinaten ergiebt: 


Baa | +0,677423 | ¥ —0,656905 | Z .... . . . |—0,285003 
ae 31538803 D 34331961 logk. . | 9:993766 
i} 
LOG tq ee) 8, 115209 100 Tae S288 750 
A Ila. 
LOG CL ete Peek | O,230028n Iogo". «a. « 0,391686n | log (tg ae es | 9,791034 
AD a Bn Ss si | 9,721432 logd" . 9,788966 LOG (Ugi0)) arene | 0,384441n 


Wegen der Unsicherheit der Beobachtungen dieses Kometen, der Unregelmissigkeit 
seiner Bewegung, und der Ungleichheit der Intervalle soll hier ohne Weiteres eine para- 
bolische Liésung durehgefiihrt werden. 


A Ila. 
LOU Pia oe ne ene 0,38100n | loga/x ..... | 0,12542 | logaz. .. - 0,1451 
eh CR eae 9,56839 ADS ose ere one 22°72" logidy. +. = + 9,51010n 
WGC or wots Ooliwen | lOGCs a 0. 9,90490 || logas..... - 9,85143 
log Es a wns 9,40597 UNO ae 3 panes 9,58698 
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A IVa. 
UDG hie lh 5, © =peee 0,40677 Giza. aes | +.0,24961 Cras ave | + 0,51558 
logb . 0,00990 169 PD! «so ns nf OM0080 IS ee a8 ieee 
UO CR TSR Re Gh 0,01244 LOG wes in S| DIOIZ9O Te ar P + 2,11825 


Da 9 (2s? + q’2) > ¢%, so ist nach Anmerkung 1, 8S. 468, nur eine Lésung méglich. 
Es findet sich durch die graphische Liésung: logz = 0,15419. 


A Va. 
log e 0,14796 

log « 9,67071 log y 9,15371n | logz 9,58196 
log a! 0,08404 | logy’ 0,03890n | log 2’ 9,85823 
logr 9,79653 log r’ bie Fe 0,20736 log g 0,50453 

A Vila. 
log q 9,06780 ® » 12804730 Alera: 16,7938 Gr. M. Z. 
SUN Qa ee eee 9,88021 SUN Dis suey wt Be 9,98588 SUNG « 9,84392 
ee ee 321°9211 Jie» te, rai ae 64°8574 Cae 35092816 


Darstellung des ersten und dritten Ortes mit Anwendung der geschlossenen 
Ausdricke fir f und g: 


BavAe A VIa. 
Ne = 
a if 3 a 1 3 
log GT ae 1,19903 1,29693 Xi | + 0,664607 | + 0,714883 
logM; ... 2,59733 2,695 23 f,%. | +.0,474722 | + 0,472733 
a! | —0,02082 0,062 
0; 127931! 28 | 13293! a4!" i 44 saris 7 i ae 
Yo 0; 63 45 44 66038 | ” 
Yi — 0,667684 | —0,623306 
sec? 1/. 0; ~ 0,70896 0,78174 fey: — 0,142377 | — 0,141781 
logrz s+ 9,77676 084954 | KY! | + .0,018729 | — 0,056410 
Ni — 0,791332 | —0,821497 
Si eee eee 9,90555 9,92153 | | 
aC ea eae 0.68281 0.77107 Zi — 0,289639 | —0,270390 
loy I 9,84116 9,88554 foe | “F OSEIONS foie SIeeae 
‘ 92". | 0012355 | + 0.037212 
log (IT Saye 0,85338 o | +9,079679 | -F-0,146897 
Ulos. “Gidea iad 145533 8,88571 log a cos 0 cos « 0,04864 | 0,0970 
.>, o } ? > 3 
log y; - 8,296485 8,73908° log 0 cos 0 sin « | 9, 80836n | 9,91461n 
va logtge . 9,84972n | 9,81 7582 
: Opi 2k 32477212 | 32696941 
logy?. . 6,59297 1,47817 a Te 324,7217 | 326,6789 
log y2/r . 6,79644 7,68164 9 py [4e@-- . ~ | +0,0005 | —0,0152 
: (B— Rf) | decosd. + 0,0005 | —0,0152 
log fps, % 9,99973 9,99791 log sin « 9,76160n | 0,73966n 
log cos « 9,01188 9,92208 
logrr; 9,57329 9,64607 re Aha pee 0,17495 
log 2rr; 9,874.32 0,04710 ogosinod. 390134 0,16701 
PaaS 947 logigd . 8.76458 | — 8,99206 
eis Br D0180 = 7s :OiBA LOO Nias 3. he | +393283 | + 5%6078 
Bub. «+. os 9,99995 90,9996 LB a ney | + 3,32890 4.5 5858 
(og I] traf 9,874.27 0,04075 (B— R) 40 + 0,0006 — 0,0220 
077g . Tat a 0,40724. 7,42492 at 
log g 8,23362n a naae log sin d |  8,76385 8,98998 
log cos 0 9,999277 9,99791 
log fx 9,67644 9,67462 log @ 0,13749 0,17703 
log fiy 9,15344n 9,15162n | 109 Pa @ - 0,846 0,848 
log f;2 9,58169 9.57987 | (9Pae- eee 0,723 
log yg, «' . 8,31856n 8,79740 109 Dy - 0,709 0,671 
log g;y' - 8,27252 8,75136n | logpy. . 0,586 0,546 
log g; 2! . 8,090185n 8,57060 Pu ; 4 5M 46 
pd +4 +4 
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Der grésste Unterschied B— R ist 0,9022 — 1,3. Die Unterschiede B— R 
kénnten leicht durch eine einmalige Verbesserung der Bahn fortgeschafft werden. Jeden- 
falls hat auch hier die angewandte Methode sich vollstindig bewihrt, indem die directe 
Lésung in der ersten Anniherung eine verhiltnissmissig genaue Darstellung der Beob- 
achtungen ergeben hat. Anstatt nun aber die vorliegende, auf kurzen Intervallen be- 
ruhende Bahn auf Grund der obigen Unterschiede B—R zu verbessern, soll diese erste 
Bahnbestimmung als beliebige Ausgangsbahn betrachtet werden und auf Grund eines 
verhiltnissmissig langen geocentrischen Bogens verbessert werden. Es sollen zu diesem 
Zwecke die folgenden Beobachtungen dienen, deren zweite nahe an der dritten der ersten 
Bahnbestimmung liegt, so dass verschiedene fiir dieses Datum bei der Bahnverbesserung 
nothwendige Zahlen der ersten Rechnung direct entnommen werden kénnen, wobei zu 
bemerken ist, dass mit noch lingeren Intervallen der Gang der Rechnung derselbe 
sein wiirde: 


BB. 
1910, Gr. M. Z. | « (1910.0) | 0 (1910.0) | Beobachter 
I Jan. 18.1287 303° 32! 51/9 | So sey) iy (Mo) Zappa-Rome 
II Febr. 5.6211 326 41 0,4 + 5 35 18,6 Aitken-Lick 
III Marz 13.0440 | 33611 15,4 | +15 38 53,9 Aitken-Lick 


Coordinaten der Sonne. 


| x | Y | Z 
| ee eer + 0,4570857 — 0,7993384 — 0,3467534 
he gee : + 0,7149615 — 0,6232309 —- 0,2703578 
Be ws + 0,9847873 — 0,1255285 — 0,0544576 


Die theilweise Elimination der geocentrischen Parallaxe durch Anbringung von 
Correctionen an die mittleren Sonnencoordinaten ergiebt: 
X.. +0,7149449, Y. . —0,6232607, Z. . —0,2703833, log R. . 9,993992. 


XVIII. 

Aus der ersten Bahnbestimmung wurde log@ = 0,17717 fiir die Zeit der mittleren 
Beobachtung als Ausgangswerth interpolirt. Ausserdem ergeben sich die Ausgangs- 
werthe, a’, y’, 2’, wie folgt, aus den Constanten fiir den Aequator. Mit dem ange- 
nommenen Werthe von @ und den genauen Werthen von % und 6, sind sodann die 
Ausgangswerthe 2, y, @ Soe zu berechnen. Man erhilt somit eine intermediire Aus- 
gangsbabn, worin 9, a’, y’, 2’ dieselben Werthe wie in der ersten Bahnbestimmung 
haben und die beiden fehlenden Constanten durch die genauen Werthe von %, 05 
gegeben sind: 


Tite Breen bad GS ines to 5,621] COG gD ce as 9,609078 logit Am ecu ee: 0,104200 
Aberr. . — 0,0087 log aa op 1 90,616618. | log yl® ao ss « | 0,059004 
t (reducirt) Febr. 5,0124 say se 9,880210 INCOR eed ba ont 5 0,276610 
of BOLE oh) ty aia 16,7938 cos (Ai 41/0) , 9,946197 sybenmieg fp. osc 0,380810 
eI ee ROHS HIR SS) YOO ate stems) eons 0,052100 wis? Foe ao 9,627672 
log(t—T)... 1,29707° Add. . Re kg oui: 0,070609 
LOU QE es as a 8,60170 A [OCG a eee 0,451419 
log Mf ae oak 2,695372 | smb. ww wee 9,985880 

‘ cos(Bi+*/,v). . 9,815379n 
ec es we ge” OE LOG i ws me. 0,026952n 
ay Ou cap et we vere «|| OG) OAOTY 
Ate Te). vos, | TSO! SF | NE sey sss 9,843920 LOG GF ae Ct 0,17717 
(Bi +¥,v) .. . |130 49 16,3] cos(C’+ '/,v). . 9,744223 BORO wha 13 aos 9,997931 
(Cr+ YE a aac BO 4a, 8 | WIS Gok 0 wes 9,813830 [OG:0 area 0,175101 


OSIC tae tee 922024 ipa 565. te dk 9,457802 OG) TRY 4 o 9,781001 
ogee fae Borie: age. | eee 8,596663 (ODIO 2 oh 3 6 9,325284 
LOGEX re cca 9,854273 rN (s phan re eee 0,056019 INGE Ae 5. te at os 0,130390 
Sulbwanaea en: 0,874628 Summe....+..| 9.513821 Summe . Pr er 9,911391 
UNG 6 o Db m6 9,728901 Ogi ee 230900 Ogee ere a 9,433786 

JNO ee Gee oe ae 0,185317 ACC eros area 0,124818 
SUN Cn ee ee 9,739782n UDG 3 SG see 9,699138 LOG TT! ne es 0,036209 
10g) DT) 99148830 WOGRE 5 65 eas 9,849569 logr ee ents eee 
LOGIGYS)aaemectene | 9,794669n logr’ Spe eae | RO86640 
Subst tess 9,503662 UDG e nad te Bee 0,373280 
UNO) ver 51 6% 9,298332n 

log2/r_ . igor 0,451461 

NOGOF i po Ox 0,451419 

SUD yee pate roar | 5,99 

(NGI 55 9 te 6,44 

L902 ee a we | BODO 53 
UGK aise, 9,165654 
(Wi(CAy so 6 4c | 9,431980n 
Subsece gue 6 aoe 0,187970 
VOGT Seen ae 9,619950 


Da log1/a = 6,44 ist, so ist die intermediire Ausgangsbahn nicht genau para- 
bolisch. Anstatt dieselbe jedoch genau parabolisch zu machen, etwa durch willktirliche 
Aenderung von 2’, soll 1/a bei der Berechnung von d@ nach IV und V_ fortgeschafft 
werden. Die Ausgangsbahn soll zum Zwecke der Berechnung aller Hiilfsgréssen als 
parabolisch betrachtet werden, zumal da die grossen Unterschiede B— R, deren Ab- 
leitung direct folgt, durch nur einmalige Anwendung der linearen Beziehungen zwischen 
diesen Unterschieden und den gesuchten Correctionen 60, 6a’, dy’, 02’ kaum fortzuschaffen 
sein werden. 


A Vila. 
logq.. . 9,066382, Da MO Noe OL T = Jan. 16,80804 Gr. M. Z. 


WG Wale, ZS Wa 


v l | 3 

Opa: Gurnee we AG eh eon te ie ee 41°58! 331'4 | TA SO! Bar7 
LOGO 5a ts Bi aay Meee Gee) a hee 9,126008 0,172542 
UO, Oe GG Ge Os Bho 6 : 9,804577n 9,604685 
VOD foe nase ee Mee eee eG 9,628501 9,887065 
LOG ire fr Se We ae agtnle—o. tilt ae OSS 0,291870n | 0,762326 

ORE ae eta aes ieee — 52! 546 — 14! (9"8 
eo ROP Eas SED aoe Se 0, | — 24 20, 4 
HOCH. oD Go bio heed. ote war 9,940365 0,366882 


Wire die erste aus kurzen Zwischenzeiten berechnete Bahn verbessert worden, 
so waren die obigen Unterschiede B— R kleiner ausgefallen. Diese Verbesserung 
wurde aber absichtlich unterlassen, um diese zweite Bahnbestimmung aus lingeren 
Intervallen auf eine weniger genaue Bahn zu basiren. Die Convergenz der hier zur 
Anwendung kommenden Methode der Bahnverbesserung wird dadurch be- 
sonders zu Tage geférdert, zumal da die fortzuschaffenden Unterschiede B— R 


sehr gross sind, und die heliocentrische Distanz zur Zeit der ersten Beobachtung 
sehr klein ist. 


A IITa. 
logeosp. . . . 9,96456, logRecosw... . 9,05856. 
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XI. 
LOGO. 2 = seh 0,17717 : as a j 1 
LOO Ba COM Mita me fy fa, i 0,95856 ba sere Pawo : 
Babes 3. 9,81577 log V2 cos | 
7 OG U2 COSID es as 0,07528 0,075.28 
logr cos 8 9,77433 oe ee 9,804577n 9,60468° 
log cosp. . 0,92476 LO Tie ir an: ee 0,27070n 0,47060 
P log (I= g) 0,19943 
log ars fads er re ras 0,14922 JA oF ge ec 9,25127 0,18627 
VOUS Tia exctys oa" 9,94184 log 9; 9,45070n 0,65687 
LNG iat Den, wy, Peart 0,20061 
SUTOR RI Ae Re eer 0,35883 
OY UE ELSRg Bre a erin evi ean. 8,97949 log a'r y; 9,70625n 9,50635 
FQ Care Ines ge een 0,01777 OG RURo rr meG ace ts Nc 9,87942 9,87942 
log ey 0,37660 BX Geirc co ceee os eee 9,69015 0,15338 
TY) og eae ane ge ee 0,19943 Og ek sea bas 9,39640 0,03280 
WOR YR ee ee 9,41373n 8,81405 
cology rtp & koe a 1,02442 9,97789 
log guj + +++. 9,83455n 8,82474 
a 1 3 a 1 al 
logy'ry; 9,68110 9,48120n log 1 =f, £/e) 8,61698 8,87554 
log)2y 9,44885n Osten | log i os eS 9,45472 9,05494 
"(1 9 ee 9,84946 0,28515 log III. 9,35972 9,33803 
1 ee 9,29831 9,76635n 
logy3/rr;. - 0,43815n 8,79194 She Se ee PINs + 0,04140 + 0,07508°% 
loggy; - ++ - 9,73646n 8,55829n LE ation ae ae ae + 0,28492 + 0,11348° 
dB) le met Neneh an + 0,22894 0,21778° 
fs; +0,55526 | +.0,40635 
WOO fap es ee 2 9,74450 9,60890 
log 2'ry; 9,46799n 9,26809 
log ) 22 9,77046 9,77046 a 
{0 2 ao 0,00288 0,11876 
BOUT Nie) tre Sos- 9,47087 9,88922 a 1 3 
log y3/r7;. 0,43815n 8,79194 
ogg, - + .+-- 9,90902n 8,68116 log fy; Cos «i 9,08415n 9,76815n 
log fx; sin «i 9,87633n 9,63941n 
Sip ity ede oe es 9,92357 9,53788 
log[]....+.--. 9,79990 9,17729n 
1 
WAN =AN I) eo BIS s 9,85954 8,81041n 
0; 
tog(i =F (Pa) 1 
g 1=f;§/e) 9,54846 9,80702 logcosd;~ 43 *) - 5,523 4,796n 
v 
logit <2 9,56367 9,16389 Add... 0,00002 0,00004 
log LIL 9,28525 9,48161 log Af;. .- +. +> 9,85956 8,81045n 
Dt ars as + 0,35356 + 0,64124 
SD a foun + 0,36616 + 0,14584 10g Gy; COs ai 9,48945n 8,52046n 
PING} oct, + 0,19286 + 0,30311 log gu, sin wi 9,75001 8,42665n 
Pee eee pee, & + 0,91258 + 1,09019 eer aves ati. Woke 0,18979 9,38221 
log fu; - - 9,96027 0,03750 LOG Gliese. was 9,94040n 7,80886n 
cologo; ..+.- 0,05964 9,63312 
logAg, «+++. 0,00004n 7,44198n 
log (1= f,1/e) 9,36621n 9,62477n 
LOGue en a 9,13310n 8,73332n 
logit inn. 9,18716 9,21510n 
Tk pea er eae — 0,23238 — 0,42147 
YE et wane are tar — 0,13586 —0,05411 
TEE + 0,15387 — 0,16412 
Pela peace 2 — 0,21437 — 0,63970 
log fyg «4 + + +» 9,33116n 9,80598n 


1) Correctionsglied zur Beriicksichtigung einer etwaigen Aenderung der Parallaxe (cf. 82. Vor- 


lesung, 8. 490). 
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XU (Fortsetzung). 


eee 
i 1 3 | a 1 3 
ee a eS eee 
log fy; sin ci . 9.24722 9,40789 | log gy, sina... . . 9,65252 ee 
log fix, C08 ui . 9,71326 9,99967 log gx, COS . 9,58754n 8,78691 
Add. : 0,12774 0,09898 IGG: 6 6 ose 9,20786 0,09210 
LOG) = ae orc eas 9,84100 0,09865 LOG-( Ve) oh eae aa . 8,79540 8,87901 
o ue Pe ee re We 9,53256n 9,44184. SUC ae ete ae ay. 9,53256n 9,44184 
eee teat e 9,37350n 9,54049 7s id eas Werte RR 8,32796n 8,32085 
me ae fas cos ao 9,71768 9,59162 log (IL = gz; cs 9%). 9,88220n 8,66388 
Sub. : 3 0,16220 9,09673 Subse. ae meets 9,98771 0,08029 
Logi spr te eeto. toee 9,87988n 8,63722n | log[ J 9,86991 8,40114n 
log fe] 9,93952 8,27034 | log Bg; 9,92955n 8,03426 
i 
INGE he a? no See wraiees 0,00002 0,00011 log @,; 9,94036 0,36688 
log By, 9,93954 8,27045 MOU ORS oe a eb ¢ 9,35151n 9:39545 
XII. 
log Af, Ags elas || Uogibo o a 5 5 o © 8,80013n | logad, 8,31724 
log Afz Ag Soy || too) VUL 6 oq Sem < 9,22788 | log Qy . 9;33549n 
Subas st: Gaile. 0,01325 | Sub.. 0,13782 
LOQEAN es, eee Mamaia UGG 6% 4 5 5 0 9,36570n | log (Il= a, ata): 7,88878 
log III 7;75548 
Usha 3 2 pot 6,70055" | log... .. . 8,43920n 
LOGHIU Setar. cre 8,99740 | log II 7;33259n | logI. . . 9,32469n 
Subse t = bon « ©,00223) || SUDur ese 9,96462 |log IT... . 9,54950n 
OGG) En 8,99963n | logb, .... =: 8,40382n | Add... . . 0,20301 
log ec 575251 
LOQUER ce Beier hovislorin || Hoel Go 6 6 6s 8,82374n a pling 
LOgRl Tie rar 8,85092n | log z 9,61995 
log LIT 855520497 LOO) Comes) einen 8,44369n logl. + +> 9.37817 
hOGeE Tees os 7,05421 
Peethe Tye eee oi == OO 1968 Add 0,00812 
SW ee See 4 0,071932 On lo = 4 i: 9,38620 
S29 00 ee ee — 0,035698 | log (u=% a ay) 9,69382n 9s : : 
Dae ee eo ae -- 0,024266 i Sieh 
UNITObs St. soke ds arto 8,38500 = 6 5 OF One »18720n 
a a log ( III=* a) ope log», Pa 7,61180n 
LOG Weebae Cos ty & 8,63706 
LOG HELGE see Mea tseks O65 8459s ee | +0,49881 log Law. 7,61184 
Sub. . 0,03949 —TIl . | +0,49411 log TD ee ae 5,62924 
UNG fd EB coh te 9,09794 — IIT . | — 1,30445 Sub. . 0,00546 
= (hk wey — 0,31153 log e, 7,60730 
log - 8,79940 | loga. 9,49350n 
OO ETON aimesiee cd 7,76316 ey Sen gee 7,47136 
Sub. . OO8O0 1) log EE" Ge Apts 0,53903n | log IT... 6,90771. 
a a ae S75 155 1 log helen om i ay 0,47413 | Sub... 0,12581 
a ae eae Gs464k | > 109 ¢s eae 
EGIUE he 5, Soe eee 9,35766n Er ~~ Deol : 
Sub. . OOOO TiN | ear bane | + 3:45962 | log e 8,22420 
log by 9,35833n = HOB Re eM oe ty pa — 2,97940 log 4 7,85272 
Ser . | +0,24811 log b 9,39465 
lOGCI ar rata, sone, 7,01495 
LOG LLMs ao se 9,21718 | log ae 7,03793 log II . 8,90599 
Td 8,12207 log ae, 7,10080n | log III 8,72310n 
ae 5 0,27073 
Le + 0,008221°} Zahler . 737153 ise 757 
tl —0,164885 | log Py 8,38078n [a . . ae 
= LTE — 0,013245° Lt i nae + 0,05 2857 
SE Pia Oy Bone erp Prone —0,169909 | log (—b d,) 8,21830 Crete, —0,01092” 
log b, O;260215 NI lOg@ pecs) cure ens 0,23004n, loge. . 2. fe 8,03830n 


") Siehe die Anmerkung, S. 1029, 


— C3 Qa 
log ¢, Ws, 
log Qa 


log Ii = a Qa op 
og FOL G .. 


++ 0,83428 
9,92131 
0,16880n 


7;99419n 
7,73931 


-+- 0,018640 
— 0,009867 
+ 0,005487 
+ 0,014260 
8,15412 
8,76783 


sth si Oh ole aos 


0,22562 


9,28874n 
9,36244 
9,98264n 


+ 1,68119 
+ 0,19442 
— 0,23038 
+ 0,96082 
-+ 2,60605 


0,41598 


XIV. 
log be, 7,00195 log r= =a, ae Pye 6,948390 
log b, e 7,39663 Veni. se 6,79300 
eo 0,17064 
anle - 

Me 7,17259n Vi a AP +. 0,007124 
RIC —Lth . s — 0,000888 
e ab, a —III . — 0,000622 
Sub. or 0,12992 Cy Pag el ++ 0,005614 
Nenner... 8,08175n log % Pes 7,74927 
log Px 8,10084 log Psy 8,36298n 
I=e.. '+0,016757 | log UI = a, Qz). 8,93458n 
ie ings — 0,0077407 i ORR Sate 3 8,70119 
—Iil . — 0,005694° 
a ene | Googseiy | dow ia «. ++ 0,870040 
log c, Px, 7,52136 Sh a Spanien ae . | —0,086016 
log Pz, 7,76885 ae gee + 0,050256 

Da der Unterschied B—R in der Declination des ersten Ortes sehr gross ist, soll 

P, = P,, und Q, = Q,, angenommen werden. 

IV. 
log (Z = mee 6,14 log (7 = a) . 
log (71 =a" Pz). « 8,24294 log (I = a! Qz) 
eG Lie tes. | 8,41673 TS FIBIBIE =e Nee ec 
log IV 7.58269 LOGiL Vacs sae ans 
TBA + 0,000138 Tee Pisce ae es 
—II. — 0,017496 ad 0 ig eae ee hae 
—ZITIII — 0,026105 TY A he Nien urna 
—I1IV — 0,003825° I VOR ees 
P — 0,047288 Oe is roptee aha ey 8 
log Ree iP re sige 8,67475n MO 3 ws 0 

VI 


log (2 oe a) ae tr | 8,25877n 
WA MAE 
1. Versuch | 2. Versuch | 1. Versuch | 2. Versuch 
logd oe, - - | 8,25877n 8,26036n | log t — 3 cos’ p)/27° 0,20005n 0,20005n 
lo a | i 7 7,49700 log 0) o)* adie. WL ew BA Oe 6,51754 6,52072 
log ue Pa | ot 4 ee lo og Re te Steg hah is 6,71759n 6,72077n 
Sah meet. 9,90202 | 9,90180 Fy ; 
g(1 — */, cos® B) 9,2519n 9,2519n 
log d x! 8,09304 8,09204 log Zihler . 9,6538n 9,6538 
colog 21% 0,3007 0,3007 
log @y 20a 7,59426 7,59585 | log (ve) 4,7763n 4,7811n 
log ae 8,38978n 8,38978n log VI 4,7308 4,7356 
Sub. . 0,00451 | SES CEES Ey ae eae — 0,047288° | — 0,047 288° 
log dy! 8,45429n 8,45451n (oat)? 0 767 | —0, 68 
| — Ye(dy')* —o, 405'|—0, 4055 
log Qz xq 8,42757 8.42916 | —1/ (y 2")? —0, 218"|—0, 220° 
LOG eee ae at 7,70885 7,70885 en eee ein Vek i's --o, 521° |-+0, 525° 
Sub, ‘ 9,88242 9,89287 PE ea hws ' o 5 
log d 2! 8,31999n 8,32203n OR Bhs eo Siac a —0,047461? | — 0,047459 
lo rn) 8,67634n | 8,67633n 
ve (oat). ees bee Dh a6 piper 0,41598 0,41598 
CUCU nee? 9 ; DOLOIO Mee aa: 8,26036n |  8,26035n 
log(azyr . ses 6,63998 6,64406 J 90, 


LOGHOxO ee Ine 8,26035n OGRE te gs gee 0,052100 

i g Ve 9,91996 INES 2 a Bes ee 8,09264 
Oe martes! x ING eee Se a ae 0,004742 

UDO 8 a 6 bot 8,18031n Lagi a ee 0,056842 

LOGO Ls cen peed 9,728901 

EA age ey ste a 9,987543 [COU uae te ean 0,026952n 

MOP 6 6% Oe Lee: 9,716444 log > Poet Me BP 8.454510 


Addie ek eee 0,011471 
logn/e . +++ +s 9,73771n logy! . sn os oon a, | O.O38a23e 


leg Sif ae eee ; 7,99806 

NOOO, 2 6 Bo od on “Dl < 9,298332n Voge! esas eciearay 9,813836 

ONGC ai ece Cu Lv eGince oe 9,977683 OO & 6 6 m 6 ye le83322037 

UNM bn 6 ur (6, = 0 9,270015n AG e ge Go ee ee 9,985775 
LOU) ap mehlle anaes UE, 9,799611 

IPH 9 ea oe 0 « 8,98848 | 

LOG Co es eee 7,24883n UG MOM oe ob Be Some 0,177170 

LOG ee Uh tome ae od 9,619950 WWD BO eee wae 8,26035n 

Md, oR ier 9,998148 EA CLOW ME noon ote oes - | 9,994708 

USES 8 AEC 8p 9,618098 GOD AB Made DH ee. jpn CEH CUS 

A V. 

nn Ee Se ee  , ———————————————_—_—_——_—_ 

Noite och ag ae Fee ee OP ee ea BO ood c | 9.432888 

LOGY ae ein ts aie Pk TE ema Cant sy ee | 8,552030 

DNL oct te esa one Seay Tete ra oks ice Nene Pepe ere | 0,053680 

STITT Gite kegarce hss cause beens cee ee ath ea | 9,486568 

USE 5 a5 De Ot Ba a oe pe Bae 9,236196 

de Aas cersta tugs am CMa ISeac ice eae Cen aS mnese 0,193642 

LOG; ruse 8 cers Moh Seber PURE oe ean 9,680210 

LOO meee als ae et Se ren a | 9,840105 

Logi ales ss TA ee Blas Meta. dar aA, Leet | 0,113684 

UTS TA IE Pete. | 5» "Susctier he A Re Gees oe eae | 0,076846 

MOGM Ame, fea ieee Sees orton. ae) Gare Ge iets 5 RE 0,283002 

SUTIN Gee an eee date etee cp ger eam ccmae peer eaers 0,396686 

NEES fats A Naa SRO eee CALS Lowi «to ea cae 

ONG U6) Pee Mort iin a eee CMOS MCE eye Mp ithe Nimo Cand) IC 0,064240 

loa 7 Pn fae eh Ane ge, Ulle  e | asaie \ 

i Controlle 

UNE Ro, 8 US bah a oy io Wor ekg ad 0 See | 0,46092 sf 

Ys resent id, FOR Me ot SOR Mam ae Pin ed of ee esd AN 9,773266 

LOG YL ap wen ven ah ane aah Pane ales ao OLS! ce site =| 9,314438 

Adv arccteh ap aig wa feece ia dh ee aces, ee ee Sesedoe tt 0,129580 

SUmmé6 ce secede ee Pha Ai Pina ai ne ee | 9,902866 

UY Ee Satna EN ty OO) Ae Aas, be al Ge ore ons | 9,417709 

ilo Meg or see Ofer Cake e PR ET ee me 0,1229044 

LOGUE aorat chad OPP ace dehy Gree tome: as 0,025810 

GNI ear eee te Crees EOL etch die biG ore ake 0,185705 


Die durch diese erste Bahnverbesserung resultirenden Unterschiede B— R berechnen 
oS 
sich genau wie die urspriinglichen Unterschiede, welche fortzuschaffen waren. 


A Vila. 
LOS Ga eO MLO2 37° Un Lema lanl ds Ls. s Jan, 17,08123 Gr M,Z. 


iL eV Le Atal 


( 1 3 

Di. dik MEA ola gee I RE Cot 29° 58! 5!"7 145° 34! 43/'8 
WOgt, 4 6 as Agta ere Neco 9,140275 0,167983 
LOPVES Sih Sane at tone a ee 9,815785n 9,611329 
RXiB Rieter GPacna te oa wot Lovet aie < ¢ 9,581201 9,880072 
OOM a hy oa Stair Se ee 9,260496n 90,761252 
(B = Ry! cr ae crn aaa ee ga — 1! 42''4 +o! 4'’o 

Ne ae ere ae a —1 13,0 —oO 31,2 
UOGO Tae Greats nate eet ae eee eran 9,933627 0,364169 
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Die erste’) Verbesserung der beliebigen Ausgangsbahn hat die Unterschiede B—R 
ganz bedeutend herabgedriickt, indem jetzt der grésste Unterschied nur 1/42” im Ver- 
gleich zu 57' 36” ist. Wiiren die linearen Differentialformeln ausreichend gewesen, was 
in diesem Falle wegen der sehr grossen Unterschiede B— R natiirlich nicht zu erwarten 
war, so wiirde die verbesserte Bahn nur einen Unterschied in 0, iibrig gelassen haben, 
dessen Grésse durch die Beobachtungsfehler und dureh eine etwaige Abweichung von 
der Parabel abhingig gewesen sein wiirde. Es ist daher auch nicht zu erwarten, dass 
die Beobachtungen ausser 0, jetzt dadurch genau dargestellt werden kénnen, dass man 
die Verbesserung unter Beibehaltung aller Hiilfsgréssen, abgesehen von den von den 
neuen Unterschieden B — R abhingigen, d. h. unter Beibehaltung der numerischen Werthe 
der Differentialquotienteu der ersten Bahnverbesserung, wiederholt; vielmehr sollte jetzt 
die Rechnung durch eine zweite Bahnverbesserung mit neugerechneten Hiilfsgréssen 
abgeschlossen werden. Zum Beweis des Gesagten sollen trotzdem die Unterschiede 
B—R zmnichst dadurch weiter herabgedriickt werden, dass von den in ‘der ersten Bahn- 
verbesserung gebrauchten Hiilfsgréssen nur diejenigen neu berechnet werden, welche 
von den Unterschieden B—R abhangen. Man erhalt dann zuniichst: 


a | 1 | 3) 
DER a te ee we — 4''8 — 073 
B—E{>e , 
( Nad | — 2,4 + 14,9 


Wegen der Unsicherheit der Beobachtungen dieses Kometen diirfte man sich auch 
mit dieser Darstellung zufrieden geben. Inwieweit die aus der ersten Verbesserung 
erzielten Unterschiede durch die parabolische Hypothese durch eine zweite Verbesserung, 
mit Neuberechnung aller Hiilfsgriéssen, herabgedriickt werden kénnen, zeigt sich, wie folgt: 


=i - = a 
0,057116 Controlle : 


logde0 .-+.-.- | 6,61734n log x’ . Se 
= logy’ . ae 0,038560n 2 
Af = d A? 
deat eee | pes Oy 9,799089 oe mee ae 
Siok Pp ecm | Ms “ane yy logy ea a Sy O185700 09 ? 
logd< 6,87963n logz .....-| 91710156 LOGO: Oh tao es ee 94111002, 
Fog MmEE Gare oc" = | 6,53729n Loge are | Os275494n Laer Pm 128° 48 6,0 
POPC nas oe * 6,35505 LOG 2 ets 9,618056 T = Jan. 17,08880 Gr. M. Z. 
logdz ..... | 5,60582n GUY Ges Me ea”: | 9,839888 
a 1 | 3 
pete eas. FS ee | Fe AO, 2 | 145° 32! 35;'0 
Wag te ertke ea eerie ss? | 9,140502 | 0,167882 
LOGY ree sd eer ee os | 9,816079n | 9,611476 
VOU ies! taihais a8 os ore ae 9,579983 9,879909 
LODE Mu rtp pts tis ar to at 9,208867n 9,761224 
DS ee ee —0o’9 — O73 
(B—K)) ya; Nels eo —1,0 | +19,7 


Da alle Unterschiede B — R, ausser 03, jetzt innerhalb der Unsicherheit der Rech- 
nung fortgeschafft sind, so ist eine weitere Verbesserung unter Beibehaltung der para- 
bolischen Hypothese nicht méglich. Der Unterschied 00; = + 19/7 deutet auch hier 
auf eine Abweichung von der Parabel. Die allgemeinen Elemente sind aber wegen 
der Unsicherheit der Beobachtungen aus dem gegebenen geocentrischen Bogen un- 


bestimm bar. 


1) Wegen eines Rechenfehlers stimmt das in Lick Observatory Bull. Nr.179 urspriinglich ver- 
éffentlichte Resultat der ersten Bahnverbesserung etc. mit den hier abgeleiteten Resultaten nicht 
iiberein. Der Unterschied in den Endresultaten rithrt jedoch nur daher, dass in L. O. Bull. Nr. 179 
die nicht ganz fortzuschaffenden Unterschiede B—R auf den ersten und dritten Ort vertheilt, 
wihrend sie hier in 0, vereint sind. Spatere Beobachtungen werden daher durch die Bahn in 
L. O. Bull. Nr. 179 etwas besser dargestellt. 
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Fiir die iibrigen Elemente und fiir die Constanten fiir den Aequator erhalt man 
nach A Vila: 


Elemente. 


T = 1910 Jan. 17,08880 Gr. M. Z. 
@ == 320° 57' 51;'4 
Ou CoRAOR2Gr13 

== 130840042, 5 | 
log q = 9,111002 


1910,0 


Constanten fiir den Aequator. 
= r [9,876385] sin (322° 31’ 36/1 + v) 
= r [9,981342] sin ( 67 44 3,9+%) 
= 1 [9,856490] sim (354 35 3,1+2) 


<S 


Viertes Beispiel. 


Als Beispiel der Anwendung der geschlossenen Ausdriicke fiir f, g, Of, 0g bei der 
Babnverbesserung im Falle einer nahezu parabolischen Bahn mit sehr langem Bogen 
(Formeln Bb) mége folgende, von Prof. Crawford und Herrn Meyer durchgefihrte 
Rechnung der Bahn des Kometen ¢ 1909 (Halley) dienen. Es ist zu bemerken, dass 
diese Bahn nur auf drei Oertern wihrend der letzten Erscheinung beruht und daher 
nicht mit Bahnen, welche aus mehreren Erscheinungen abgeleitet sind, vergleichbar ist. 

Die Bahnbestimmung beruht auf den folgenden Beobachtungen. Dabei sind die 
Beobachtungszeiten bereits fiir planetarische Aberration und die Coordinaten fiir Parallaxe 
corrigirt. Der mittlere Ort ist ein aus vier Beobachtungen abgeleiteter Normalort. 


Gr. M. Z. 1909 | a (1909.0) | d (1909.0) | Beobachter 
| 
| 


Jan. 260,85720 | 94° 44' 5116 +17° 8! 50/’2 Barnard-Yerkes 
»  350,77347 | 49 56 33,7 | +13 59 51,8 | Aitken-Lick 
» 424,63910 | 8 32 55,9 7.53 50,0 | Aitken-Lick 


Coordinaten der Sonne: 


| 
| 


| = ane Y Zz 
lee — 1,0003516 +0,0830000 | -+0,0364017 
LT rls — 0,0908435 — 0,8988308 — 0,3899142 
Le + 0,9293000 | —0,3157650 — 0,1369780 


Aus einer genaherten Bahn wurden folgende Ausgangswerthe und Hiilfsgréssen, 
ganz wie beim dritten Beispiele, berechnet: 


WOO Ouaetncmce usa a eh be 0.124984 RSTRON 2 SARE MAO OS 1,24.58366 
LOO a eee hn ap Re 8,9623567 LOU aw nent er ce 0,3507902 
OBO Oe neice Ry ad ae 9,9489304n | log@ ........ | 9,0722279 
Logie eine ietn os ae O,27890578n | logy ... .. « . « | G)B8oRREe 
LOG nee ee eens detoet O;SOWUL TO Ogiea « a  e e 9,8561779 
LOG Pye ve ey we Roe OBOSSOSS 1 TOG Vere fe suc) vines 0,7321664 
OH Can de vi oe 9,96088493 LOG eeeen: oon ee 9,9395791 
LOG Dy vs « OS | “OB TEBC 2 100 Gas ns ess 4 Hoorn 
LOG ee coe 0,5248727 LOGE? © Sas) 2 ee COUR sO RO 
LOGE eee ee een ROLOD 7 OOne VO Riis er ae es el ae | 9,99298 
logn «. «4. s+ + | 60032050 | cos) . 9,92008n 
VOOGE eat anette 9,51601043 

| 


Aus diesen Werthen ergeben sich die folgenden Coordinaten und Unterschiede B—R 
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fiir den ersten und dritten Ort: 


A VI. 
log @, . 0,527 4637 log Qs - 0,2774120 
&, 94° 44! 5018 | a 8° 33! 5739 
Oy -|4+17 85841] 4, +4 54 10,2 
Sp) MA + 018 | 0,« — 62/0 
(BoE d\ be Hal sear + 0, 8} a, — 20,2 
B a. 
VIL. p 1 3 
log e 0,13250 
log R cos wv | 9,91306n log—taf,; log nfs 0,16880n 9,97972 
Sub... 0,20502 loggp + - 0,18124n 0,07786 
log r cos a 0,33752 Sub. . 8,46333 9,40405 
cos p. 9,08673 log ( ) 8,63213 9,38377n 
_ 7 log I 8,80822 9,55986n 
loga'é. 8,89035 ei ae 
log y' 7. 9,05223n log )2 1 5 - 0,50035 0,49951 
Add.. 9,96061 log Vet 1! Vp 9,53637 9,67304n 
Summe 9,91284n Add. a 0,04479 9.92987 
log 2'C . 8,79506n log () 0,54514 0,42938 
Add... 0,03192 log v3 8,78649n | 9,19650 
log eg. 9.9447 = colog tp 9,47513 9,93171 
og p Sk aes log II . 8,80676n 9,55759 
_ ans Ce eae eae 7,52667 | —7,72000 
p 3 log (f4-17].. 6.33343 | 7,27759n 
log ( ) | E ] 868 og Np. . 7,57927n 8,52343 
og tp —t 1,95384n 1,50344 
log t,; log qT 0,18942 0,10402 VIII. 
- log L=a'ryy) + |  8,90865n 9,04532 
log 7,64412 791747 log II : 0,12179 0,12095 
Sub as Add. : aed 0,03504 
eS : ; log [ 0,0943 0,15599 
log (yg) | 9.99808 | eee log y3/7 ry 7,91083n 8,77742 
log % 9,99904 | 7) log Je p 8,00519n 8,93341 
log 2 > E Osaiian | SASH Laar. . 9,89522 0,03189n 
P | ; 142 42 
logidie 3 0,54079n 0,40328 og z mp ae ae 
log 1 = 9) 9,81226n 9,81226n a ‘ 2 
og ( iy : 0 9,87132 log [ ] . 0,54106 0,20051 
Bs ws ohh, 027460 | 109 Ivy 8,45180n 8,98393 
log #, 0,61519n , 
many a 9,80046 log I. 9,22525 | 9,36192n 
Tansee | name |S Sea es 
2r 0,24732n % F 5 5 
“ue oe 9,99808 9,99040 log [ J. 0,07235 9,89278 
ai (%) ; IS 0,38039 log 92 » 7,98318n 8,67020 
og eo F AOn 90 < 
4 9,46433 log x Mp ; 7,51997 8,51838 
log Vp gestae 9.19099 log a! Np . 6,54163n 7,48579 
log r Va 0,09139n tage |e 9,95177 0,03853 
log yg - 9,99904 , ; log ms 7.47174 8,55691 
2Yr 9,5 3 2n 
log LIT gana) log y Mp . 7,82797 8,82638 
log IV 0,51507. | 42883 log y' Np 71,52820 8,47236n 
Add. . 0,17651 0,10021 
tes — 1,31939 = 0,63163 log my » 8,004.48 8,57257 
Le — 1,75954 2,40100 
wi Tle Jaya tou ly, l-=(0,45808 logz Mp . 7,40392 8,40233 
IV; — IV + 3.27392 | — 2,68431 log 2' Np 6,85823 7,80239n 
‘Gherte + 0,00382 — 0,00971 Add.. . 0,10879 9,87435 
log [ ] 7,58200 7,98722n | log mz, 751271 8,27068 
i Yp Se nee log 2 me» 777277 8,85794. 
olog 1; 14751; : : 
jog My maria | 854015 | 109 Yp POSE | gouenss 
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| 
Add... 0,01732 0,10170 log fy sine . | 9.93749 9,15033 
log {). 9,18054 9,53826 log fa cose . 8,73218n 9,88239 
log cos B/r?. ‘ 9,28515 Add. . 9,97 205 0,07384 
LOGuiiien et nome. 8,46569 8,82341 log() - 9,90954 9,95623 
sin dy . 9,46963 9,13828 
log (L= fp §/e). 9,764.34 9,73507 log 1. 9,37917 9,094.51 
log LIL = ge Pp). 8,62038 9,20801 log (II= cos see 9,43897 9,53514 
SU Da ae 9,10915 9,804.45 
Lee + 0,58121 + 0,54334 fot 8.54832 5 
og [ live 154832n 9,33959n 
il. + 0,02922 + 0,06659 log Br 8,02086 9,06218 
JUL + 0,04172 + 0,16144 : iy ‘ 
Fey + 0,65215 + 0,77137 log gy sine . 8,45040n 8,15697 
log ite 9,814 34 9,887.26 log gx COS« . 6,92303 8,92854 
ING Gy 9,98691 0,06789 
log 2 my, 8,30551 8,87360 log( ) 8,43731n 8,99643 
logy ¥5, 9,47122 9,744.56 log 7,90694n 8,13471 
Add... 0,02869 0,05484 
log [ ]. 9,49991 9,79940 log 11 7:96343n |  8,06006 
log il . 8,78506 9,08455 Sub. . 9,14275 9,84868 
Mae log| | 7,04969 8,51474n 
log I 9,83965 9,81038 log By, 6,52223n 8,23733 
log III 9,00708 9,25853 log my sin « 8,00299 7474561 
: log Mz COs & 6,38058 8,55204 
Tee + 0,69127 + 0,64622 Teh ee ay 9,98029 0,06302 
Uh + 0,06096 + 0,12149 log( ) 7,99228 8,61 506 
IEG + 0,11670 + 0,18135 log I 7,46191 475334 - 
fu» ; + 0,86893 + 0,94906 
log fu 9,93898 9,977.29 log IT 7,49206 8.27254 
Sub. . 8.86986 9,84352 
log 2 Ss: : 7,81374 8.57771 log { } 6,33177n . 8,11606n 
log 27/2. 9,04717 9,32051 | log Bm, 5,80431 7,83865 
Add.. 0,02466 0,07218 
log[ | erie. eee log Ip 0,18124n 0,07786 
log LI 8,35608 8,67784 log Cp 9,65378n 9,80045 
log I 9,35246 9,32319 Xx 
LR MEBS | 859837 8.94480 log (I= Cp sin ep) . 9,65220n 8,97349 
Lee | +0,225142 | +0,210470 | log dl=a 4g, 753019 8,61135 
lige | + 0,022750 + 0,047626 log III= 22! Am,) 6,31447n 7.48550 
JME | + 0,039662 + 0,088064 
oes qq O,287554 | 4-0 3401600 |) To. Son —0,44004 | + 0,094078 
log fz» 9.45872 9,53928 SEE y's — 0,00346 | —0,040865 
cae IM beeen + 0,00021 — 0,003058 
—b,; —b, — 0,4522 | + 0,050155 
LG log b,; log b, 9,65542 8,70032n 
log ly cose . | 8, 85682n 9,97242 re ae 8,04125 8,03386 
logf, sina . | 9,81285 9,06030 logil . 6,49446n 8,20956 
Sub. | 0,04558 6,o4g99- | 9 506770 | —-7,10204 
log{ | | 985843) 9,91571 
log 2» | 0,527.46 0,277.41 I aa + 0,0109964 | + 0,085874 
log Af | 9,330971n 6.63830 =n ; + 0,0003122 | —0,016202 
P | ae . ee ing ees: | — 0,001 265 
log Te 1,31 8.97906 | --0,0112969 | + 0,068407 
log I | g'00370n 8.10645 log by; log, So 8,83510n 
Sub. . | ( 2 Qh 
ae | Sonus | Seiden | ati Crecon). | serics | grosse 
log Ac : - : 7,84719 991935 
ee hh: Sea 803912 | log III 7,30104 8,47207n 
log I 6,92232n | 8,56770 
log II | eee | Pes os "yp 00872085 | + 0.62457 
Sub. . | 0,10829 9,03182 Tir Amaeetiess Ras cee 
log [ i: 7,57854n 8,49952 C1} C, Heer eee 
log A 8 8.222) ihe bo aera , 0, 7 
gAm, 7,05108n 8,22211 log ¢,; log ¢, : 8,66583 Pe, 


= tet = 


P 1 3 | p 1 | 3 
log vi 2102 | 2 re | ’ \ | - | 
1 it a a) er ee ss | 9,12192n O,laLy 7 log (We = ( p COS Oy) | 9,63403n | 9.79631 
og ; Seren 6,80246n | 8.51756 LOG Lipton ho ous 6,37841n 8,09351 
LOQUEL Tete. ote. 4 | 6,05427n | 8,08861n EU a ae eee 5,38430n | 7,41864n 
Lae ee Ake nos — 0,43056 | | 0,62561 
eRe a hn. eure, — 0,132409 4- 0,0120351 Li ese eee come nt) OOO 2d. | t- 0,01240 
<0 Wt ee ete ad L 0,000635 — 0,0329277 1 fe Nan aan a gee — 0,00002 — 0,00202 
=) 8 Ye ee - 0,000113 | of 0,0122634 ds; d, AD anh RAPS — 0,43082 | + 0,03 539 
a Co5 — Cee ss — 0,131661 — 0,0077 292 logd,; logd, . . . | 9,63430n | 9,80304 
gis OG Opie ns 9,11946 7,88813 VOOR Gp ee tn | 9,90849 1,79232n 
cos dy Oe | 9,98025 | 9,99586 
log (I= <2 4g,) ee 42314 8,49530 Log Sint en 4,68558 
log Pe Bet on Sate 6,63107 * 80210n log ny; log Mgr + 4,57432 6,47370n 
ine pee ee 0,064.99 ),90163 LOUDOM cs ee 9,92428 | 1,30643n 
ogd,;logd,.. . | 7,48813 8.39603 logny; logny. . . 4,60986 | — 5,99201n 


Man hat also folgende Gleichungen zur Bestimmung der Unbekannten, wobei die 
Coefficienten logarithmisch angesetzt sind: 


(9,33097n) do 
(8,02086) de 
(9,63830) 2d 
(9,06218) de 


65542) da! + (8,66583) dy’ + (7,48813) de! = (4,57432) 
,05296n) da’ + (9,11946) dy! + (9,63430n) 32’ = (4,60986) 
(8,70032n) da! + (9,83121) dy’ + (8.39693) d2' = (6,47376n) 
(8,83510n) dat + (7,88813) Oy’ + (9,80304), de" = (5,99201n) 


Die Auflésung ergiebt: 
log®e. . 5,37967 log da! . . 5,82046 logdy'. . 6,64756n log dz’. . 6,16537n 


und daher: 
LOgo® a7, 517510 logoy. .-. 525047 Logos. 4, 10828 


Rechnet man nun mit den verbesserten heliocentrischen Coordinaten und Geschwindig- 
keiten noch r, r’ nach AIV, die néthigen Elemente nach A VII, und endlich f,, fs) 915 93 
nach B VI’, B VI", so ergeben sich die folgenden Unterschiede B—R aus A VI: 


en — es] 


1 3 
a  ————— 
0,a ovo — ol 
(B— R)} 
VW. 0,0 0, 0 


Da es hier nur darauf ankommt, den Gang der Bahnverbesserung zu 
erlautern, so kann die Ableitung der verbesserten Elemente und der Constanten fiir 
den Aequator, die ganz wie in den vorhergehenden Beispielen vor sich 


geht, unterlassen werden. 


Finftes Beispiel. 


Als Beispiele der vollstandigen Parallaxenelimination bei erster Babn- 
bestimmung, sowie der Anwendung der geschlossenen Ausdriicke fiir f, 9, ef, 0g 
bei der Bahnverbesserung auf Grund eines lingeren Bogens (Formeln B£), im Falle 
einer Ausgangsellipse von missiger Excentricitiit, médge folgende, von den Herren 
S, Einarsson und R. Young durchgefiihrte Rechnung von Bahnen des Kometen e¢ 
1909 (Daniel) dienen: 
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INI 
Die erste Bahnbestimmung beruht auf den folgenden Beobachtungen von Aitken 
auf der Licksternwarte, welche bereits auf den Jahresanfang einschliesslich der Aber- 
rationsglieder reducirt sind: 


1909, Gr. M. Z. « (1909.0) J (1909.0) 

Dee. 11.74000 OVER ie} -- 38°06! 15;'2 
Dec. 15.70788 94 29 59, 2 =- 41 12 20,6 
Dec. 18.75589 94 30 46,4 + 43 25 59,3 


Coordinaten der Sonne. 


ae | Y | Z 
Te ee | OF 80520 — 0,8882410 | — 0,3853174 
Wie © i Ay |) OOS 378 — 0,8971793 — 0,3891974 
WIE. . « . 4] = (0)0562684 || —0,9010560 | — 0,3908799 


Geschwindigkeit der Sonnencoordinaten. 


log X'. . . 0,004615 log Y’. . . 8,994638n log Z’. . . 8,632210n 


Da die Beobachtungen als verhaltnissmissig genau betrachtet’ werden kénnen, so 
sollen die Beobachtungsfehler ganz ausser Acht gelassen und sofort die in den a’, 0’, 
#', 0” durch Vernachlissigung der f™ verursachten Fehler abgeschitzt werden. Die 
Zwischenzeiten und die Differenzen in « und 0 sind: 


| 
Piao ob Oo 6 3,9679 
Aa inte 3,0480 


G5 = 304 Jee 375;'9 dy 0% oR fy 5 sa) Sea 
(ly —— Cy oa 47, 2 0s een eee 8018, 7 


Ueberschlagsweise, auf ein constantes Intervall von 3,5 Tagen reducirt, ergiebt sich 
folgendes Differenzenschema: 


* je fs ie 
3316 oe 92086 is 
54,2 = 2768 9848.8 6388 
193 9529 


Unter den fa und f§ sind gleich die Durchschnittswerthe, von denen «@’, 0’ der 
Hauptsache nach abhingen, angesetzt. Das Verhiltniss der f" zu den f' ist dann in @ 
und 0, 1,4, beziiglich 0,07. Nimmt man ein gleiches Verhiltniss der f'" zu den f" an, 
so ergiebt sich fu" = 393”; fj' = 43”. Es leuchtet sofort ein, dass 6’, 0” viel genauer 


mit Vernachlissigung der f' bestimmt werden kénnen als @’, «'’. Um den Fehler in o' 
III 


abzuschitzen, hat man e = 66” mit fe = 193” zu vergleichen. Es ist also der Fehler 


in & etwa gleich 1/,;0/. Um den Febler in &” abzuschiitzen, hat man 
T—% fa 0,92 fa’ 

3. Ot 3. 3D 

zu vergleichen. Ks ist also der Fehler in «@ etwa gleich 1/,@!’. Ganz ebenso findet 
sich, dass der Fehler in 0’ nur etwa gleich 1/,5,)0’ und derjenige in 0” nur 1/,.)0” ist. 
Wegen des grossen Feblers in « kénnte man nun schliessen, dass es nicht der 
Miithe werth sein wird, eine vollstindige Elimination der Parallaxe vorzunehmen. Ueber- 
haupt wird zum Zwecke der Darstellung der Beobachtungen eine solche Elimina- 
tion nur ausserst selten angebracht sein, wie auch an diesem Beispiele noch besonders 


=="36" mit fo -2TT" 


— 1039 — 


klar gemacht werden wird. Bedenkt man jedoch, dass die f% ziemlich klein sind und 
dass fiir f@' ein verhiiltnissmiissig sehr grosser Werth angenommen wurde, so ist es 
nicht ausgeschlossen, dass die Genauigkeit der Bahn doch durch die Parallaxenelimina- 
tion erhéht werden kann, obwohl ein derartiges Resultat bei ersten Bahnbestimmungen 
wegen der erforderlichen Mehrarbeit fast ausschliesslich von theoretischer und nicht 
von praktischer Wichtigkeit ist. Es wird aber hier ausserdem bezweckt, die Methode 
der Parallaxenelimination ausfiihrlich zu erliutern, und es sollen daher zunachst die 
allgemeinen Parallaxenfactoren nach der Anmerkung 1, 8. 999 berechnet werden. Die 
dabei erforderlichen Mondcoordinaten sind den American Ephemeris und Nautical Almanac 
entnommen worden. 

Berechnung der barycentrischen Parallaxenfactoren, sowie der Reductionen 4, X, 
4, Y, 4,Z der Sonnencoordinaten auf den Schwerpunkt des Erde—Mond-Systems: 


1 2 3 
| 
EET ip ee ce nhs 17h 46m | 16h sgm 18hogm 
Rees AST Oe he ce ee 94° 24! 94° 30! Oar ant 
Piet gee FAIS by Spee oY 251 14 | 307 33 | 348 59 
Spee 6 oeee ERY Soe +.38906! | + 41°12! + 43° 26! 
Jd Se ee AR ae — 22 49 | — 23 31 —10 24 
ie. ee a 203° 10! 146° 57! 105°32! 
| 

cos d¢ ee ct ee a 9,9646 | 9,9623 9,9928 
Me a Os 9,5075n | 97849 | 9,9919 
155 ies Ce ech ra ge le 4,9064 5,2415n 5,4790n 
cosdg se et ees 90,0646 9.9623 | 9,9928 
SiN@@ - ee re ee 9,9763n 9,8992n 9,2812n 
DOG ARNG Pet ce ts Beyonce 5,4352 | 5.3558 4,7683 
sin d¢ Ree he» Poors 9,5886n 9,6010n 9,2565n 
LOG Agee eel ERs 5,0829 5,0953 4,7508 
COWOT COSC.) aes ss = 0,1041 0,1235 0,1390 
cos d¢ ae ga ee ae 9,9646 9,9623 9,9928 
sin (e—«@) a5 ate aieiol th 9,5948n | 9,7307 9,9838 
legge Gm «6 xe ee 0,4722n 0,6312 0,9243 
sin 0 ¢ Meer eigen Wt 9,5886n 9,6010n 9,25605n 
COR Ore anct eee? ee eee 9,8959 9,8765 9,8610 
LOG Lat s.* bee 8s seat 9,4845n 9,4775n 9,1175n 
cos d¢ A OR Rae 9,9046 | 9,9623 9,9928 
Se ee ree OO 8 eee 9,7903 9,8187 9,8373 
cos(«@—«@). Fels ere wc 9,9635n 9,9233n 0,4278n 
hype le Bee. sae aes A ee 9,7184n 9,7043n 9,2579n 
Sap etic ry, Ate 9,8535 9,8362 9,5817 
LO Aker iat tases, os at 9,3380n 9,3137n 8,6992n 
log PS om ee a eer eee 0,1467n 0,1224n 9,5079n 


$ ia ~ 5 
Die geocentrischen Parallaxenfactoren wurden direct aus der ,Table of the Sun’s 
Parallax in R. A. and Declination“, Publications of the Lick Observatory, vol. I, 8S. 262, 
; ae uh : 
mit den Argumenten »Stundenwinkel* und »Declination® entnommen. Es sollen nun 
die geocentrischen, die barycentrischen und deren Summe, die allgemeinen 
Parallaxenfactoren, iibersichtlich zusammengestellt werden: 
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1 2 3 
PEO os eke tee | Oe 7, 80 — 5/82 
PE by shot eae ee enor + 4, 28 + 8, 40 
VOR > Deo du 8%. x — 9,78 — 3,58 -+ 2,58 
Dh Og ee ra Te ee + 1,37 +- 1, 50 + 0, 00 
PMR PEE ON aan — 1, 40 — 1,33 = 0,32 
NDS. es at noe Ge — 0, 03 + 0, 17 — 0, 32 


Waren jetzt die geocentrischen Distanzen des Kometen bekannt, so wiirde natur- 
gemass der Parallaxe dadurch vollstiindig Rechnung getragen werden kénnen, dass man 
mit Hiilfe der obigen allgemeinen Parallaxenfactoren die Beobachtungen auf den 
Schwerpunkt des Erde--Mond-Systems reducirt, sowie gleichzeitig die Sonnencoordinaten 
durch Anbringung der oben berechneten Correctionen 4, X etc. und die Geschwindig- 
keiten der Sonnencoordinaten durch Anbringung der Geschwindigkeiten (4, X)’ auf den- 
selben Schwerpunkt bezieht. Dieses Verfahren wiirde zu denselben Resultaten fiihren, 
wie die hier vorzunehmende vollstindige Elimination der Parallaxe. 

Nun ist aber sofort ersichtlich, dass selbst fiir kleine geocentrische Distanzen die 
p; die Beobachtungsfehler an Grésse nicht tibersteigen. Man kénnte daher, ohne die 
Genauigkeit zu schidigen, in den folgenden Rechnungen der Parallaxenelimination die 
p;@ kurzweg der Null gleichsetzen. Ausserdem sind hier auch die Unterschiede der pa@ 
constant, nimlich gleich 6”,2. Daher kénnte man alle von den zweiten Differenzen der 
p,@ abhangigen Glieder in der Parallaxenelimination ebenfalls der Null gleichsetzen. 
Diese Abkiirzungen sind aber im Folgenden unterlassen, da, wie oben bereits bemerkt 
wurde, hier bezweckt wird, den Rechenmechanismus der vollstandigen Parallaxen- 
elimination ausfiihrlich zu erlautern. 

Vorerst aber soll noch der Einfluss der Parallaxe auf die Genauigkeit von z ab- 
geschitzt werden. Zu diesem Zwecke berechne man gleich jetzt die unter A II an- 
gegebenen Werthe von @’, 0’, a’, 0”, sowie den unter A III angegebenen Werth von N. 
Die drei Glieder von W sind: 

N = 0,0000 + 0,4995 + 0,0041. 


Ausschlaggebend fiir die Genauigkeit von N, und daher von —, ist also wieder das 
m 


zweite, von «' abhingige Glied. Da nun aber, wie oben gezeigt wurde, die zweiten 
Differenzen der pag gleich Null sind, so wiirde die Genauigkeit von ¢ nicht beeinflusst 
werden, wenn die vollsténdige Elimination der Parallaxe unterlassen wiirde. Da der 
Fehler in « etwa gleich 1/5 @" ist, so wird also der Fehler von N ebenfalls etwa 1/, NV 
sein, worauf wir spiiter noch zuriickkommen werden. | 

Die weitere Rechnung nach Anmerkung 1, Seite 999, stellt sich wie folgt: 


Lis Sst pene 
ES 
Oe Ce Wr fy ree ae 9,8959 | 90,8765 | 9,8610 
SUA Ch san Cri ee td 9,9987 90,9987 09,9986 
ee des Pee 5,5703n 5,1150n 4,9571 
SUIUO., men 1 wn ee 9,7903 9,8187 90,8373 
CORE a ee ee 8,8840n 8,8046n | 8,8962n 
LOGUILD: (aater ci eo ee 1,8645 2,6406n 2,9270 
Add. . ee ae eee eo 9,9999 0,0015 0,004.0 
log aks tte ee ee 5,5703n 51165, | 4,061 


1 2 3 
cos 5 
ion 9,8959 9,8765 9,8610 
poe! 8,8849n 8,8046n 8,8962n 
Y 4,4505 4,0109 
sin 0 400° i 3/8547 
, 9,7903 9,8187 90,8373 
Sin & 9,9987 9,9987 ie 086 
log Il 2.07 pee 9:9980 
ue i] 2,9783n 3,7447 4,026 
) an 
Sub. 142 0,9273 9,605 
log As : 4,4707n 3,6720n 3,8497n 
se AZ 3,0852 3,8038n 4,0545 
mT] Fe 
ie : 4,9664 5,2415n 5,4790n 
J 4s §,5703n 5,1105n 4,9011 
Add, ; 9,8757 "2430 9,8430 
“ile - 5,4460n 5,4845n 5,3220n 
0g 4, 5,4352 5,3558 768 
log 4, Y 1ATO7 3,07: 4507 
ree ide ie 
log 4) 5,3853 5.3467 17464 
log 4,Z 5,082 
< = 04 5,0953 ’ 08 
log 4,Z 3,0852 3,8038n 4 0845 
Add.’ 43 09,9772 706 
og 5,087 2 5,0725 4,8304 
Pay ee Mie. 2 7 an oe dy . de : 
log 4, Ps 4,9611 3:5497n 4,0545 
log 1. 55597 4,1483n 4,6531 
log 4, P, 5,5703n 4,4707n 3,0852 
log II 6,0543n 4,9547n 3,5692 
Add. 7 9,83 24 0,0630 0,0345 
log Zahler 5,8867n 5,0177n 4,0876 
log 4, Ps 5,1165n 3,6720n 3,8038n 
, log Nenner . 5,9626n 4,5181n 4,6499n 
log (dp +1) 9,9241 0,4996 0,0377n 
Sah! 2) 2°25. 9,2810 09,8347 0,2825 
log dp 9,2051n 0,3343 0,3202n 
ee 
log 2dx 9,5001n LOD ad ore 3,6720n log (X) | 
log 2 dy 0,0353 logj sina | 6,7540n log 4, X 
log 2dz _ 0,6212n | Weg aes 
log I = log 1/( Rh)’ 0,0210 ue | eet log en 
= bog 1/ : , a. (9354 l 
| 0g 4, Y. 
log T, Ts 7,5537 sin a | 9,6434n log Fane 
log II . 1,9524n | 08d | 99533 oo 
(a 9,9949 log J | 7,1106 log ie 
lo ne 1,947: Og 
aed ea rues log ae 3,0675n log 4, Z, - 
log coe a PO Geet ee ye 
log lites 3,007 1n TENG aes ce ae 
ips fo oer 3,0816 log 4, Z, . 3,8038n log Zahler . . 
‘Adds shee we wee esis. fy GO;O004: log jtgd . 6,8709 Toi (CE) aaemer 
TOR tl en ee ec tgd . | 99,7603 log 4, Ry . 
Nach Anmerkung 2, 8. 999: 
i; a 6 2 3 
en Z — 0,1780529 — 0,1093873 — 0,0562684 
: — 0279 -- 0305 — 0210 
(POY % — 0,1780808 — 0,1094178 — 0,0562804. 
fe . — 0,8882410 re 0,8971793 rs 0,9010569 
' 7 0243 : 0222 - 050 
(3) ¢ — 0,8882167 — 0,8971571 — 0,9010513 
oe ; in 0,3853174 ra 0,3891974 a 0,3008799 
Ges = 0122 -| 0118 068 
(Z) — 0,3853052 | —0,3891856 — 0,390873 1 
A 263° 02! 47/'5 D — 23° 17'49;'5 () = 0,984038 
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A IIa. 
log a! peas 8,148227 GW ig om ee 9,883022 log (tg 0)! 0,130182 
Loge a1. sm tie 08083508 log 0” . 9,932162n | log (tg 0)” 9,468466 
Nach Anmerkung 4, 8. 999 (P = X,Y, vA 
(4 PY hes yy (42)! 
———————— 
(4 P), —0,0000210 | -+0,0000055 -L 9,0000068 
(4 P), = 0305 0222 a 0118 
(4 P), — 0279 + 0243 a 0122 
(CQ NCE 5 i -| 0,0000095 ~§ —0,0000167 — 0,0000050 
GP) —Ahie = — 026 = 021 — 04 
log [(4 P), — (4 Po] 4,9777 5,222 4,6990n 
log [(4P).— (4 P), | 4,4150n 4,3222n | 3,6021n 
| 
log (4 P), 4,4937 4,7387n | — 4,2150n 
log (4 P)3 3,8164n 3.7236n | 3.0035» 
LOGH (taal) eee ee 0,4840 0,4840 | 0,4840 
LOG Cc ee eee ee 4,3004n 4,2076n | 3.4875n 
log (t—t). - 0,5986 0,5986 0,5986 
tea ala! 5,0923 5,3373n 4,8136n 
Oi 9,9235 0,0311 0,0200 
log Nenner. 5,0158 5,3684n 4,83360n 
log (4P 5,9341 6,2867n 5.7519n 
A IILa, ec. 
| 
logn. 9,4687 22 logs. | 9,540590 log N 9,702125 
log C, 9,631002n | log. 9,666908n | logx. 9,672183n 
log C, 9,297910 | log A | 9,787231n ig Ax 8,265375 
oge. 9,972105n he aes oF Og dy 9,616387n 
‘ae 159’ 41' 00 log = : | 9,616567n log aes 9,004487 
Nach Anmerkung 1, 8. 1000: 
Oi 239° 24! log I 9,6669n logI. 8,1575n 
log ¢, 0,0093n colog y. 0,0744 log ¢, _ 9,0349n 
log ¢, 9,9349n log : | 90,7413 id (tg 0) yee 
logj . 7,1106n | log Zahler . 01907 «| Add... 06,0053 
log Cy - LO455n eologsb 0,2128n log{ |. - 0,0704n 
COlog 2 . 9,6990 ogp. . 7,1480n logg/N. . | 47,4084 
log Summe . 6,7445n log c! 8,1482 log Ax . | 7,4788 
[PY [ay eee ee 
log RP". : 0.004615 8,004638n |  8,632210n 
eas? 5.0341 | 6,2867n | 5,7519n 
Le. 037 0850 0572 
log Summe 0,004.65 2 | 8,005488n | 8,632782n 
Hee: 5 6,0426 | ert: | 7,0903n 
Pesci 048 0,006109 | 0,012278 
log{P] . 0,004700 9,001597n | —- 8,645060n 
A IVa. 
log a” 9,812004 | q!* | 1,64537 | on 
812 164537 | h < % salt 9529510 
logb. 8,0904215 pl a sel (ee , 
ated tera : eT OP 0,0190455 |] ¢ . : — 0,957246. 
0,014480 | 


log G . 
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Da p' > 0, ¢e <0, und » > 125° 16! ist, so ist, nach Anmerkung 1, 5. 468, nur 


eine parabolische Lésung méglich. Die graphische Lisung ergiebt 2 = 0,628992. 
; : oe: 

Mit dem oben bereits angegebenen Werthe von »% findet sich — = 1,50067 und somit 
m 


z, == 0,5051. Es entspricht nun in der Tafel XVI eine Aenderung von 0,01 in ¢ einer 


a ck ' ' 
Aenderung von 0,015 in a Dem Unterschiede z — ¢z — 0,124 entspricht also eine 


Unsicherheit von 0,19. Es wurde aber oben gefunden, dass die Unsicherheit in N gleich 


1 : 1 : ; ; A : : 

8 N ist, und da = dem Werthe von N proportional ist und keine weitere Unsicherheit 

' i dar ‘ : 1 

in der Berechnung von — eintritt, so ist die durch Vernachlissigung der f"” in — ver- 
m m 


' - daek 
ursachte Unsicherheit etwa 5 -—, also etwa — 0,19. Die parabolische Lésung fallt also 


8 
noch gerade auf die, durch die Vernachlissigung der fa’ gesetzte Sicherheitsgrenze, und 
es ist kein Grund vorhanden, an dieser Stelle die parabolische Lisung zu verwerfen. 
Interpolirt man aber den Werth von ¢ fiir die allgemeine Lésung aus der Tafel ay 


so erhiilt man z = 0,4283. Der Unterschied zwischen der parabolischen und allgemeinen 


Lésung erfordert also eine Unsicherheit von 0,30 in —- Dieser Werth, welcher die 
m 


Grenze 0,19 weit iibersteigt, kénnte nur dadurch berechtigt sein, dass der fiir fa sehr 
gross angenommene Werth dennoch zu klein wire. Man wiire also jetzt berechtigt, die 
Parabel zu verwerfen. Anstatt dies jedoch zu thun, sollen beide Lésungen, die 
parabolische, und die allgemeine durchgefiihrt werden. Zu diesem Zwecke ist 
nach der Anmerkung 1, 8. 1001, noch (m) zu berechnen, und der der Tafel entnommene 
Werth von ¢ mit Anwendung der Differentialformel, Anmerkung 1), 8.1001, zu ver- 


bessern. Man erhalt dann 
1 
log (m) — 9,826358, Ge = 149156, g = 0,436426. 
m 
Nra.@: 

_ Parabel Ellipse | Parabel Ellipse 
ee” On ee 
LOGO Leesa, ie ie | -9,791391 9,63 2923 LOG eee omer ee ae | 0,001001n 0,002135n 
logo : 9,067811 9,509343 log y' 7 8,963922n 8,521245n 
log Q 9,7840 9,6255 log 2! 9,702152 9,560137 
10g @s 9,;7973 9,6388 logr ee 0,198329 0,144504 
log tv, 8,719590 8,719503 | logr’ .-.. ++ | 9109027 8,931513 
WORT RES 6 eo | —8,834133 8,834135 logg® «» +++ | 0102701 0,058005 
loga. 8,862764 8,924634 log 1/a = 9,463940 
logy. 0,133892 0,086099 log p 0,493057 0,344233 
log z 9,901284 9,827434 log e” 0,000000 9,552737 

Via,e 

| Parabel | — Ellipse | Parabel Ellipse 

] 
log fi aco ee | 9,999742 | 9,999625 log gy 8,834047n | 8,834012n 
logfa ---++-+ | 9,999849 9,999781 | log gs 8,719540 8,719520 

(O — C) Parabel’). (O— C) Ellipse’). 

Reo Saget 

Se ee a 4 12'7 — 66 
; ; | —ol! 15,0 — 12,1 sd — 37,8 +15,3 


od 


2) Wegen eines Feblers in der im Lick 


Observatory Bulletin Nr. 179 verdéffentlichten Original- 
rechnung ist diese Darstellung der Beobachtungen eine bedeutend bessere. 
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Wie oben bereits im Voraus entschieden wurde, ist die Darstellung der Beobach- 
tungen durch die Ellipse (allgemeine Lisung) bedeutend besser als durch die 
Parabel. Da die Unterschiede B— R fiir die Ellipse fiir den ersten und dritten Ort 
durchweg entgegengesetztes Zeichen haben, so kénnen diese Unterschiede der Haupt- 
sache nach durch willkiirliche Aenderung von 2’, y', 2’ entfernt werden, so dass man die 
Anwendung der Formeln der Bahnverbesserung in diesem Falle ganzlich vermeiden 
kann. Es soll diese einfache Verbesserung jedoch hier nicht vorgenommen werden, 
sondern die unverbesserte Bahn soll weiter unten als Ausgangsbahn fir eine zweite 
Bahnbestimmung aus lingerem geocentrischen Bogen dienen. 

Um naher zu erliutern, was nun in diesem Beispiele durch die Parallaxenelimination 
erreicht worden ist, sollen die obigen Resultate mit denjenigen verglichen werden, welche 
man erhalten hatte: 1. mit vollstindiger Vernachlaissigung der Parallaxe; 2. wenn 
die Beobachtungen etc, wie oben angedeutet wurde, im Voraus durch Anbringung 
der allgemeinen Parallaxe auf den Schwerpunkt des Erde—Mond-Systems reducirt 
worden waren. Im letzteren Falle sollten die Resultate mit den durch die Elimination 
der Parallaxe abgeleiteten innerhalb der durch die Stellenzahl der Differenzen der « 
und 0 gesetzten Sicherheitsgrenze iibereinstimmen. Im ersteren Falle ist ein Unterschied 
zu erwarten: a) in g (und daher in w, y, 2) wegen der durch Anbringung der 
Correctionen 4X, etc. an die mittleren Sonnencoordinaten bewirkten Elimination der 
Parallaxe (waihrend die, von den ps und von den zweiten Differenzen der p,o abhangigen 
Glieder, wie oben im Voraus gezeigt wurde, ohne Einfluss sind); b) in a’, y’, 2’ wegen 
der Elimination der ersten Differenzen in pzg@, welche constant = 62 waren. Beide 
Unterschiede kénnen aber keinen merklichen Einfluss auf die Darstellung der Beobach- 
tungen haben, da der mittlere Ort stets genau reprisentirt ist, selbst mit fehlerhafter 
geocentrischer Distanz, und da weiter, bei der Darstellung der beiden dusseren Oerter, 
die Geschwindigkeiten mit den Zwischenzeiten multiplicirt werden. Kleine Aenderungen 
der Geschwindigkeiten kénnen daher nur bei langen Zwischenzeiten Unterschiede in der 
Darstellung der Beobachtungen hervorbringen. Stellt man nun die entsprechenden 
Resultate fiir die drei Arten der Bahnbestimmung zusammen, so wird man die eben 
gezogenen Schliisse vollstandig besti&tigt finden, wobei zu bemerken ist, dass wir es 
hier immer noch mit unverbesserten Bahnen, d. h. directen Lésungen, zu thun 
haben, und dass die absolute Grésse der Unterschiede B— R nicht in Betracht kommt. 


er—_—e—eoeoo Oe 


Ce ie ay (c) 
Parallaxe Parallaxe | Parallaxe 
vernachlissigt eliminirt im Voraus angebracht 
SS 
| 
| pga ee re Fe 0,4283 | 0,43 64 | 0,4371 


Die beiden letzteren Werthe von g stimmen miteinander vollstindig innerhalb der 
unvermeidlichen Unsicherheit der Liésungen iiberein, wogegen bet Vernachlissigung der 
Parallaxe z¢ um 0,0084 von dem Mittel der beiden anderen Lésungen abweicht. Auch 
dieser Unterschied ist unbedeutend, wiirde aber grésser gewesen sein, wenn hier nicht zu- 
fallig die ersten Differenzen der pe@ konstant und die ps@ nicht sehr klein gewesen wiiren. 


ene: | (a) (b) (c) 
a 
Orin: cea + 33" { 43!" | + ya! 
OG ca etoile marie — 36 — 38 | — 38 


ee ee a ate Shatoege 
O05 > ere ted +17 | 15 | Seal! 
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Die Darstellung der Beobachtungen ist also wegen der kurzen Zwischenzeiten, wie 
oben vorausbestimmt wurde, fast die gleiche in den drei Fallen; vergleicht man aber dic 
Bahnen mit der folgenden spiiteren Beobachtung, deren Abstand mehr als 21/, Monate 
von der Epoche betrigt: 

( Tiyy ‘ ) ; ] 
1910 Marz 3,47726 % (app-) 111° 15/51” 0 (app.) + 52°54'42” (Rambaud-Algier), 


so erhilt man folgende Unterschiede, B— R: 


| » | » | © 
d, & — 9/8 | — 534 | 15,0) 
dd +65 | —2 —2'4 


Die Unterschiede (b) und (c) stimmen innerhalb der Unsicherheit der aus kurzen 
Intervallen berechneten Bahnen miteinander iiberein und sind bedeutend kleiner als dic- 
jenigen, welche unter (a) bei Vernachlissigung der Parallaxe erzielt wurden. 

Mit der vollstiindigen Parallaxenelimination erzielt man also auf jeden Fall cine 
genauere Ephemeride. Da aber jede erste Bahnbestimmung mehr oder weniger unsicber 
ist, und man stets eine solche Bahn auf Grund lingerer Intervalle verbessern wird, so 
ist dieser Vortheil hauptsichlich von theoretischem Interesse, und ist demselben nicht 
zu viel Gewicht beizulegen. 

Die zweite Bahnbestimmung (Bahnverbesserung) beruht auf den folgenden 
Beobachtungen, welche bereits auf den Jahresanfang, cinschliesslich der Aberrations- 


glieder, reducirt sind: 


Gr. M. Z. « (1909.0) | & (1909.0) | Beobachter 


"s | Barnard-Yerkes 
| Aitken-Lick 
Rambaud-Algier 


| | 
1909 Dee. 7.66050 | 94°09/31/'4 | +3 
1909 Dec. 18.75589 | 94 30 AO eet a 

| +5 


4° 4. 
3 
1910 Marz 3.47726 111 14 26,1 2 


mbes 
hut 
wim bs 
oO 
bt © 


Der mittlere Ort stimmt mit dem dritten Ort der ersten Bahnbestimmung iiberein, 
so dass verschiedene, zur Bahnverbesserung notwendige Werthe direct der ersten Bahn- 


bestimmung entnommen werden kénnen. 


Coordinaten der Sonne (1909.0): 


4 | y Z 
| 
ee ee ee EE 
dee = ee — 0,2477340 — 0,8745100 — 0,3793587 
Lee a, A ee — 0,0562684 — 0,9010569 — 0,3908799 
(RERS sale eee + 0,90458691 — O27 3453 — 0,1186087 


Nach theilweiser Elimination der geocentrischen Parallaxe erhalt man folgende 
Werthe fiir die 


Coordinaten der Sonne (1909.0): 


56 Y | Z 
| 
Dee Shinke 3 — 0,24.77581 — 0,8745050 — 0,3793684 
YE cae EN — 0,0562888 — 0,9010553 — 0,3908799 
UG 8 Re Aue tee + 0,9458926 — 0,27340907 — 0,1186062 


Ganz wie im dritten Beispicle ist ein Ausgangswerth fiir log@ der ersten Bahn 
mu entnehmen und Ausgangswerthe fiir a’ y/ 2’ aus den Constanten fiir den Aequator zu be- 
rechnen, und zwar ist es ganz cinerlei fiir die vorliegenden Zwecke, welche der obigen drei 
Bahnen fiir die Ausgangswerthe herangezogen wird. Wie im dritten Beispiele hat man: 


WORD 9 o 6 8 4 MO OSago LOGian. | 0,002608n Di aie igs WEG | 415935! 48'%4 
LOG Mik 3, 4 % 2 8.480005 OY I | 8.732781n. | Eis <n 4m aoe ell ae Olea aa oee 
logy. «= © ©) 088204 | logial yi. Fs 9,561878 M se + 02 50 00,9 
LOWiies oe cts ns MONO AM BO) logr' er ae | 9,048453 ike 406/138 
OOP 6 9 6 ke 0,149544. | | 
VIE VALE 
7 
Hh oe ae se 2k gl OBC2S BOA e Geen . 04? On ey UN ¢ 0 oe Bc | 9,997141 
Pi aoe nae CM alae tae Sie lee. Og awe . |+ 24 43 07,5 IM 0 a 5 0 2 | Orslsons 
INP eeu Byoke 0,144677 KO 6 6 0 8 | 8,983296n WifGhie 6 6% 2 & | 9,279764n 
UNG Re pombe G. cele 0,242785 log 7s - 9,705817 100 Ga = 0,075722 
(O—C). 
Se ———— 
eee 
OA aor oie fined ste woms —o1’s | + 319;'4 
od Me +093 | —735,8 


Diese Unterschiede entsprechen also wieder einer intermediairen Ausgangsbahn, 
deren Constanten o, 0, und die obigen, auf Grund der ersten Bahnbestimmung an- 
genommenen Werthe von @Q, 2’, y’, 2’ sind. 


VII. 
log eee 9,651336 (Adda remene Mea 9,671.28 109 SP Aes ees | 8,40826n 
ion nlee "7 Peta 9,962755n ie Summe ... | 7,91509 LOG: ss ee ee OS OS 
Sub. . aioe 0,172656 LOGIC. | ROLOSOAO LOD ee ame aes 9,48861 
log Zahler . . 0,135411 dds Shetnd ccs > |e 3008009 
logr ...... | 0,149544 | log Zahler . .. |  9,08118 logé&/o ..... | .8,75692n 
COP en Fo 9,985867 LOGiOm erent Sous | 9,65134. LOG N/On 1) 2a Os S509 
logalt 2% «2,2 | 8.41087 LOGE em 9,42984 logf/e ....- 9,83727 
OPO Go 2 0 & 8,24381n 7 | 
1 1 3 | a | 1 2 
UGE Oe, cue tna Bote: 796659 9,53163 10g Cyr eke Soe. A OPRRaOON 0,33542 
OG YP/20 . aw ws 7,09506 8,66100 log Mra sees eae 5.43666 | 849670 
St. a a G 2s | 10,90046 9.97963 | tog | #Senae 2 
log ye... + vs es | 9,90973 9,98982 | 4 aN bk ee ae ea ee 
iS log Parygs ... s as | 029979 0,28088 
log 2 cosByg. «>. 0,13611 0,12620 UNG KS ee Nes eee 9,00835 0,01013 
Vo | Uo ON teetnec ec tran a 0,29814 0,30001 
log “y COBB YE «0s 1,15281n 0,36038 TOG PS ia ee we oe, 6,94990n 9,20746 
GE ta coe, Coes ema ae 9,00170 004819 | C9 + s+ ee 9,85532 9575722 
LOO = eae Are 1,14451n 0,40857 log yf/r, (0). 2 se | 7,10336n 9,35469 
LOG ST VWF kw a 0,43300n 0,20621 OG WE <5 9 Se ee we 7,06659 9,53163 
rr 9 2 |p, iy On ; : 
log SE rns ae 701407 8.57911 log yilt set Oke ae air 
|2 Shee Scans satis 9,99711 9,90609 
Add. . bP bed SOS Se 9,99835 0,01013 log ty + ©. js 9,2807 2 0,10900 
log Summe..... 0,43195n 0,21634 log+t%Q— y7/; ) 7: 9,27783n 0,01509 
logt,2--+++++ | 9.60732 0.43560 |logg,.... .. | 9,27076n 0,07572 
2 x. SUD epee ee a ee cee 7,64800 9,17554 
ie ane a ee 9.69679 9581741 LOG CAN Gee ene eins nee 6,92583 9,19063n 
LAAN SSS  e GEees a 9,12874 0,03375n log gees forever leap ue 7,10192 |! 0,36672n 
LODGE OS weil ct Ue ie 9,12847 0j0235'nr [\AdU... Oe. Gee 7,52000 | 844850 
LOGI is AO ge Ae ka 0,12798n 0,00860 log ia BSP 1 kr ot 4,62192n 7,80319n 
NGL be ea ete ree 7,05000 8,54500 LOO NS ee 519152 | 8.37279 
OGG eee tee oak 6,17708 8,55360n 
COUMGMEIF <5 b & 6 ote 9,70578 9,607 68 


Pi EY 4 


log p'ry; - 


Add. 

log []. 
log ¥3 
cologr;” . 
log gp; - 


logp Mi. 
logp'’ Ni. 
Add.. 

log mp; 


logI. 


log 2 mp; . 
log py? 
log II . 
log ILI. 
log IV. 


= oe er 
+/1I . 
+ IIT . 
+1V. 
fv; 

log fp; r 


log V2 py. 


Ix, 
9,13545 
8,637 21 
0,11975 
9,25520 
6,94990n 
9,70578 


5,91088n 


m wy 


3,92362 
§,19413n 
9,07606 
§,17019n 


Fins 
8,75406n 


5,4712 2n 
6,45355 


5,15800n 
6,14.033 
7;055 9 


— 0,0567625 
+ 01381 
+ 011360 
— 0,0555028 


8,74431n 
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Iu, 
7,86562 
0,23853 
0,001 84. 
0,24037 
6,94990n 
9,70578 
6,89605n 


My, 


5,52494 
3,92430n 
9,98897 
5,51301 
ty, 
9,85683 


5,81494 
8,05487 


5,50172 
774105 
8.04056 


+ 0,719167 


ae 032 
+ 05516 


+ 010979 


+ 0,735694 
9,86670 


8,09472n 
9,994.68 
9,97767 
9,97235 
6,94990n 
9,70518 
6,62803 


m Z 


5,28109 
4,75340 
0,11284 
5539393 
Tas 
9,83441 


5,69496 
7,81102 


5,38174 

7.49780 

7,77254 
+ 0,682983 
= 024 
+ 03146 
+ 05923 
| + 0,692076 


9,84016 


Ia 
9,91797n 
8,62730 
9,97717 
9,89514n 

29740 
9,00708 
8,80028n 


m 23 


6,98366 
8,37540n 
9,98201 
8,35741n 
hag 
8,63714n 


8,65844n 
8,01859 


8,34522n 

7,70537 

9,20885n 
— 0,0433650 
— ,0221421 
+ 050742 
— 0,1617520 
— 0,222185 


90,34671n 


ys 
8,64814n 
0, 22862 
9,98843 
0,21705 
9,29746 
9,60768 
9,12219 


m ¥3 


8,58498 
7,10557n 
9,98536 
8,57034 


hy 
9,73991 


8,87 137 
9,01991 


8,55815 
9,30669 
9,53076 


+ 0,549425 
+ ,036154 
+ 0,202624 
+ 0,339438 
+ 1,127641 


0,05217 


Ia3 
9,477 24 
9,98477 
0,11753 
0,10230 
9,207.46 
9,60768 
9,007 44. 


m,, 


8,34113 
7,93407 
0,14371 
8,48484 
fr, 
9,71749 
8.78587 
9.37606 
8,47265 
9,06284 
' 9,41601 
+ 0,521788 
+ ,029692 
+ 0,115568 
+ 0,260624 
+ 0,927672 
9,967 40 


a | 1 3 a 1 3 
logsine . 9,99886 | 9,90945 |loy[]. . 6,14090 8,03535 
cose. 8,86051n 9,55905n | log Ag; 6,50653 8,01 100 
. 1 | 
ae he eee log COS @ «My, 4,37442n 8,12039n 
eee 20 ee log sin @. Mx; 5,16905n 8,32686n 
log COS @ fu; 8,72721n | Q,61122n Sub. ° . 9,9 2404 9,76019 
log sin « fx; 8,74317n 9,31016n | log [ ]. | §,09309 | 7,88958 
Sub. . 8,57325 | 9,98798 log Am; + - 5,45872 7,86523 
log []. 730046 9,30414n | log sina. fy, 9,86556 0,02162 
bog l= log Vv 0; [ Yor 7,06609 9,27979n | log cosa. fa; 7,60482 8,90576 
; 9,63437 0.02495 Add... 0,00238 0,03 205 
0g se thd pels OGY, ren ie eae 9,86794 0,05367 
log 0? ors Re logsind ().... 9,62367 9,95551 
log Pa ei | aides Pate , logcosdfs;.. +--+ | 975492 9,74777 
colog @, |, renee eee ome 8 = 9,54758 9.78774 
log II”) 6,10492n 533007 Jog 1. ait aietoes o corel 
PGT eae 9,98791 9,99995 ge dog io, he 9,53688 9,£1116n 
log Af; | 7,65400 RITE 53 a 6.0705 4,6184n 
log COS @. Yu, - “a 5,75050 8,68124n | log II' ees PSO; eel | 5,80176 4,5097n 
log sine. de J. ee | §,90074m 8,76973n | Add.. : 0,00008 BcO0e! 
Sub. $4) 0,23116 9,35411 log Br; . 9,53090 9,51117n 


1) ef. die ele S. 1029. 
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IX (Fortsetzung). 


1 3 1 | 3 
ee ee SS Ee et 
logsina gy, ... . 6,89491n | 9,09164 logcosa.Mx,... « 4,03070 | 7,91646 
log cos@.gx,....- | 4.77139 835933 A ON toe ae ear ae | 0,01408 | 0,09274 
Ridden Soe ed es 000872 0,07380 log (CY Ss a ea oY 5 8208S Ne. 0253 
loga(@)ere ee ss 6,89163n 9,16544 LOO STI © (@) eee 5,28258 8,53437 
LOGISION (ee n0;0473 07 9,067 28 LOG. COS'O wane ass eer | 5,30869 8,26521 
logcosd gz, ... + | 6,54279n 8,78781 Sued ae ete tant 8,79217 9,93374 
Ula Gee <1 Fc 9.43495 9,95575 log: [ ] ste = sh WV AOTAT En 8,19895 
LOG’ Paves x cu ea 5,97774n 8,74.356 log Bm; .... +. | 444038 | 8,17460n 
log By; a GP ee Se Veta 6;34337 8,71921n log I; ear ape. | 9,27976n 0,07572 
log sinamy;, . «+ 551277 | 8,53979 log Celt tan eee | 9,64539n 0,05137 

Xx: 


Es ergeben sich also die folgenden Gleichungen zur Bestimmung der Unbekannten 
00, 02", dy’, Oz’, wobei die Coefficienten logarithmisch angesetzt sind: 


(7,05400) de + (9,64421) da! + (8,51116) dy’ + (6.38976) d2’ = 4,85560n 
(9,53696) de + (8,26160n) da! + (9,40045) dy! + (9,55997n) 02! = 5,65405 
(9,27974n) 90 + (0,02675n) da! + (9,59770n) dy’ + (8,09747) 92’ = 7,18989 
(9,51117n) 00 + (9,54871) da! + (9,95398n) dy’ + (9,80023) 2! = 7,55233n 


Die Auflésung ergiebt: 
logd@. . 8,04315n, log2u'. . 5,44027, log oy. =) “71-0605, logdz'. . 7,99555n 


und somit ferner: 


(2 RRR I ER RR 


Ue 8,495803 UMokc oo w 6 || GxOsignan WO Geen ee es 9,830687 
log a! @002500n |ilogy! © =. 2 = . |) 18724550rm Clogs en ey re 9,549926 
| 
und weiter nach A Vc, BVI’, VI’, A Vie: 
ae oy: 
o, @ — 07 | + 14 
(BR) {ys =e | — 12,6 


Die Neuberechnung der absoluten Glieder der obigen Gleichungen mit diesen neuen 
Unterschieden, und die Auflisung der Gleichungen ergiebt weitere Correctionen 69, 
Oa’, oy’, Oz’ und daher von 02, Oy, Oz, nach deren Anbringung an die obigen Werthe 
von 2, y, 2, x’, y’, 2 man folgende endgiiltige Werthe erhilt: 


LOO ate eens | 8.495919 log x’. 


| 0,002600 


LOD ea manera 0,085 4.04. Logger ee es 8,7 24205n 
log z : | 9,839623 loga! . 9.549805 
Die Darstellung des ersten und dritten Ortes ergiebt: 
ee ee: 
) ONC ay x aw Mita Neen meee + 01'8 — 0,2 
Bite reso ae | +0, 2 | +0,5 


Die Elemente und Constanten fiir den Aequator kénnen in fbnlicher Weise wie 
in den vorangehenden Beispielen nach A VII berechnet werden. 
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Sechstes Beispiel. 


Im Falle, wo gemiiss den, in der Anmerkung 1, 8. 468 enthaltenen Kriterien eine 
dreifache parabolische Lisung zum Vorschein kommt, lisst sich, ganz wie in den 
obigen Beispielen, mit Hilfe der Tafel XVI entscheiden, ob alle drei zu verwerfen 
sind, oder ob eine derselben mit der allgemeinen Lésung iibereinstimmt und 
daher zu adoptiren ist. 

Die grésste Anzahl der bei einer Kometenbahn in Betracht kommenden Lésungen 
ist fiinf, namlich drei mit und zwei ohne Voraussetzung tiber die Excentricitit. 
Damit aber eine parabolische Lésung auch eine physische Bedeutung habe, muss 
dieselbe innerhalb der Sicherheit der Rechnung mit einer allgemeinen Lésung itiber- 
einstimmen. Dadurch reducirt sich aber die Anzahl der miglichen parabolischen 
Lésungen zunichst auf zwei. Somit kiénnen drei parabolische Lésungen iiberhaupt 
nicht in Betracht kommen. Da aber immer nur entweder eine, oder drei para- 
bolische Lésungen in Betracht kommen, kann daher héchstens eine als von physi- 
scher Bedeutung iibrig bleiben, namlich diejenige, welche mit einer der allgemeinen 
Lésungen tibereinstimmt. 

Stimmt nun aber keine der drei mathematischen parabolischen Lésungen mit 
einer der beiden allgemeinen Lésungen iiberein, so ist die Parabel tiberhaupt zu 
verwerfen und die allgemeine Lésung durchzufiihren. Da nun e = Rez und 
r? = 0? — 20Rcosy + R? ist, so berechne man zunichst die beiden Werthe r, und rp, 
welche den Tafelwerthen z, und 2, (allgemeinen Lésungen) entsprechen. Ist dann eine 
der heliocentrischen Distanzen r,, 7, grésser, die andere kleiner als R, dann kann nur 
eine derselben die Gleichung 6 = ocosd = x (= — i) befriedigen und ist als die 
allein mégliche allgemeine Lésung beizubehalten. Sind aber 7, sowohl als r,, entweder 
beide > R, oder beide < FR: dann und nur dann miissen, bei dem gegenwirtigen 
Stande der Untersuchungen iiber dies Problem, die beiden allgemeinen Lésungen bis zur 
Darstellung der Beobachtungen durchgefiihrt und die Entscheidung tiber die physisch 
richtige der beiden mathematischen allgemeinen Lésungen muss auf Grund der 
Unterschiede B—R getroffen werden. Werden die Beobachtungen durch beide Lésungen 
dargestellt, eventuell nach Verbesserung der ersten Anniherungen, so muss eine vierte 
Beobachtung zur Entscheidung herangezogen werden. 

In jedem Falle ist es gerathen, vor der Darstellung der Beobachtungen die halbe 


1 i ‘ 
grosse Axe a aus — = g? — a/? + y’® + 2? au berechnen. Man diirfte sich dann wohl 
u 


berechtigt betrachten, etwaige hyperbolische Lisungen, sowie elliptische mit sehr kleiner 
Periode (etwa kleiner als zwei Jahre) von vornherein als unwahrscheinlich zu verwerfen. 


Als Beispiel, wie im Falle von drei mathematischen parabolischen 
Lésungen die physisch richtige Loésung festzustellen ist, médge folgende yon 
Frl. Levy ausgefiihrte Bahnbestimmung des Kometen a 1910 aus kurzen Zwischen- 
zeiten dienen. 

Wie in den yorhergehenden Beispielen sind die Beobachtungen bereits auf den 
Jahresanfang 1910.0, einschliesslich der Aberrationsglieder, reducirt. 
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ee 


1910, Gr M. Z. @ (1910.0) | J (1910.0) | Beobachtungsort 
ee) eee 

Jan. 18,1287 yaya awl gk | == Howell ail! | Rom 

Jan. 19,0166 307. 1 O P37 soa Algier 

Jan. 20,0266 310 11 24 | —14 25 38 | Algier 


Wie im ersten Beispiele ergeben sich die folgenden Hiilfsgrdssen: 


Al. 
EX pean Peto 0,470804 | log X! | owolsnisetoy OMe Goo ot 9,992092 
Ga eee Py eeiae i oe log Y' one | OQ\O45 605i eae ee ad a 
Z pees hates —=(eavntstos |\Whewa . 2 bp 0 CIE Oh Oe tec toe ow || oe) So 2S 
earns ice al, O30 020. ay 1-000 Cre CK AUa TIO oA ag gi 5 & 9,057539 
AIl 
| ; | ; 
LOOK Eee, te 0,557023 LOCI ee. 0,541683 log(tg dy’... « | 0,583929 
ae ul 1,670860n | logd” . 1,252009n_ | log (tg dy!" | 1,450666n 
ATI. 
- — = SS SSS SSS SSS SSS 
UD eS on oo os oh V51O32 nul] LOO Pans cavemen | 0,60412n log NV - | 1,79951 
LOGRC ta eee ae 8,74204 log rx . | 0,33778 logz. . | 751196 
TOON GS eer ee 9,04095n | 
VO Gz ss. oan 8 0,62217 UDG Se as Blo | 9,63653 log az ; \ 0,49703 
ATV. 
HOQUGE wre cn ot niece 1,39873 Qe Bs ees ee ee ROTO ce. ope ccd orp, ae HO OlOm 
LOGO R ee et 0,63606 log p! 7 9,24434 | h/s ....... | +0,73413 
log G* OOUGS2a elo TL akan my ele | 8.92932 | ifm .) <a .yes a. —eomage 


Da p' > 0 und ¢ > 0, so sind nach Anmerkung 1, 8. 468, drei parabolische 


8 2 
Lésungen méglich, wenn (Z + (+) negativ ist. Die Rechnung ergiebt: 
al 


(4) ie (4) — — 0,00006. 


Es kommen also drei parabolische Lisungen in Betracht; und zwar findet man, 
unter Anwendung der graphischen Methode, ganz wie im ersten Beispiele, als 


Parabolische Lésungen: 


Ph x mes WOLOT e . . . 0.8648, bys «5 6684e: 
Da die Tafel XVI die Werthe von 1l/m fiir w < 10° nicht enthalt und da in 
diesem Falle w = 6°56 ist, so sind die den allgemeinen Lésungen entsprechenden 


Werthe von z durch Auflésung der Gleichung (91) auf 8. 473, unter Benutzung der, 


in der Anmerkung 1, 8. 1001, gegebenen Differentialformel zu bestimmen. Man erhilt 
dann als 


Allgemeine Lésungen: 


Gy Gels see rOROO: Ope. 3 as POSSIO: 
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Ks ist also festzustellen, ob eine und zwar welche der drei parabolischen 
Lésungen innerhalb der Unsicherheit der Lésungen mit einer allgemeinen Loésung 
iibereinstimmt. Auf den ersten Blick ersiecht man, dass die beste Uebereinstimmung 
zwischen 2} und 2{ besteht. Die dem Werthe von ¢? entsprechende Parabel ist also 
die vorlaiufige Bahn, vorausgesetzt, dass die sofort niher za untersuchende Unsicher- 
heit von 2$ nicht bedeutend kleiner ist, als der Unterschied zwischen z? und 2%, so dass 
die Parabel iiberhaupt zu verwerfen wire; oder dass etwa gar der niichst in Betracht 
kommende Unterschied zwischen 2? und ¢¢ kleiner als die Unsicherheit von 2% wiire, 
in welchem Falle natiirlich eine Entscheidung iiberhaupt nicht méglich ware. Eine 
derartige Unsicherheit ist indess, gemiss den Erérterungen in der 82. Vor- 
lesung, ausgeschlossen. 

Die Unsicherheit der Lésungen hangt von den Beobachtungsfehlern, der in 
diesem Falle vernachlissigten Parallaxe, und den, bei der Bestimmung von «', 0’, a”, 0” 
vernachlissigten dritten und hédheren Differenzen der geocentrischen Be- 
wegung ab. 

Wegen der verhiltnissmissig grossen Schwierigkeit der Beobachtung dieses 
Kometen sollen die durch Vernachlissigung der geocentrischen und barycentrischen 
Parallaxe den Beobachtungen anhaftenden Fehler mit den Beobachtungsfehlern vereint 
gedacht und die letzteren gentigend gross, und zwar auf 15”, angesetzt werden. 


Reducirt man die Differenzen der beobachteten « und 0 auf eintiigige Intervalle 
und schreibt die Differenzen wie im fiinften Beispiel, 8.1038, nieder, so erhalt man: 


fa fa fs : fo 
iie5ea — 2800°8 113032 1090°3 
12710 12318 
Bezeichnet man die Beobachtungsfehler mit ¢,, ¢, és, 80 ist der Fehler des Mittel- 
werthes f' offenbar gleich a4 und der Fehler von f' = e, —2¢,-+e, (cfr. auch 
$.457). Unter der obigen Annahme von ¢ = ¢ = ¢, = ¢; = +15” und indem man 


die Vorzeichen so wihlt, dass die Fehler sich nicht aufheben, sondern numerisch vollauf 
ziblen, erhilt man also als Maximalfehler von fe und f3 den Werth e¢ = 15” und als 
Maximalfehler von fz und f} den Werth 4e = 60”. 


‘ gee ° “pp AIT Ee ok 

Es eriibrigt, die durch die vernachlissigten dritten Differenzen fa’, fs verursachten 
Fehler abzuschiitzen. Das Verhiiltniss der f" zu den f' in @ und 0 ist 0,225, beziighich 
0,888. Nimmt man wieder ein gleiches Verhiltniss der f™ zu den f” an, so ergiebt 


VT 


sich fa == 644” und fy = 91", ohne Riicksicht auf das Vorzeichen. Ks ist also jetzt 
NT 

fe 4+ ¢ = 122" mit fe = 12710” und fe 4+ ¢ = 30” mit f) = 12318” zu vergleichen, 

um das Verhiltniss des Fehlers 6a zu a’, beziiglich 00’ zu 0’, zu ermitteln. Es ergibt 

1 ae Vee. 

sich sodann 0a) = 104” ind ‘oO = raul 0’. 


= tfe 0,12 k 644" 


! " 
Um den Fehler in «” abzuschitzen, hat man ame Pa de ae 60" —=85 
= i {sj i ae co”. Ganz ebenso 
mit f% = 2860" zu vergleichen. Es ist also der Fehler 0a” = s,0. G 


. 1 . 
findet sich der Fehler 00” = 7 One 
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Die Rechnung ergab ferner: 
N = a'3tgd — a" (tg 0)! + a (tg 0)" = — 14,987 4+ 179,800 — 101,786 = 63,027. 


Ausschlaggebend fiir die Genauigkeit von NV sind also der Hauptsache nach phe 
beiden letzten Glieder. Am wenigsten genau in diesen beiden Gliedern sind aber ot!" 
und 6”. Die Ungenauigkeit des zweiten Gliedes ist daher der Hauptsache nach gleich 
1/33 seines Werthes, also etwas mehr als 5 Einheiten. In 4hnlicher Weise hat man 
fiir die Ungenauigkeit des letzten Gliedes 1/,; seines Werthes, also etwa 6 Einheiten. 
Die Maximalungenauigkeit in N ist daher auf etwa 11 Einheiten, also auf 0,17 seines 


Werthes anzunehmen. Fir ee ergab die Rechnung den Werth — 274,72 und fir 
m 
wy = 656. Da N und ee einander proportional sind, so ist die Maximalungenauigkeit 
‘ m 
von ca gleich + 0,17 (274,72) = 47 Kinheiten. 
m 


1 ; : 

Da nun die Tafel XVI die Werthe von ae fiir ~ < 10° nicht enthalt, so kann 

man in diesem Falle aus derselben auch nicht den angenaherten Differentialquotienten 
1 
jus 
_m 
Oz 
kann sich aber dadurch helfen, dass man diesen Differentialquotienten durch Differentiation 
der Gleichung (91) auf 8.473 ableitet und erhalt pete! wenn man noch zur Abkiirzung 


direct (nimlich durch Division der entsprechenden Differenzen) entnehmen. Man 


r2 
2—Qee+1 = = Fi = wu? setzt: 
i 
eee es 
Of 8 ¢ us m 


Fir die den beiden allgemeinen Lésungen entsprechenden Werthe von gz, 
namlich 24 = 1,0899 und 2§ = 0,8810, fiir welche log r* = 9,16743 und log rg = 9,19766 


sind, erhalt man dann, wenn 02, = 02, = 0,01 gesetzt wird: 
1 1 = 
1 d— = 881d; 2 O@O— = —33,16. 
m m 


Das Vorzeichen von Or ist natiirlich nicht von Belang. Da nun die oben ab- 


geleitete ungefahre Unsicherheit 4 Pr 47 ist, so ergiebt sich also fiir die Unsicherheit 
der beiden allgemeinen Werthe von ez: 
4 zt = 0,0123; Age = 00182: 


Ks stimmt daher nur die zweite parabolische Lésung, fiir welche 2 = 0,8643 
ist, mit der zweiten allgemeinen Lisung, fiir welche e¢—0,8810 ist, hinsicht- 
lich der Unsicherheit der Liésungen itiberein, denn es ist die Differenz 
23 — 2} — 0,0167 nur um Weniges grésser als die Unsicherheit 4 2 = 0,0142. 
Die beiden anderen parabolischen Lisungen sind daher zu verwerfen. 


Die parabolische Lésung 2} liegt zwar etwas ausserhalb der Uehereinstimmungs- 


grenze mit der allgemeinen ine 24; da aber die Unsicherheit einer allgemeinen 


nur angenahert, wie oben, bestimmt werden kann, so ist kein Grund 
vorhanden, die einzig in Betracht kommende parabolische Lisung zu verwerfen. 


Lésung immer 
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Dem in der Astronomie gegenwirtig bestehenden Gebrauche gemiss, wonach 
die Parabel als Lisung zu betrachten ist, wenn auch die Beobachtungen durch eine 
solche dargestellt werden kénnen, wiire also die Rechnung mit dem Werthe 2%, genau 
wie im ersten Beispiele, fortzusetzen. 


Wenn statt der geschlossenen Ausdriicke, wie sie in den Beispielen 3, 4 und 5 
angewandt wurden, die Reihen fiir f, g, Of, 0g geniigen, so rechnet man ohne Unter- 
schied der Excentricitit der Ausgangsbahn nach den Formeln Bo, I— VI. Wegen der 
Einfachheit der Rechnung kann ein Beispiel hierfiir tibergangen werden. 

Die directe Berechnung einer Kreisbahn unterscheidet sich so wenig von der- 
jenigen einer Parabel, dass auch hierfiir ein Beispiel unnéthig erscheint. 


Ill. Die Bahnbestimmung 
mit sofortiger Berucksichtigung der Storungen. 


Bei der Bahnbestimmung mit sofortiger Beriicksichtigung der Stérungen handelt 
es sich um die Berechnung von geniherten osculirenden Elementen in dem gewodhn- 
lichen Sinne und um deren Verbesserung auf differentiellem Wege, auf Grund der 
Beobachtungen. Es ist also beabsichtigt, ausser der Anziehung des Centralkérpers auch 
derjenigen der stérenden Kérper von vornherein Rechnung zu tragen. Dabei sollen alle 
Korper als Massenpunkte betrachtet werden. Der Einfachheit halber soll hier auch 
nur der Fall, dass ein stérender Kérper in Betracht kommt, behandelt werden. Der 
Fall, dass mehrere stérende Kérper oder Stérungen durch Abplattung zu_beriick- 
sichtigen sind, lasst sich in ganz dhnlicher Weise bearbeiten. 

Die hier vorgeschlagene Methode kann zuniichst auf Trabanten, welche zur Zeit 
der Entdeckung starken Stérungen, wie z. b. von der Sonne, ausgesetzt sind, angewandt 
werden. Doch diirfte sie auch bei kleinen Planeten und bei Kometen, welche von 
einem der grossen Planeten betrichtlich gestért werden, zur Bahnbestimmung dienen. 

Den Anlass zur Aufstellung der Methode boten die Schwierigkeiten, welche die 
Berechnung der Bahnen von Monden bereitet, welche vom Centralkérper weit entfernt 
und starken Stérungen unterworfen sind. 

Zunachst sollen zur Zeit einer, nahe der Mitte der Beobachtungszeiten gewahlten 
Epoche t, zu welcher die Beobachtung a, 0 gehéren soll, die Geschwindigkeiten und 
Beschleunigungen a’, 6’, «”, 0” ermittelt werden. Sind diese einmal bekannt, so kann 
das Problem in ahnlicher Weise gelést werden, wie die in der 82. Vorlesung entwickelten 
directen Methoden der Bahnbestimmung. Man wird sich vorerst graphisch vergewissern, 
dass die geocentrische Bewegung des gestérten Kérpers nicht all zu unregelmissig ist. 
Dann benutzt man fiinf, sieben oder eventuell mehr Oerter, und verfihrt wie in der 
Anmerkung 1, 5. 456. Es ist aber zu beachten, dass man nach den Entwickelungen 
des I. Abschnittes oft aus einem kiirzeren Bogen genauere Geschwindigkeiten und 
Beschleunigungen ermitteln kann, als aus einem lingeren. Es sind nur genitherte 
Werthe erforderlich, da man doch stets zur Darstellung des ganzen gegebenen Materiales 
eine Bahnverbesserung, eventuell mit Anwendung der im II. Abschnitte von Vorlesung 82 
gegebenen geschlossenen Formeln unternehmen wird. Die Verhiiltnisse lassen sich leicht 
durch einen Blick auf die Curven der beobachteten Rectascensionen und Declinationen 
entscheiden. Liegen die Verhiltnisse sehr ungiinstig, das heisst, ist die geocentrische 
Bewegung sehr unregelmissig, so ist es geraten, die Geschwindigkeiten und Beschleuni- 
gungen des Positionswinkels und der Distanz in Bezug auf den Centralkérper zuerst zu 
ermitteln, und diese dann in @, 0/, «!’, 0” zu verwandeln. 

Wir wollen also jetzt annehmen, dass zur Zeit t) die Gréssen a, 0, a, 0’, a, 0” 
des Massenpunktes mit unbekannter Bahn gegeben sind und nun die Lésung der 
zweiten Aufgabe vornehmen. Dabei soll hier nur, wie bereits oben festgesetzt wurde, 
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ein einfacher Fall behandelt werden, und zwar der Fall, dass die Bahn eines von der 
Sonne stark gestérten Trabanten aus den Beobachtungen zu bestimmen ist. 

Die Lisung kann in verschiedener Weise vorgenommen werden, je nach der Wahl 
der Coordinaten. Sehr ,bequem gestaltet sie sich, wenn man das Problem als die Um- 
kehrung der Encke’schen Methode der speciellen Stérungsrechnung auffasst. Bei der 
Rechnung der speciellen Stérungen handelt es sich ja darum, aus osculirenden Ele- 
menten die gestérten Coordinaten zu ermitteln, wéihrend im Vorliegenden erstrebt 
wird, aus den Beobachtungen (g estérten Orten) osculirende Elemente zu bestimmen. 

Gemiiss unseren bisherigen Voraussetzungen nennen wir die drei in Betracht kom- 
menden Kérper ,,Trabant“, ,Planet“ und Sonne“. Wir nehmen an, dass die Masse 
des Trabanten der Null gleichgesetzt werden kann und bezeichnen mit m die Masse des 
Planeten, in Einheiten der Sonnenmasse. 

Es seien ferner zur Zeit t,: 


a, 0, Q, o = 0 cos 0, . , c 
Coordinaten des Trabanten in Bezug auf die Erde, 
es 6 4. s — Vy eoed, nN ee | 
Coordinaten des Trabanten in Bezug auf den Planeten, 


[a], (2), [r], [s] = [r]eos[a], [x], [yh le] 


Coordinaten des Trabanten in Bezug auf die Sonne, 


(), (9), (@), (6) = (@) cos (9), (&), (n), (8) 


Coordinaten des Planeten in Bezug auf die Erde, 
(a), (a), (7), (8) = (1) ¢0s (d), (x), (Y), (2) 

Coordinaten des Planeten in Bezug auf die Sonne, 
Ae i a Coe, UX, YZ 

Coordinaten der Sonne in Bezug auf die Erde. 


Dann sind die Bewegungsgleichungen des Trabanten in Bezug auf den Planeten : 


ua + mee = — ale " cdi Mh acral er tei) 
Ta tee = — MLE — Gs} 
Setzt man: 
mk? = (k)?; re = = = 93 or sea; GE sat = y'; ii si =e", (2) 


a eee tA oe ‘ . . 
wobei also die Zeiteinheit gleich (i) mittleren Sonnentagen angenommen ist, so erhalt 
yi 


man aus den Gleichungen (1) die folgenden: 


gos = 2 | + i; | si " ay ae 


r|3 r|8 


=f 5+ Gl ) ee en ara) 


ys (rp i [r]8 Li (ry! 
JO ae gs ot ol UR (z) 
=—sla top? ppt oe 
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Beachtet man, dass 


afioe ©) === @)y se = ee 
Wm au — (&)", y" == n” . (n)", Zt! — Cs a ( ) 


Q—-@O=% Oa = C= Cas ee 
so kann man die Gleichungen (3), wie folgt, schreiben: 


ve +e(a+ Gl]—St+r Rte A+o 


ey 
V" 1 7 ae (y) Sat ee Eo 
tale bea|= ae sates CT (6) 


”" 1 © Z + " 
Janiteiloceecia 
Mit Vernachlissigung der Erdmasse, sowie der ces des Planeten und der 
Erde lassen sich die Beschleunigungen (&)”, (7)", (¢) des Planeten mit Hiilfe der Be- 
wegungsgleichungen des Planeten und der Erde in Bezug auf die Sonne bequem elimi- 
niren. Zunichst hat man: 
(Ee (a) th Re Sy) ee (Gl EAE ee AG ae ee eee 


und dann, gemiass der Bewegung um die Sonne: 


und dass 


pe (x) (1 + m) WY cease 0 yh) UL ce) iinet e) haere | 
Ee ee re 
rea SP ae Y Sie ley 
SO SA Seg OnE A ee aA A 


Es kénnen jedoch auch genaue Ausdriicke fiir die Beschleunigungen (&)", ()" (&)” 
aufgestellt werden. Doch soll auf dieselben hier nicht weiter eingegangen werden. 
Substituirt man nun fiir (&), (n)”, (€)” die Ausdriicke (7) und (8) in die Glei- 
chungen (6), so hat man zunichst fiir die Summe der drei letzten Glieder rechter Hand 
der ersten Gleichung: 
(2) 


" 2 ia ree es) 
rept tnt O.=7E(ca- me) G@ (8) 


und analoge Ausdriicke fiir die beiden letzten Gleichungen. 
Die Gleichungen (6) sollen dazu dienen, die geocentrische Distanz 9, deren Ge- 
g g 2 
schwindigkeit @’ und deren Beschleunigung 0”, oder auch 6 = @cosd, 6’ und 6” aus «, 
0, «', 0’, w”, 0” zur Zeit t) zu bestimmen. Zu diesem Zwecke sind durchwee Polar- 
; 5S 
coordinaten in die Gleichungen (6) einzufiihren. 
Durch zweifache Differentiation der Ausdriicke: 
= Ccosa, n= sine, C= ¢igd . 7. 2. 4 eo) 
erhalt man mit Riicksicht auf die angenommene Zeiteinheit von ie) mittleren Sonnen- 
E" = 6" cosa — 26! sinaa' — osinaa’ — 6 COs 0 (ce')? | 
” = 6" sin +- 26! cose’ — 6 cosco:"” — 6 sin ow (a)? 
6” = 6" tgd + 26'(t90)' + 6 (tg d)” 
Ausserdem hat man zur weiteren Kinfiihrung von Polarcoordinaten: 
(5) = (6) cos(c), (n) = (6) sin (a), (§) = (6) tg (0) | 
(x) = (s)cos(a), (y) = (s)sin(a), (¢) = (s)to(d) = = 
X = $08, ==. S'sin a, Z == pig D | 


tagen: 


(11) 
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Setzt man nun der Reihe nach die Relation (9), (10), (11) und (12) in die Glei- 
chungen (6) ein, so entstehen die folgenden Gleichungen zur Bestimmung von 6, 6! und 6”: 


” . e 
6" cosa —26'sinaw’ — 6 sinaa!’ — 6 cosa(a')? 


+ sesa[ + 2) = Oe 


r 


+ yScos A E me | > She 


6" sine + 26'cos aw + 6cosae!’ — 6 sina (a)? | 


+ 6sing |= 4 aa — (6) sin (oe) 


+ ySsinA lr d | (s) sin (a) | 


ee 


73 


Rs (re 
6" tgd + 26'(tgd) + G(tgd)” 
iS ay! y 1 __ (6)t9(0) | 
+ 6igd E a | err al 


of Mires, ONL Cle} 
l 1 (s) tg (d) 

igD\-— — =| —- 
+ y8 tg Fe al (r)3 

Addirt man die Gleichungen (13a) und (13b), einerseits nachdem die erste mit 
cos, die zweite mit sina, anderseits nachdem die erste mit — sino, die zweite mit 
cos multiplicirt worden ist, und behilt die Gleichung (13c) unverindert bei, so 
erhalt man: 


oo [5— 2 +7 a] = esl — a 


F (14a) 

+ 78 i. — al cos[A — a] — Si cos [(a) — «| 

20'a' + 6a! = : sin[(m) — a] | 
; (14d) 

1 ha ae (So) 
48 li 5 =| sin[A = al] — Ge sin) — «| 
6” tg) + 26' (tg0) + 6 [2 + (tg 9)" + ¥ A 

(14c) 


me OR (4 -zl _ &) 
= 73 tg (9) a v8 [v32 Rk? tg D (r)3 tg (d) 
In diesen Gleichungen sind y, %, 5, a’, 0, a”, 0”, (6), («), (0), (r), (a), (4); (8), R.A, 
D, S bekannte Gréssen, (tg 0)’ und (tg0)” ergeben sich aus: 
(tg 0)’ = sec? 00; \ 
(tg 5)" = sec? d [2 tg 0 (0')? + 0”) J 


Als Unbekannte erscheinen 6, o’, o”, r und [r]. 

Durch Auflésung der Gleichungen (14) lassen sich 6, 6’, und o” als Functionen 
der Unbekannten r und [r] und bekannter Gréssen darstellen. In der ersten und dritten 
der Gleichungen (14) enthalten die Coéfficienten von 6 Zwar die Unbekannten r 
und [r], aber die Determinante der Coéfficienten von 6, o und 6” ist You denselben 
unabhingig. Diese Determinante, welche also nur bekannte Gréssen enthilt, soll mit 
2A )bezeichnet werden. Substituirt man nun die Ausdriicke rechter Hand der Glei- 
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vee ere ALD) 
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chungen (14) an Stelle der Coéfficienten von 6 in 24, so erkennt man sofort, dass die 
so entstehende neue Determinante sich als die Summe von drei Determinanten schreiben 


Tes ; 1 1 ; 
lasst, von denen die erste den Factor ay die zweite den Factor Tk = | und die 
dritte den Factor jee enthilt. 

(r)8 
Setzt man also, weil: 
; A = (a')3 tg 0 — ao" (tg 0)! + a (tg 0)”, (16a) 
noch: y 
An =—S8 {(tgdcos[A — a] — ty D)o’ + sin[A — a] (tg 0)’} | 
A(#) = — (6) {tg cos (et) — a] — tg(0)) a! + sin{(a) — a|(tg dy} |. (6d) 
Afx| = — (6) ((tgBcos|(a) — et] — tg(a)yat + sin[(a) — a] (9) | 
so ist: () : ; Ha) 
u H 
—_ : Shs is =e See 
Par Ua le; a (res a2 
oder auch, wenn man die Hiilfsgréssen 
ESO eey. Be Sgn 
eee ee ae ae (18) 
ee ane ed eae Pee: 
com oi cos 0 a te f la F eal 
einfiihrt: 
E F 
ae eR Rs 2 rere ee er 
eam te (19) 


in welcher Gleichung H, F und G vollstiindig bekannte Gréssen sind. 

Zur Bestimmung von @, r und [r]| sind noch zwei weitere Gleichungen nothwendig. 
Diese Gleichungen erhilt man aus den beiden Dreiecken, welche von Erde, Trabant, 
Planet und von Erde, Trabant, Sonne gebildet werden. Bezeichnet man nimlich den 
bekannten Winkel an der Erde in dem einen Dreieck mit w, in dem anderen mit [wv], 
so bestehen die Relationen: 


r?2 = (0)? + 92 — 2(e)Qcosy \ 
[r]2 = R2 + e2 — 2Roecos[y] f 
welche in Verbindung mit (19) die Bestimmung von e, r und [r] gestatten. Es mége 
hier noch angedeutet werden, dass die Auflésung der Gleichungen (19) und (20) sich 
in verhiltnissmissig einfacher Weise durchfiihren lisst. 
Sind jetzt einmal die Distanzen des Trabanten vom Planeten und von der Sonne 
bestimmt, so kann man auch den Centralkérper bestimmen. 


Seas g ae. ge eee 


Wir wollen jetzt den Fall setzen, dass es von vornherein ausgeschlossen sei, eine 
sichere Annahme iiber die Natur des neu entdeckten Kérpers zu machen, wie dies z. B. bei 
dem achten Jupitermonde der Fall gewesen ist. Dann ergiebt sich aus dem Vor- 
hergehenden, ob der in Frage stehende Kérper ein Trabant oder ein kleiner Planet 
ist. Die Lésung der Aufgabe aber bleibt ganz dieselbe. 

Somit erméglicht das hier angegebene Verfahren nicht nur eine Bahnbestimmung, 
sondern es giebt auch Aufschluss iiber die Natur des Korpers. 

Nachdem 6 ermittelt worden ist, ergiebt die Gleichung (14b) noch 6’. Ausserdem 
erhalt man 6” aus (14a) oder (14c). 

Im Weiteren verfihrt man ganz ahnlich wie in den directen Methoden des 
I. Abschnittes der 82. Vorlesung. 
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Wie aus dem Vorhergehenden ersichtlich ist, enthilt die vorliegende Methode eine 
Verallgemeinerung der soeben citirten Methoden der Vorlesung 82. Vernachlissigt 
man in den vorangehenden Formeln die von der Sonnenmasse abhiingigen Glieder, so ent- 
steht eine Methode, eine ungestérte Mondbahn zu berechnen. 

Zur Berechnung der Elemente dienen die Coordinaten a, y, z und die Geschwindig- 


keiten a’, y’, 2’. Die ersteren erhiilt man aus den Gleichungen (4), erste Zeile, und die 
letzteren aus: 


c= i—(é); vY=n—(@ys «= — (by, 
wobei &, 9’, € sich aus 6’, a’, (tg 0)’, wie im I. Abschnitte der 82. Vorlesung berechnen, 
und (&)’, (7)’, (§)' sich aus den Planetenephemeriden der astronomischen Jahrbiicher durch 
numerische Differentiation ermitteln lassen. 

Die Bahnverbesserung gestaltet sich ganz ebenso, wie in der 82. Vorlesung, 
nur sind bei der Berechnung der Unterschiede (B — R) die durch die in Betracht 
gezogenen stérenden Kérper verursachten Stérungen zu _ beriicksichtigen. Am besten 
berechnet man diese Stérungen nach Art der Encke’schen Methode. 
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Siebentes Beispiel. 


Beispiel der Bahnbestimmung mit sofortiger Beriicksichtigung der Storungen. 


Als Beispiel dieser Methode mége folgende, von Herrn Prof. Crawford, unter 
Mitwirkung des Herrn A. J. Champreux durchgefiihrte Rechnung der durch die Sonne 
gestérten Bahn des siebenten Jupitertrabanten aus folgenden Beobachtungen, welche 
dem Lick Observatory Bulletin Nr.78 entnommen sind, dienen, wobei zu bemerken ist, 
dass die Beobachtungen bereits auf den Jahresanfang, einschliesslich der Aberrations- 
glieder, reducirt sind, sowie, dass dieselben auf das Erdcentrum mit der Parallaxe 
Jupiters reducirt sind: 

—— ee ee 


Gr. M. Z. @(1905.0) | (1905.0) 
I OOS a Jane aa: 15h 12™ os 1 Ot 23"68 WS 78 73) Kaito 
II 1905, Jan. 28. 14 58 Oo 1 27 44,32 | + 8 18 10,7 
III 1905, Febr. 8. ie ie) 1 34 40,50 | + 8 55 18,0 
TV 10905, Febr. 21. Wy 2S 6) 1 44 2,98 |+ 9 43 51,6 
V 1905, Marz 6. SOMO) 1 54 24,15 | +10 35 49,9 


Als Epoche wurde das Datum der dritten Beobachtung gewiihlt. Unter Annahme 
von Newcomb’s Werthe der Jupitermasse erhilt man aus Formel (2): 


LOGIC) ies emt ORO 5 5944, logy... «= « 33020004 


Aus den obigen fiinf Beobachtungen wurden die geocentrischen Geschwindigkeiten 
und Beschleunigungen nach den Formeln der Anmerkung 1), Seite 456, abgeleitet, wobei 
die Zeiteinheit gleich 1/(k) mittlere Sonnentage ist. 


LOGia!l rit nen cores es 0,743547 
LOgied ee meh 2,009686 


UDO COME Be ae ee 
log (tg 0)". je 


Aus der Gleichung (16a) erhilt man: 
HOUT oe 3 eo MSE ROR y 


Den American Ephemeris und Nautical Almanac fiir 1905 entnimmt man dic 
heliocentrischen Jupitercoordinaten fiir die Epoche: 


3 
OO’ Sb te os AO |e eens 

(Ole wns | —1 10 36,0 1905;0 
log (7) | 0,606347 


Diese auf den Aequator transformirt, werden: 


Chee Re ae = | 33°34! 3016 
LOONCGICG) eames ene | 95330497 
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Die Coordinaten der Sonne fiir die Epoche sind: 


x Me OR i ree: + 0,7529310 
Y tre a Soe Sno — 0,5851685 
eae Se eee See + 0,2538530 
LOD ee cauniat 3) Cae csr esa 9,9942280 
OM ky OSs eee en ee ee 322° 8' 45/0 
LOG Die Sy. BIE a, Tarte 9,425222n 


Wiederum aus den American Ephemeris und Nautical erhilt man fiir die geo- 
centrischen Jupitercoordinaten zur Zeit der Epoche: 


Cel esa AO. 4 a ‘ on - ‘ ph 34m odd: 
RN Nake pr ie tas yh as + 8°41! 1''8 
MOGND). Mars ae geri ok. 0,724258 


Aus den geocentrischen Coordinaten des Trabanten, Jupiters und der Sonne, 
ergiebt sich: 


sinw .. . | 7,621288 | | 
cosy... | 9,999996 | cos [w] | 9,618345 


Die Formeln (16b) ergeben nach der Division durch J: 


Sagem ort ies 4s Pk oe | 7,761025 
Pees Wea ee eee ae . | 6,704818n 
LOGS me cieess, Pe cae lg i | 7,7721069 


SET ns igen pr atch al mena? als 7726350 
lee eta) 34. 9 2 SY) 0,786406 
esi M Gere wa en oF Po ae we 0,803722n 


und somit fiir (19), (Coefficienten logarithmisch): 
o = [7,726356]r—* + [0,786406][r]-* + [0,803722, |. 


Aus dieser Gleichung miissen nun, in Verbindung mit den Gleichungen (20), die 
unbekannten Gréssen @, r und [r] bestimmt werden. Die Auflésung der drei Gleichungen 
kann in verschiedener Weise vorgenommen werden. Es soll hier eine Gleichung fiir 
die verhiltnissmissig kleine Grésse r aufgestellt werden. Setzt man in der Gleichung (19) 
ts (rp 4+. @ und eliminirt dann g und [r] aus den Gleichungen (19) und (20), so 

r 


erhalt man folgende Gleichung zur Bestimmung von r: 
r8 — {[(9)cosp — H]? + (@)?sin?y}r5 + 2E[(Q) cosp — H\r? — H2= 0, 
oder, indem man nach r? auflést: 
PY Sl yr — (0)2sin? 
vam (0) cos — H 4 


worin also noch H eine von der Unbekannten [r] abhingige Hiilfsgrésse ist. Die 
Gleichung fiir r? kann durch Versuche gelést werden, indem man im ersten Versuche in 
dem Ausdrucke fiir H die heliocentrische Distanz [r] des Trabanten gleich der helio- 
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centrischen Distanz des Jupiters setzt, und indem man ferner zunichst in dem Ausdrucke 
fiir r’ auf der rechten Seite das mit der Quadratwurzel multiplicirte Glied vernach- 
lassigt, so dass: 
E 
ro? = . 
(e) cosy — H 


Weiter kann man: 


1. den soeben berechneten Werth von r in das mit der Quadratwurzel multiplicirte 
Glied einsetzen, wihrend der erste Werth von H noch beibehalten werden kann. Man 
erhalt dann zwei Werthe von r aus der Gleichung fiir r3, yon denen der eine dem 
positiven, der andere dem negativen Vorzeichen der Quadratwurzel entspricht. Mit 
diesen beiden Werthen von r wird die Berechnung von r aus der Gleichung fiir 7? fort- 
gesetzt, indem man fiir jeden der beiden Werthe von r das entsprechende Vorzeichen 
der Quadratwurzel beibehalt, und zwar so lange, bis keine weitere Aenderung der beiden 
Werthe fiir 7 ecintritt. Es muss aber jetzt noch die erste Annahme fiir H verbessert 


werden; zu diesem Zwecke berechne man zunichst @ = ae + H aus (19), und zwar fiir 


beide Werthe von r, und dann [r] aus der zweiten der Gleichungen (20) fiir beide Werthe 
von g. Mit den beiden Werthen von [r] berechne man fiir jede der beiden Lésungen 
eine Zweite Annaherung fiir H, und wiederhole dann die Berechnung von r aus der 
Gleichung fiir r3. Dabei wird man aber sofort in dem mit der Quadratwurzel multi- 
plicirten Gliede die letzten aus der ersten Annaherung von H erhaltenen Werthe von r 
einsetzen. Diese versuchsweise Bestimmung von r fiir beide Lésungen wird nun fort- 
gesetzt, cinerseits fiir einen bestimmten Werth von H, andererscits indem man mit dem 
letzten Werthe von r die Werthe von @, [r] und H neu bestimmt, und zwar so lange, 
bis Aenderungen nicht mehr eintreten. , 


Oder man bestimmt: 


2. die successiven Annaherungen von r durch folgende, leicht abzuleitende Differential- 
formel, einmal, indem man den ersten Werth fiir H beibehalt, und dann wieder mit dem 
in derselben Weise wie oben verbesserten Werthe von H: 

— M 
a { (es [47r? — 3(¢)? sin? wv] | 
|)" 8x Yr? — (9)? sin? v) | 


ee E + rr? — (9)? sin? w 


18% 


On 


wo 


und 
K = (0) cosy — H, 


worin das obere Zeichen im Nenner des Ausdruckes fiir @r dem oberen Zeichen in dem 
Ausdrucke fiir r3 entspricht, so dass also wiederum zwei Lésungen erfolgen. Es ist am 
besten, in jedem einzelnen Falle die Art der Auflésung den gegebenen Verhiltnissen 
anzupassen. Im vorliegenden Beispiel wurde das erste Verfahren angewandt, wahrend 
bei der Berechnung der gestérten Bahn des achten Jupitertrabanten sich das zweite 
Verfahren bewihrt hat. In anderen Fallen wiederum diirften andere Verfahren der 
Auflésung der Gleichungen (19) und (20) vortheilhafter sein. 

In der nun folgenden Bestimmung von r soll der in der Gleichung fiir r3 dem 
+ -Zeichen entsprechende Werth von r mit r,, der dem —-Zeichen entsprechende Werth 


mit r, bezeichnet werden. Die successiven Anniherungen fiir r, und r, sind mit 
rémischen Ziffern bezeichnet. 
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Erste Anniherung fir H: 


I 


IT ison ry ITT, 
eee 
g ws 0,786406 log -. pe he dee 7,7714254 1,7'70090 1,772408 
7910959 | (0)*sin® " 6691092 | 6,691092 | 6,691002 
8,697305 | Sub.. . 9,962572 9,962737 9,962405 
0,803722n | log Diff. 7,7368 26 7,738827 7,734813 
9,996587 log | Ditt. . 8,868413 8,869414 8,867406 
Scone tio ae 6,661382 6,664135 6,658612 
o26c6e5 | 097? VDitt. 5520795 | 5533549 | 5,526018 

1,064974 logH .. 1,726356 

7.726356 Add.. 0,002753 0,002777 

6166138 : Summe 4,729109 4,729133 

8 8871 24 log ry 6,604135 6,664159 

ss Ne logr,. . 8,888045 8,888053 
Sub. . 9,997 230 9,997253 
Diff. . 7,723586 7,723009 
log rs 6,058612 6,658635 
logr.. . 8,886204 8,886212 


Zweite Annaherung fir H: 


7 err ir 


w) es ie iB 
logr*. 6,664159 |  6,658635 | log . . 0,786406 0,786406 
log E 7,726356 TT2Os5On tog (Mice oe 2,070283 2,108358 
log E1r—8 1,062197 | 1,067721 | log Fir}-3 ae 8,716123 8,678048 
log H 0,800309n 0,800309n] logG .. . 0,803722n 0,803722n 
Add.. 9,917836 | 9,929941 | Add. . 9,996436 | 9,996736 
loge. 0.718145 0,730250 | log H 0,800158n | 0,800458n 
log 0° 1,436290 1,460500 
log2R 0,295258 | 0,295258 at) (@) cos 5 0,724254 0,724254 
log cos [wy] 5 9,618345 | 9,618345 | Sub. 0,264734 0,264597 
fog ii—20 R cos 3 [y] 0,631748 0,643853 | log [(e) cos y _ ~ H] 1,064892 1,065055 
log (I= R®) 9,988456 
Ei I+ 0,97377 |+ 0,97377 
Tie + 27,30800 |-+- 28,87353 
— Ill — 4,28300 |— 4,40406 

| + 23,99877 |+ 25,44324 
log [r]? 1,380189 1,405572 
log Hr 0,690094 | —-0,702786 


a 


loy r* : 
(9)? sin? w . 


| 
LV, y | I V3 UP) 
7,776106 7,772424 
6,691092 6,691092 
9,962738 9,962407 
1,738844 7,734831 
8,8694.22 8,867415 
6,664159 6,658635 
5,533581 5,526050 
0,002777 
7,729133 
1,064892 
6,604.241 
8,888080 
9,997253 
7,723000 
1,065055 
6,60585 54 
8,886185 
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Dritte Annaherung fir H: 


a LT 


ry "3 
log 7 | 6664241 6,658554 
LOGIE 23, 3k es 1,062115 1,067802 
10g Tl ae 0,800158n 0,8004 58n 
Add Sic eee 9,917989 9,929793 
(OG Oman 0,718147 0,730251 
UNIO 0 8 1,436294 1,460502 
(OGMELT See 0,631750 0,643854 
} eda MaOCPOIIAL. ane com SS eeu me + 0,97377 + 0,97377 
ST OE as ad (eh ee. eg ++ 27,30825 + 28,87367 
et tite regret se, Satan Ac — 4,28302 — 4,40407 
Gierasch os Oo cay? IC ++ 23,99900 + 25,44337 
log [r]? a 1,380193 1,405574 
log H 0,690096 0,702787 


Diese Werthe von [r] stimmen so nahe mit den aus der zweiten Annaherung fiir H 
berechneten tiberein, dass die zweite Anniherung fiir H sich als geniigend erweist. Somit 
sind also auch die vierten Annaiherungen von 7, und 7, als endgiiltig zu betrachten. Im 
Weiteren soll die dem Werthe von r,; entsprechende Lésung als erste Lésung, die dem 
Werthe von r, entsprechende als zweite Lésung bezeichnet werden. 


Berechnung von o und od’: 


Erste Zweite 
Léosung Lésung 
log @ 0,718147 0,730251 
cos 9,994713 
log o 0,712860 0,7 24964 
Nach Gleichung (14b): 
log al’. : 2,069686 | 
LOOK G==Tore) 2,782546 | 2,794650 
colog r* 31335759 3.341446 
LOOKG) eee 0,719250 0,719250 
sin [(@) — a]. 6,675247n 6,67524'7n 
KayjtUl, 6 6) e 0,730256n 0,735943n 
colog{r|* . 7,929712 7,891639 
colog Re. . 0,017316 | 0,017316 
Sub. . . 9,996436 9,996736 
log [ | 0,013752n 0,014052n 
sin (A — @) 9,943994n 9,943994n 
logs. 9,979360 | 9,979300 
logy . 3,020004 3,020004 
log LILI 2,957200 2,957500 
log (s) 0,680353 
colog (r)* 7,910959 
sin [(a) — ac} 9,235709 
logy LV 7,833021 
—TI — 606,1029 — 623,2329 
ap Lah == eliets — 5.4448 
III +- 906,1500 -+- 906,7760 
—I1IV. — 0,0068 — 0,0068 
2ahol.. -+- 294,0668 ++ 278,0920 
log 2 a! o! 2,469331 2,444188 
log 2 c! 1,044577 
logo! . 1,424754 1,399611 


— 1065 


Die jovicentrischen Coordinaten 2, y, & r und Geschwindigkeiten x’, y', 2’, r’ erhilt 
man jetzt aus den Formeln AV, indem die geocentrischen Coordinaten und Geschwindig- 
keiten des Jupiter an Stelle derjenigen der Sonne treten. Die hier angegebenen geo- 
centrischen Geschwindigkeiten des Jupiter wurden nach den Formeln der numerischen 
Differentiation aus den geocentrischen Coordinaten des Jupiter fiir Februar 1,0, 5,0, 9,0 
13,0 und 17,0 berechnet, wiihrend diese letzteren geocentrischen Coordinaten aus be 
entsprechenden Werthen von («), (0), (g@), welche den American Ephemeris und Nautical 
Almanac fiir 1905 entnommen werden kénnen, durch Transformation abzuleiten sind. 


Die Zeiteinheit ist wiederum 1/(k) mittlere Sonnentage. Man erhilt dann: 


ROG) acme Ye eee Ghee chs 1,11§899 
PAS one Seat 1,530699 
ae ye en ae ee 1,172561 


Fiir die Werthe der jovicentrischen Coordinaten und Geschwindigkeiten ergiebt 
sich sodann: 


Erste Zweite 
Lésung Lésung 
| 
RO Ce ee OMY ak a 8,85176n 8,79625 
BA Mee may Sion See A re 8,45400n | 8,47899 
BOG eae ete, eee at 8,01177 | 8,52087 
ee eee ee 9,27024n | 0.27435n 
LOG A coe sae a ie dik: 0,40734 0,48758 
log 2! eee te a at foe 9,60898n | 9,54432n 
| 
"0Y: I pete ee PO ak RN ee 9,98330n | 9,67826n 
Als Elemente erhilt man aus A VII 2: 
Sore Ne aes 170° 26/ 58!" BE Bof Age Aequator 
US ee an Meee Nopoee 328 54 25 289 47 45 1908.0 
Pd ee ee tere 278 40 44 189 15 19 
ee 26 2k 10 7 34 56 
loge . 8,76743 8,88988 
Th Tie A atone Sree 2315044 1340879 
P, in mittl. Sonnentagen 167,4073 255,5376 
Epoche Febr. . 8,60178 8,60093 
1) cae Cees DAI 26! 13! 281° 13! 48” 


Um zu entscheiden, welche von den beiden Bahnen die physisch richtige ist, sind 
die Unterschiede B—R aus beiden Bahnen entweder fiir einige, nicht zur Bahn- 
bestimmung herangezogene Beobachtungen, welche innerhalb des Intervalles zwischen 
der ersten und letzten Beobachtung liegen, oder fiir eine spitere Beobachtung zu 
berechnen. Im vorliegenden Falle wird sich finden, dass die hier als zweite Lésung 
bezeichnete Bahn sich den Beobachtungen anschliesst, waihrend die erste Lésung zu 
verwerfen ist. 

Ware man im vorliegenden Falle nicht berechtigt gewesen, snrunehmaw, dass das 
Object, dessen Bahn zu bestimmen war, ein ‘Trabant sei, sondern wire die Identitat des 
Objectes, ob Trabant oder kleiner Planet, aus der Rechnung eee AN entscheiden 
gewesen, so hatte man nach AV, aus beiden Werthen von 6 und o5 ausser dom: jovi- 
centrischen Coordinaten und Geschwindigkeiten auch die heliocentrischen Coordinaten 
und Geschwindigkeiten, und, nach AVIJ, die dazu gehérigen beiden Elomentensyeteme 
ableiten miissen. Die Entscheidung, welche von den vier Bahnen die physisch richtige 
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ist, lasst sich dann wieder durch die Unterschiede B— R&R treffen, wenn man nicht etwa 

gleich von vornherein alle hyperbolischen Lésungen verwerfen will. 
Berechnet man mit den als zweite Lésung bezeichneten Elementen die speciellen 

Stérungen, so finden sich die folgenden Unterschiede 6 — # fiir die vier 4usseren Oerter: 


| Jan. 3 | Jan. 28. | Febr. 21. | Marz 6. 

: iG = GG Oe OY Paes + "0 

(B—R){45 +- 23,9 | —0, 4 —0,6 —11,3 
i | 


Kine einmalige Anwendung der Formeln der Bahnverbesserung, und zwar auf 
Grund der Reihen fiir f, g, Of, 0g (Formeln B, I—I/1) ergiebt schliesslich 


1905, Febr. 8.6009, Gr. M. Z. 


Epoche 

DESO ARSE AT. PR er 2830 FAA! 

OLA Sa eeertere, Coats ate c SoiGins ane 25 39 24 | 

Cee ether a eS 288 19 59 » Aequator, 1905.0 
CON tans ONE co coe a Riaat 187 29 41 | 

(emcee he. Rca ie, CRE 6 58 47 

OVC. ere ree 8,809372 

uu 1939027 

0 ee RARE | con ot MS 258,9424 Tage 


Mit dem obigen Beispiele ist der numerische Beweis geliefert, dass man: 
1. die Identitat eines unbekannten Kérpers entscheiden kann und: 2. die 
Bahn des Kérpers mit sofortiger Beriicksichtigung der Stérungen durch 
eine directe Methode, ohne irgend welche der sonst iiblichen Annahmen iiber 
Excentricitat oder Umlaufszeit oder Neigung der Bahn ete. bestimmen kann. 

Vergleicht man nun die obigen Resultate mit anderen bisher bekannt gewordenen 
Bahnbestimmungen dieses Trabanten, so tritt der Vorzug der hier zur Anwendung 
gebrachten Methode deutlich hervor. Es folgen drei Elementensysteme, welche 
bezw. mit 1, 2,3 bezeichnet sind. Zur Bestimmung der beiden ersten Systeme waren 
24 Beobachtungen zwischen Januar 2. und Marz 6. gegeben, fiir das dritte System die 
Beobachtungen zweier Oppositionen. 


l 2 3 
——_ 
SS Nereage Ry TMRGEe cree Ok 27538 281°) | 29195 
OTE Ae we Rie ee oe Re 188,1 50,2 182,8 
a 26,3 26,2 25,3 
(A CR Nat ov ear a a 0,24 0,025 0,208 
LO a ee RR RD 1°800 | 1°358 12380 
loge . a1 Re a rer oe 8.8198 | 8.9004 | 8,8946 
Reriod Grewia eon of ui. 200 Tage | 265,0 Tage § 260,6 Tage 


Das erste System wurde von Perrine berechnet (Lick Observatory Bulletin Nr. 78). 
Perrine bemerkt dazu, dass die Darstellung der Beobachtungen unter Annahme einer 
Kreisbahn weder fiir directe noch retrograde Bewegung befriedigend war. Es wurde 
daher der Werth e = 0,24 angenommen, und dieser Werth gab eine bessere Dar- 
stellung fiir die retrograde, als fiir die directe Bewegung. Er entschied sich daher 
fiir die retrograde Bewegung, berechnete aber beide Bahnen, von denen nur die der 
directen Bewegung zugehérige oben, unten (1) wiedergegeben ist. Ein Versuch, die 
retrograde Bahn unter Anwendung von Differentialformeln zu verbessern, blieb ohne Erfolg. 
Die Bahnbestimmung war demnach mit grossen Schwierigkeiten verbunden. 
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Das zweite und dritte System wurde von F. E. Ross berechnet (hick Observatory 
Bulletin Ny. 82 und A. N. Nr. 4175). Zu dem zweiten System bemerkt Ross, dass 
acht Beobachtungen zwischen dem 8. Januar und 6. Mirz ibm zur Verfiigung standen, 
und dass schliesslich die Methode der willkiirlichen Variation der Bahnebene auf 
die Beobachtungen von 3. Januar, 8. Februar und 6. Marz angewandt wurde. Die Unter- 
schiede B—AK erklirt er durch die grossen Sonnenstérungen. In A. N. Nr. 4175 fiigt 
Ross noch hinzu, dass diese Bahnbestimmung wegen der grossen Aenderung der 
Sonnenstérungen zwischen dem 3. Januar und 6. Mirz fast unméglich war. 

Das dritte, ebenfalls von Ross herriihrende System beruht auf zwolf vom 
3. Januar 1905 bis 25. September 1906 gleichmiissig vertheilten Beobachtungen, mit Ein- 
schluss der hauptsichlichen Stérungen. Dies aus zwei Oppositionen abgeleitete System 
ist also als das beste der bekannten Systeme zu betrachten. 

Kin Vergleich des im obigen Beispiel mit sofortiger Beriicksichtigung der 
Sonnenstérungen abgeleiteten Systems, sowie des Perrine’schen (1) und des ersten 
Ross’schen Systems (2) mit dem zweiten Ross’schen System (3), zeigt auf den ersten 
Blick, dass das nach der hier vorgeschlagenen Methode berechnete System mit dem 
zweiten Ross’schen (3) am besten iibereinstimmt, mit etwaiger Ausnahme der Excentri- 
citat, die aber iiberhaupt vielleicht noch als unsicher zu betrachten ist. 

Bedenkt man nun, dass bei der Bestimmung des (1) und (2) Systemes Annahmen 
iiber die Excentricitat, bezw. Bahnlage gemacht werden mussten) und dass selbst dann 
die Bahnbestimmung mit grossen Schwierigkeiten verbunden, ja wegen der grossen 
Aenderung der unbekannten Stérungen fast unméglich war, wahrend bei der Methode 
der Bahnbestimmung mit sofortiger Beriicksichtigung der Stérungen keinerlei 
Annahmen gemacht zu werden brauchen, und die Losung direct von Statten geht, so 
scheint diese letztere Methode allen Anforderungen der Bahnbestimmung gestérter 
Kérper zu geniigen. 


134* 


Berichtigungen. 


Seite 43, Zeile11 von oben lies: ce = y + @ (y® + 20y*) —-:- 
statt: 2 = y + 0 (y? + 26y*) — >: 
» 198, , 25 von oben lies: 7 = 0/4882 statt: 1 — 0/4882. 
» 273, , 5 von unten lies: 0,315650 statt: 0,315 549. 


» 273, ,» 4 » » ow» 244°11'55/'1 statt: 244° 11! 36/3. 
» 218. » 8» # .» . 116°48'47B statt: 115° 48! 2377. 
” 315, ” 9 » ” ” = uu" [3 ll ‘ay r) =e Me u*) 
statt: = wu! (8 (¢* — 7) + ul? — wv’). 
spire, Ae) i" — ty 
7 letzt 3 Nesey O) oe eT ee 
» 897 letzte Zeile lies rs statt ara 
» 005, Zeile 7 von unten lies: — cos«’” statt cos Oe 
(Co —— tee (EPA 
CAMB oy ORG Ln hor ae Pr aw statt: '/, Pacalpx 
1— P’)s 1—P')a 
oy uti) > ae a 6) Caer 55 s trv CES itt: ea ea 
; 1 = pir qu , i Ppl we 
cial hh Pale os Ca a » +l ae statt: TT SS 


, 520, 4 4 4,  » sind die Zahlenwerte der ersten und dritten Zahlenkolumne 
fir logn zu vertauschen. 
» 567, , 10 , y» lies: Gleichungen (V) statt: Gleichungen (5). 


» 571, » 6 » oben , "“f,(a-+7o) statt: "f\( +70). 

» 585, Spalte: — 3,0, Zeile 16 von unten lies: —1,9415 statt: —9,9415. 

» 732, Zeile 17 von unten lies: 9. 0,8295 = 8,3816 etc. statt: 9. 0,8295 = 88316 etc. 
» 737, 4 15 von oben (Tabelle, rechte Spalte) lies: d + e statt: d e. 


Auf Seite XXII der ,Vorbemerkungen zur dritten Ausgabe“ (Zeile 3 und 4 von unten) sind die 
beiden Abhandlungen Herrn Harzer’s uber das Bahnrechnungsproblem citirt; namlich die urspriing- 
liche, vom Jahre 1896 (ef. A. N. Bd. 141), und die darauf folgende, vom Jahre 1901 (cf. Publication 
der Sternwarte in Kiel, XI). In den nachfolgenden Darlegungen der »Vorbemerkungen* aber ist 
nicht einzeln hervorgehoben, dass sich die angefthrte Leuschner’sche Kritik auf die erste, die 
angefiihrte Frischauf’sche Kritik auf die zweite Harzer’sche Arbeit bezieht, in der Voraus- 
setzung, dass der Leser selbst weiss, welche der Harzer’schen Arbeiten gemeint ist. Um jedes 
Missverstandniss auszuschliessen, noch die folgende, ausfiihrliche Bemerkung: 

Herr Harzer hat im Ganzen drei verschiedene, das Bahnrechnungsproblem betreffende 
Methoden veroffentlicht, namlich: 

1. Die Laplace-Harzer’sche Methode (A. N. Bd. 141) im Jahre 1896. Diese Methode ist es, 

welche den Anlass zu den Leuschner’schen Arbeiten gegeben hat. 

2. Ueber die Bestimmung und Verbesserung der Bahnen von Himmelskérpern nach drei Be- 
obachtungen (Publ. der Sternwarte in Kiel, XI). Diese Methode hat mit der Laplace’schen, 
oder der zuvor genannten ersten Harzer’schen Methode nichts gemein. 

3, Die im Jahre 1910 erschienene Harzer’sche geometrische Methode (Publ. der Sternwarte 
in Kiel, XIJ). 

Herr Bauschinger macht in seinem Werk ,,Die Bahnbestimmung der Himmelskérper“ auf 

Seite 393 den Fehler, dass er bei der Kritik der Laplace’schen Methode auch die zweite 
Harzer’sche Methode (wohl nur versehentlich) mit citirt; d. h. statt bloss A. N. Bd. 141 anzufithren, 
ist auch noch Publ. der Sternwarte in Kiel, XI mit eitirt. Auf diesen, durch Herrn Harzer in 
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A. N. Nr. 4058 bereits festgestellten Irrthum ist in den ,Vorbemerkungen“ auf 8. XXIII, Zeile 7 von 
oben hingewiesen. Nicht aber ist in den , Vorbemerkungen“ auf Seite XXV und XXVI gesondert hervor- 
gehoben, dass sich die hier angefiihrte Frischauf’sche Kritik ausachliesslich aut die zweite zuvor 
gvenannte Harzer’sche Arbeit bezieht; woraus ein unerfahrener Leser vielleicht nicht gentigend 
ceeen kénnte, um welche der Methoden Herrn Harzer’s es sich handelt. 

Um jedes Missverstandniss auszuschliessen: auf Seite XXIII der ,Vorbemerkungen“ Zeile 5, 7 
und 17 von oben ist nattirlich die erste Harzer’sche Methode (A. N. Bd. 141) gemeint; auf Seite XXV, 
Zeile 16 von oben ete. und ebenso auf Seite XXVIII, Zeile 4 von oben ist die zweite Harzer’sche 
Methode (Kiel, XI) gemeint, wihrend beim Hinweis auf Herrn Leuschner’s Arbeiten auf Seite XXIX, 
Zeile 7 von oben selbstverstandlich wieder die Laplace-Harzer’sche Methode (A. N. Bd. 141) 
gemeint ist. - 

Da die ,,Vorbemerkungen“ zum vorliegenden Werk vom Verlag schon einige Zeit vor der 
buchhdndlerischen Ausgabe versandt wurden (das Imprimatur zu den ,,Berichtigungen“ erhielt 
der Verlag von mir am 21. Februar), so ist eine Entgegnung auf meine ,,Vorbemerkungen“ 
bereits erschienen, ehe das vorliegende Werk tiberhaupt zur Ausgabe gelangte. Es ist dies die 
von Herrn Stdackel fiir seinen Freund Harzer abgegebene ,,Erkldrung“ in Nr. 4554 der ,,Astro- 
nomischen Nachrichten“. 

Da diese ,,Erkidrung“ den rein personlichen Vorwurf gegen mich enthdlt, daB ich den 
Wortlaut Herrn Harzer's unrichtig wiedergegeben, mit anderen Worten mich eines falschen 
Citates schuldig gemacht habe, nehme ich an dieser Stelle, vor der unmittelbaren Ausgabe des 
Werkes, die Gelegenheit wahr, die vollstdndige Unrichtigkeit dieses Vorwurfes zu erweisen. 
Herr Harzer schreibt: 


,fur die Gestaltung der analytischen Darstellung der Untersuchungen sind mir an 
einigen Stellen Gesprdche, die ich mit meinem Collegen, Herrn Paul Stéckel gehabt 
habe, niitzlich gewesen. Es sei mir gestattet, mit bestem Danke dessen und iiberdies 
der Fliilfe zu gedenken, die mir die beiden Assistenten der Sternwarte> die Herren 
Friedrich Ristenpart und Wilhelm Ebert, bei der Berechnung der Tafeln gewdéhrt haben.“ 


In der Anmerkung}) auf Seite XXV meiner ,,Vorbemerkungen“ aber habe ich offenbar 
durchaus richtig citirt, indem ich die Anfithrungszeichen nur an Herrn Harzer’s eigene 
Worte gesetzt habe, als ich schrieb: 

") Hierzu vergleiche man die von Herrn Harzer unmittelbar vor der ,,Einleitung“ seiner Arbeit 
gemachte Vorbemerkung auf S. 3, Zeile 4 und 5, wonach Winke des bekannten Mathematikers 
Prof. Stdckel, wdhrend dieser an der Kieler Universitdt wirkte, ,,fiir die Gestaltung der 
analytischen Darstellung der Untersuchungen niitzlich gewesen“, — 

Erstens ist es also eine offenbare Unterstellung, dass ich falsch citirt habe. 

Zweitens aber hat Herr Harzer, wenn er extra hervorhebt, dass ihm die »,Gesprdche 
mit Herrn Stdckel fir die Gestaltung der analytischen Darstellung der Untersuchungen an einigen 
Stellen niitzlich gewesen“, nur selbst die Veranlassung zu der Meinung gegeben, dass 
ihm Winke, oder Hinweise, oder Rathschldge fiir seine Arbeit wichtig waren, die ihm von dem 
als hervorragend bekannten Mathematiker Herrn Stdckel zu Theil geworden sind. Denn sonst 
wdre diese Erwdhnung iiberfliissig gewesen. Aus meinen ,,V ‘orbemerkungen“ geht zur Geniige 
hervor, dap ich im Ubrigen gar nicht angezweifelt habe, dass Herrn Harzer’s Arbeiten sein 
geistiges Ligenthum seien“ (wenn er von der einen auch selbst sagt, dass ihm Herr Stdckel 
bei Abfassung derselben niitzlich gewesen sei); sondern dass ich vor allem bestritten habe, dass 
diese Arbeiten trotz ihrer theilweisen Originalitét und mancher schénen theoretischen Betrach- 
tungen (cf. SeiteXXX meiner ,,Vorbemerkungen“), von wirklich praktischer Brauchbarkeit 
fiir die Astronomie — das Haupterforderniss astronomischer Methoden — seien, ein Urtheil, 
hinsichtlich dessen ich mich in vollstindiger Uebereinstimmung mit einer ganzen Anzahl, durch 
ihre wissenschaftlichen Leistungen anerkannter F ‘achcollegen befinde. — 


Beilage zu Klinkerfues, Theoretische Astronomie. 3. Ausgabe. 


Fehler-Verzeichnisse anderer Werke iiber Bahnrechnung'). 


L 
Corrigenda zu Bauschinger’s 
Lehrbuch tiber ,,Die Bahnbestimmung der Himmelskérper“. 


r) 2 : : COS Gp? : 2 
pag. 88, Zeile 5 von oben lies: R = ss ae Bathe 4, hu — da oe 


1 -++ sin@cosv — L+singsine 


2 : cos ? 
PA 88, , Gia Z + — 1+ singeosv statt: 
COs —p? 
pau =1-+ smpsine®. 
R 
, 159, aw .. ee eee tate 
3.085 Gg? 
1 
fee tare aE 
7¢ Ul g a9 Z 
Lye, ie ar » [rl] =ayp (sin(E' — F) — 2esin 5 (E' — EB) 
8 a 
cos} (E! + E)) statt: ,[rr’| = a?  p (sin(E!— EB) 
— 2esin}(E' —E) cos} (E' By ye 
ee or »  sinccosC = sinicosé+--- statt: 
,sinc sin C = Sinicosée +---“. 
Ce Ne Se eG » sina’ sin A'=cos $2! statt: sina’ cos A’ = cos 83'“. 
a ee eG eee). ginten’ °, bys — 41 8 OO ptathy 2b, == = 19 12". 
1+yr 
OPE aD ay iy Fy O80 Hu) iY ui 


,cos(U — u) = — 


1) Man vergleiche das in den Vorbemerkungen zur 3. Ausgabe von Klinkerfues’ theoreti- 
scher Astronomie (Braunschweig, Druck und Verlag von Friedr. Vieweg & Sohn, 1911) auf 8. XIX 
Gesagte. Von den beifolgend mitgetheilten Verbesserungen sind die mit ") bezeichneten bereits von 
Herrn Oppenheim in der Astronomischen Vierteljahrsschrift von 1907, Heft I, 8S. 12  mitgetheilt 
worden. Da ihre Richtigkeit angezweifelt wurde, habe ich dieselben nachgepriift und gefunden, dab 
Herr Oppenheim in allen Stiicken Recht hat. Die Kenntniss der fiinf mit *) bezeichneten Fehler erhielt 
ich friher gelegentlich durch Herrn Dr. Wedemeyer. Fiir die tibrigen Verbesserungen bin ich selbst 
verantwortlich. Jedoch habe ich das Bauschinger’sche Lehrbuch nicht einer genauen und um- 
fassenden Nachpriifung unterzogen, — wid sie Herr Leuschner bei v. Oppolzer’s Lehrbuch vor- 
genommen und sich dadurch ein so grosses Verdienst um die endgiiltige Sicherstellung des klassischen 
Werkes erworben hat, — da meine Zeit anderweitig in Anspruch genommen war. Anmerkung des Heraus- 
gebers der 3. Ausgabe von Klinkerfues’ theoretischer Astronomie. 
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2) 
*) 
2) 


3) 


393 
430 
430 
431 
446 


460 


497 


534 


535 


536 


538 


548 


554 


” 


1 4 ” ” 


ow P 


” ” 


15 


11 bis 13 yon unten lies: 0 cos 0 cos 


. 250, Zeile 20 von oben lies: r 


5 , unten hes: 


” 


” 


” 


p bs p " 
T+ ecos(u— w) ~ 1+ ecos(u+@) 
vorgeschlagen statt: ,,vorzuschlagen“. 
log Quy 112200 statt: ,log Qy, 0.12090%. 
log ps 8.87800 statt: log py 9.879 10°. 
ds 2.61 statt: .d621- 082. 
ds = — 93510 42261. state: 
jas = — 23.10 +0.82¢. 
hcos(H — }v) = cos5 vt + 4sin 5 v4 statt: 
»hcos(H — a = cosfvt + isin vt“. 


statt: 7 


3 
aE = — 3 OS sin w— my (8) — 228 (1 atts: 
dt a 
== == Be e sin (v — (S) — ae CRY": 


, 6. Verticalcolumne fie 236° 21/34” statt: .236991'36". 


2 » 830°19'7" | 1339019/3"«, 
4 » 26692'27" | | 96602'33'6, 
é » 252948'8" | 959047! Qg'« 
. » +f :0.001 = get OGuees 

: ,) == SE 856.4. Tesi eae 
8762 » 9 3".762¢. 


Le Po 
= €)C0S¥) + eee — 7 ae statt: 
0 
1 y 
n= €p COSVy + x (4p cL ae 
0 
~(4 — aoe) = ncosN statt: 
r To 


(4p = ” 41) = ncos N“. 


[r]—19 = 2a) & sini (E—E)) sin} (H+ E,) statt: 
nlf ]—1) == 2 ay & sind i ea he the 
Ar =F — ry == 2a, € sin 5 (EH — Ey) sin $ 
(H+ E,) statt: o = 1—1% = +++ + 2aye sink 
(E— E,) cosk (E 3 Fy)". 

A at aa oe 2 Ap €y Sint aE Ey) sin 
(Hi — Ep) statt: ee = *—Po = +--+ + 2aye cost 
(E+ Ey) sini (E~— B,)*. 


1 j 
ncos N = = (42-244) statt: 
0 


1 
2 
1 
2 


if , 
»ncosN = — (4p oa Po Ar)\. 
rs ro 


xo + X+ # 
0 cos 0 sine y+ Y¥+y! 
Q sind e+Z+6' statt: 
nQ cos 0 cos & = a + X+4 # 
Q cos d sina = y+ Y+ yn! 
0 sind = ye eee 


| tl 


4 von oben, 4, Verticalcolumne lies: + 62.89 statt ,— 62.89“. 


Fehler-Verzeichnisse anderer Werke iiber Bahnrechnung'). 


IL. 
Corrigenda zu vy. Oppolzer’s 
Lehrbuch zur Bahnbestimmung der Cometen und Planeten“. 


Von Arnim O. Leuschner. 


Das Oppolzer’sche Werk ist heut zu Tage und wird auf lange Zeit ein magebendes Buch 
iiber die in ihm behandelten Gegenstiande sein, nicht nur fiir den Lernenden, sondern auch fir 
den practischen Rechner. Deshalb ist es ebenso wichtig wie angenehm, den Text von Druck- 
und anderen Fehlern befreit zu haben. 

Das Werk besteht aus zwei Binden; vom ersten Bande sind zwei Auflagen gedruckt, 
niimlich die erste 1870 und die zweite im Jahre 1882. Band II liegt noch in erster Auflage 
vor und erschien im Jahre 1880. 

Jeder Band enthalt ein Verzeichniss von Fehlern, die im Verlaufe des Druckes entdeckt 
wurden. Im Jahre 1880 veréffentlichte Prof. v. Oppolzer ein langes Verzeichniss von Cor- 
recturen zu Band I, das durch den Verlag von Engelmann in Leipzig erhiiltlich ist. Die 
vorliegende Publication bericksichtigt die erwahnten Verzeichnisse nicht, da 
sie jedem, der das Werk besitzt, zuginglich sind. Seit dem Jahre 1880 sind von verschiedenen 
Astronomen von Zeit zu Zeit in den Astronomischen Nachrichten Corrigenda publicirt worden, 
die ich gesammelt und im Folgenden, unter Anfiihrung des Namens des Autors und der Nummer 
der Astronomischen Nachrichten, in der die betreffenden Verbesserungen zuerst erschienen sind, 
mit angefihrt habe. Fiir diejenigen Verbesserungen jedoch, die nicht, wie die eben 
genannten, bezeichnet sind, bin ich selbst verantwortlich. Das vorliegende Fehler- 
Verzeichniss wurde auch an die Astronomischen Nachrichten gesandt. Allein Prof. Krueger 
erachtete es fiir besser, dass es anderswo erschiene. — 

Dank der Giite von Dr. F. K. Ginzel an der Kéniglichen Sternwarte zu Berlin, der in 


enger Beziehung zur Oppolzer’schen Publication stand und auf meine Bitte das vorliegende , 


Verzeichniss nochmals revidirt hat, wage ich zu behaupten, dass sich nur wenige oder gar . 


keine Fehler in demselben befinden werden. Ausserdem war Dr. Ginzel noch im Besitz einer 
Anzahl von Verbesserungen, die noch vor Prof v. Oppolzer’s Tod seinen Assistenten bekannt 
geworden waren. Dieselben sind im Folgenden mit den zuvor genannten zusammen angefihrt, 
so dass das Vorliegende im Verein mit dem von Prof v. Oppolzer gegebenen Verzeichniss 
alle bis jetzt bekannten Fehler enthalt. 


') Man vergleiche das in den Vorbemerkungen zur 3. Ausgabe von Klinkerfues’ theoretischer 
Astronomie (Braunschweig, Druck und Verlag von Friedr. Vieweg & Sohn, 1911) auf 8. XX Gesagte. 
Das Leuschner’sche Fehler-Verzeichniss wurde von mir iibersetzt und die vier im Folgenden mit 
einem Stern versehenen Errata wurden ihm noch hinzugefiigt. Anmerkung des Herausgebers der 
3. Ausgabe von Klinkerfues’ theoretischer Astronomie. 
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Da Band II vor der zweiten Auflage von Band I erschien, so ist die Bezugnahme 
auf den ersten Band in seiner ersten Auflage néthig. Im Allgemeinen bringt das 
keine weiteren Schwierigkeiten mit sich, da die , Tafel der Riickbeziehungen“, welche sich in 
der zweiten Auflage des ersten Bandes zu Anfang findet, die Seiten etc. der zweiten Auflage, 
welche denen der ersten entsprechen, angiebt. In einem Falle jedoch entsteht eine kleine 
Unbequemlichkeit, nimlich in Band II, Seite 398, wo der Leser auf die erste Auflage des vor- 
hergehenden Bandes verwiesen wird (die ihm wahrscheinlich nicht zuganglich ist), wahrend in 
der zweiten Auflage dieses Bandes die Formeln, auf die er sich verwiesen sieht, fehlen. 
Deshalb erscheint es der Mithe werth, die néthigen Formeln hier abzuleiten, was wie folgt 
geschehen kann. 

Die folgende Form der Gleichung ist diejenige, aus der die Formeln abgeleitet werden 
kénnen (Bd. I, 2. ed., S. 65): 


ktVite | eras: 4 | 
gaa Weg ele ee eat Oe, ee “gig — = 38 is 
9 qi eo 3 ét Tee o 7 eit -b | 
v3 | 6 9 12 | 
oj) Sa 2 = g2¢f 2-2 = 6376 Acaiis map fie kee wes 
ey gee ee ee aoe p () 
j 1 1 — 
wobel: lige und = 
Durch Einfithrung der Grésse 4, die definirt ist durch die Relation: 
1 7) ; 
tg? 3 = ee? = nat a te ee ee Oe ey Be te ee [A] 
erhalt man: 
ktV1l +e cM 2 3 4 
ie ed er G2 aoe eo 
2am y2 Oe et ee 
1 {6)\%{ 6 9 12 | 
et eh a ee NE | | ay |S Re ee ee ees 
ale Geer a go rd a) 
Bilge op hee) 
Multiplicirt man auf beiden Seiten mit Sos TEs so erhalt man leicht: 
e 
kt (1 — e)'% > 1 1 1 l 
Aine ee oo re bale i 
qe V DUET puaR ast main.) 


—2eV0 {1-64 @— O84 G@— .) «LD 


Setzt man jetzt: 


“= ayo {1—+0 fae esas ged! 
= 5 7 [By 
B = 270 {1—6 + 6?— 63 + ge —...} 
so ergiebt sich schliesslich: 
kt(1 — e)% 


qi —=—_ “«#— ep . . . . . . . . . . . . (IV) 


Dies ist die Form der Gleichung (I), Bd. I 
ersten Auflage dieses Bandes (8.60) auftritt. 
Beweisfiithrung fortfahren: 


4 —— 2 1 al aval 4 ‘ . . 
Ist (1 —e) eine Grosse erster Ordnung, so muss 4 von derselben Ordnung sein, da wir 
angenommen haben, dass 


, 5. 65 (zweite Auflage), welche in der 
Jetzt kann ich mit Prof. v. Oppolzer’s eigener 


stg?» 


=) ae 


ist. (Gauss nimmt bei seinen Untersuchungen an, dass Vo von der ersten Ordnung ist.) 
Man kann leicht zeigen, dass % und B in derselben Beziehung zu einander stehen, wie der 
Bogen zum Sinus. In unserem Falle hat man immer nahezu: 

= op. 

Deshalb ist Gleichung (IV) in obiger Form jetzt nicht zur Lésung brauchbar. Vielerlei 
Transformationen kénnen gemacht werden, die alle auf das gleiche Resultat fiihren, dass die 
Berechnung dieses Unterschiedes mit hinreichender Genauigkeit mittelst der gewéhnlichen 
Logarithmentafeln geleistet werden kann. Die folgende von Gauss vorgeschlagene Trans- 
formation hat den Vortheil, dass eine Grésse B (die weiter unten abgeleitet wird) gleich 1 
gesetzt werden kann, ohne dass dabei Fehler, die grésser als von der zweiten Ordnung sind, 
begangen werden (entsprechend der Gauss’schen Bestimmung von Fehlern vierter Ordnung). 


Man hat: 
1—e 1+ 9e 
—@b == = 
Setzt man: B 
OL 
as 
90+ Bp’ [C,] 
so erhalt man: 
ktVyl—e 9a + B | 1+9e A 
qi Fonte Ks) Be + ie ey 15 
Durch Einfithrung der Grosse: 
90 
eed sy Persiey cal 8 tao Me Weare ne Macey Tat] 


von der bewiesen werden kann, dass sie sich yon der Hinheit nur durch eine Grésse zweiter 


Ordnung unterscheidet, erhalt man: 


ktV1—e ole ee Ae 
——————- = 12 — 
Re le ese 1 
Nimmt man an, dass: 
ih 6 Set) era 
A rea re t Ww, 
so erhalt man die Gleichung: 
kt 1+9e 1 Nites 
ee ————_-_ ——_ ff — —_— — Le ss) . . . . . . . D 
nV 3 is ate: 9g [P] 
Nimmt man B als bekannt an und setzt mit Nicolai: 
_, d(1—e) 1 
Srna a C2 —— gt — we, ee ae ier cd Nea CO. 
fee AC C hae fat [C..] 
so folgt: 
5(1 + e) 
ays oy, ee SLR ane eae tye 
ig—v = Cig—-—w 14 9e’ [Ei] 
da ja 
cp peeps hs 
le sas ee 


Es ist nicht néthig, weiter zu gehen. Nach Substitution der Relationen [A], |B], [C], 
[D], [E] in die Differentialquotienten von 8. 398 bleiben als unbekannte Gréssen nur die Quotienten 


= und me Die Entwickelung dieser Gréssen ist auf 8. 398 u. f. gegeben. 


C Gs Pa 
Die folgenden Hinzuftigungen und Verbesserungen sind der ,,Ta fel der Rick- 


beziehungen‘, die Band IJ, zweite Auflage vorausgeht, einzuverleiben. — 


Aaa? 
“ 


. Riickbeziehung zur Riickbeziehuug zur Riickbeziehung zur | Riickbeziehung zur 
Band I] ersten Auflage von | zweiten Auflage von Band II | ersten Auflage von|zweiten Auflage von 
Band I Band I Band I Band I 
pag. 84 pag. 47, 48 u. 17/ pag. 54, 57 u. 18 pag. 411 pag. 81 pag. 206 
5 tag >» ong = wslaie. » 430 », 109 = Be alts) 
, 228 ape: » 206, 24) » 432 > 44 nog 
, 229 rues ceaico ans ey , 218 ca yer 
S Brin, , 94 , 268 i TB ~ 143 » 1637) 
» 374 , 40 ee 44 od) Peas) liste) F; 82, 8) 
5 BUT ; 71 u. 32 , 123.u. 35, 30) , 492 , 106, 3) » 292, 9) 
WOOL » 4 » 2138 
Corrigenda zu Band I (zweite Auflage). 
1) pag. 12, Zeile — 19, fiir: Ekliptikalcoordinaten lies: ,, Aequatorealcoordinaten“. 
2) aes 29; Cee ==" 8 chars ap lege eee. 
‘ 56, , — 1, fiir: tg (45 + 1/,—) lies: ,tg (45° + 1/, mp)“. 
Bs 71, _, — 5, fir: wol lies: ,wohl“. 
Ps 1 
_ 83, 5 co oh, firs hess s— "2 
a a 
2) ar 95, , + 18, fiir: pag. 43 lies: ,pag. 44“. 
2 ae 97, , + 4, fiir: pag. 104 lies: ,pag. 81%. 
oe lle = | — LO arsine Mesa cos a. 
» 111, , — 8 und —4, fir: cos@ lies: ,cosg’“. 
*) » 114, , — 2, in der Anmerkung nach: +1,08 fiige ein: ,mit“. 
*) » 117, , — 8, far: sinm,cos mp lies: sin 2), cos)“. 
» 127, ,  — 2, in der ersten Gleichung fir: X'mz lies: ,2 my“; in der zweiten 
fir: Dmy lies: , ima‘. 
' P ; Cor 
» 127, , — _ 1, die erste Gleichung ist zu lesen: , ve Limz = 0"; die zweite: 
at 
ay, 
— ime = o* 
"de j 
ow RG ‘ d?z 
» 128, , + 3 u.+4, dieGleichungen sind zu lesen: a ams = o“ und: 
dit? 
OR 
a’ M — « 
naa Zin y = O*. 
» 42>». => I ttint (pag. 139) les: » (pag. 134)“. 
4) ow «LAO ae 7 tee strenge lies: ,strengen*. 
» 106, , — 9, fiir: n? lies: n*. 
#) ” 158, ” ee 14, fiir: 180° 1 (IT) lies: , 180° —_ (IT) + (a 
) , 164, , + 4, nach 20) fiige ein: ,nachdem sie mit cos b}, resp. sinb! multi- 
plicirt worden sind“. 
, 164, , — 1 uw. —9, far: pag. 162 lies: , pag. 145%, 
2) , 199, , — 8, fir: der Null gleich wird lies: ,den Werth 280° annimmt*. 
Mets ies, oes - 18, Heo ermitteln fiige ein: ,hierbei ist 4s das Increment der 
lunisolaren Schiefe in der Zeit (t, — to)*. 
eon on = LG WORSC \ ae eee eee 
” 221), ” —- Us fiir: 0, lies: pity ee 
Dae waar x, + 18, fiir: cos 2a lies: ,cos 2c". 


") Mitgetheilt durch Dr 


Paul Lehmann, Astr. Nachr., Nr, 2810, — 2) Drv Bak. Gime 


a a 


*) pag. 238, Zeile + 6, fiir: 9”,2365 lies: ,9’,2370°. 


_ 
") 


” 


241, 
241, 
242, 
246, 
248, 
268, 
276, 
280, 
293, 


610, 


” 


Zeile 


” 


7 


+ 
+ 


” 


11, fiir: erste Tafel lies: ,zweite Tafel. 
12, fir: zweite Tafel lies: ,erste Tafel“. 
15, fir: pag. 114, 115 lies: ,pag. 118“. 


3, fiir: pag. 120 lies: pag. 123, 
9, fiir: pag. 245 lies: , pag. 237, 238%. 
8, fiir: «& — dp lies: 0% — a“. 


+ 20, fiir: pag. 272 lies: pag. 276". 


In Gleichung 10) ist auf der linken Seite das Minuszeichen fortzulassen. 


+ 


ssaures : ; 1 
16, beide Glieder miissen den Coefficienten ,— = 


9, fiir: das Zeichen von cos) erhalt lies: ,im ersten Quadranten zu 
nehmen sein wird, da sin ~ immer positiv ist“. 


14, fiir: 37,26 lies: ,32',6". 

13, fir: Sonnenort lies: ,Cometenort“. 
14, fiir: Aberrationscorretion lies: , Aberrationscorrection “. 
8, fir: dy lies: ey: 

dx dz 

18 u. + 19, fir: x lies: ,2“. 

11, fiir: derselben lies: .,desselben“. 

4, fiige ein: ,dy, —“. 

Ay cups liest..2 70°. 
TO eLUtra 2 MOS eee e | 

2, fiir: pag. 98 lies: pag. 101“. 

18, fiir: ersten lies: , erste“. 

11, | «“ 


erhalten. 


{ beide Glieder miissen den Coefficienten > 


13, fir: IA,) lies: ,1A,)‘. 


2, fir: pag. 72 lies: pag. 73". 
4, fir: cosJ lies: ,— cos J“. 
3, das Wort .diese“ ist fortzulassen. 


14, fiir: die mit x? multiplicirten Glieder lies: die Glieder 3.Ordnung“. 


“ erhalten. 


Bc0r- 9), Ness 4, — 1. 


Argument: 4196’ 40", fiir: 87474 lies: ,88474%. 


615,5 (Fusstafel), fiir: 397,5 lies: ,307,5%. 
148° 30' 20”, fiir: 00795 lies: ,00795*. 

155924’ 40", fiir: 06898 lies: ,06 898%. 

160° 28/50", fiir: 81120 lies: ,81120*. 

161° 32’ 60", fir: 90293 lies: ,90293*. 

169° 30' 40", fiir: 02767 lies: ,02767°. 

50,0 [col.: Parallaxe], fiir: 88,17 lies: ,8”,817%. 

{+ 20,17) (+ 20,174) 
\-E 0,13] (+ 0,127} 
77,7 {col.: (g cos G),], fir: +- 0,53 lies: , + 0,153°. 


lies: 


77,6 [col.: (gcos G),]|, fiir: 


1) Tafel Xb, Columne «, und Tafel Xd, Columne B,, sind mit einem falschen Werth 
berechnet; der resultirende Fehler ist jedoch nicht von grosser Bedeutung, da er 
nie die Halfte einer Hinheit der letzten Decimale iibersteigt. Kr kann mit grosser 


1) Mitgetheilt durch Prof. Dr. v. Oppolzer (?), Astr. Nachr., Nr. 2492, — ®) Dr. F. K. Ginzel. 
— *) Dr. Prof. Ern. Pasquier, Astr. Nachr., Nr. 2719. — 


een eee 


Aga ; : : 2 
Genauigkeit in Betracht gezogen werden, indem man in den beiden Columnen zu 


ty — 1850 
Berechnung der sicularen Glieder den Factor ¢ = Sah. an Stelle des Factors 
= —_ gebraucht. 
Corrigenda zu Band II. 
10; Zeile -- 4) fir: C2? | {12 34, (2d —1)*} lies: , C7? 17, 32. Gd 1) 
mess pad 
10; qo ta 7, flrs dO 7S ao cilicn? 40.08 coc 
p=0 0 
11, , + 10, fir: p = d lies: ,p und a“. 
d .. 
Lis 4 Ee bap fir: pad lies : "pada 
LOR a= ire Nes 2) eee 
15, ,  — 9, fiir: wie dies in der Gleichun§ 4) lies: ,wie dies in Gleichung 4), 
pag. 9“. 
Ssirael : : rae z 
15, , — 7, fir: mf (a+|i +5 ») lies: ,mf (a+ es Ce 
: 1 7 . . 1 “ 
Wey en tS 9 (a+ f +5 w lies: ,,f (a = f +5 wv) : 
C3 {12,54} C3442, ... 53} 
18, = ———F 8, fiir: — aes les: a= a 
ee * 
32, , — 8, fir: dl=da+[i+n|w) +a(a+[i +5 tm w) lies: 
, Saat 
= d(a+[i+nju)=d(a+i +5+m| w) 
d=ea oO 
34, , + 3, fur: DS) es Hes: pate 
(Jail Gie—al 
34, , + 7, fir: C4? (12,32... (2d—1)?) lies: , C4? (12,32... (2d —1)?}“. 
SDP) a, con bee a 
te, ns Se ns « 
39,4 == 3, LuEs ae lies : aeons 
a+ [t+ Yom] w a+ [it le+m)w 
41, , + 14, fir: | f(U) dl lies : 4 f(D dls. 
44, , + 13, fiir: der Formeln lies: ,den Formeln“. 
45, , — 9, fiir: beniitze lies: , beniitzen“. 
1 : 1 
Als 90 —= 98, fire tf (a +5") lies: °f (a—Jw)s. 
50, , — 13, fiir: aus den fiir 21) lies: ,aus den fiir 7)“. 
atiw a+iw 
P ; ut : 
55, ». — 18, fir: J, =r + [t+ n]w)dl lies: ,J, = 7 [a+ lm 


Der Gebrauch der Formel B, 8. 35, ist dann klarer. Ver- 
gleiche die Gleichungen 2) und 4) S. 32. 


56, Nach der ersten Gleichung fiige die Zahl 34) hinzu. 
: 1 1 
59, Zeile + 2, fir: 7 i) (a—5 | lies: aa Ae (o—50) 


2 2 


pag. 59, Zeile — 


” 61, 
” 70, 
etc 


” 


” 


” 


6, 


: a 1 : 
fiir: P} (m) f (a a w) ess (mn) f. ( — 5 w) Me 


+ 6, fiir: log f(a 4 iw) lies: ,log (4 (a + iw)*. 


km, .. k2m 
fe 1d. FOP See lied: fo 


o? ” 0? 


— 17, fiir: Orte vor und zwei Orte lies: ,Funktionswerthe vor und zwei 


Functionswerthe“. 


i 82, { Die numerischen Werthe der Constanten sind etwas verschieden von denen 
der zweiten Auflage von Band I. Man vergleiche das Vorwort zu demselben. 


a | 


99 


’ 


eK) ee 


.) AIRY. 
» 150, 
» ABI; 
Poms hk 
SBR 
« /hBd: 
, 159, 
165, 
meer, 
5. UPB 
179, 
» 256, 
» 292, 
» 301%, 
» 308, 
7 Blt, 
» 326, 


” 


+) es 0 ba 


» 383, 
» 389%, 


” 


” 


aa 
+ 


+ 4+ + 


der Zeile log foo] : |[edsl [efl| ies; fad [e/al| 


13, 


15, 


4, 


fiir: Rech nung lies: ,, Rech-nung“. 
fir: — 3,42 lies: ,— 4,32“. 


9 
fiir: ay cos Po ies F a? cos Po “, 
: a 
((r?)) ey 
PRPS e lest oe 


” 


james (PS oe Py) dies: (Pos Pe: 


fiir: (12 y — a) lies: ,(12 y + aa)“. 
d?v4, ° dV5, ( 
“6 es? -.5, Ie “. 


ef 1 1 1 
fir: f (a—Sw| lies: ,,f (a—50)* 


Gleichung 7), Streng genommen kann man hier nicht cosw' fir 
cosu schreiben, da diese Formeln allgemein sind und der be- 
sondere Fall cosJ nahe = 1 noch nicht behandelt ist. 


fir: 


fir: iol ue lies : ao st 
' (r) dt “"((r)) dt 
fir: @ lies: ,,6“. 


J ahs a+ {i+1)w 
fiir: \| f(x) da? lies: || f(x) dix? (cf. pag. 233)*. 


1 , : 1 
fir: fF a—50) less.y (a — sw). 


fiir: mehr minder lies: ,mehr oder minder“. 


_ (22 : (2)? “ 
fiir: (5) [+e FI : 


fiir: die Quadrate der Pracisionen lies: ,die Quadratwurzeln der 

Gewichte*. 

fiir: se lies: es“. 

4, 16, besser: ,n“ fir: v. 

fiir: (@B) lies: ,[aB]*. 
[eds] 

[cde] ,... |e] le | 


ee 


[¢ ¢| 


[oll] 


Wea 


[¢ Cy] [¢ ¢9] 


343, In der zweiten Eliminationsgleichung von unten, fiir: 064255 lies: ,,0,64255°. 
» 362, Zeile — 


: ‘ ; & 
fiir; mehr minder lies: ,mehr oder minder™. 


+ 5, fir: Maasse lies: ,, Masse“. 


7, 


2+ € cos ae 2+ € cosy, 


fiir: : 
cos —p ” cos p? 


1) Mitgetheilt durch Dr. I. K. Ginzel. 


ee i) ee 
] : : : 
1) pag. 392, Zeile — 6, fir: 0a = psin(N— a) sey p?2 sin 1" sin(2N—2) +--- lies: 


1 ; : 
,O% = p sin(N— 2) — 5 p? sin 1" sin(2.N—m) +-::*. 


wy 1898, 3 42.73, firs e liessa ie 
» . 894, _, ‘— 16, fir: C = 180 —zZ lies: ,C = 180 — 7, 
@ £08; (4-413, firs SU leew SoS | ee 7 
,» 414, , + 4, fir: cosdda: sin i'0 8 lies: ,cosd0a: sini 0 83". 
n° 431) 5, — 6), fiir: das ist lies: ,dass ist”. 
*, Oro ‘ { ano 
So ekol  ee ie (ro 7) Lies ee \% Fe “ 
. OW Oh’ .. oh! Oh’ . 

” 431, 9 — ile fiir: dx, und dé, lies : "5 a un 0€, 

: Te Oh ae on’ 
» 482, Gleichung 15) fir: in lies : "a 

: 1 

» 435, Zeile + 13, fiir: 2 (#,)2 lies: ng > (ta)**. 
mw 400, ,, — LO; fir A) lisse .A,)°. 
y 208), 5 = Loyain we lics 25. 
9 208% 5 —— LA fir:an B) liess-vow.G) im A.)-. 
5 458, , 12) firs lies: .a)°. 
,» 458, , — 9, fiir: pag. 368 lies: ,pag. 369“. 
» 459 , — 1, 2, 4, 5, fir: d& und da lies: of und cx“. 


» 460, , + 1, far: d& und dz lies: ,O& und 02“. 
» 462, , + 1, far: 17,96 lies: 47,96". 
463, Columne cos BOA, erste Zeile, lies: ,+ 0,04“ und Columne 0 B, zweite Zeile, 


lies: ,— 0,70*. 

» 466, Zeile + 1, fir: darf lies: ,dirfen“. 
7, N7/, 
SEre0e ee) Ae sree eee tye, 
a a? 
A 
*) , 488, , — 6 u.—7 auf der rechten Seite der Gleichungen, fiir: (>) Jx% und 
A Op. 
($2) ae lies: (SE) 4a und (sf) 22>. 
Ox Ox Ox 


m= 691, 4, “> 9; fir-itago less -ta0". 


Nachschrif t. 


Nachdem die vorstehenden Corrigenda gedruckt waren, wurde eine Liste yon Fehlern zu 
Band II von General-Lieutenant J. F. Tennant, R. EK, F. B.S. in den Monthly Notices der 
R. A. §. (Vol. L, No. 7) veréffentlicht. Die folgenden davon habe ich verificirt, und dieselben 
sind weder in dem vorstehenden, noch in friiheren Fehler-Verzeichnissen enthalten: 


pag. 11, Zeile --. 16, fir; C9-F11,9. 8, a — 1} lies: ,C9—P 112,98 33 |. (a —1)2}*. 
» 110, Log. Si, Oct. 27, fiir: 1861612 lies: ,2,861612*. 
» 110, , Sey Dec. 6, fiir: 0,045547 lies: ,0,075547*. 


‘) Mitgetheilt durch Prof. Dr. A. Seydler, Astr. Nachr., Nr. 2856, — ya Hackenberg, 
Astr. Nachr., Nr. 2899, 


Tana eee 


ad eek 
sim . (HE — Ey) sim 3 (H — Ep) 
pag. 163, Zeile — 4, fiir: lies : a 


” 


BY (# —ot Eo) ry (Hi ne Ey) sin at! 


Die itbrigen von General Tennant angegebenen Fehler sind entweder schon friiher ver- 
dffentlicht, oder ich bin selbst nicht in der Lage, ihre Correctheit zu verbiirgen. 


Wahrend ich damit beschaftigt war, diese Liste nochmals zu revidiren, bemerkte ich die 
folgenden Zahlenfehler auf 8.110 und 111: 


pag. 110, Log. z, Jan. 15, fiir: 9,,148099 lies: 9148099 *. 
» 110, , 2, Dec. 6, fiir: 9,150349 lies: ,9,150349%. 
110, ,, 4, Oct. 27, fir: 9147436 lies: ,9,148436“. 
» 111, 4 fq, Oct. 27, far: 1,733151 Nes: ,1,733151*. 
» 111, JX (Z), Oct. 27, fir: — 0,06 lies: ,+ 0,62". 


In den Astr. Nachr., Nr. 2968 lenkt cand. astr. H. Kloock aus Bonn die Aufmerksamkeit 


auf eine Behauptung in Band I beziiglich der tiglichen Aberration, die zu allgemein ist. Die 
einfachste Weise zur Beseitigung dieser Zweideutigkeit ist die folgende: 


Seite 111, Zeile —17, nach: ,Beobachtungen‘ fiige ein: ,falls dieselben nicht gerade ab- 
solut sein sollten“. 
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